A 2009. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai

oktéber 30 - november 9.

1. Egy kértyapakli minden kartyajan a szabdlyos 17-szog lathaté oldalaival és
atléival egytitt, csicsai 1-t6l 17-ig vannak szdmozva. Minden kartyan az dsszes sza-
kasz (oldalak és 4tlok) az 1,2,...,105 szinek valamelyikével van kiszinezve gy, hogy
a kovetkez6 tulajdonsag teljesiil: a 17-sz0g barmely 15 csicsa kozotti 105 szakasz
csupa kiilonb6z6 szinnel van szinezve a pakli legalabb egy kéartydjan. Minimum
hany kértya kell a pakliba?

2. Legyenek p1, .. ., px primszamok, és legyen S az egész szamok azon részhalmaza,
melynek elemei nem oszthatdk pq, ..., pp-tél kiillonb6z6 primszammal. Az egészek
egy véges A részhalmaza esetén jeloljik G(A)-val azt a grafot, melynek csiicsai az
A elemei, élei pedig azon a,b € A péarok, melyekre a — b € S. Létezik-e minden
m > 3-ra egészeknek olyan m elemii A részhalmaza, melyre

(i) G(A) teljes?

(ii) G(A) osszefiiggd, de minden csicsdnak a fokszdma legfeljebb 27

3. Bizonyitsuk be, hogy léteznek pozitiv ¢ és ng konstansok az aldbbi tulaj-
donsdggal. Ha A egész szdmokbdl 4ll6 véges halmaz, |A| = n > ng, akkor

|A— Al — |A+ A < n? —en/o.

4. Bizonyitsuk be, hogy az
flz) =

polinom irreducibilis Q felett minden n > m > 0 egész szam esetén.

" 4+ 2™ — 2
pecd(m,n) _ 1

5. Legyen G véges nemkommutativ csoport, melynek rendje t = 2™m, ahol n,m
pozitiv egész szamok és m paratlan. Bizonyitsuk be, hogy ha a csoport tartalmaz
2"-ed rendii elemet, akkor

(i) G nem egyszerii csoport;
(ii) G tartalmaz m-ed rendii normalis részcsoportot.

6. Egy véges (S, L) illeszkedési strukturat Steiner harmasrendszernek neveziink,
ha L # 0, barmely két z,y € S, © # y pontra illeszkedik egyetlen ¢ € L egyenes
és minden ¢ € L egyenesre illeszkedik pontosan hdrom pont. Legyen (.5, L) Steiner
harmasrendszer, az x # y pontokra illeszked6 egyenes harmadik pontjat jelclje
zy. Legyen A olyan csoport, amelynek a C'(A) centruma szerinti faktorcsoportja
primhatvény rend{i. Legyenek f,h : S — A olyan leképezések, hogy C(A) tartal-
mazza [ képhalmazat, h képhalmaza pedig generalja A-t.

Igazoljuk, hogy ha S barmely két kiilonb6z6 x,y elemére

f(z) = h(z)h(y)h(z)h(zy)
teljesiil, akkor A kommutativ csoport, és van olyan & € A, hogy minden z € S
elemre f(z) = kh(x).



7. Legyen H az M differencidlhaté sokasag Diff > (M) diffeomorfizmuscsoportjédnak
tetszoleges részcsoportja. Az X C*°-vektormez6 a H csoportot gyengén érinti, ha
van olyan pozitiv egész k szdm és olyan C*°-differencidlhaté ¢ : |—e, 5[k XM — M
leképezés, amelyre

(i) rogzitett t1,...,tx esetén a
Otyotn T EM = @(t1,...,tg, )

leképezés diffeomorfizmusa M-nek, és ¢, .+, € H;
(i) @4,,...t, = Id, ha valamely t; =0, 1 <j <k;
(iii) tetszéleges f: M — R C°-fiiggvényre

ak(.f o SOtl,.A.,tk)

Xf=
! Oty ...0t

(tl,...,tk):(o,...ﬁ[))
Igazoljuk, hogy a H C Diff** (M) csoportot gyengén érinté C>°-vektormezdk kom-
mutdtorai is gyengén érintik H-t.

8. Legyen {A, },en a szdmegyenes mérhetd részhalmazainak egy olyan sorozata,
amely majdnem minden pontot végtelen sokszor lefed. Igazoljuk, hogy megadhatd
B C N nullsirtiség{i halmaz gy, hogy { A, }nep is majdnem minden pontot végtelen
sokszor lefed. (B C N nullsfiriiségfi, ha lim,, ., #F1EH0=n=1l — )

9. Legyen P C R™ egy nemiires kompakt konvex halmaz és f : P — R egy
konkav fiiggvény. Igazoljuk, hogy minden £ € R™ esetén

sup (&, z) +

m—+1 1.
e < | sup )+ L int (e - [ syt

10. Legyen U C R"™ nyilt halmaz, L : U x R" — R folytonos, a méasodik
valtozdjaban elséfoki pozitiv homogén, U x (R™\ {0}) folott pozitiv és C?-osztalyi
Lagrange-fliggvény, amelyre teljesiil, hogy tetszOleges p € U esetén a

{veR"|L(p,v) =1}

hiperfeliillet Gauss-gorbiilete seholsem zérus. Hatarozzuk meg L extremélisait, ha
eleget tesz a
n n
> Y Ok0nyiL = yF00n kL (i €{l,...,n})
k=1 k=1
parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek, ahol y*(u,v) := v*, ha (u,v) € U x R,
v= (v ..., 0").

11. Jelolje H, az n x m-es onadjungalt komplex métrixok linedris terét és
ebben P, a pozitiv szemidefinit matrixok kupjat. Tekintsiik H,-en a szokasos
belsbszorzatot

(A,B) =tr AB (A,B € H,)

és a belOle szarmazd metrikat. Mutassuk meg, hogy barmely ¢ : P,, — P, izometria
(azaz a fenti metrikdra vonatkozo, nem felétleniil sziirjektiv tavolsdgtart6 leképezés)
eléall

P(A)=UAU" + X (A€ H,)
vagy

p(A) =UATU*+X (A€ H,)
alakban valamely nxn-es U unitér matrix és X pozitiv szemidefinit matrix segitségével,
ahol T a transzponaldst, * az adjungalast jeloli.



12. Legyenek 71, Zs ..., Z, d-dimenzids standard normalis eloszlasu fiiggetlen
(oszlop)vektorok, n — 1 > d. Legyen tovdbba
n

> Zi, Su= ! (Z; -~ Z)(2; - 2)7
i=1

7Z- -
n_1¢:1

S|

a mintaatlag, illetve a korrigalt tapasztalati kovarianciamétrix. Tekintsik az Y; =
S{l/z(Zi —Z),i=1,2,...,n standardizalt mint4t. Bizonyitandé, hogy
ElY) — Y|
E\Zy — Zs|

és a hanyados nem fiigg d-t6l, csak n-tol.
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