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Témavezető:
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2.1.1. Lánc-létra módszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1. fejezet

Bevezető

1.1. Tartalékolás a nem-életbiztośıtásban

Miért tartalékolnak a biztośıtók?

Egy biztośıtó optimális működéséhez, azon belül pedig fizetőképességének

megőrzéséhez rengeteg tényező teljesülése szükséges, melyek közül az egyik

legfontosabb, hogy megfelelő mennyiségű tartaléka álljon rendelkezésre. En-

nek meghatározása igen bonyolult aktuáriusi feladat, ugyanis sem a túl kevés,

sem a túl sok tartalék nem szerencsés. Ha túl kevés a tartalék a biztośıtó

nem tudja teljeśıteni a kifizetéseit, mı́g ha túltartalékol, azzal az eredménye

(nyeresége) csökken.

Amikor a biztośıtó elad egy szerződést, valamekkora kötelezettséget vállal

az ügyféllel szemben, melyet a jövőben teljeśıtenie kell, vagyis a biztośıtó

bevételei és kiadásai időben elcsúsznak, ennek kezeléséhez van szükség a tar-

talékokra. Azt azonban nem feltétlenül tudhatja előre, hogy a teljeśıtésre

mikor kerül sor vagy éppen mekkora összegben. Ha egy teljesen
”
egyszerű”

szerződés életét vizsgáljuk, abban szerepel először a szerződés megkötésének

időpontja (tegyük fel, hogy a biztośıtó ettől kezdve áll kockázatban), majd

a szerződés tartama során valamikor egy kár következik be, amit az ügyfél

valamikor – a kárbekövetkezés időpontja után – bejelent, majd megkezdődik

4



a kárbecslés. Miután megtörténik a kár nagyságának megállaṕıtása, a meg-

felelő összeget kifizeti a biztośıtó és a kárrendezés lezárul. Ezen időpontok

között akár évek is eltelhetnek, ha például pereskedésre kerül a sor (vagy a

kár megtörténte csak évekkel később válik világossá) és előfordulhat, hogy az

”
ügy” lezárása után újra megnyitják azt és az is elképzelhető, hogy eközben

a szerződés tovább él (esetleg további károk következnek be).

A nem-életbiztośıtási tartalékok közül nagyságukat tekintve legnagyobb

jelentőséggel a függőkárok tartaléka b́ır [1], melyet azokra a már bekövet-

kezett káreseményekre képzünk meg, melyek esetén nem vagy csak részben

történt meg a kárkifizetés.

1.1. Defińıció (IBNR tartalék). Már bekövetkezett, de még be nem jelen-

tett károkra képzett tartalék, az angol Incurred But Not Reported kifejezésből

alkotott mozaikszó, más néven késői károk tartaléka.

1.2. Defińıció (RBNS). Bejelentett, de még nem rendezett károk, az angol

Reported But Not Settled kifejezésből.

Kifutási háromszög

A múltra vonatkozó kárstatisztikai adatokat táblázatba rendezhetjük az eltelt

idő figyelembevételével. Ez történhet a bekövetkezés és a bejelentés között

eltelt idő vagy a bekövetkezés és a kifizetés között eltelt idő seǵıtségével

(esetleg a bejelentés és kifizetés közötti idő seǵıtségével is, de ezt most nem

fogjuk alkalmazni), mely két különböző táblázathoz vezet, ám ezek kifutása

megegyezik [1]. Ez azt jelenti, hogy hosszú kifutási időt vizsgálva az adott

évben bekövetkezett károk megegyeznek a kifizetett károkkal, mert a biz-

tośıtó előbb-utóbb minden ügyet lezár. A kárstatisztikáknak is lehetséges

több fajtája, például a kárösszegek jelenthetik a bekövetkezett és bejelen-

tett károk összegét, de azt a mennyiséget is, mely az ügyfél számára kifi-

zetésre került. Ez a kettő nem feltétlenül egyezik meg a szerződés életútjánál

már korábban emĺıtett kárbecslési folyamat miatt, azonban az egyszerűség
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kedvéért ezekre a későbbiekben összefoglalóan kifizetett károkként fogunk

hivatkozni.

A kárkifizetési adatokat gyakran háromszögekbe rendezik, ahol a sorok

jelölik a kárbekövetkezés időpontját (általában év), mı́g az oszlopok az azóta

eltelt időt (általában szintén év). Az 1-es oszlopban szerepelnek a bekövet-

kezéssel megegyező évben kifizetett összegek.

LegyenXi,j az i-edik évben bekövetkezett károkra (i+j−1)-edik évben ki-

fizetett összeg, ahol 1 ≤ i ≤ I (I az utolsó kárbekövetkezési év) és 1 ≤ j ≤ J

(J az utolsó év, amikor történik kifizetés), az általunk vizsgált esetekben

speciálisan I = J . Az 1.1 ábrán látható egy sematikus kifutási háromszög,

ebben a fehér hátterű X-ek ismertek, például X1,2 jelöli, hogy az első évben

bekövetkezett károkra mennyi kifizetés történt a bekövetkezést követő évben.

Ezzel szemben a szürke részek egyelőre ismeretlenek, az itt szereplő értékekre

szeretnénk a továbbiakban valamilyen becslést adni. Azok az értékek tartoz-

nak egy könyvelési évhez, ahol i + j megegyezik (mellékátló), tehát ha egy

évet szeretnénk előrejelezni vagy egy újabb év adataival szeretnénk bőv́ıteni

a háromszöget az azt jelenti, hogy az alső szürke mellékátlót töltjük fel

értékekkel, illetve válnak ismertté az ottani adatok.

i/j 1 2 3 ... J-1 J

1 X1,1 X1,2 X1,3 ... X1,J−1 X1,J

2 X2,1 X2,2 X2,3 ... X2,J−1 X2,J

3 X3,1 X3,2 X3,3 ... X3,J−1 X3,J

... ... ... ... ... ...

I-1 XI−1,1 XI−1,2 XI−1,3 ... XI−1,J−1 XI−1,J

I XI,1 XI,2 XI,3 ... XI,J−1 XI,J

1.1. táblázat. Kifutási háromszög

Ez az 1.1 táblázatban megjelenő háromszög az egyik évről a másikra

történő kifizetésekből áll elő, de az adatokból késźıthető kumulált kárkifizetési
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háromszög is (Ci,j), melynek elemei a következő módon állnak elő:

Ci,j =

j∑
k=1

Xi,k

Ekkor Ci,j jelentése: az i-edik évben bekövetkezett károkra az (i + j − 1)-

edik év végéig kifizetett összeg, vagyis C1,2 jelentése ebben az esetben, hogy

az első bekövetkezési évben bekövetkezett károkra mennyi kifizetés történt

a bekövetkezés utáni év végéig. Tartalékolási szempontból a feladat ebben

az esetben is az alsó (szürke) háromszög adatainak becslése, a kárkifizetések

előrejelzése. Az 1.2 ábra mutatja egy sematikus kumulált kifutási háromszög

feléṕıtését, mı́g az 1.3 ábra ugyanennek a jövőbeli alakját.

i/j 1 2 3 ... J-1 J

1 C1,1 C1,2 C1,3 ... C1,J−1 C1,J

2 C2,1 C2,2 C2,3 ... C2,J−1

3 C3,1 C3,2 C3,3 ...

... ... ... ...

I-1 CI−1,1 CI−1,2

I CI,1

1.2. táblázat. Kumulált kifutási háromszög

i/j 1 2 3 ... J-1 J

1

2 C2,J

3 C3,J−1 C3,J

... ... ...

I-1 CI−1,3 ... CI−1,J−1 CI−1,J

I CI,2 CI,3 ... CI,J−1 CI,J

1.3. táblázat. Kumulált jövőbeli kifutási háromszög
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A könnyebb érthetőség érdekében nézzünk meg egy konkrét számokból

álló példát is a kumulálatlan (növekményekből álló) és kumulált kárkifizetési

háromszögekre: az 1.4 és 1.5 táblázatokban azonos adatok vannak feltüntetve

egyszer úgy, hogy a növekmények vannak háromszögbe rendezve, másszor

pedig a kumulált adatok. A bekövetkezés éve 1988 és 1997 között változik,

ennek megfelelően az utolsó év, amikor kárkifizetést figyeltünk meg 1997.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1988 79 227 146 103 61 25 14 2 3 1

1989 77 226 187 122 77 35 6 7 2

1990 30 262 167 109 70 18 9 2

1991 27 172 170 95 44 15 5

1992 35 139 118 64 23 13

1993 19 184 76 39 22

1994 118 132 55 37

1995 37 124 55

1996 44 80

1997 30

1.4. táblázat. Példa kárkifizetési háromszögre

A 1.4 táblázatban látszik, hogy az 1988-ban bekövetkezett károkra 79

egységet fizettek ki 1988-ban, 227-et 1989-ben és ı́gy tovább. A kumulált

háromszögben (1.5 táblázat) ez már úgy jelenik meg, hogy az 1988-ban

bekövetkezett károkra 306 egységet (79 + 227) fizettek ki 1989 végéig. Az

utolsó ismert év (1997) végéig kifizetett károk összege 4039 egység (1.5 táblázat

utolsó mellékátlójában szereplő értékek összege, másképp az 1.4 táblázat min-

den ismert elemének összege). Az 1.5 táblázatban az 1988-as évre a végső

kár 661 egység.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1988 79 306 452 555 616 641 655 657 660 661

1989 77 303 490 612 689 724 730 737 739

1990 30 292 459 568 638 656 665 667

1991 27 199 369 464 508 523 528

1992 35 174 292 356 379 392

1993 19 203 279 318 340

1994 118 250 305 342

1995 37 161 216

1996 44 124

1997 30

1.5. táblázat. Példa kumulált kárkifizetési háromszögre

1.3. Defińıció (Végső károk). Amennyiben feltételezzük, hogy J év eltelte

után már nem történik kárkifizetés, az utolsó oszlop, Ci,J (1 ≤ i ≤ I) mutatja

meg nekünk a végső kárt minden egyes bekövetkezési időszakra (évre), azaz

mekkora a kárkifizetés (kárszükséglet) az i-edik bekövetkezési évben.

Már volt róla emĺıtés, hogy a bekövetkezéstől mind a bejelentésig, mind

a kifizetésig terjedő időt vizsgálva azonos a háromszögek kifutása, ez azt je-

lenti, hogy a végső kár a két feĺırás esetén megegyezik. Az IBNR érték a ku-

mulált háromszögben a (becsült) végső kár és az utolsó ismert év (mellékátló)

kárkifizetéseinek különbsége.

1.2. Áttekintő az irodalomból

A nem-élet tartalékolás modellezési módszerek köre jelentősen bővült az

elmúlt 40 évben és további újabbnál újabb technikák kerülnek kidolgozásra,

de a bonyolultabb modell nem feltétlenúl jelent pontosabb modellt, ezért

nem álĺıtható, hogy a sztochasztikus modellek pontosabb előrejelzésre vezet-

nek mint egyszerűbb, determinisztikus társaik. Ugyanakkor a sztochaszti-
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kus modelleknek nem elhanyagolható előnye, hogy seǵıtségükkel becslés ad-

ható a kárkifizetések eloszlására, mely jelentős elmozdulás a korábbi pont-

becslésekhez képest. A kiindulás a determinisztikus modellezés, ennek leg-

egyszerűbb módja a lánc-létra módszer [1], mely általában kumulált kifutási

háromszögekkel dolgozik, alkalmazásával pontbecslés kapható. Népszerűsége

az egyszerűségében rejlik, ugyanakkor azt is tudni kell, hogy kifejezetten

érzékeny a felhasznált adatok változékonyságára, azon belül is a legújabb

vizsgált évekre. Ezen túl rengeteg új modell kerül kifejlesztésre, melyek

eredménye lehet nagyon hasonló, de nagyon eltérő is a lánc-létra módszer

eredményeitől, ezért fontos lenne tudni az előrejelzések hibáját, mint az

eredmények változékonyságának egyfajta mérőszámát. Mack modelljében

[2] ez bevezetésre kerül, mely módszer továbbra is eloszlásmentes, a pont-

becslést tekintve eredménye azonos a lánc-létrával, de egyfajta szórást is

becsül az egy számot tartalmazó előrejelzés mellé. Komoly előrelépés a

becslési eljárások terén amikor már sztochasztikussá válnak a modellek, me-

lyek lehetővé teszik a mögöttes eloszlások becslését és szimulálását, ezzel

együtt lehetőség nýılik a becslések hibájának vizsgálatára is, valamint az

eredmények változékonyságára vonatkozóan is hordoz magában információt.

A sztochasztikus modellek között előfordulnak olyanok, melyek azzal az el-

határozással készültek, hogy azonos eredményt adjanak a determinisztikus

eljárásokkal [3], ennek magyarázata, hogy a tartalék meghatározása mellett

más fontos szempontjai is vannak a modelleknek, mint például a modell il-

leszkedése, a mögöttes eloszlás feltevések teljesülése, a becsült paraméterek

változékonysága [4]. A sztochasztikus modellezések során gyakori a bootstrap

[5] [6] [7] technika alkalmazása, mely visszatevéses mintavétel seǵıtségével le-

hetővé teszi a pontosabb előrejelzést. A dolgozat későbbi fejezetében is lesz

szó arról, hogy vajon hogyan befolyásolja az eredmények alakulását az ada-

tok nagyságrendje és van-e értelme valamilyen módon azok normalizálásának

például az adott év befolyt d́ıjaival [8]. Az irodalom részletesen tárgyal

további modelleket, de ezek nem kerülnek bemutatásra a dolgozat keretein

belül. Ilyen a Kalman filter [9] [10] [11] és az egyéni szintű modellezés, mely a
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sztochasztikus tartalékmeghatározás egy másik lehetséges megközeĺıtése. Az

egyéni szintű vizsgálat [12] lényege, hogy olyan homogén kockázatokú adatok-

kal dolgozik, melyben nincs olyan szerződés vagy szerződéscsoport, ami szig-

nifikánsan befolyásolná a kifizetések összegét, ezért elsőre azt gondolhatnánk,

hogy pontosabb becsléseket eredményez, mint egy aggregált portfólió, de ez

nem minden esetben teljesül [13] [14].

El lehet továbbá azon is gondolkodni, hogy melyik a legjobb modell

[15], egyáltalán van-e olyan, hogy valamelyik módszer a legjobb? Nagyon

valószerűtlen, hogy az első kérdésre ugyanazt a választ adjuk determinisz-

tikus és sztochasztikus eljárások esetében is, hiszen mindegyiknek más az

erőssége és az eredményeket, hibákat nagyban befolyásolják a megfogalma-

zott feltevések. Emellett több szempont szerint dönthetünk arról is, hogy

melyik módszert tartjuk jobbnak: amelyiknek legkisebb a hibája? Amelyik

a legkevesebb munkával elkésźıthető? Amelyik a legkevesebb feltevéssel a

legpontosabb eredményt adja?
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2. fejezet

Módszerek és teljeśıtményük

metrikái

2.1. Módszerek

2.1.1. Lánc-létra módszer

A legegyszerűbb és egyik leggyakrabban alkalmazott determinisztikus, el-

oszlásmentes módszer a lánc-létra módszer, mely népszerűségét többek között

annak köszönheti, hogy alkalmazása során viszonylag kevés feltételezéssel

élünk az IBNR tartalék kiszámı́tásához [1].

A feltételek most kumulált kifutási háromszögre lesznek megfogalmazva,

de megmutatható, hogy az eredmények nagymértékben nem térnek [4] el a

kumulált és a nem kumulált háromszögre való alkalmazás esetén.

A módszer alkalmazásához feltesszük, hogy

� a kifutási háromszögben a sorok (k, l) függetlenek

{Ck,1, ..., Ck,J} és {Cl,1, ..., Cl,J}

ahol 1 ≤ k és l ≤ J függetlenek egymástól, ha k 6= l, ami azt jelenti,

hogy a különböző évek kárbekövetkezései nincsenek hatással egymásra
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� léteznek olyan f pozit́ıv számok (növekedési faktorok), hogy az évek

során a kárkifizetések értéke úgy alakul, hogy mindig az előző évi

kárkifizetés ezen pozit́ıv számszorosára változik. Képletekkel:

∃f1, f2, ..., fJ−1 > 0 : ∀1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J

E(Ci,j|Ci,1, ..., Ci,j−1) = fj−1Ci,j−1

Az előrejelzéshez használt formula:

Ĉi,I = Ci,I−i+1f̂I−i+1...f̂I−1

ahol i+j > I. A növekedési faktorok értéke csak nagyon ritka esetben ismert,

ı́gy a felső háromszög seǵıtségével ezekre is becslést használunk, mely szerint

a növekedési faktorok oszlopösszegek hányadosaként állnak elő:

f̂j =

I−j+1∑
i=1

Ci,j

I−j+1∑
i=1

Ci,j−1

Ezzel az összefüggéssel az utolsó kivételével minden oszlophoz meghatározható

egy növekedési faktor, ı́gy már minden paraméter adott az alsó háromszög

kitöltéséhez.

A 2.1 táblázatban egy példaszámolás eredményei láthatók. A felső (fehér)

háromszögben vannak a kiindulási adatok, melyek azonosak az 1.5 táblázat

számaival. A táblázat alján a becsült növekedési faktorok láthatók 4 tizedes-

jegyre kereḱıtve, ezek felhasználásával lett kitöltve az alsó (szürke) háromszög

a jövőbeli kárkifizetések becslésével, melyek egészekre vannak kereḱıtve. Az

utolsó oszlop harmadik sorában szereplő 670 úgy jött ki, hogy az utolsó is-

mert időszak 667-es értéke először meg lett szorozva 1.0036-tal (́ıgy jött ki

a harmadik sor kilencedik oszlopában szereplő 669) majd 1.0015-tel. Ez a

mátrix kumulált adatokat tartalmaz, de egy egyszerű differenciálással meg-

kaphatjuk az évenként megjelenő kárkifizetéseket is.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1988 79 306 452 555 616 641 655 657 660 661

1989 77 303 490 612 689 724 730 737 739 740

1990 30 292 459 568 638 656 665 667 669 670

1991 27 199 369 464 508 523 528 531 533 534

1992 35 174 292 356 379 392 397 399 401 401

1993 19 203 279 318 340 353 357 359 361 361

1994 118 250 305 342 377 391 397 399 400 401

1995 37 161 216 262 290 300 304 306 307 308

1996 44 124 188 228 252 261 265 266 267 268

1997 30 130 196 239 263 273 277 278 279 280

f 4.3176 1.5159 1.2150 1.1034 1.0375 1.0134 1.0054 1.0036 1.0015

2.1. táblázat. Példa a lánc-létra módszerre

Arról már volt szó, hogy miért olyan népszerű a lánc-létra módszer, azon-

ban mint minden módszernek, ennek is vannak gyengeségei. Ez a módszer

csupán egy értéket ad vissza eredménynek és semmit nem tudunk arról mon-

dani, hogy ez a becslés mennyire jó, mekkora a szórása, milyen standard

hibával rendelkezik és kockázatszámı́tásra sem alkalmas. Annyit tudunk

csak, hogy érzékeny az adatok változásaira, de hogy mennyire azt nem, ami

nehézkessé teszi a más módszerekkel való összehasonĺıtást. Ebben tudott

előrelépést mutatni a Mack módszer, melyben a pontbecslés mellett már leg-

alább egy szórást is tudunk mondani a változékonyságra.

2.1.2. Mack módszer

A Mack módszer a számolás menetét tekintve nagyon hasonĺıt a lánc-létra

módszerre [2], szintén eloszlásmentes, de itt már szórás és standard hiba is ad-

ható a tartalékbecslésekhez, mely seǵıti az eredmények összehasonĺıthatóságát,

valamint egyfajta képet adhat a becslés bizonytalanságáról. A becslés során

a következő feltételezésekkel élünk:
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� A bekövetkezési időszakok (évek) kumulált káralakulásai függetlenek

egymástól:

{Ck,1, ..., Ck,J}, {Cl,1, ..., Cl,J}

ahol 1 ≤ k és l ≤ J (sorok) függetlenek egymástól, ha k 6= l

� Léteznek pozit́ıv növekedési faktorok úgy, hogy

∃f1, f2, ..., fJ−1 > 0 : ∀1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J

E(Ci,j|Ci,1, ..., Ci,j−1) = fj−1Ci,j−1

ekkor az előrejelzés csak a közvetlen múlttól és a növekedési faktoroktól

függ.

� A növekedési faktorokhoz hasonlóan feltehetjük, hogy létezik egy pa-

raméter a szórásra (σj) is, mely seǵıtségével előálĺıtható minden évre

a háromszögbeli becslés szórása az előző időszaki értékből és ebből a

paraméterből szorzás seǵıtségével:

D2(Cij|Ci,1, ..., Ci,j−1) = σ2
jCi,j−1

A növekedési faktorok becslése a lánc-létra módszerrel megegyezően a meg-

felelő oszlopösszegek hányadosaként áll elő:

f̂j =

I−j+1∑
i=1

Ci,j

I−j+1∑
i=1

Ci,j−1

Illetve a szórás (torźıtatlan) becslése:

σ̂2
j =

1

I − j − 1

I−j∑
i=1

Ci,j

(
Ci,j+1

Ci,j
− f̂j

)2

1 ≤ j ≤ I − 2

15



2.1.3. Bootstrapet használó módszerek

Ebben a megközeĺıtésben a modellezés magja egy Általánośıtott Lineáris

Modell (Generalized Linear Model, GLM) azzal a tulajdonsággal, hogy a

várható érték (E(Ci,j) = mi,j) multiplikat́ıv módon áll elő [15]:

mi,j = ec+αi+βj és α1 = β1 = 0

Így még mindig egy lánc-létra t́ıpusú struktúránk van abban az értelemben,

hogy minden sorhoz és oszlophoz tartozik egy paraméter [4]. Előnye, hogy

könnyen becsülhetők a paraméterek, hátránya azonban, hogy ezek a pa-

raméterek nehezen értelmezhetők. Ez a Ci,j értékek mögötti GLM feltételezés

seǵıt a sztochasztikus modellezés első lépésében, hogy modellt illesszünk az

adatokra [16]. Ezután következik a bootstrap technikát használó rész, ahol

a reziduálisok seǵıtségével pszeudo adatokat hozunk létre és végzünk velük

becsléseket a megfelelő feltételezett eloszlásokkal a jövőre nézve amellett a

feltételezés mellett, hogy a Ci,j értékek overdispersed Poisson vagy Gamma

eloszlást követnek.

Overdispersed Poisson eloszlás:

Az overdispersed Poisson eloszlás abban különbözik a Poisson eloszlástól,

hogy a várható értéke nem egyenlő a szórásával (van benne egy diszperziós

paraméter). Erre azért van szükség, mert a megfigyelésekre nem igaz, hogy

a várható érték megegyezik a szórással, de ezzel a konstans szorzóval már

jobban illeszkedik a Poisson eloszlás [3] [15].

Ha Yij ∼ Poisson(µiγi
φ

), ahol φ ∈ R, akkor Xij := φYij ∼ overdispersed

Poisson φ diszperziós paraméterrel, ahol µi a kárbekövetkezési évre, a γi az

eltelt évekre utal.
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Gamma eloszlás:

Egy X valósźınűségi változó p-edrendű λ paraméterű gamma eloszlású, ha

sűrűségfüggvénye

f(x) =
λpxp−1e−λx

Γ(p)

ahol Γ(p) a gamma-függvény, λ és p pozit́ıv.

Bootstrap technika lépései egy példán:

A bootstrap technika lépéseinek áttekintéséhez [4] [5] [17] egy nagyon egy-

szerű kumulált kiindulási háromszöget használunk, amit Ci,j jelöl, értékeit

pedig a 2.2 táblázat tartalmazza.

1 2 3 4

1 100 200 300 400

2 300 500 600

3 200 300

4 400

2.2. táblázat. Bootstrap példa kiinduló kumulált háromszöge

1. A kumulált kifizetési háromszögből meghatározzuk a növekedési fakto-

rokat:

1 2 3

f 1.6̇ 1.2857 1.3̇

2.3. táblázat. Növekedési faktorok

2. Az utolsó ismert átló értékeiből kiindulva a növekedési faktorok (f)

seǵıtségével rekurźıvan egy becslést (Ĉi,j) adunk a múltbeli kumulált

háromszögre:

Ĉi,I−i+1 = Ci,I−i+1
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Ĉi,k−1 = Ĉi,kf
−1
k , ahol 1 ≤ k ≤ I − i

1 2 3 4

1 140 233.3̇ 300 400

2 280 466.6̇ 600

3 180 300

4 400

2.4. táblázat. Visszabecsült kumulált értékek

3. A 2.4 táblázatból differenciálással számolható a becsült (kumulálatlan)

kárkifizetések háromszöge, m̂ij:

1 2 3 4

1 140 93.3̇ 66.6̇ 100

2 280 186.6̇ 133.3̇

3 180 120

4 400

2.5. táblázat. Visszabecsült kumulálatlan értékek

4. Pearson reziduális meghatározása a kumulálatlan háromszögben:

r
(P )
ij =

Xij − m̂ij√
m̂ij

1 2 3 4

1 -3.3806 0.6901 4.0825 0.0000

2 1.1952 0.9759 -2.8868

3 1.4907 -1.8257

4 0.0000

2.6. táblázat. Pearson reziduális értékek
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5. Pearson skálaparaméter (φ) meghatározása: olyan hányados, melynek

számlálója az imént meghatározott reziduálisok négyzetösszege, ne-

vezője pedig a szabadságfok. A szabadságfok a megfigyelések számának(
I(I+1)

2

)
és a becsült paraméterek számának (2I − 1) különbsége:

φ =

I∑
i=1

I−i+1∑
j=1

(
r
(P )
ij

)2
1
2
I(I + 1)− 2I + 1

A 2.6 táblázat alapján ez a paraméter most φ = 44.8413.

6. Igaźıtott Pearson reziduálisok meghatározása:

radjij =

√
1
2
I(I + 1)

1
2
I(I + 1)− 2I + 1

× r(P )
ij

1 2 3 4

1 -6.1721 1.2599 7.4536 0.0000

2 2.1822 1.7817 -5.2705

3 2.7217 -3.3333

4 0.0000

2.7. táblázat. Igaźıtott Pearson reziduális értékek

7. Most kezdődik az iterálás: a valós adatokkal való számolásnálN = 1000

ismétléssel fogunk dolgozni.

(a) Visszatevéssel mintát veszünk radjij -kből, a 2.7 táblázat értékeiből,

ezzel létrehozva egy új reziduálisokból álló háromszöget:
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1 2 3 4

1 2.7217 2.7217 0.0000 2.1822

2 1.7817 1.2599 0.0000

3 1.7817 -5.2705

4 0.0000

2.8. táblázat. Reziduálisok háromszöge a mintavételből

(b) Az r
(P )
ij -re feĺırt egyenletet Xij-re rendezve egy növekményekből

álló pszeudo-háromszöget kapunk a múltbeli adatokra:

1 2 3 4

1 172.2031 119.6270 66.6667 121.8218

2 309.8142 203.8799 133.3333

3 203.9046 62.2650

4 400.0000

2.9. táblázat. Növekmények pszeudo-háromszöge

(c) Alaḱıtsuk át a 2.9 táblázatot kumulált háromszöggé:

1 2 3 4

1 172.2031 291.8301 358.4967 480.3185

2 309.8142 513.6942 647.0275

3 203.9046 266.1695

4 400.0000

2.10. táblázat. Kumulált pszeudo-háromszög

(d) A 2.10 táblázatra alkalmazzuk a lánc-létra módszert és először

határozzuk meg a növekedési faktorokat (2.11 táblázat)...

20



1 2 3

f 1.5624 1.2483 1.3398

2.11. táblázat. Kumulált pszeudo-háromszög növekedési faktorai

(e) ... majd jelezzük előre az alsó háromszögmátrixot:

1 2 3 4

1

2 866.8957

3 332.2556 445.1603

4 624.9655 780.1354 1045.2354

2.12. táblázat. Lánc-létra eredményei

(f) A 2.12 táblázatból differenciálással egy lépésben megkaphatjuk a

lánc-létra módszer eredményeinek növekményes feĺırását, m̃i,j:

1 2 3 4

1

2 219.8682

3 66.0860 112.9047

4 224.9655 155.1699 265.1000

2.13. táblázat. Lánc-létra növekményes eredményei

(g) Az jövőbeli háromszög minden cellájába szimulálunk egy kifizetést

a választott eloszlásból (a példában overdispersed Poisson, a valós

adatokon emellett Gamma is) m̃i,j várható értékkel (2.13 táblázat)

és φm̃i,j szórással
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1 2 3 4

1

2 163

3 1 88

4 83 248 288

2.14. táblázat. Szimulált overdispersed Poisson értékek

(h) Ha az ı́gy kapott előrejelzéseket kárbekövetkezési évenként össze-

gezzük, megkapjuk a becsült IBNR értékeket. Ha ehhez még

pluszba hozzáadjuk a kumulált háromszög utolsó ismert átlóját

a 2.2 táblázatból, akkor eljutunk az egy forgatókönyvhöz tartozó

becsült végső kárhoz évenkénti bontásban.

mellékátló

Utolsó ismert

IBNR

Becsült

végső kár

Becsült

1 400 0 400

2 600 163 763

3 300 89 389

4 400 619 1 019

2.15. táblázat. Egy forgatókönyv eredményei

(i) Eltároljuk az eredményeket és továbblépünk a következő iterációra.

2.2. Metrika a becslések jóságára

A modellek összehasonĺıtására két lehetséges módot nézünk meg, melyek nem

biztośıtás specifikusak, általánosságban a becsült adatok és eloszlásuk meg-

figyelt adatokra illetve azok eloszlására való illeszkedését, valamint annak

megfelelőségét vizsgálják.
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2.2.1. Átlagos négyzetes eltérés (Mean square error of

prediction (MSE))

Különböző modellek összehasonĺıtásának egyik lehetséges módja az átlagos

négyzetes eltérés vizsgálata. Ez a mutató a becslési eljárás során kapott

értékek átlagos négyzetes távolságát vizsgálja a megfigyeltektől [15].

Legyen Cij egy kumulált kárkifutási háromszög, ebben a végső károk az

utolsó oszlopban szereplő értékek (Ci,J), ezekre adnak a modellek valamilyen

becslést (Ĉi,J). Az összes rendelkezésre álló információ

D = {Ci,j|i+ j ≤ J + 1}

. Ezek seǵıtségével az előrejelzés átlagos négyzetes hibája:

MSE(Ĉi,J) = E((Ĉi,J − Ci,J)2|D)

Példa: Tegyük fel, hogy ismerjük a 2.2 táblázat utolsó oszlopát, ezek a

”
valódi” végső károk és kétszer végeztük el az iterációt a bootstrap tech-

nikával. Felhasználva a 2.15 táblázat utolsó oszlopát már kiszámolható az

átlagos négyzetes eltérés minden évre, ez szerepel a 2.16 táblázat utolsó osz-

lopában. Minél közelebb van ez a szám nullához, annál pontosabbnak mond-

ható a becslés.

becslése

1. forgatókönyv

becslése

2. forgatókönyv

végső kár
”
Valódi”

eltérés

Átlagos négyzetes

1 400 400 400 0

2 763 765 700 4 097

3 389 427 500 8 825

4 1 019 1 028 800 15 273

2.16. táblázat. Átlagos négyzetes eltérés 2 forgatókönyv
”
valódi” végső kárra

adott becslése alapján

MSE a Mack módszerben: Legyen D az eddig ismert kárkifzetési

értékek halmaza:

D = {Cik|i+ k ≤ I + 1}

23



Az átlagos négyzetes hiba továbbra is

MSE(Ĉi,J) = E((Ĉi,J − Ci,J)2|D)

Ekkor megmutatható a E(X − a)2 = D2(X) + (E(X) − a)2 összefüggés fel-

használásával [2], hogy

MSE(Ĉi,I) = D2(Ci,I |D) + (E(Ci,I |D)− Ĉi,I)2

ahol ĈiI a CiI becslése. Tehát az átlagos négyzetes eltérés szétbontható a

folyamat varianciájának és a becslési hibának az összegére.

2.2.2. Probability integral transform (PIT)

Az illeszkedés vizsgálatának egy másik lehetséges megközeĺıtése, hogy az el-

oszlásokat nézzük hisztogramok seǵıtségével [15]. Tegyük fel, hogy van egy

abszolút folytonos eloszlásból származó X megfigyelésünk. Ekkor a megfi-

gyelés a saját eloszlásfüggvényébe visszahelyetteśıtve legyen Y = FX(X). Ha

létezik F−1
X és y ∈ [0, 1], akkor

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(FX(X) ≤ y) = P(X ≤ F−1
X (y)) = FX(F−1

X (y)) = y

Vagyis a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlást kell kapnunk. A valódi ada-

tokon végrehajtott modellezésénél az egyes forgatókönyvek által becsült teljes

végső károk alkotják majd az F eloszlásfüggvényt, amit pedig ebbe behe-

lyetteśıtünk az a tényleges megfigyelt végső kár értéke lesz. A [0, 1]-en való

egyenletes eloszlás hisztogramok seǵıtségével ellenőrizhető, valamint a hisz-

togram különböző egyenletestől való eltéréseiből a becslés viselkedésére is le-

het következtetni. Ha saját eloszlásfüggvénybe visszahelyetteśıtett becslések

hisztogramja U alakot vesz föl, a becslés alulszóródott, túl szűk az előrejelzés

intervalluma, mı́g a középen kidomborodó hisztogram túlszóródott becslésre

utal, ahol az előrejelzés intervalluma túlságosan széles. Emellett még fon-

tos azt is észben tartani, hogy a jó becslésnek csupán szükséges feltétele a

[0, 1]-en való egyenletes eloszlás, nem elégséges. A
”
szép” hisztogramra nem

mondhatjuk biztosan, hogy jó becslés, az erősen torzultról viszont mondhat-

juk, hogy semmiképp sem jó becslés.
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3. fejezet

Felhasznált adatsorok

3.1. Homogén csoportok

A módszerek gyakorlati alkalmazásához a NAIC (National Association of

Insurance Commissioners) honlapján elérhető adatsorokat használtam, itt

összesen 6 homogén csoport adatai érhetők el táblázatba rendezve [17][18].

Az első oszlopban szerepelnek azonośıtó kódok, az egy kódhoz tartozó adatok-

ra egy vállalat adataiként fogunk hivatkozni (például a 2003 kódú vállalat).

A további oszlopokban megtalálhatók a bekövetkezési évek, az eltelt évek

száma, a bekövetkezett károk és a kifizetett károk kumuláltan és az adott

évhez tartozó megszolgált d́ıjak. Ezeknek a későbbiekben az adatok egyfaj-

ta normalizálásában lesz szerepe. Az adatsorok nagyszerű jellemzője, hogy

19 év megfigyeléseit tartalmazza, ı́gy 10 éves késéseket használva feĺırható

belőlük egy kárkifutási háromszög, amelyet aztán a fenti módszerekkel le-

het négyszögeśıteni, miközben az alsó háromszög
”
valós” adatai is ismertek,

ami lehetővé teszik a módszerek tartalék eredményeinek összehasonĺıtását a

tényleges megfigyelésekkel.

Az R-ben történő adatfeldolgozás során vállalatonként készült egy-egy

kárkifizetési háromszög, ahol a bekövetkezés éve 1988 és 1997 között változik,

az utolsó megfigyelés 1997-ben történt, a háromszögben szereplő értékek pe-

dig a kumulált kárkifizetések. Az alkalmazás egyik első lépése az adattiszt́ıtás
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volt, ugyanis szerepeltek olyan vállalatok ezekben az adatsorokban, melyek-

nek az első kárbekövetkezési évben, néhol egyáltalán nem volt kárkifizetésük

(a kifutási háromszög első sora csupa nullából állt), ami nem teszi lehetővé a

Mack módszer alkalmazását, mert a növekedési faktorok meghatározásánál a

nevezőben 0 szerepelt volna, ı́gy bizonyos vállalatok kikerültek a vizsgálatból.

Ezt a kiválogatást mind a 6 homogén csoportra elvégezve a ténylegesen

előrejelzésre használható vállalatok számát a 3.1 táblázat foglalja össze.

Homogén csoport Vállalatok száma

Private passenger auto liability/medical 87

Commercial auto/truck liability/medical 80

Workers’ compensation 56

Medical malpractice – claims made 12

Other liability – occurrence 93

Product liability – occurrence 14

3.1. táblázat. Felhasznált vállalatok száma homogén csoportonként

A további részekben a Commercial auto/truck liability/medical homogén

csoportra különböző módszerekkel végzett előrejelzések eredményei vannak

léırva.

3.1.1. Mack

Az első módszer az előrejelzésre, a korábbiakban már emĺıtett Mack módszer

volt. Minden vállalatra, ami a Commercial auto/truck liability/medical ho-

mogén csoport esetén 80 vállalatot jelent, a felső háromszög mátrix alapján

a módszer seǵıtségével kiegésźıtésre került az alsó háromszög, ı́gy minden

bekövetkezési évre kaptunk egy végső kár értéket, amelyet össze lehetett

hasonĺıtani a megfigyelt végső kárral. Emellett bár a Mack módszer el-

oszlásmentes, a becslések szórására mégis tud mondani egy értéket. A 3.2

táblázatban a felső háromszög értékei láthatók, melyből a módszer kiindul,
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a 3.3 táblázatban pedig a Mack módszer által kapott becslések olvashatók

egészekre kereḱıtve.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1988 79 306 452 555 616 641 655 657 660 661

1989 77 303 490 612 689 724 730 737 739

1990 30 292 459 568 638 656 665 667

1991 27 199 369 464 508 523 528

1992 35 174 292 356 379 392

1993 19 203 279 318 340

1994 118 250 305 342

1995 37 161 216

1996 44 124

1997 30

3.2. táblázat. Comauto 2003 kódú vállalatának kiinduló háromszöge

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1988

1989 740

1990 669 670

1991 531 533 534

1992 397 399 401 401

1993 353 357 359 361 361

1994 377 391 397 399 400 401

1995 262 290 300 304 306 307 308

1996 188 228 252 261 265 266 267 268

1997 130 196 239 263 273 277 278 279 280

3.3. táblázat. Comauto 2003 kódú vállalatának előrejelzése Mack módszerrel

A 3.4 táblázat foglalja össze a Commercial auto/truck liability/medical

homogén csoport 2003 kódú vállalatának adatain Mack-módszerrel végzett
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előrejelzéseknek néhány jellemzőjét kárévenkénti megbontásban. Az első osz-

lop a módszer által becsült végső károkat mutatja, a második oszlop a becsült

végső kár és a megfigyelt
”
valódi” végső kár között eltérést úgy, hogy a

becsültből vonja ki a
”
valódi”-t (Ĉi,I − Ci,I). Ez alapján azt lehet mon-

dani, hogy a módszer inkább alulbecsülte a szükséges tartalék nagyságát,

de persze előfodult olyan év is (1988-at nem számolva 3), hogy a becslés

szerint több tartalékra lett volna szükség, mint ami végül a valóságban kel-

lett. Ez különösen igaz az utolsó évre, melyben akkora pozit́ıv eltérés szere-

pel, mely az oszlop összegét is pozit́ıvra változtatja. A harmadik oszlopban

a kárévekhez tartozó szórások szerepelnek, ahol megfigyelhető, hogy minél

későbbi évet nézünk annál nagyobb a szórás értéke, melynek magyarázata

lehet, hogy mı́g 1988-ban tulajdonképp nem kellett becslést adni a végső

kárra, mert már ismert volt, addig az 1997-es bekövetkezési év végső kár

becsléséhez 9 másik becslésen keresztül vezet az út, melyek már önmaguk-

ban rendelkezhetnek valamekkora eltéréssel a megfigyelt értkekhez képest.

Végső kár (Ĉi,I) Eltérés (Ĉi,I − Ci,I) Szórás (σ̂j)

1988 661 0.00 0.00

1989 740 1.12 0.47

1990 670 -9.59 1.17

1991 534 -2.46 2.79

1992 401 -13.59 4.09

1993 361 -6.80 6.05

1994 401 5.89 13.06

1995 308 -2.36 20.92

1996 268 -1.28 52.70

1997 280 51.65 226.99

3.4. táblázat. Comauto 2003 kódú vállalatának eredményei Mack módszerrel
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3.1.2. Bootstrapet használó módszerek

Elhagyva a determinisztikus módszerek mezejét a következő sorra kerülő

becslési eljárásokhoz a bootstrap technikát is felhasználtuk, mely a különböző

kártartalékolási módszerekhez seǵıt végső káreloszlást rendelni és azok becslés

hibáját meghatározni. Jelen esetben a Cij értékekre először azt feltételezzük,

hogy overdispersed Poisson majd, hogy Gamma eloszlást követnek. A me-

netrend itt is nagyon hasonló az előzőekhez: minden vállalatra egy kiindulási

háromszögből R seǵıtségével előrejelzések késźıtése a jövőbeni kárkifizetésekre.

A becslés során a bootstrap 1 000 különböző forgatókönyvet hoz létre, ı́gy

minden vállalatra 1 000 végső kár eredményünk lesz, itt is kárévenkénti meg-

bontásban. Az eredmények vizsgálata itt annyiban módosul, hogy a végső

kárra itt nem csupán egy értéket kapunk, hanem rögtön 1 000-et minden

bekövetkezési évre, ezek átlaga szerepel az első, szórása a második oszlop-

ban összegyűjtve. A harmadik oszlop a becslések átlagos négyzetes eltérése a

tényleges megfigyelt értéktől (MSE). Ennek kiszámolása úgy történik, hogy

mind az 1 000 forgatókönyv esetén kapunk minden évre egy becslést a végső

kárra, melyből először kivonjuk az adott évre megfigyelt
”
valódi” végső kárt.

Ezután ezeket a különbségeket négyzetre emeljük, majd minden évre az ı́gy

kapott 1000 érték átlagát vesszük. Az utolsó oszlop az 1 000 forgatókönyv

99.5%-os kvantilisét mutatja éves bontásban, ez az az összeg, melynél az 1

000 szimuláció során csupán 5 nagyobb becsült végső kár szerepelt.

Overdispersed Poisson

A 3.5 táblázatban a Commercial auto/truck liability/medical homogén cso-

port 2003 kódú vállalatának adataiból kiindulva kapott eredmények szere-

pelnek overdispersed Poisson eloszlást feltételezve, a bootstrap seǵıtségével 1

000 forgatókönyvet szimulálva. Ebben a táblázatban is ugyanaz a tendencia

mint a Mack módszer eredményeinek 3.3 táblázatánál, vagyis itt is megfi-

gyelhető, hogy minél későbbi évet nézünk annál nagyobb az adatok szórása

és ezzel együtt egyre nagyobb a különbség a becsült végső kár és a 99.5%-os

kvantilis között. Az első évben továbbra is 0 az eltérés és a szórás is 0, a
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végső kár pedig megegyezik a 99.5%-os kvantilissel is, mert erre az évre tu-

lajdonképp nem történik becslés, csak felhasználásra kerül a már megfigyelt

adat.

károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső

eltérés

Átlagos négyzetes

(99.5%)

Kvantilis

1988 661.00 0.00 0.00 661.00

1989 740.10 5.72 33.89 768.00

1990 670.12 7.13 148.49 702.00

1991 533.62 9.51 96.00 574.02

1992 401.95 12.15 317.72 454.03

1993 361.41 16.02 299.77 414.01

1994 402.14 27.21 790.69 487.03

1995 306.88 37.55 1 418.15 430.03

1996 269.84 52.71 2 776.57 451.01

1997 288.77 162.52 30 080.09 1 152.07

3.5. táblázat. Comauto 2003 kódú vállalatának eredményei overdispersed

Poisson eloszlással

Gamma

A 3.6 táblázatban vannak a Commercial auto/truck liability/medical ho-

mogén csoport 2003 kódú vállalatának adataiból kiindulva kapott eredmények

Gamma eloszlást feltételezve, a bootstrap seǵıtségével 1 000 forgatókönyvet

szimulálva. Erre a konkrét vállalatra elmondható, hogy az előrejelzések na-

gyon hasonlóan alakultak a 3.5 táblázathoz, a becslések szórását és az átlagos

négyzetes eltérés értékeket a különböző évekre vizsgálva azonban nem von-

ható le olyan következtetés, hogy a becslési hibák az egyik feltételezett el-

oszlás esetén határozottan kisebbek lennének.
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károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső

eltérés

Átlagos négyzetes

(99.5%)

Kvantilis

1988 661.00 0.00 0.00 661.00

1989 740.21 5.24 28.91 765.16

1990 670.83 8.72 160.08 715.89

1991 533.44 8.87 85.19 569.99

1992 401.42 10.47 294.09 440.05

1993 361.40 15.60 286.67 420.16

1994 401.20 27.65 802.29 496.02

1995 307.64 36.38 1 327.57 421.72

1996 268.43 53.82 2 893.73 480.53

1997 281.69 149.44 25 190.97 1 023.35

3.6. táblázat. Comauto 2003 kódú vállalatának eredményei Gamma el-

oszlással

Ha már nem csak egy vállalatra hasonĺıtjuk össze a két eloszlást, hanem a

vállalatok egészét nézzük, akkor átfogóbb képet kaphatunk a két különböző

eloszlással végzett előrejelzés viselkedéséről. A 3.1 ábrán a két használt

feltételezéssel kapott átlagos négyzetes eltérés értékek boxplotjai jelennek

meg, ahol az összehasonĺıtás a teljes végső kárra, tehát a háromszög utolsó

oszlopának összegére vonatkozik. Ez alapján ha nézzük a becslések átlagos

négyzetes hibáját minden vállalatra, akkor ezek mediánja közel van a 0-hoz,

de vannak ennél jóval magasabb értékek is, melyek már outlierek. A kilógó

pontok a jobb olvashatóság miatt nincsenek rajta az ábrán, mert ezek annyi-

ra összenyomnák az y-tengelyt, hogy nem lehetne semmiféle különbséget

látni a két különböző feltételezésből kiinduló becslési eljárás hibája között.

Így ábrázolva az látszik, hogy a Gamma eloszlás esetén kicsit magasabb a

”
doboz”, ami azt jelenti, hogy a becsült és ténylegesen megfigyelt

”
valódi”

értékek közötti átlagos eltérések középső 50%-a nagyobb terjedelmű mint az

overdispersed Poisson esetében.
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3.1. ábra. Átlagos négyzetes eltérés overdispersed Poisson és Gamma el-

oszlásból

További összehasonĺıtási lehetőség a Probability Integral Transformation

és az ahhoz tartozó hisztogram ábrája. A 3.2 és 3.3 ábrák úgy készültek, hogy

a becsült végső összkárok (amik a 10 különböző kárbekövetkezési év végső

kárainak összege) által meghatározott eloszlásba, behelyetteśıtésre kerültek

”
valódi” végső összkár értékek, mely minden vállalatra egy 0 és 1 közötti

számot adott vissza. Ha az előrejelzés tökéletesen működne, a hisztogramok

a [0, 1]-en egyenletes eloszlás hisztogramjához lennének hasonlatosak. Itt ez

sajnos nem mondható el teljes mértékben, de az egyenletestől való eltérés is

hordoz hasznos információt. A két feltételezett eloszlás PIT ábrája nagyon

hasonló, mindkét esetben egy U alakra emlékeztet, mely arra utal, hogy a

becslés alulszóródott, túlságosan szűk az előrejelzés intervalluma.
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3.2. ábra. PIT overdispersed Poisson eloszlásból

3.3. ábra. PIT Gamma eloszlásból

3.2. Homogén csoportok normalizálva

A felhasznált adatsorokban a kárkifizetések mellett az éves d́ıjak is szerepel-

nek, ı́gy lehetőség nýılik az adatok egyfajta normalizálására [8], mely jelen

esetben azt jelenti, hogy a kárkifizetéseket leosztjuk az adott éves megszolgált
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d́ıjjal és az ı́gy képzett háromszögeket vizsgáljuk. Az adatsorban előfordultak

olyan vállalatok, amiknek valamelyik évben 0 volt az éves befolyt d́ıjuk, ezek

a 0-val való osztás miatt kimaradtak a vizsgálatból. Ez a normalizálással

való adatátalaḱıtás azért lehet hasznos, mert több vállalatot együtt vizsgálva

a nagyobb cégek kárai dominálják az adatsort, ezzel szinte láthatatlanná

téve a kisebb cégeket. Ugyanakkor a nagyobb cégek természetes módon

nagyobb kármennyiséget fognak tapasztalni, ezért jogosak a normalizálás

nélküli vizsgálatok is. Az eredeti terv tehát az volt, hogy az összes korábban

elvégzett előrejelzést újra elvégezzük ezeken az
”
új” adatsorokon kivéve a

Mack módszert, mert az nem ad lehetőséget a vállalatok együttes vizsgálatára,

abban csupán egy átskálázás történik. Az eddigi módszerek alkalmazása

esetén az a probléma merült fel, hogy az overdispersed Poisson eloszlás na-

gyon érzékeny a felhasznált adatok nagyságrendjére, a
”
kis” számokat nem

tudja kezelni, ezért a normalizálás úgy lett módośıtva, hogy a d́ıjakkal való

leosztás után először minden háromszög (a benne lévő összes adat) meg lett

szorozva 1 000-rel majd 1 000 000-val.

3.2.1. Bootstrapet használó módszerek

A bootstrapet használó módszereknél most is két különböző eloszlásfeltevéssel

és 1 000 iterációval fogunk dolgozni, az eloszlások: overdispersed Poisson és

Gamma. Ebben a fejezetben két további alfejezet szerepel amiatt, amiről

pár sorral feljebb szó volt, hogy az adatok normalizálás után nem feltétlenül

voltak használhatók, ezért
”
fel lettek nagýıtva”, eszerint vannak rendezve az

alfejezetek.

Adatsorok normalizálva és 1 000-rel
”
felnagýıtva”

Az 1 000-rel
”
felnagýıtott” normalizált adatokon az előrejelzéseket elvégezve

a teljes végső kárra vonatkozó átlagos négyzetes hibák ábrázolása most is

boxplot diagrammal történt (3.4 ábra), mely alakjában kicsit eltér az erede-

ti adatokon kapott diagramtól (3.1 ábra), ugyanis itt kisebb intervallumon

mozognak az átlagos négyzetes hibák és csak minimális különbség látszik a
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két feltételezett eloszlással kapott eredmények között. Ami még eltér a 3.1

ábrától, hogy látványosabb a medián elválása a nullától.

3.4. ábra. Átlagos négyzetes eltérés értékek a normalizált és 1 000-rel
”
fel-

nagýıtott” adatokra

Az adatok egészén végzett előrejelzések által meghatározott eloszlásba

a
”
valódi” értékeket behelyetteśıtve a két hisztogram a 3.5 és 3.6 ábrákon

látható. Az alak itt sem felel meg teljesen a [0, 1]-en egyenletes eloszlásnak,

de talán közelebb van hozzá mint a 3.2 és 3.3 ábrákon. A torzulásokra

nem lehet egyértelműen rámondani, hogy U alakot vesz fel a hisztogram, de

inkább az U alakhoz van közelebb, mint a középen domborúhoz.
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3.5. ábra. PIT overdispersed Poisson eloszlásból (ezres
”
nagýıtással”)

3.6. ábra. PIT Gamma eloszlásból (ezres
”
nagýıtással”)
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Adatsorok normalizálva és 1 000 000-val
”
felnagýıtva”

A normalizálás, majd 1 000 000-val történő felnagýıtása után várható módon

az átlagos négyzetes hibák nagyságrendekkel nagyobb értékeket vettek fel, ez

látszik a 3.7 ábrán. A két feltételezett eloszlás boxplot diagramja között

itt sincs hatalmas eltérés, ami más az eredeti adatsoron (3.1 ábrán) ka-

pott eredményekhez képest, hogy itt az overdispersed Poisson feltételezett

eloszláshoz tartozó
”
doboz” a magasabb.

3.7. ábra. Átlagos négyzetes eltérés értékek a normalizált és 1 000 000-val

”
felnagýıtott” adatokra

A PIT ábrák (3.8 és 3.9) sem hoztak látványos eltérést az 1 000-rel

”
nagýıtott” adatokon kapott (3.5 és 3.6) ábrákhoz képest. Az eloszlás inkább

a 0 felé koncentrálódik, mı́g középen egyfajta bemélyedés van.
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3.8. ábra. PIT overdispersed Poisson eloszlásból (milliós
”
nagýıtással”)

3.9. ábra. PIT Gamma eloszlásból (milliós
”
nagýıtással”)
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3.3. Egyéni káradatok

Egy másik előrejelzésre használt adathalmaz az egyéni káreseményeket tar-

talmazó magyar adatsor, melyben összesen 5 oszlop található [19]. Az első

oszlop egy azonośıtószám, a második oszlopban szerepelnek a kárbekövet-

kezési időszakok 1-től 6-ig. A harmadik és negyedik oszlop a bejelentési és

kifizetési időszakot tartalmazza szintén 1-től 6-ig, az utolsó oszlopban pedig a

kárkifizetések vannak. Ezen adatok alapján két különböző háromszöget lehe-

tett késźıteni azzal a megkülönböztetéssel, hogy a kárbekövetkezéshez képest

a kárkifizetésig vagy a kárbejelentésig eltelt időt vesszük figyelembe. Mivel a

teljes
”
négyszög” adatai ismertek, itt is lehetőség nýılik a becsült és

”
valódi”

kárkifizetések összehasonĺıtására. A két kumulált háromszög értékei kezdet-

ben eltérnek, de az utolsó oszlopra összeérnek, tehát kifutásuk megegyezik,

mert a biztośıtó előbb-utóbb minden ügyet lezár. Erre a két háromszögre

elvégezve a Mack-módszert ugyanazt az eredményt kapjuk.

3.3.1. Mack módszer

Végső kár (Ĉi,I) Eltérés (Ĉi,I − Ci,I) Szórás (σ̂j)

1 2 276 089 908 0 0

2 1 609 796 910 -3 961 140 2 220 577

3 1 780 737 067 -10 534 397 3 815 345

4 2 077 959 280 -7 463 360 6 050 534

5 3 769 100 871 91 306 555 27 942 888

6 1 839 149 499 -339 739 594 240 670 467

3.7. táblázat. Mack módszer eredményei az egyéni adatokra

3.3.2. Bootstrapet használó módszerek

A bootstrapet használó módszerek az eddigieknek megfelelően overdispersed

Poisson és Gamma eloszlással külön-külön lettek elvégezve a kifizetésig eltelt
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idő szerint rendezett és a bejelentésig eltelt idő szerint rendezett háromszögek-

re, mindkét esetben 1 000 iterációval.

Háromszög a kifizetésig eltelt idő szerint rendezve

Először a kifizetésig eltelt idő szerint rendezett háromszög kumulált ada-

taiból kiindulva készültek előrejelzések, ezek eredményeit foglalják össze a

3.8 és 3.9 táblázatok. Itt is elmondható, hogy a két feltételezett eloszlással

kapott előrejelzésekben nincs nagy eltérés, ı́gy az átlagos négyzetes hibák

nagyságában sem.

Overdispersed Poisson

károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső
Átlagos négyzetes eltérés

(99.5%)

Kvantilis

1 2 276 089 908 0 0 2 276 089 908

2 1 610 190 712 15 170 229 242 631 629 334 881 1 689 237 996

3 1 781 812 785 37 628 340 1 503 942 693 746 499 1 990 021 883

4 2 081 317 127 56 639 248 3 221 651 609 180 260 2 283 418 853

5 3 776 780 556 135 021 945 28 010 970 510 393 712 4 209 842 582

6 1 855 780 685 169 218 458 133 005 295 089 577 248 2 362 771 890

3.8. táblázat. Eredmény a kifizetésig eltelt idő szerint rendezett háromszögre

overdispersed Poisson eloszlással és 1 000 iterációval
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Gamma

károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső
Átlagos négyzetes eltérés

(99.5%)

Kvantilis

1 2 276 089 908 0 0 2 276 089 908

2 1 609 982 643 16 199 653 276 420 025 933 612 1 689 494 019

3 1 780 454 464 32 968 309 1 202 829 961 231 364 1 915 764 339

4 2 079 605 618 58 076 495 3 403 344 104 212 557 2 310 870 735

5 3 784 093 114 140 667 011 31 066 855 267 986 552 4 252 806 442

6 1 848 933 102 170 657 685 137 965 877 544 827 744 2 397 205 851

3.9. táblázat. Eredmény a kifizetésig eltelt idő szerint rendezett háromszögre

Gamma eloszlással és 1 000 iterációval

Háromszög a bejelentésig eltelt idő szerint rendezve

Másodszor a bejelentésig eltelt idő szerint rendezett háromszög kumulált

adataiból kiindulva készültek előrejelzések, melyek kárévenként megbontva a

3.10 és 3.11 táblázatokban látszik a további eredményekkel együtt.

Overdispersed Poisson

károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső
Átlagos négyzetes eltérés

(99.5%)

Kvantilis

1 2 276 089 908 0 0 2 276 089 908

2 1 610 153 120 13 220 742 187 608 758 047 348 1 687 178 968

3 1 779 862 398 34 193 769 1 298 211 412 895 702 1 922 717 976

4 2 082 081 994 60 576 694 3 677 026 293 240 053 2 289 008 809

5 3 774 072 544 132 576 648 26 828 488 271 474 352 4 205 994 832

6 1 840 528 009 171 692 282 143 936 984 899 148 704 2 342 039 897

3.10. táblázat. Eredmény a bejelentésig eltelt idő szerint rendezett

háromszögre overdispersed Poisson eloszlással és 1 000 iterációval
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Gamma

károk átlaga

Becsült végső

károk szórása

Becsült végső
Átlagos négyzetes eltérés

(99.5%)

Kvantilis

1 2 276 089 908 0 0 2 276 089 908

2 1 610 672 392 18 198 349 340 370 024 590 088 1 713 925 020

3 1 780 018 797 36 390 865 1 449 593 262 051 599 1 963 850 398

4 2 078 473 046 57 297 628 3 328 032 063 021 562 2 300 680 615

5 3 773 948 217 137 264 353 28 068 233 815 596 516 4 250 437 735

6 1 852 712 350 167 390 400 134 382 794 187 954 016 2 364 100 092

3.11. táblázat. Eredmény a bejelentésig eltelt idő szerint rendezett

háromszögre Gamma eloszlással és 1 000 iterációval
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4. fejezet

Konklúzió

A dolgozat fejezeteiben először röviden áttekintettük különböző tartalékolási

módszerek irodalomban való előfordulását, majd bemutatásra került a Mack

módszer és a bootstrap algoritmus, ezek valós adatokon való alkalmazása és

az általuk becsült végső kárelőrejelzések minőségének elemzése. A felhasznált

adatsorok közül az egyik 6 homogén csoportból állt, ahol a homogén csopor-

tokat vállalatok bekövetkezési és kifutási évenként csoportośıtott kárösszegei

alkották. A másik, előzőtől függetlenül felhasznált magyar adatsor egyéni

káradatokat tartalmazott. Mindkét adatsor kiváló tulajdonsága, hogy tar-

talmaz annyi adatot, hogy annak egy része alapján előrejelzést lehessen

késźıteni, majd a becsléseket össze lehessen hasonĺıtani az adatok másik

részével, ezzel ellenőrizve, hogy mennyire feleltek meg a valóságnak az általunk

kiszámolt kárkifizetések. Mind az amerikai, mind a magyar adatsorokra

elvégeztük az előrejelzéseket Mack módszerrel, majd sztochasztikusan over-

dispersed Poisson és Gamma eloszlást feltételezve a bootstrap eljárást al-

kalmazva. Ezután már csak a Commercial auto/truck liability/medical ho-

mogén csoportra és a sztochasztikus előrejelzésekre megnéztük változnak-e az

eredmények, ha a kárkifizetések normalizálva vannak az adott kárbekövet-

kezési év d́ıjaival. Azért lehet érdemes normalizált adatokból kiindulva is

modellezni, mert ellenkező esetben az adatokat dominálják a nagyobb cégek

kárösszegei és a kisebb vállalatok láthatalanná válnak. A normalizálás el-
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len szól ugyanakkor, hogy a nagyobb cégek jogosan szembesülnek nagyobb

kárösszegekkel és összpontosul náluk a károk nagy része. Ebből is két különböző

esetet vizsgáltunk, ugyanis az overdispersed Poisson eloszlás diszkrét jel-

legéből adódóan érzékeny az adatok nagyságrendjére, ezért az egyik esetben a

normalizálás után 1 000-rel, mı́g a másik esetben 1 000 000-val
”
nagýıtottuk

fel” az adatokat. Az eredményeket a Mack módszer esetén csupán a becsült és

”
valódi” végső károk közti különbség, valamint a szórás (σ̂) alapján vizsgáltuk.

A sztochasztikus esetben megnéztük az egy-egy vállalatra 1 000 iterációval

kapott végső károk átlagát, szórását és 99.5%-os kvantilisét, valamint a

becsült végső károk
”
valódi” végső károktól vett átlagos négyzetes eltérését

kárévenkénti bontásban mind az overdispersed Poisson, mind a Gamma el-

oszlást feltételezve. Az átlagos négyzetes eltéréseket csoport szinten boxplot

diagrammal vizsgáltuk, ahol csak a normalizálás előtti adatokban látszott

némi eltérés a két eloszlás eredményei között, a normalizálás után, ez már

szinte észrevehetetlenné vált. A sztochasztikus modelleknél, ahol empiri-

kus eloszlásfüggvényt tudtunk késźıteni a végső kárra, ott az eloszlások el-

lenőrzésére a PIT ábrákat használtuk, amihez a becslések által meghatározott

eloszlásba helyetteśıtettük vissza a megfigyelt adatokat és az ı́gy kapott

eloszlás hisztogramjának hasonlóságát vizsgáltuk a [0, 1]-en egyenletes el-

oszlás hisztogramjához. Akár normalizálás előtt vagy után, akár overdis-

persed Poisson vagy Gamma eloszlással jeleztünk előre, a hisztogram mindig

a 0-felé tolódott, a két szélén magasabb, mı́g középen inkább alacsonyabb

értékeket vett föl. Ez arra utal, hogy a becslési eredmény alulszóródott,

túlságosan szűk az előrejelzés intervalluma. Az adatok normalizálásával

annyi változás történt, hogy a hisztogramok képe kicsivel közelebb került az

egyenletes eloszlás hisztogramjának képéhez. Tehát a sztochasztikus model-

lekkel becsléseket végezve megállaṕıthatjuk, hogy biztośıtási szerződések egy

csoportjának mennyire bizonytalan a végső károkra való előrejelzése. Azon-

ban ezek a modell feltételezések maradéktalan teljesülése esetén lennének

csupán igazak, ı́gy ezekkel óvatosan kell bánnunk, hiszen megb́ızhatóságuknak

megvannak a korlátai, ahogyan azt a PIT hisztogramoknál is láttuk. A nor-
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malizálást és csoport szintű összehasonĺıtást már nem végeztük el az egyéni

káradatokra, mert ott csupán 2 háromszögből dolgoztunk, ami nem teszi le-

hetővé az olyan összehasonĺıtásokat, amiket a homogén csoportoknál léırtunk.
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nagýıtással”) . . . . . . . . . 38

48
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2.6. Pearson reziduális értékek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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3.7. Mack módszer eredményei az egyéni adatokra . . . . . . . . . 39
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