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1. Hany pont adhato meg a sikon tgy, hogy nincsenek mind egy egyenesen és barmely
ketts tavolsaga egész szam? Megmutatjuk, hogy (A) tetsz6legesen sok ilyen pont talalhato,
de (B) végtelen sok mar nem.

(A) Elég belatni, hogy akarmilyen sok olyan pont létezik, amelyek koziil barmely
kettd tavolsaga racionélis, mert ebbdl megfelel6 nagyitassal egész tavolsdgokat kapunk.
Tekintsiik az egységkoron a 2ka (k= 0,1,2,...) szoghodz tartozd Py pontokat, ekkor Py és
P, tavolsaga |2sin((m — k)a)|. Legyen sin « és cos « is racionélis, pl. sina = 2t/(1 + t2),
cosa = (1 —t)2/(1 + t?), ahol t egy kis pozitiv raciondlis szam. Ekkor minden n-re
sin(na) és cos(na) is raciondlis, ez az Osszegzési képletek alapjan teljes indukcioval vagy a
(cosa+isina)™ komplex szamnak a Moivre-formula és a binomialis tétel alapjan torténd
felirasabol adodik. A P, pontok koziil tehat barmely kettd tavolsaga racionalis szam.

Megjegyzés: Ha o nem racionalis tobbszorose m-nek, akkor végtelen sok kiilonbo6z6
pontot kapunk, tehat végtelen sok pont is megadhatod paronként racionalis tavolsaggal.
A fenti a-k ilyenek, mert igazolhato, hogy racionalis cos a mellett o akkor és csak akkor
racionalis tobbszordse m-nek, ha cosa = 0, £1 vagy +1/2.

(B) Legyen a halmazunkbdl 3 nem egyenesre esé pont P, Q) és R, a koztiik levs ta-
volsagok PQ = a, ill. QR = b. Vegyiink egy tetsz6leges S masik pontot a halmazbol. A
haromszogegyenldtlenség miatt |[SP—SQ)| egy a-nal nem nagyobb egész szam, azaz S véges
sok hiperbola (valamint a PQ szakaszfelez6 merélegese, illetve a P(Q egyenes egy része)
valamelyikén van. Ugyanigy, |SQ — SR| < b alapjan S az el6z6ekkel nem azonos tengelyt
véges sok hiperbola (és két egyenes) valamelyikén talalhato. Mivel a két hiperbolahalmaz-
nak csak véges sok kozos pontja lehet, igy S-re csak véges sok lehetdséget kapunk.

2. Hany pont adhato meg a sikon tigy, hogy barmely kettd tavolsaga paratlan egész szam?

Egy egységnyi oldali szabalyos haromszog cstiicspontjai nyilvan megfelelnek. Megmu-
tatjuk, hogy 4 pont mar nem adhaté meg ezzel a tulajdonsiggal.

Indirekt bizonyitunk. Legyen az egyik pont az origd, a masik harom pontba mutato
vektor pedig a, b, c. Ekkor a feltételeket a skalaris szorzat segitségével felirva a2, b2,
c?, (a—b)? (a—c)? és (b — c)? paratlan négyzetszamok, igy mod 8 maradékuk 1. A
kiilonbségek négyzetre emelését elvégezve kapjuk, hogy 2ab, 2ac és 2bc is (egészek és) 1

maradékot adnak mod 8.
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Tekintsiik most az M = [ 2ab 2b? 2bc | méatrixot. Megmutatjuk, hogy a rangja
2ac 2bc 2c?

3, azaz a determinénsa nem 0. A determiinst mod 8 nézve = 4, tehat valoban
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nem lehet 0.
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Masrészt M =2 | 31 s < Lo ), ahol «;, B;,7; az a, b, ¢ vektorok koor-
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dinatai, és igy M rangja legfeljebb akkora, mint a tényezGinek a rangja, azaz legfeljebb 2.
Ez ellentmond az el6z6 bekezdésnek.



