Kettő-hatványok számjegyeivel kapcsolatos feladatok 

21000=10715086071862673209484250490600018105614048117055336074437503883703510511249361224931983788156958581275946729175531468251871452856923140435984577574698574803934567774824230985421074605062371141877954182153046474983581941267398767559165543946077062914571196477686542167660429831652624386837205668069376
A számjegyek eloszlása: 

	jegy 
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	Ö:

	db
	28
	34
	23
	25
	35
	35
	34
	35
	30
	23
	302

	%
	9,27
	11,26
	7,62
	8,28
	11,59
	11,59
	11,26
	11,59
	9,93
	7,62
	


Látható, hogy a számjegyek nagyjából ugyanannyian vannak. Pl. itt egyikből sincs 11,59 %-nál több.  

Néhány kérdés: 
1. Van-e 21000-nek olyan többszöröse, amelyben nem szerepel 0 jegy?

2. Van-e 21000-nek olyan (nem 0) többszöröse, amelyben nem szerepel valamelyik nem 0   

     jegy?

3. Van-e 21000-nek olyan (nem 0) többszöröse, amelyből több jegy is hiányzik? Hány jegy    

     hiányozhat? 
4.  Van- e olyan kettő-hatvány, amelyben mind a 10 számjegy pontosan ugyanannyiszor szerepel? 

Megoldások 

1. Van-e 21000-nek olyan többszöröse, amelyben nem szerepel 0 jegy?

Van ilyen többszörös.

Adunk egy eljárást, amellyel előállítható egy ilyen többszörös.


21000 nem 0-ra végződik. Keressük meg 21000 –ben az utolsó 0 jegyet. 

              21000   =    …….…….…….7 2 0 5 6 6 8 0 6 9 3 7 6

Ez most jobbról a hatodik jegy. az utolsó 5 jegy között nincs 0.   Szorozzuk meg 21000-t 105-nel, azaz írjunk 21000 végére 5 db 0-át, és ezt adjuk 21000-hez.

                           21000   =    …….…….6 6 8 0 6 9 3 7 6

        +  105·21000   =   …. 6 6 8 0 6 9 3 7 6 0 0 0 0 0 
       (105 +1)·21000 =      ………… 6 0 5 6 6 9 3 7 6
Így 21000-nek olyan többszörösét kapjuk, amelynek utolsó 6 jegye biztosan nem 0.

(Most az utolsó 7 jegy nem 0.)  

Folytassuk ezt az eljárást addig, amíg n·21000 utolsó 1000 jegyének egyike sem lesz 0.

Az utolsó 1000 jegy előtt természetesen lehet, hogy szerepel 0 jegy.
n·21000 = 
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 bi ≠0, i=1, 2, …,1000.  Jelöljük az utolsó 1000 jegyből álló, nullát nem tartalmazó számot B-vel, az ez előtt álló számot A-val: 
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Így most n·21000 felírható a következő alakban: 
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 Azaz n·21000 = A·101000+B .
 Ebből  B=n·21000 - A·101000 = (n – A·51000)·21000 . 
B nem tartalmaz 0-át, és többszöröse 21000–nek. 

Természetesen ezzel az eljárással minden kettő-hatványnak előállíthatunk olyan többszörösét, amely nem tartalmaz 0 jegyet. 
2. Van-e 21000-nek olyan (nem 0) többszöröse, amelyben nem szerepel valamelyik nem 0   

     jegy?

3. Van-e 21000-nek olyan (nem 0) többszöröse, amelyből több jegy is hiányzik? Hány jegy    

     hiányozhat? 

A 0 kiküszöbölésére mutatott eljárás kis módosításával előállíthatunk olyan többszöröst is, amely nem tartalmaz pl. 3-as jegyet.  21000  utolsó két jegye nem tartalmaz 3-as jegyet, ezét első lépésben 21000-t 102-nal szorozzuk, és ezt a szorzatot adjuk 21000-hez. 
                           21000   =    …….…….0 6 9 3 7 6

        +  102·21000   =     ……… 0 6 9 3 7 6 0 0  

       (105 +1)·21000 =         ………  0 0 6 9 7 6
Így már az utolsó 3 jegy között nem szerepel 0.  
De ha 21000-nek olyan többszörösét akarjuk előállítani, amelyben se 3-as, se 9-es ne szerepeljen, akkor már módosítani kellene ezt az eljárást is pl. úgy, hogy 10· 21001 értékét adjuk 21000-hez.   

Vajon hány elhagyható jegyig tudunk így eljutni? 
Nem ezt az eljárást módosítgatjuk, hanem egy más módszerrel mutatjuk meg, hogy akár 8 hiányzó jegy is lehet 

Megmutatjuk, hogy minden n pozitív egész szám estén 2n–nek van olyan n jegyű többszöröse, amely csak 1-es vagy 2-es számjegyet tartalmaz!  (*) 
        Az állítás n=1-re igaz: 21=2. 
Tegyük fel, hogy valamely n pozitív egész szám estén 2n–nek van olyan n jegyű többszöröse, amely csak 1-es vagy 2-es számjegyet tartalmaz:
k·2n  =  
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 ahol ai = 1, vagy ai =2,  i=1, 2, …,n
Ha k páros, azaz 
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= 2r·2n  akkor legyen an+1=2.   
Ha k páratlan, azaz 
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= (2t+1)·2n, akkor legyen an+1=1.
Az így kapott n+1 jegyű számok oszthatók lesznek 2n+1-gyel, mert 

ha 
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= 2r·2n, akkor 
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=2·10n +2r·2n =2n+1(5n +r), és 
ha 
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=(2t+1)·2n, akkor 
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=10n +(2t+1)·2n=2n(5n +2t+1), ahol a zárójelben levő tényező páros, tehát 
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 valóban osztható 2n+1nel.

Kérdés még az, hogy 21000-nek (2n-nek, ha n≥ 4)  van olyan pozitív többszöröse, amely csak egyféle jegyet tartalmaz?  
Ha 2n= 
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, ahol k≥2 akkor 2n=   a ·
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[image: image15.wmf]{

 db

11...1

k

 számnak van páratlan prímtényezője ha k≥2. 
Tehát ha n≥ 4, akkor 2n  felíráshoz felhasznált számjegyek számát 2-re szoríthatjuk le.  
Megjegyzések: 

-  
1 és 2 helyett tetszőleges páratlan, és nem 0 páros számjegyből is képezhető 2n –nek  pontosan n jegyű többszöröse. 
-  
Természetesen ezzel az 1. feladatra is adtunk egy új megoldást.  Érdekes, hogy az ott kapott B szám is n jegyű. Arra kérdésre, hogy 2n –nek  van-e n-nél kevesebb jegyű többszöröse, amely nem tartalmaz 0 jegyet, (ill. csak kétféle jegyet tartalmaz, ) könnyű példát adni, pl. 24 (112. 
-
Az 1. feladat módszerével beláthatjuk, hogy 51000-nek, (ill. tetszőleges n pozitív egész n estén 5n-nek,) van olyan többszöröse, amely nem tartalmaz 0 jegyet. 

-
(*) tétel bizonyításnak módosításával beláthatjuk, hogy ha az a, b, c, d, e nem 0 számjegyek öttel osztva különböző maradékot adnak, akkor tetszőleges n pozitív egész n estén 5n-nek van olyan többszöröse, amely legfeljebb az a, b, c, d, e  számjegyeket tartalmazza.  


Kérdések:

A fenti bizonyításokban felhasználtuk, hogy 2, ill. 5 a számrendszer alapjának osztója.


Vajon más alapokra mi a helyzet? 


4. 
Van-e 2-nek olyan pozitív egész kitevős hatványa, amely mind a tíz számjegyből  ugyanannyit tartalmaz? 
Ha 2-nek van olyan hatványa, amely mind a tíz számjegyből ugyanannyit, k darabot tartalmaz, akkor a számjegyek összege k.(0+1+2+...+9) = 45k. 

A számjegyek összege osztható 3-mal, tehát a szám is osztható 3-mal. Ez nem lehet, mert 2-nek egyetlen hatványa sem osztható 3-mal. Tehát 2-nek nem lehet olyan hatványa, amely mind a tíz számjegyből ugyanannyit tartalmaz.  
       Megjegyzés:   


2-n kívül tetszőleges más, 1-nél nagyobb, 3-hoz relatív prím n számra igaz, hogy n-nek nincs olyan pozitív egész kitevős hatványa, amely mind a tíz számjegyből  ugyanannyit tartalmaz.
Kérdés: 
Vajon n=3-nak ill. n=3k-nak van olyan hatványa, amely mind a tíz számjegyből ugyanannyit tartalmaz? Van amelyikhez van? Mindhez van? 
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