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1. fejezet

Bevezetés

A koriilottiink 16vs vilag tele van kiillonbozd halézatokkal, rendszerekkel, melyeket a ter-
mészetben fedeziink fel, vagy akar mi magunk generalunk. Ilyenek példaul az athalézatok
egy adott orszagban vagy csak egy kisebb teriileten, amelyeket el6zetes tervezések alap-
jan szeretnénk optimélisan megépiteni. Tehat adott néhany véaros, melyeket 0sszekdtnénk
utakkal, hogy mindenhonnan el lehessen jutni mindegyik masik varosba a lehets legrovi-
debb uton. Ezt egy graffal tudjuk optimalisan szemléltetni, ahol a csticsok a varosok, az
utak pedig az Sket Osszekots élek lesznek. Akar mindegyik varosbol indithatunk egy-egy
utat mindegyik masikba, és akkor a lehetd leggyorsabban jutnédnk el mindenhova. Tehét
az utakat egy teljes graf élei mentén épitenénk meg. Azonban az épitkezések koltségét
is figyelembe kell venniink, hiszen nem mindegyik it ugyanolyan hosszi, és keriil ugyan-
annyiba, valamint nem szeretnénk az 6sszes lehetséges utat megépiteni. Tehat a teljes graf
koncepcidjat ebben az esetben elvethetjiik. A koltségek optimalizaldsara pedig a minimalis
koltségt feszitGta egy valasz, melynek megtalélasara tobb algoritmus is ismert. Ekkor els-
fordulhat, hogy két varos kozt elég nagy a tavolsdg az uthalézatunkban, de a valésagban
igen kozel vannak egymashoz. Valahol a ketts kozott keressiik a valaszt, azaz mindenhon-
nan mindenhova eljussunk ,nem tul nagy” tavolsdgon beliil, de ne kelljen ,tul sok” utat
megépitentink. Fzeket a ,nem tul nagy” és ,nem til sok” jelz6ket szeretnénk formalizalni
matematikai eszkozokkel. Példaul egy ardnnyal, a ,valos tavolsag” és az uthéalozatbeli ta-
volsédg kozott. Valamint a grafunkat is pontosan definialnunk kell a kévetkezSkben, hogy
az itt kifejtett kiindulasi probléménkra valaszt adhassunk. FEzt a tipusu grafot spannernek
fogjuk hivni, mellyel konnyen modellezhetjiik az el6bb felvetett problémat. Dolgozatom
célja, hogy bemutassam a spannereket, kiilonb6z6 konstrukciokat, melyekbdl spannereket

kapunk, és az algoritmusokat, melyekkel ezeket megkaphatjuk. Valamelyik algoritmus ki-



fejezetten arra szolgal majd, hogy spannert épitsiink, masiknal pedig utoélag latjuk be,

hogy spannert kaptunk az algoritmusunkkal.

1.1. Definiciok
Vegytink egy G = (V, E) teljes grafot, és az élein értelmezett sulyfiiggvényt:
w:FE — R,

[tt nyilvan az élet jelolhetjiik a két végpontjaval is: w(uv), ami az u és v kozt futo él silyat

jelzi. Egy P tuton a stlyok Gsszege legyen:

ecP

Tekintsiik meg még legrovidebb utakat az adott G grafban, mert ez fontos lesz a spannerek
definidlasahoz:

dg(u,v) == min  W(P)

P uw 4t G—ben

1.1.1. Definicido. Egy G teljes grif G' = (V, E') részgrdfjdt t-spannernek nevezzik, ha

minden u,v csucspdarra létezik G-ben eqy it kozottik, amelyre:
der(u,v) < tdg(u,v).

Tehat a spanner a teljes graf olyan részgrafja, hogy két pont kozott legfeljebb t-szer annyi
utat kell megtenni, mint ahogy azt optimalis esetben tennénk. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy egy spanner kozeliti a teljes grafot lehetSleg linearis mennyiségi éllel. Ezt szeretnénk

majd elérni.

A t érték elnevezése: dilatacid, nyajtasi tényezs. Ezt az értéket minden spannernél egy
elére megadott, a graf méretétsl fliggetlen konstansként kezeljiik, mint egyfajta inputot.
Egy adott t-spannerhez a kovetkezs fogalmakat tarsithatjuk még: a G’ salyat ugy kapjuk
meg, hogy Gsszeadjuk az E’-ben 1év§ élek sulyait. Ezt is jeloljiik W (G')-vel, hasonléan az

utak Osszsilyahoz. A spanner mérete pedig

S(G') = ||



legyen. Egy spannert ritkdinak mondhatunk az élek, és kénnytinek a sily tekintetében.
Példaul, a spannernek linedrisan sok éle van a csticsokhoz képest.

Még egy fontos fogalom ehhez a témakorhoz az MST(G), azaz ,minimum (weight) span-
ning tree”’, amelynek a lehet legkisebb a W(G") értéke G spannerjei koziil, tehat az élek
stlyosszege. Csak annyi éle van, hogy az egész graf még Osszefiiggé maradjon, tehat egy
fa lesz. Azonban az ehhez tartozo t elég rossz: Q(n). Ehhez tudjuk majd hasonlitani egy
tetsz6leges spanner méretét, hiszen mindkét szempontbdl ez a legritkabb, és célunk lehet,

hogy ehhez kozeli mérett, sulyt spannereket gyartsunk mi is kiilénb6z6 algoritmusokkal.

A fent bevezetett definicionak tobbféle valtozatat, altalanositasat is tekinthetjiik. Példaul
nem kell feltétleniil a kiindulé6 G grafnak egy teljes grafnak lennie. Ekkor a t-spanner,
azaz G’ lényegében egy tetszéleges G graf részgrafja, amelyben minden két csics kozti
legrévidebb ut G’-ben sosem haladja meg a G-beli legrévidebb 1t t-szeresét.

Masik konkrét példa lehet, hogy tgynevezett geometriai grafokat vizsgalunk, amelyekben
V C R? csticsok vannak, és a cstcsokat egyenes szakaszok kotik Ossze, amelyek hosszat
euklideszi tavolsaggal mérjiik. Ezen geometriai grafokra is nézhetiink ¢-spannereket, lehet
kilon vizsgalni, hogy két dimenzioban az adott graf sikbarajzolhato-e? A két dimenzios
geometriai grafokkal tudjuk modellezni példaul az uthalézatokat, és azok optimalis meg-
épitését.

Mindezen példak mellett mi az els6ként megemlitett definiciét fogjuk hasznalni.

A tovabbiakban a szakdolgozatom szerkezete a kiovetkez§ lesz: elGszor négy algoritmust
fogunk vizsgélni, melyek spannereket generdlnak a 2. fejezetben. Egy moho algoritmust,
mely elég intuitiv (2.1). Két algoritmusunk geometriai meggoldolasokon alapszik, egyik
a Delaunay-grafokat hasznalja (2.4), a masikat pedig ©- vagy Yao grafnak fogjuk hiv-
ni (2.2). Utolso algoritmusunkban pedig a graf cstcsait fogjuk szintezni, a szintek és a

cstcsok tavolsagai alapjan alkalmas éleket huzunk be (2.3)



2. fejezet

Algoritmusok

2.1. Moh¢ algoritmus

Az els6 algoritmusunk, mely egy spanner elGallitasara szolgal, elég egyszerd lépésekbsl
all, konnyen érethets, hogy mit csinal. Erre tébben egyméstol fiiggetleniil rajéttek, nem

feltétleniil a spannerek témakorében: Bern (|Be|) valamint Althofer és munkatéarsai ([?]).

Az algoritmus

Az algoritmusunk inputja a V' csiicshalmaz és az elérni kivant ¢, tetszéleges pozitiv va-
l6s. A spanner kezddé élhalmaza pedig legyen E' := (). Az algoritmus soran végigné-
ziink minden uwv élet E-bdl, sulyuk szerint nem csokkend sorrendben. Egy adott élre,
ha dg (u,v) > tdg(u,v), akkor az uv élet adjuk hozza E’-hoz. Outputként az algoritmus
a G' = (V, E') grafot fogja visszaadni. Az algoritmus tehat nem koéti ki, hogy az eredeti
G grafnak teljesnek kell lennnie. Ha nem teljes graf van, akkor egy E halmaz is része az
inputnak, és csak ezeket az éleket nézi végig az algoritmus, nem az Osszes lehetségeset.

Most pedig nézziink néhéany allitast a kapott G’-rél.
2.1.1. Allitas ([ADDJS]). G’ egy t-spanner lesz az elére megadott t-re.

Bizonyitas. Vegyiink egy uv élet G\G'-ben, amit az algoritmus elutasitott, tehat nem
teljestil ra a feltétel, amit ellendriz az Osszes élre. Azaz létezik egy P legrovidebb ut az
aktualis G'-ben, melyre W(P) < tdg(u,v).

Legyen két tetszéleges cstucs V-bdl a és b. Erre a két csiicsra vegyiik azt a () utat G-ben,
amely a legkisebb sulyt, tehat a legrévidebb ab t, és cseréljiink le minden olyan élet, ami

nincs G’-ben a hozza tartozé P tutra, amely mar G’-ben halad. Ekkor a kapott ()’ ut hossza
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megndtt, mert ) volt a legrévidebb ab Gt, valamint minden cserénél csak noveltiink, de
minden élet egy maximum t-szer akkora Osszsulyu ttra cseréltiink. Mint ahogy azt elején
lattuk. Tehat W(Q) < W(Q') < tW(Q), ezzel be is lattuk az allitast. O

Ez a bizonyitas nem csak akkor miikddik, ha G egy teljes graf, a bizonyitdsban sem

feltételezziik ezt, hogy mas esetekre is miikodjon.

2.1.2. Allitas ([ADDJS]). Legyen C egy tetszéleges kor G'-ben. Erre igaz, hogy S(C) >
t+1, azaz a kér hossza legaldabb t + 2.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan C, amire S(C) < t+ 1. Legyen uv az az
¢l C-ben, amit az algoritmus utolsénak valasztott be, tehat ennek az egyik legnagyobb a
stulya a korben (lehetnek azonos sulyu élek is). Amikor az algoritmus ezt az élet vizsgalja,
C' tobbi éle mar benne van az aktualis G’-ben, azaz legfeljebb ¢ db él legfeljebb w(u,v)
stllyal. Ekkor tehat G'-ben van egy 1t u és v kozott, amelynek hossza < tw(u,v). Tehat

az uv élet az algoritmus nem fogja bevenni G’-be, ellentmondésra jutottunk. [J

Tehéat a G'-ben a girth értéke, a legrovidebb kor hossza g > t + 2. A Moore-korlat segit-

ségével a kovetkezd becslést kapjuk az élek szadmara:

1

1
S(G)<n ey < pten

Hiszen:
g—1 g—1
>
R

Tehat a moho algoritmus O(nH%) éld spannert konstrual. Ezzel a spanneriink ritkasagat

-1

is vizsgaltuk.

2.1.3. Allitas ([ADDJS]). C egy kir G'-ben, e pedig egy €éle ennek a kirnek. Ekkor
W(C —{e}) > tw(e).

Bizonyitas. Fzt is lassuk be indirekt modon. Tegyiik fel, hogy van olyan C' kor, amelynek
e éle megszegi az allitas feltételét. Akkor az utolsoként bevalasztott uv élre is megszegi,
hiszen ennek stlya nagyobb vagy egyenls, mint e silya (mint ahogy az el6z6 bizonyitasban

is kihasznaltuk ezt):
W(C —uwv) < W(C —{e}) < tw(e) < tw(uv).

Az egyenl6tlenségsorozat elejét és végét nézve latszik, hogy elhagyva uv élet megint kapunk

egy olyan utat u és v kozott melynek silya > tw(uv), ezzel megvan az ellentmondés. [
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Az algoritmus tekintheté a Kruskal algoritmus altalanositdsanak, amely minimalis feszi-
t6fat keres egy grafban. Mindketté mohé modon, egyesével noveli a keresett graf éleit, és
hasonléan egyszert feltételt ellenériz minden egyes 1épésben. A kovetkezd éllitdshoz fel-

hasznaljuk Kruskal algoritmusét is, mivel azzal tudjuk elallitani példaul az M ST(G)-t:

2.1.4. Allitas ([ADDJS]). MST(G)-t tartalmazza az algoritmus dltal létrehozott G’

spanner.

Bizonyitas. Az allitasunk bizonyitdsahoz egy annal erGsebbet fogunk belatni.. Legyenek
a jelolések a kovetkezok: ) = G, G, ... :9(}3) = (' egy sorozat, amely reprezentéalja G’
novekedését az algoritmus soran. Tehat G G-nek azon részgrafjat jeloli, melyet az i-edik
¢l hozzdadasa utan kapunk. Minden fazisban az aktudlis G egy olyan részgraf, amely
kiilénbo6z6 komponensekbdl all, és a végén fog egy teljesen Osszefliggd graffa kialakulni,
tehat egy nagy komponenssé. Most nézziik a Kruskal algoritmust, amiben a moho6 span-
neres algoritmushoz hasonloéan az éleket stilyuk szerint nem csékkené sorban vizsgaljuk.
Itt 0 = My, My, ..Mggy = MST(G) reprezentalja az M ST (G) novekedését, M; pedig az
1-edik él hozzéadasa utan kapott fat. Ezt az élet akkor adjuk hozza, ha az eddig létreho-
zott fankban nem képez kort az eddigi élekkel. Itt minden egyes lépésben egy erdénk van,
amely a végén egy fava fog fejlédni.

Az erdsebb allitas:

2.1.5. Allitas ([ADDJS]). Minden i-re a komponensek szima M;-ben és G'-ben meg-
egyezik. Valamint minden egyes komponensét M;-nek G a hozzd tartozo komponense tar-

talmazza.

Bizonyitas. Képzeljiik ugy, hogy a két algoritmus parhuzamosan fut a G grafon. Mind-
ketts, a fa és a spanner is n darab komponenssel kezd, tehat a nulladik 1épésben igaz az
allitas. Teljes indukcidhoz tegyiik fel, hogy igaz az i. 1épésig, és az ¢ + 1-edikre akarjuk
latni, hogy itt is teljesiil. A kovetkezs él a sorrendben e = uw.

1.eset:

u és v ugyanabban a komponensben vannak M;-ben. Ekkor az uv él egy kort alkotna eb-
ben a komponensben, ergo a Kruskal algoritmus nem fogja bevenni. Az indukcios feltevés
szerint ezek Gj-ben is egy komponensbe tartoznak. Ha e nincs benne G ;-ben a moho al-
goritmus lépése utan, lényegében semmi nem torténk, és az indukcios feltevés igaz maradt.

Ha pedig e része lesz G -nek. akkor Gj-nek ugyanazon komponenséhez lesz hozzaadva,

és a feltevés igaz marad.



2.eset:

u és v kiillonb6z6 komponensben vannak, azaz a Kruskal beveszi M ST(G)-be. Tehat M;
két komponense egy komponenssé valik M, -ben. Az indukcioés feltevés szerint u és v
G'-ben is kiilonb6z6 komponensben voltak. Nincsenek Gsszekdtve, a moho algoritmus be
fogja venni e-t, és ez a két komponens G, ;-ben is egy lesz mar, mikozben a feltevés igaz
maradt. [J

Végiil pedig Mgp) = MST(G) és G’S(E) = (', az eredeti allitasunkat is belattuk. [
Ami pedig a futési id6t illeti: az algoritmus az Ossszes élen végigmegy, ez (;‘) csucspart
jelent, ami O(n?) 1épés, Minden ilyen lépésben keres egy legrévidebb utat, ami Dijkstra
algoritmussal O(nlogn) idében megvan. Osszességében ez O(n’logn). Léteznek ennél
hatékonyabb moh¢ algoritmusok is, melyek O(n?logn) idében készitenck el egy spannert
(IBCFMS]), de ezekkel most nem foglalkozunk részletesen. A fent bemutatott algoritmus
talan a legkénnyebben érthetd, legegyszertibb verzidja a spannert general6 algoritmusok-

nak.



2.2. Yao-, O-graf

Kovetkezd két algoritmusunk futasanak alapja geometriai feltétel lesz, és ebben az esetben
ugynevezett geometriai grafokban fogunk spannert felépiteni. Itt az élek stlya a végpontja-
inak euklideszi tavolsaga lesz, ezért nevezziik ket geometriai grafnak. Ekkor a legrovidebb
ut két pont kozott az egyenes, tehat dg(u,v) = w(u,v) tetszéleges u, v-re, és itt w(u,v)

pedig az euklideszi tavolsag. Most a két dimenzids esetet vizsgaljuk.

Legyen V' cstcsok egy halmaza a sikon, k£ pedig egy egész szam, amely > 4. Mindkét
algoritmusban végigmegyilink az Osszes v € V csticson, v koriil a sikot felosztjuk £ da-
rab diszjunkt kupra, melyeket két-két v-bdl kiinduld félegyenes hatérol, ezek lesznek az
alkotok, a szogiik pedig © = 27/k. (Itt az is lehetséges, hogy a szoget adjuk meg input-
ként, és utdna abbol kapjuk a k paramétert k = 27/0 segitségével. Az eredmény ugyanaz
lesz, csak eldonthetd, hogy mivel akarjuk megadni az inputot.) Ezeket az alkotokat r;-vel
jeloljik. A j-edik kapot r; és 74 fogja hatarolni, kivéve persze az utolsot. A szamo-
zast pozitiv iranyban végezziik el. A v csticsot minden egyes kiipbol pontosan egy darab
mésikkal kotjiik Ossze, és ebben fog a két algoritmus eltérni egymastol, hogy pontosan
melyikkel. A Yao-grafban (jeloljiik ezt Yi-val) a v-hez legkozelebbi csucsot valasztjuk, a
O©-grafban (ez legyen Oy) pedig azzal a cstcesal hizunk be élet, melynek r;-re vett merdle-
ges vetiilete legkdzelebb van v-hez. Tehat minden egyes cstucsot v kivételével merélegesen
vetitiink annak a kupnak a negativ iranyban elérhets alkotojara, amiben benne vannak.
Ezzel kapunk egy t-spannert ¢ = 1 + O(%)—re, O(k) éllel. Ezt a ©-grafban fogjuk most
belatni £ > 5 esetben.

Ennek bizonyitasdhoz egy ennél bonyolultabb esetet fogunk vizsgalni, amikor is igyneve-
zett rendezett ©-grafokat néziink. Ez annyiban kiilonbozik a fent bevezetettsl, hogy a graf
cstcsait rendezziik 7 (permutécio) szerint. Ekkor néhany 4j jelolés: m, a v cstcs rendje 7
szerint,

P,={ueV:m, <m} S, =V\{v}).

A cstcsok koziil pedig csak P, elemeit vetitjiik mer6legesen, és ezek koziil valasztjuk ki

kuponként azt az egyet, melyet 0sszekotiink v-vel.

2.2.1. Allitas ([BGM)]). Tetszdleges V., 7 vdlasztdsa mellett a m-rendezett ©-grdf t-

1

spanner lesz legfeljebb kn éllel, ahol t = os(0) (@) -

Bizonyitas. Az allitasunk egyik fele egyértelmt, k£ db kip van minden v-bez, és minden
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v-hez minden kipbdl pontosan egy darab szomszédot valasztunk = kn darab éliink lesz
legfeljebb a végén.

A masodik felét m-szerinti indukcioval latjuk be. Legyenek vy, v9, v3 cstcsok, ahol 7, <
Ty, < Tus, €5 €éppen a vz csicsot vizsgaljuk, a masik ketté azonos kupban van. Tovabba
legyen wy a v, cstcs merdleges vetiilete 7;-re, és tegyiik fel hogy ws a v3-hoz legkozelebbi

r;-n. Feltehet6 az is, hogy a vsv, szakasz és r; kozott talalhato cstcs a v;.

Tj+1

V2

(%1

U3 Wo
Ekkor:
der(v3,v1) < der(vs,v2) + dgr(v1,v2) < w(vs, va) + tw(ve, vy).

[tt az elsd egy haromszog-egyenldtlenség, a masodikat pedig ugy kapjuk, hogy de (vs, v2) =
w(vs, v9), mert vy volt a legkozelebbi, ergo azt az élet vettiik be a spannerbe. A dg/(v1,v2) <
tw(vq, v1) egyenlbtlenség pedig az indukcios feltevésbdl jon. Mivel vy nincs elvalasztva ;-

t6l a vsvy szakasszal, ezért
w(vg, v1) + w(vs, we) < w(vy, wy) + w(vs, vy)

4
w(va, v1) < w(v2, wa) + w(vs, v1) — w(vs, wo)t

Ezzel folytatjuk az el6z6 egyenlGségsorozatot:
w(vs, va) + tw(ve, v1) < w(vs, ve) + tw(ve, we) + tw(vs, v1) — tw(vs, wy) < tw(vs, vq)

Itt az utolso 1épéshez tekintsiik a v3wovy derékszogli haromszoget:
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A wv3-nal 16vE szoget jeldlje «, ergo a |wavs| = sin(«r) valamint |vgwy| = cos(a), ha fel-
tessziik, hogy az atmérd 1 hosszia. Tudjuk, hogy a < ©. A kérdéses egyenlGtlenségbe
behelyettesitve:

1 + tsin(a) — tcos(a) + tw(vy, vs3) < tw(vy, vs)

. _ 1 .
Mivel t = cos(©)—sin(©)

cos(0) — sin(O) + sin(a) — cos(«)
cos(©) — sin(O)

+ tw(vy, v3) < tw(vy, v3) = tdg(vy, v3)

Es mivel [0, 7/2]-n van minden szog, ezért cos(0) < cos(a) és sin(a) < sin(0), cos(O) —
sin(©) < sin(a) — cos(a) = a tort negativ vagy 0 a bal oldalon, tehat az egyenlStlenség
igaz.

Ebbdl kapjuk, hogy der(vs, v1) < w(vs, v1) = tdg(vs, v1), tehat kész vagyunk az indukeios

lépestinkkel, ezzel az allitast is bizonyitottuk. [J
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2.3. WSPD

(Well-seprated pair decomposition)

Ezen algoritmushoz is sikbeli pontokat fogunk vizsgalni, legyen V' egy n pontot tartalmazo
halmaz, ezek lesznek a cstiicsok, a silyok megint euklideszi tavolsagok lesznek. Egyszeri-
sitsiik gy a grafot, hogy a legkisebb tavolsag két pont kozott legyen egység hosszi, a
legnagyobb pedig:

= Izleagcw(e)

Vezessiik be a kovetkezs jelolést a cstucsok csokkend sorozatara: V=V DV D Vo D ... D
Vi, (ezek lesznek az ugynevezett szintek, h pedig a szintek szamat jeloli), ahol minden
1 > 0-ra Vj-t V;_1-b6l kapjuk tgy, hogy maximalis részhalmazt keresiink V;_;-ben, hogy
ha a részhalmaz, azaz V; minden eleme koré egy 2¢ sugari kort rajzolva, a korok lefedik
Vi_, Osszes elemét. Valamint a korok kozéppontjai legalabb 2¢ tavolsagra vannak egymas-
tol, tehat egyik kor sem fedi le a méasiknak a kozéppontjat. A minimalis tavolsag V;-ben
igy tobb mint 2¢ lesz, ezt a mennyiséget, az i-edik szint sugardnak hivjuk. Ez egyfajta
hierarchikus rendszert ad a pontok kézott. Ezeket a szinteket az eredeti V' halmazbol kiin-

dulva tudjuk meghatarozni, az egyes szinteken 1évé pontokat moh6 médon valasztjuk meg.

2.3.1. Allitas ([GGNY]). A hierarchidban legfeljebb [log, ] szint lehetséges, azaz h <
[log, a].

Bizonyitas. Legyen v € Vj, ezen szint sugara 2. Nézziik azt az i-t, amire mar o < 2°
teljesiil. Ekkor v koré egy 2! sugart kort rajzolva az dsszes pontot lefedjiik a grafban. Az

egyenlGtlenség logaritmusat véve a bizonyitandé allitas jon ki. [J

Hogy spannert kapjunk, meg kell adnunk, hogy milyen éleket huzunk be a G’-be. Kétféle
éliink lesz: az egyik fajta azonos szinten 1évé cstcsokat kot Ossze. Egy u, v € V; cstcspar

akkor legyen 6sszekétve, ha d(u,v) < c2¢ teljesiil, ahol
c=4+16/¢

valamilyen € > 0 valasztasaval. Tehat itt ez az € lesz a valtoztathaté paraméter az algo-

ritmusban a V' csiicshalmaz mellett, melyet szintén mi adunk meg inputként. Valamint
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minden u € V;_;\V; cstcsot dsszekotiink V; beli v csicsokkal, amelyre d(u,v) < 2°. Elne-
vezés v-re: az u csucs sziil6je. Minden cstcsnak pontosan egy sziilGje lesz, de lehet tobb
gyereke is. Ergo, ezeket az éleket konnyen tudjuk egy faval szemléltetni. Nyilvan az egész
grafunk nem lesz fa, mert vannak a szinteken is élek, de a sziil6-gyerek kapcsolatot egy fa
irja le.

Fontos megjegyezniink, hogy az algoritmus nem hataroz meg egyértelmien egy konkrét
grafot, hiszen a V; szintek valasztasara tobb lehetdség is van.

A késébbi bizonyitasokhoz vezessiink még be néhany jelolést: jelezhetjiik, hogy a v cstics
az i-edik szinten van: v¥. A v0~Y csticsnak egy sziilGje van az i-edik szinten, ez legyen
P(vV). Ezt lehet tigy is hasznalni, hogy a v cstics sziilinek halmaza P(v), ahol az 6sszes
szinten végighaladva a sziilék egy lancat kapjuk. Valamint P (v) legyen a v cstics Gse az i-
edik szinten, ahol ugye v € V- = Vj,. Ezzel a jel6léssel egy tetszbleges csticsbol kiindulé 1an-

cot kapunk a csticsok sziil6it keresve egyre magasabb szinteken: v P1) (v) P®) (v)...P®(v).

2.3.2. Allitas. [[GGN]] Egy ilyen ldncnak a hossza legfeljebb 2, valamint a v csiics i-
edik szinten 1évd sziildje P (v) a v-t6l legfeljebb 27+ tdvolsdgra van (euklideszi tdavolsdgot

haszndlva,).

Bizonyitas. Az élek bevezetésénél lattuk, hogy sziils és gyerek tavolsaga kevesebb mint 2°
(az i-edik és (1—1)-edik szintek kozott), tehat egy ilyen lanc hossza legfeljebb 2+22+...+2°,
aminek fels6becslése a 271, Haromszog-egyenlStlenséget hasznalva pedig a bizonyitas mé-

sodik felével is kész vagyunk. [J

Az el6bbi jeldlést ,yvisszafelé” is bevezethetjiik: C;_;(v) az i-edik szinten 1évé v csiics
gyerekeit foglalja Ossze. A v csics szomszédai az i-edik szinten pedig legyenek N;(p).
Ezzel pedig mar készen allunk belatni, hogy az algoritmusunk tényleg egy spannert ad

nekink.

2.3.3. Allitas ([GGN]). Ezen élekkel és az eredeti csicshalmazzal egy (1 + €)-spannert

kapunk. (¢ -t az élek definidldsdndl vezettiik be.)

Bizonyitas. Vegyiink tetszéleges u,v € Vj cstcsokat, és keressiik meg a legkisebb i-t,
amire Vi-n az Gseik, P®(u) és P (v) Ossze vannak kotve egy éllel. Tehat tavolsaguk
legfeljebb 2!, és mivel a legkisebbet kerestiik, az eggyel kisebb szinten nincsenek dssze-

kotve a sziil6k, azaz ott a tavolsag tobb mint 2. Legyen u; = P®(u), v; = P®(v),
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wi_y = PO (u) és v,y = PPV (v). Ezzel a jeléléssel az el6z6 megallapitas: u; és v; ta-
volsaga tobb mint ¢271. Nézziik a kivetkezd utat u és v kozott: u és u; kozott a korabban
emlitett lanc, amely az u sziil6in megy végig, az él u; és v; kozott, majd a lanc, ami v;-t
és v-t koti Ossze.

i
Uiy <c2

U; Vi

u v

Jeloljiik ezt A(u, v)-vel. Ez az ut csak grafbeli élekbdl all, és ha belatjuk, hogy hossza legfel-
jebb (1+¢e)w(u,v), akkor kész vagyunk a bizonyitassal. A 2.3.2 allitas miatt deg(u, u;—1) <
20 63 dgr(v,v;_1) < 2. Az élek definicioja miatt w(u;,v;) < ¢2° és mivel u;_; és v;_; nin-

csenek sszekotve dar(u;_1,v;_1) > 271, Ezeket helyettesitsiik be a kovetkezébe:
w(u,v) > der(wi—1,vi-1) — der(u, ui1) — dar (v, vi1)
der(u,v) > (¢ —4)2"71

\
dgl (u, ’U)
c—4
Kaptunk egy als6 becslést a két pontunk tavolsagara. Az eddig vizsgéalt utunkra pedig a

271«

kovetkezs becsléseket irhatjuk fel:
W(A(u,v)) < de(u,w;) +w(u;,v;) + der (v, v;)
W(A(u,v)) <2-2" +w(u,v;) < wlu,v)+ 8271
Felhasznalva a fentit és e definiciojat:
w(u,v) +8- 271 < (14+16/(c — 4)w(u,v) = (1 + &)w(u,v)

= Az algoritmus &ltal generalt graf egy (1 + ¢)-spanner lesz. [J
Az is belathato, hogy az gy kapott spannernek O(n/e?) éle lesz, ahol d azt jelzi, hogy
milyen dimenziés térben vessziik V-t. De mivel most a sfkban vagyunk, ez O(n/c?)-et

jelent. Ez a graf ritkasiga.
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2.4. Delaunay-grafok

Térjiink 4t a negyedik algoritmusunkra, melyhez el6szor a Delaunay-grafot fogjuk defi-
nialni, melynek vannak kiilénb6z6 altalanositasai. Mindegyik verzidjara belathato, hogy
spanner egy adott konstansra. Ezeket fogjuk megvizsgalni most részletesebben.

A Delaunay-grafot bevezethetjiik a Voronoi-diagram duélisaként. ElGszor nézziik, hogy

mi is az a Voronoi-diagram!

2.4.1. Definici6. Vegyiink eqy V' csicshalmazt a sikon, és minden egyes csicshoz meg-
adunk eqy sikrészt olyan maodon, hogy az adott v csicshoz tartozo sikrészben eqy tetszdleges

p pont a V' elemei kézil v-hez van a legkozelebb.

Mintha azt akarnank modellezni, hogy emberek egy varosban melyik boltba menjenek
vasarolni, ha mindenki a hozza legkdzelebb 1év6 boltba szeretne eljutni a leggyorsab-
ban. Legyenek V' elemei a boltok, az emberek pedig a sik pontjaiban lakhatnak. Ekkor
a Voronoi-diagram alapjan el lehet donteni a kérdést, mert mindenkihez az a bolt van
legkozelebb, amelyikhez tartozé sikrészben lakik. A Delaunay-grafhoz pedig ugyanezt a

V' cstucshalmazt hasznéljuk, a kévetkezdképpen:

2.4.2. Definicio. Adott eqy V' csucshalmaz a stkon, és annak a Voronoi-diagramja. Ekkor
a 'V csucsokhoz tartozo Delaunay-grdfot ugy kapjuk, hogy a csicsok kézil azokat kétjik

ossze éllel, melyeknek van kiozdés hataruk a Voronoi-diagramban.

Ezt a grafot Delaunay-haromszogelésnek is nevezhetjiik, hiszen a grafunk ,belseje” ha-
romszogekbdl fog allni, és az is konnyen lathato, hogy ez egy sikbarajzolhato gréaf.

Ezzel egy ekvivalens definici6 a Delauay-grafra:

2.4.3. Definicid. Adott V csicshalmazban azokat a pontokat kitjik dssze, melyekhez lé-
tezik egy kor, amely csak az adott két pontot tartalmazza V' elemer kézil, igy kapjuk a

V' -hez tartozo Delaunay-grdfot.
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Ezen az abran jol a latszik a két ekvivalens definicié néhany pontra. A fekete
féelegyenesek a Voronoi-diagram hatarai, a piros szakaszok pedig az élek, melyeket
behuzhatunk a kérok vagy a diagram alapjan. (Nem minden élhez tartozo kort jelenit

meg az abra.)

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy egy Delaunay-graf spanner lesz-e, és ha igen, akkor mi-
lyen t értékre? A Delaunay-grafok geometriai sikgrafok, ez konnyen végiggondolhat6. Most
pedig belatjuk, hogy semmilyen geometriai sikgrafra nem tudunk ilyen (1+¢)-spannereket
késziteni tetsz6leges e-ra. Legyen négy pontunk egy egységnégyzet csiicsaiban, a normank
legyen az euklideszi norma a sikon. Ekkor nem hiizhatjuk be az 6sszes élet a négyzetben,
az egyik atlot ki kell hagynunk. A kihagyott &t16 hossza /2, a két pont kozti uté G'-n
beliil pedig 2. Tehat t > /2. Tehat ha a spanner egy sikbarajzolhato, akkor t > 2.

Jelolések pontositésa a mostani bizonyitasainkhoz: V' € R? az elére megadott cstcshalmaz,

amelynek teljes grafja legyen a vizsgélt grafunk:

G = K\V|
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G’ pedig legyen a V-hez tartoz6 Deluanay-graf. G-nek egy spannereként fogjuk vizsgalni
G'-t.

A kovetkez§ tételt, amely a spannerséget bizonyitja, és a hozza tartozo segédallitast Keil és
Gutwin lattak be ([KGJ). Elgszor kezdjiink az allitas bizonyitésaval, mert ezt felhasznaljuk

majd a tételiink bizonyitasaban.

2.4.4. Allitas (Keil, Gutwin [KG]). Legyen u,v € V, tegyiik fel, hogy L = pq egy
vizszintes szakasz, C' pedig eqy kor, melynek korive tartalmazza u,v csucsokat, és L alatt
nincsen mds csucsa grifnak. Ekkor dg(u,v) < r@©, ahol a kér sugara r, © := ZuOv egy
kézépponti szdg. (Az egyenldtlenség jobb oldaldn az uv w hossza van, azzal becsilyiik feliil

azu és v tdvolsagdt.)

Bizonyitas. Mindamellett, hogy feltettiik, L egy vizszintes szakasz, hasonléan az is fel-
tehetd, hogy u balra helyezkedik el v-hez képest, mivel szerepiik felcserélhets, tetszéleges
pontok voltak.

doan 6sszekotjiik Sket egy éllel: der(u,v) = w(u,v) < r® minden u és v-re irt korre, azaz
ebben az esetben kész vagyunk.

A mésik esetet © méretére vonatkozo indukcidval fogjuk belatni. Ekkor van masik t € V
pont a C belsejében (nyilvan L f616tt). De el6tte néhény 4j objektumot és jelolést vezetiink
be a bizonyitashoz. Legyenek C) és Cy korok Oy, Oy kozéppontokkal, i, 7o sugarakkal,

hogy
u,t € Cp;u,t € Cy

01 € UO;OQ € Ov

és C beliilrdl u-ban érinti C-t, hasonléan C5 pedig v-ben.
Legyenek:
a1 :=Ci1NLjay:=CyNL

Az ay és ap pontok koré irjunk egy kort, hogy a kozéppontja Oz := as05 N a0, legyen,
jeloljiik Cs-mal, sugarat pedi rz-mal. A D kor pedig legyen u, v, t pontok koriilirt kore.
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Megfigyelések az abrarol, melyeket most nem latunk be részletesen:

(1.) Nincsen cstcsa a grafnak Cj-ben az ut egyenes alatt valamint Cy-ben a tv egyenes

alatt.

(2.) Az uOv,uO1ay, as09v, as03a; haromszogek hasonloak egymashoz és egyenls

szartak. Alapon 1évs szogiiket jelolje ¢. (A hasonlosag a szogekbdl konnyen latszik.)
(u,a1) w(v,a2) wlag,a1) _ w(u,v)

(3.) cosp = = = =

2rq 2ro 2rs 2r

, ahol ugye w volt a lehetséges élek stlya,

ami esetiinkben az euklideszi tavolsaguk a sikban.

A bizonyitas els§ 1épéseként transzformaljuk a C' kort tgy, hogy a koriven u és v mellett
egy z € V pont is rajta legyen, és z L alatt helyezkedik el, de a koriven, nem a kor bel-
sejében. Mikozben az a tulajdonsdg megmarad, hogy nincsen mésik cstcs C' belsejében L
alatt. Mivel ezzel a © szbg csak csokkent vagy nem valtozott, az r© érték is, tehat, ha az

allitast erre a transzformélt korre belatjuk, akkor az eredetire is igaz lesz. Ha nincs ilyen
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z pont, akkor az u és v cstcsok ujfent 0ssze vannak kotve éllel, tehat az allités igaz.
Erre a transzformalt C' korre pedig a © méretére vonatkozod indukcioval fogjuk belatni
a kivant becslést. Legyen © a lehetd legkisebb érték, akkor ha C' nem fiires, és a fentiek
alapjan definialtuk Cj-et, akkor a (2.)-t felhasznéalva: ©1 := uOt£ < uO1a1 £ = O, de ez
ellentmond annak, hogy C' a legkisebb szoggel rendelkezé ilyen kor, azaz C' {ires, tehat uv
egy éle a grafnak, igaz az allités.

Az indukcios 1épéshez vegyiink egy konkrét C' kort és hozza tartozd © értéket, és tegyiik
fel, hogy az ennél kisebb szoggel rendelkezd korokre az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy as az a; bal oldalan talalhaté (a maésik esetet is hasonldoan tudjuk
végigvenni). A (2.) megallapitasunk alapjan: ©; = vO;t4 < uO1a;4 = O valamint
Oy = tOv4 < as0v4 = O, és figyelembe vessziik (1.)-t is, akkor a C és Cy korokre

hasznalhatjuk az indukciés feltevést:
der(u,v) < der(u,t) + der(t,v) <1101 + 120,

7“1@1 +T2@2 = T1<@ — (@— @1)) +T2(@— (@—@2)) = T1@+7’2@— [7’1(@— @1) +T2(@— @2)]
< T1@+T2@—T3@ = (T1+T2 —Tg)@
Ez utolsénal felhasznaltuk a kovetkezd egyenlGtlenséget:

7’3@ + ’LU(CLQ, al) < Tl(@ — @1) -+ 7’2(@ — @2) + IU(CLQ, al),

ahol a bal oldalon a C5 L alatti konvex alakzat hatarvonalanak hossza van, jobb oldalon

pedig a C7; N Cy L alatti konvex alakzataé. Az egyenlGtleségiinkben pedig ott tartottunk,
hogy:

2cos ¢ 2cos 2cos

dG/<u,1}) S (7«1 +ry — 7,3)@ (3:) (w(uyal) 4 U)(CLQ;U) w(ag, a1)> @ _ 1;)&1:;;1:0)@ _ T@

Ha pedig a; és as helyzete pont forditva van, akkor

de(u,v) <1101 + 1909 < 1710 + 190 ®) wlu, @) + w(az, v) O = M =7rO
2cos 2cos 2cos

Tehat minden esetben belattuk az indukcios lépést, kész vagyunk a bizonyitassal. [

2.4.5. Tétel (Keil, Gutwin [KG]). A Deluanay-grif egy \-spanner, azaz dg(u,v) <

Aw(u,v) tetszéleges u,v € V-re, ahol A\ = 3c02s7r7r/6 ~2,42....
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Bizonyitas. Hasonloan az el¢z6 allitashoz, itt is jeloljiik a két tetszéleges vizsgalt csi-
csot u, v-vel, Osszekotd szakaszukat L-lel. Allitsunk két egyenld szart harmogszoget L-re
mindkét irdnyba, ahol az alapon 16v6 szogek 7/6 nagysaguak legyenek, a két 0j cstics
pedig O, és O,, ahogy az az abran is latszik. Irjuk u és v koré két kort, Cy-et és Co-t, hogy
a kozéppontjuk a két tjonnan felvett, O;, O, pontok legyenek. Jeloljiik a két kor belsé
részeit egyliitt P-vel.

A bizonyitést itt is egy indukcioval kezdjiik, csak most a dg/(u,v) szerintivel, ahol ugye

ezzel a Deluanay-grafban 1évé minimalis Gt hosszat jeloltiik. Ennek a minimélis értéke

w(u,v), amikor u és v Ossze vannak kotve G'-ben, ekkor tehat igaz az egyenl6tlenségiink.

Nézziik az indukcios 1épést. Ekkor az els eset az, hogy P belsejében nincsen masik V-beli

csucs. Ekkor az elgbbi allitas alkalmazhato Ch-re: dg/(u,v) < r101, ahol r; a sugara, O
(u,0)

pedig a fels6” uO,v szdg, ami = 2 — (7 — 2(m/6)) = 37, r1 pedig = ;gos—ﬂ/G. Tehat:

2T

' < —
de (1, v) < 3COS7T/6w

(u,v) = Aw(u,v)
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Masik esetben feltehetjiik, hogy van egy pont P-ben az uv(O; bal oldalan. Rajzoljunk
egy harmadik kort a p és a mésik csucs, t koré tgy, hogy kézéppontja az uO;-en legyen.
Jeloljiik ezt a kort Cs-mal. Valamint az is feltehets, hogy Cs-ban nincsen masik cstcs ut

egyenese alatt, azaz alkalmazhato erre a korre is az allitas:
der(u,v) < der(u,t) + der(t,v) < rZuOst + Aw(t,v) < dw(u,v)

Ahol az utols6 egyenlGtlenségrészt egyszerd elemi szamitasokkal be lehet latni. [

Ezzel a kérdéssel kés6bb tobben is foglalkoztak, és megprobaltak ezt a konstans dilatécios
tényezén, amit most A-val jeloltiink, finomitani. Példaul Xia, akinek sikeriilt ezt levinni
1,998-ra (|Xia]). Azonban érdekes médon nem erre a Delaunay-grafra sikeriilt bizonyitani
elgszor valamilyen t értékre, hogy spanner, hanem mas, nem a klasszikus értelemben vett

,korokkel” definialt Delaunay-grafokra, melyeket most meg is néziink részletesebben.

Altalanos Delaunay-grafok

Tehat azt keressiik, hogy hogyan lehetne a Delaunay-grafot valahogy altalanositani. T6b-
bek kozott tgy, hogy a szokasos éretelemben vett koroket, melyet az euklideszi norma
sikbeli egységgdmbjeként kapunk, mas normakbol szarmaztatott egységgdmbokkel vagy
esetleg egy tetszbleges konvex objektummal, példaul egy szabalyos haromszoggel helyet-
tesitjiik. Ez utobbihoz tartozé tavolsagot a kiovetkezGképp vezethetjiik be: vegyiink egy
tetszbleges konvex alakzatot a sikon, és jeloljiik ki a kozéppontjat. Ez lesz az egységkoriink.
Ekkor tetszéleges p és ¢ pontok tavolsagat igy kapjuk, hogy p koré irunk egy egységkort,
és addig nagyitjuk vagy kicsinyitjiik, amig eléri a ¢ pontot a kor kérvonala. Ekkor a két
pont tavolsaga az az arany, tényezs lesz, amivel az egységkort valtoztattuk. Ezt konvex
tavolsagfiiggvénynek hivunk, és nem feltétleniil kaptunk vele metrikat. Hiszen a szim-
metria tulajdonsag csak abban az esetben teljesiil, ha az egységkoriink, amivel megadtunk
egy adott tavolsagot, a kozéppontjara szimmetrikus. Ellenkezs esetben d(p, q) # d(q,p)
is el6fordulhat, mert elGszor p majd ¢ koré rajzoltuk az egységkort, és nem ugyanazt az
aranyt kapjuk. A toviabbiakban nem ilyen tavolsagfiiggvényeket fogunk vizsgélni, de a
Delaunay-grafnal nem is a szimmetria tulajdonsagot hasznéljuk ki, hanem azt nézziik,

hogy adott pontok illeszkednek-e ezekre a korokre?

Haromszog-Delaunay-graf

Vizsgaljuk elGszor a szabalyos haromszogekbdl kapott tavolsédgfiiggvényiinket, és az eb-
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bél szarmaztatott Deluanay-grafot. Az egységkoriinkbdl, azaz a szabélyos egységhérom-
szogbdl kapott tavolsagfiiggvénnyel ugyanigy tudjuk definidlni a Voronoi-diagramot és a
Deluanay-grafot, hiszen az el6bb bevezetett két definicié nem hasznalja ki, hogy pontosan
hogyan mérjiik a tavolsdgot. Szemléletesen, V' minden pontjabol inditunk egy egységkort,
mint egy hullamot, ami folyamatosan novekszik, egyszerre az 6sszes pontbol, és ahol két
hullam talalkozik, ott lesz a diagram egy hatara. A Deluanay-graf masodik definicioja is
atvihetd a szabalyos haromszogekre gy, hogy akkor lesz él két pont kozott, ha tudunk
ugy rajzolni egy szabélyos haromszoget, hogy az adott két pont a hataran van valahol,
és mas V-beli pont nincs a haromszog, azaz esetiinkben kor belsejében. Azaz minden
élhez tartozik egy, a végpontjait tartalmazo iires kor. Jeloljiik a haromszogekkel, mint
egységkorrel megadott Delaunay-grafot, haromszog-Delaunay-grafnak. Késébbiekben, ha
a korokre hivatkozunk, akkor a szabélyos haromszogekre gondolunk. Mindez a definicio

formalisan:

2.4.6. Definicié. Adott a sikon eqy V' csucshalmaz. Az ehhez tartozo haromszoég-Deluanay-
graf pedig eqy olyan sikbarajzolhato graf, melynek barmely élének két végontjdra tudunk
irni eqy kort, melynek belsejében mds V -beli pont nincsen, és mindezen tulajdonsdgokkal
rendelkezd grafok kozil is a maximdlis. (Maximadlis alatt értjik, hogy tovabb nem bévithe-

td.)

Lehetséges, hogy egy csucshalmazhoz tobb graf is tartozik (ha van négy pont, ami egy
korre esik), de ebben az esetben tetszélegesen kivélasztjuk az egyiket.

A kovetkezo tételek pedig, melyekben belatjuk, hogy milyen spannereket is kaptunk ezek-
kel a grafokkal, Chew nevéhez kotGdnek.

2.4.7. Allitas (Chew [Ch89]). A hdromszig-Delaunay-graf minden belsé hdromszigeé-
hez létezik eqy kor, amely dthalad a hdromszog mindeqyik csicsdn, és belsejében nincsen

mdsik csucsa a grdafnak.

Ebben az allitasban bels6é haromszog alatt azokat a grafbeli haromszogeket értjiik, melyek
kialakulnak egy haromszog-Delaunay-graf esetén is. Itt is, ahogy az angol szakirodalmak-

ban is Delaunay-haromszogelésnek hivjak az ilyen tipusi gréafokat.

2.4.8. Tétel (Chew [Ch89]). Legyen V egy csiicshalmaz a sikon, G pedig az ehhez tar-

tozo hdromszdg-Deluanay-graf. Fkkor G egy spanner t = 2-re.
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Mutassunk egy példat arra, hogy ez a fels6 becslés éles t-re. Vegyiink egy kort, azaz egy
szabalyos haromszoget, melynek élei 4 egység hossziak, és V-nek 6t pontja is megtalédlhato
rajta. Ekkor ugye tobb lehet&ség is van élek berajzolasara. Az u és v csticsok a haromszog
oldalain vannak, és tavolsaguk 3, a maradék pontok pedig a haromszog cstcsai. Létezik
olyan lehetséges élbehtizas, melyben nincsen Osszekdtve u és v, és a koztiik 1évE legrovi-
debb 1t hossza 6. Ebbdl azt kapjuk, hogy ¢ > 2 ebben a konkrét grafban. Tehat nem

kapunk ennél kisebb t értéket az ilyen tipust Delaunay-grafokra.

A bizonyitadst nem nézziik részletesen, de nagyvonalakban szeretnénk végigmenni rajta.
El6szor csak specialis esetben vizsgalunk két csticsot, amikor egy vizszintes egyenesen
vannak. Jeloljiik ket u-val és v-vel. Egy algoritmussal fogunk utat keresni a Delaunay-
grafban u és v kozott. Az algoritmusban csak azokat az éleket, és a hozzajuk tartozo
cstcsokat vizsgaljuk, melyek atmetszik az u és v-t 6sszekots vizszintes szakaszt. Minden
ponthoz, amelyek igy megmaradtak, berajzoljuk a Delaunay-graf definicivjaban szereplé
koriilirt tires koroket is. Elindulunk a bal oldalon 1év6 u cstcstol ezen korok mentén, amig
a v csticsba nem ériink, mindig egy-egy méasik csiiccsal és éllel bévitve az utunkat. Itt nem
a korok korvonalai lesznek az élek, hanem a cstcsokat kotjiik 0ssze, melyekhez tartozik
az adott koréirhato kor, csak a korok segitségével kapjuk meg a cstucsok sorrendjét az
uton. Valamint ezekkel a korokkel fogjuk feliilbecsiilni az ut hosszat. Legyen az algorit-
mus altal kapott 4t P, a korok mentén lévs ut pedig (), ami ugye nem gréafbeli éleket
hasznal, de tudjuk rola, hogy |P| < |Q|. Az 1j ut hosszat, |Q|-t pedig részenként fog-
juk becsiilni. Aszerint osztjuk részekre ()-t, hogy mikor metszi a vizszintes szakaszunkat,
amely u és v kozt halad. Egy ilyen részt az 1t hosszanak valtoztatasa nélkiil egyszertien

csak ,kihajtogatunk”, igy egy félszabalyos haromszoget kapunk, aminek konnyedén tudjuk
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az oldalhosszait meghatarozni.

egy utszakasz ,kihajtogatva”

Ezek utan ez az egész algoritmus, és a becslés is kiterjeszthets egy teljesen tetszdleges u és
v cslcsra, csak bevezetiink egy o szoget, mely az uv egyenes és az u-bol induld vizszintes
egyenes bezart szogét jelenti, és a egyfajta paraméterként jelenik meg a szamitasainkban.

Az el6z6 specidlis esetet v = 0° fedi le.

Ly-, L-Dealaunay-graf

Egy mésik alternativ Deluanay-grafot pedig bevezethetiink az L; norméaval, melynek egy-
ségkore egy ,cstucsara allitott” négyzet lesz. Ezt nevezziik Li-Delaunay-grafnak. A ha-
romszogekhez hasonléan erre az egységkorre és tavolsagra is konnyen atvihetd a definicio
a Voronoi-diagramroél, azzal a kiilonbséggel, hogy az L; metrikat hasznaljuk a tavolsag
méréséhez. A Voronoi-digramot ebben az esetben, és barmely més metrikaval vagy tavol-
sdggal definialt esetben is O(nlogn) idében meg tudjuk konstrualni, ahol n = |V/| ( [SH],
[Hw|, [CD]). Az L, esetben pedig O(n) id6ben megkaphatjuk az L;-Delaunay-grafunkat
a Voronoi-diagrambol ([LS]). Osszességében akkor ez O(n?logn) idét jelent. A grafunk
mérete pedig O(n) lesz (|[Ch86|). Ez volt az egyik lehetséges definicio.

Mint a korébbi esetekben, itt is definidlhatjuk a grafot a Voronoi-diagram nélkiil, az egy-

ségkorok segitségével, de ebben az esetben kicsit valtoztatni kell a definicion.

2.4.9. Definicid. Adott egyV csicshalmaz a sikon, melyhez tartozo L, -Delaunay-grdfot
a kovetkezoképpen kapjuk: minden hdrom csiucsot kdssiink dssze élekkel, amelyek eqy hd-
romszoget alkotnak a sikon és:

(1) létezik a hdrom pont dltal alkotott hdaromszighdz egy kérilirhato kér, mely alatt az Ly
metrika dltal definidalt kort értjik,

(2) ebben a kirben nincsen mdsik V-beli csics.
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Itt is igaz, gy mint a haromszogesnél, hogy ha van olyan kor, melyen négy vagy tobb
csics van, akkor nem egyértelmid a graf. Valamint azt is érdekes megfigyelni, hogy a
definici6 egyik feltétele, hogy lehetséges legyen a harom pont koré kort irni. Ez a feltétel
Lo-ben sziikségtelen, mivel ott minden haromszog koré irhatéd kor, de esetiinkben most ez
nem igaz egy tetszéleges haromszogre a sikon. Példaul ha van két cstcsunk egy vizszintes
egyenesen, és a harmadik a kettd kozott helyezkedik el éppen csak az egyenes folott.

Az igy kapott Delaunay-grafrol is belathato, hogy spanner. Az erre vonatkozé tételt is
Chew latta be:

2.4.10. Tétel (Chew [Ch86]). EgyV csicshalmaz Ly-Deluanay-grdfja egy +/10-spanner.

Ez a tétel nyilvan érvényes az L., normélt tér esetén is, hiszen az egységkor ott is egy
négyzet, csak mas az elhelyezkedésiik. De mivel itt nem az egységkor mérete vagy helyzete
szamit, hiszen csak azt nézziik, hogy két vagy harom pont koré irhato-e kor, és amugy is
az utak hosszanak ardnyéaval szamoltunk, a két esetben ugyanazt a t értéket kapjuk.

A bizonyitas lényegileg ugyanugy mikoddik, mint a haromszogekkel definialt grafnéal. Egy
hasonldéan miikodd algoritmussal készit uv utat a Delaunay-grafban, ahol elGszor u és v
egy horizontalis egyenesen vannak, majd kiterjeszti tetszéleges pontokra. Az igy kapott
utat részekre bontja, és a részeket egyesével becsli. Csak itt nem félszabalyos- és szabalyos
haromszogek hatarozzak meg az utat, hanem négyzetek, igy eltéré értéket fogunk kapni
a végén, de a bizonyitas menete, {6bb 1épései megegyeznek.

Ezt a Chew altal kapott értéket is lehet még pontositani, példaul Bonichon, Gavoille,
Hanusse és Perkovic cikkében olvashato részletesen a kévetkezd tétel és annak bizonyitasa

(mellyel mi most nem foglalkozunk részletesen):

2.4.11. Tétel (|[BGHP]). Az L;- és Lo-Deluanay-grafokhoz tartozo nyijtdsi tényezdre
teljesiil a kovetkezd: t < \/4 + 2/2 ~ 2,613....

Mindemellett érdekes kutatasok szoélnak arrol is, hogy alsé becslést talaljunk a Delaunay-
grafok t értékeihez. Trividlisnak mondhato, hogy ¢ > w/2 ~ 1,5707, de ezt azdta be-
lattak 1,5846 (|[BDLSV]), majd 1,5932-re is (|XZ]). Ezek az also becslések az eredeti,

Lo-Delaunay-grafra vonatkoznak.
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3. fejezet

Osszefoglalas, kitekintés

3.1. Az algoritmusok osszehasonlitasa

A négy bemutatott algoritmusunk koziil a moho tér el legjobban a t6bbitél. Ez tetszdle-
ges input grafra adni fog nekiink egy t-spannert, tehat itt jelenik meg az, hogy a spanner
rovidebb utakat, egy teljes graf legyen.

Mikoézben a héarom masik geometriai sikgrafokkal foglalkozik, két dimenzioban. Azaz a
sikon adott csticshalmazhoz épitenek egy sikbarajzolhato gréafot, az élek sulyanak a pon-
tok kozti euklideszi tavolsagot tekintik. Ebben a témakorben érthets, hogy ilyen jellegii
grafokkal foglalkozunk, hiszen mint ahogy az elején emlitett utépités példaban is latszik, a
legtobb halézatnak, amit modellezni akarunk, fontos kitétele, hogy sikbarajzolhaté legyen
a grafunk.

Az algoritmusok kozotti kiilonbségeket a kovetkezs tablazat foglalja Gssze: 3.1 tablazat.
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szempont moho © WSPD Delaunay
input G = (V,E) |k paraméter, |V c R?* ||V C R}
tetszbleges, t |V C R? | e paraméter, | (n:=|V])
paraméter (© = 21/k, | (n:=|V]|)
n:=|V])
futasi id6 O(n?logn) O(kn(logn)?) | O(nlogn) O(n?logn)
[BGM] [ES]
t tetszdleges 14+ O(1/k) (1+¢) konstans
(lasd: 3.2
tablazat)
ritkasag (élek szama) O(nHt—%) O(kn) O(n/e?) O(n)
salyfiiggvény nemnegativ euklideszi ta- | euklideszi téa- | euklideszi ta-
volsag volsag volsag

3.1. tablazat. Algoritmusok Gsszehasonlitasa kiilonb6z6 szempontok szeint.

graf tipusa t cikk

Ls-Dealaunay 4/ (3v/3) =~ 2,41 IKG]

Ly-Dealaunay 1,998 [Xial
haromszog-Delaunay 2 [Ch89]
Li-, Loo-Delaunay V10 [Ch86]
L1-, Loo-Delaunay 4+2v2 22,613 | [BGHP]

3.2. tablazat. Az egyes Delaunay-grafokhoz tartozo t értékek.
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3.2. Targyak mozgatasa

Ebben a szakaszban egy konkrét alkalmazast néziink meg a Dealaunay-grafok kapcséan,
melyet Chew irt le cikkében részletesebben ([Ch86|). Az ilyen tipust grafokkal (igazabol
barmelyik altalanositott fajtajaval is akar) konnyedén modellezhetiink példaul héalozato-
kat, melyekre igaz, hogy sikbarajzolhatok, és a kiilonbéz6 pontok kozti tavolsagot, azaz
az élek stulyat egy egyenes sikbeli szakasz hosszéval adjuk meg. w(A, B) := |AB]|, ahol
A, B € R?

Példaul van egy kiindul6 s pontunk a sikban, és onnan szeretnénk valamilyen targyat
elmozgatni egy d célpontba. Képzeljiik ezt a targyat egy pontbeli dolognak. Azonban a
stkon vannak akadalyok, melyek most legyenek tetszéleges sokszogek, melyek nem metszik
vagy fedik egymaést, és csak véges sok van beldliik. Legyen ezek halmaza R. Célunk, hogy a
targyunkat eljuttassuk s-bél d-be a lehetd legrévidebb titon anélkiil, hogy az akadalyokkal
iitkdzne. R-b6l fogunk egy grafot csinalni tgy, hogy a cstcshalmazunk alljon a sokszo-
gek csiicsaibol, valamint s és d-bdl, Gsszesen n csticsunk van. A sokszogek cstcsai pedig
mindenképpen élei lesznek a grafnak, mert azok mentén végigmehetiink, csak a sokszog
belsejében nem, és optimalisan ugy keriiliink el egy akadalyt, hogy a szélén mozgatjuk a
targyunkat.

Els6 megkozelitésként egy tugynevezett ,lathatosigi” grafot mutatunk be, amelyben az
el6bb emlitett élek mellett azokat a cstcsokat kotjiik Ossze, amelyek ,latjak egymast”,
tehat amelyek kozott el lehet menni egyenes tton anélkiil, hogy keresztiilmennénk egy
akadalyon. Ez O(n?) idében konstrualhato, és Dijkstra-algoritmussal szintén O(nlogn)
id6ben kereshetiink rajta legrévidebb utat ([We|, [AAGHI]). Ezzel az optimalis méretii
utat fogjuk megkapni.

A masodik megkozelitésben szerepelnek az Li-Delaunay-grafok. Vegyiink egy masik fajta
haromszogelést, mely egy Delaunay-grathoz hasonlot fog adni, melyre a kovetkezdk fognak
teljestilni:

(1,) G sikbarajzolhato

(2,) a G-beli minimalis 1t hossza legfeljebb az optimalis tt hosszanak v/10-szerese, azaz
spanner ¢t = /10 értékkel.

Lényegében egy olyan Delaunay-grafot fogunk kapni, melybe R éleit mindenképpen be-

vesszik.

3.2.1. Definicié. T grdf dlljon abbol a kordbban is emlitett n csucsbol a kovetkezd élekkel:
- R-beli akaddlyok élei, és
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- olyan u és v csucsokat 6szekiotd él, melyekhez tartozik egy korilirt C kor, melynek bel-
sejében, ha van mds csics, akkor az nem ,ldathato” sem u-bol, sem v-bél, tehdt ez a mdsik

belsd csics el van vdlasztva u-tol és v-tol eqy R-beli éllel.

Ez a T graf, melyet R fiiggvényében hoztunk létre, O(n?) idében konstrudlhatjuk, de
Chew megfogalmaz egy sejtést, miszerint mindez a legrosszabb esetben is csak O(nlogn)
id6t vesz igénybe. Ezek utan a T' grafon Dijkstra-algoritmussal megtalaljuk a legrovidebb
utat O(nlogn)-ben. Ez egy jo kozelités lesz a lehetséges legrovidebb uthoz ebben a prob-
lémakorben, hiszen Chew cikkében tételként is belatja, hogy ez egy v/10-spanner.

Ezen problémakornek konkrét gyakorlati alkalmazasa példaul a robotikdban van. Robo-
toknak ,megtanitani”, hogy hogyan keriljenek ki kiilonb6z& akadalyokat a térben egy
az egyben modellezhets ezekkel a Delaunay-grafos megkozelitésekkel. Egy ezzel foglalko-
z6 cikkben ([IIR]) oly médon készitenek Delaunay-grafot és Voronoi-diagrammot, hogy
magukat az akadalyokat tekintik pontoknak, valamilyen kiterjedéssel. Ezen pontokhoz ké-
szitenek Voronoi-diagrammot, és utdna keresnek ez alapjan egy kozelité utat, amely soran

a robot nem fog iitkozni egyik akadallyal sem.
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