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voltak munkam sorén!
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Nagy Lajos Gimnazium valamennyi oktat6janak és pedagogusénak, hogy lelkiisme-
retes munkajukkal segitették utamat és megtanitottak otthonosan mozogni a mate-
matika vilagaban.

Végiil, de nem utolsé sorban, koszonettel tartozom édesanyamnak és édesapam-

nak, akik szeretetiikkel és bizalmukkal mindig mellettem allnak.



Absztrakt

Erdés Pal a matematika szamos teriiletén maradandot alkotott, de az eredmé-
nyeit tekintve talan kijelenthetjiik, hogy a szamelmélet allt a legkozelebb hozza.
Szakdolgozatomban egy éltala sokat vizsgélt teriiletrdl, a primitiv halmazokrol irok.
Ezek olyan egész szamokbol allo halmazok, amelyekben nincs olyan elem, amely oszt
egy méasikat.

Az els6 fejezetben feladatokon keresztiil bevezetem a témét és véges halmazok
esetében vizsgalom azt. A masodik fejezetben mutatok néhany példat végtelen pri-
mitiv halmazokra, bemutatom az aszimptotikus stirtiség fogalmét és ismertetem a
primitiv halmazok aszimptotikus stirtiségével kapcsolatos eredményeket. A harmadik
fejezetben egy djabb sirtiségfogalom segitségével vizsgalom az ilyen halmazokat és
bebizonyitom Behrend nevezetes tételét. A negyedik fejezetben Erdds tételét bizo-
nyitom és megemlitek néhany tovabbi eredményt, sejtést. Végiil az 6todik fejezetben
néhény érdekes feladattal zarom szakdolgozatom.

Dolgozatom egy, az adott témaban nem jartas olvasonak is konnyen érthets 1j
informaciokat nyudjt és taldn motivacioként hat a témaban valé mélyebb ismeretszer-

zéshez és kutatéshoz.



1. fejezet

Bevezetés

A szamelméletnek talan az a legnagyobb szépsége, hogy gyakran olyan problé-
makkal foglalkozik, amelyek nagyon egyszertien megfogalmazhatdak, egy matemati-
kdban nem jartas ember is azonnal megérti a probléma lényegét, mégis a megoldés
végteleniil bonyolult is lehet. Gondoljunk példaul a Goldbach-sejtésre, az ikerprim-
sejtésre vagy akar egy szam particidinak szamara. Szakdolgozatomban is egy hasonlo

problémaval foglalkozok, de el@szor kezdjiink par bevezets példafeladattal.

1. Feladat. Az {1,2,...,n} halmazbol legfeljebb hany elemet tudunk kivalasztani
ugy, hogy barmely kettd relativ prim legyen?

Megoldas:

Jeloljiik ezt a szamot r(n)-nel. Vegyiik észre, hogy az 1-et barmelyik ilyen halmaz-
ba belevehetjiik, hiszen 1-gyel minden szdm relativ prim. Legyen 7(n) 1-t6l n-ig a
primszamok szama. Ekkor mivel két kiilonb6z6 primszam egymashoz relativ prim,

trividlisan adodik a kovetkezd:

m(n)+1<r(n). (1.1)

Koénnyen latszik, hogy az egyenlség is teljesiil. Belatjuk, hogy ha A egy maximalis
kivalasztéas, akkor Vm € A elemre, m primszam vagy primhatvany vagy m = 1.
Indirekt tegyiik fel ez nem teljesiil, azaz dm € A, hogy m-nek van két kilonbo-
z6 primosztdja. Ekkor mivel m relativ prim barmely A halmazban 1év6 szammal,
nyilvan az osztoi is és a két primoszto is relativ prim egymassal, hiszen kiilonbo-
z6 primek. Igy m-et két primosztojaval helyettesitve egy nagyobb halmazt kapunk,

tehat A nem maximalis.



1. Bevezetés

A kovetkezs feladatot és annak megoldasat Erdgs Pal és Suranyi Janos

Valogatott fejezetek a szamelméletbdl [1] cimi konyve szerint ismertetem.

2. Feladat. Az {1,2,...,n} halmazbdl legfeljebb hany elemet tudunk kivalasztani
ugy, hogy egyik elem se legyen tobbszorose egy masiknak?

Megjegyzés. Lathatjuk, hogy ha a szdamok amiket kivalasztunk paronként relativ
primek és nem tartalmazzak az 1-et akkor ez az Gjabb feltétel is teljesiil, tehat ez a

feladat tekinthets az el6z6 feladat egy altalanositasanak.

Megoldas:
Jeloljiik ezt a szamot t(n)-nel. Kezdjitk mohon a kivalasztast n-t6l visszafelé, addig
vegyiik be a szamokat amig nem sértjiik a feltételt. Vegyiik észre, hogy az els szam

amely sérti a feltételt az L%j lesz. Ebbdl tehat adodik, hogy

Jsdm. (1.2)

1. Allitas. t(n) = |21

Bizonyitas:

Elég belatni, hogy
t(n+2) <t(n)+ 1. (1.3)

Ugyanis ¢(1) = t(2) = 1, igy (1.3)-bol kovetkezik, hogy

”+1J. (1.4)

< | "
Legyen A egy megfelel§ kivalasztas az n 4+ 2-nél nem nagyobb szamokbol. Ekkor
ha az n 4+ 1 és n + 2 szamok koziil legfeljebb csak az egyiket tartalmazza, akkor a
tobbi eleme legfeljebb n, tehat |A| < t(n) 4+ 1. Ha A mindkettst tartalmazza, akkor
a kettd koziil az egyik péros, legyen ez 2k. Ekkor k£ < n és A-ban nem szerepelhet
sem k, sem k valamelyik osztoja, tehat A n-nél kisebb elemeihez, ha hozzavessziik
k-t, tovabbra sem sériil a feltétel. Ezért A n-nél kisebb elemeinek széama legfeljebb
t(n) — 1, igy |A| < t(n) + 1. Ezzel (1.3)-at belattuk. O
A feladat megoldasa utén, természetesen adodé kérdés, hogy mit mondhatunk
végtelen esetben. Az 1. feladatra itt is megleheten konnyt a valasz. Mivel minden
véges n-re az 1 és a primszamok egy optimalis valasztas, természetesnek hat, hogy

végtelen esetben is ez lesz a megoldas.



1. Bevezetés

De mit mondhatunk a méasodik esetben? Az itt megadott optimumot nyilvan nem
iiltethetjiik at végtelen esetbe és els6re nem is jut sokkal jobb esziinkbe, mint a pri-
mek halmaza, vagy azoknak egy természtes szammal vett szorzata. Megadhato ennél
stirtibb halmaz? Milyen korlatot tudunk adni ezen halmazok stirtiségére? Egyéltalan
milyen értelemben vett stirtiségrél érdemes beszélni? Szakdolgozatomban ezekre a

kérdésekre keresem a valaszt.



2. fejezet

Primitiv halmazok aszimptotikus

surusége

2.1. Végtelen primitiv halmazok
1. Definici6. Egy A C N halmaz primitiv, ha Va,b € A esetén, a | b = a = b.

Megjegyzés. Egy véges vagy végtelen sorozatot T-sorozatnak fogok hivni, ha mint
halmaz primitiv. Ha A C N halmaz, legyen A(n) = {k : k € A, k < n} és legyen
t(n) = max{|A(n)| : A primitiv}.

Miel6tt a végtelen primitiv halmazokat vizsgalnank, érdemes lehet néhany példat
latni rajuk. A példakat, amelyeket bemutatok Jared Duker Lichtman [2| cikkében ol-
vastam. Egy érdekesség, hogy Erdés a primitiv halmazokkal azért kezdett foglalkoz-
ni, hogy ezek segitségével tanulmanyozhassa a hianyos, bévelkedd, illetve tokéletes
szamokat. Konnyen latszik, hogy a tokéletes szamok primitiv halmazt alkotnak.
Indoklas:

Legyen n egy tokéletes szam, belatjuk, hogy n barmilyen k > 2 egésszel vett szorzata
nem tokéletes. Legyenek n onmagatol kiilonb6z6 osztoi sorra dy,ds, ..., d;. Ekkor

tehat tudjuk a kovetkezdt:

Amibdl: l
k=Y kd;. (2.1)
=1



2. Primitiv halmazok aszimptotikus stirtisége

Természetesen Vi-re kd; osztoja kn-nek és mivel k > 2, a kd;-k koz6tt nem szerepel
az 1, ami szintén osztoja kn-nek. Tehat (2.1)-bdl latszik, hogy kn nem tokéletes, s6t
bévelkedd szam. []

Egy masik példa a k-primek. Egy szdmot k-primnek hivunk, ha multiplicitassal
szamolva pontosan k primtényezdje van. Konnyen latszik az is, hogy rogzitett k-ra
a k-primek halmaza primitiv halmaz, a bevezetésben ezt meg is emlitettem k£ = 1
esetben.

Indoklas:

Ennek belatasdhoz az egész szamokra tekintsiink gy, mint a primtényezsik halma-
zéra (multiplikativan). Ekkor a | b akkor és csak akkor, ha az a-nak megfeleltetett
halmaz részhalmaza a b-nek megfeleltett halmaznak. Ha a és b k-primszéamok, akkor

mindkettdjiik halmaza k elemszamu, tehat a | b csak akkor allhat fent, ha a = b. O
Megjeqyzés. Rogzitett k-ra a k-primek nem bévithetd primitiv halmazt alkotnak.

Indoklas:

Legyen n egy tetszéleges pozitiv egész, amely nem k-prim. Ekkor vagy n = 1, ekkor
nyilvan nem vehetjiik be a halmazba, vagy n Osszetett és multiplicitassal szamolva [
darab primosztoja van. Ha l < k, akkor 2! n egy olyan k-prim, amely n tobbszordse.
Ha [ > k, akkor n-nek [ — k tetsz6leges primosztojat torélve olyan k-primet kapunk,
amely osztja n-et. [

Az el6z6 fejezetben azt is megemlitettem, hogy t(n) = \_”T“J A kérdés az,
tudunk-e megadni olyan A végtelen primitiv halmazt, amelyre Vn € N esetén
|A(n)| = t(n). Egyszeri leszamlalassal latszik, hogy ilyet nem tudunk, hiszen ha
|A(3)| = t(3) akkor |A(9)| < t(9), de ennél tébbet is mondhatunk. Semmilyen k-
ra nem lehet igaz, hogy k-t6l kezdve minden n-re A(n) optimalis. Ez a kovetkezd

allitasbol latszik:

2. Allitas. Ha A egy primitiv halmaz és |A(n)| = t(n) valamilyen n > 11 egész
esetén, akkor |A(2n)| < t(2n).

Bizonyitas:

A bizonyitéas alapdtlete, hogy megmutatjuk, az A(n) elemei tul sok szamot "iitnek
ki", azaz til sok t6bbszorosiik van ahhoz, hogy igy optimalis vilasztéas lehessen 2n-re.
Elgszor tegyiik fel hogy A(n) a kovetkezs:

LSJ +1, LSJ +2,...,n—1,n. (2.2)



2. Primitiv halmazok aszimptotikus stirtisége

A 2. feladatban belattuk, hogy ez egy optimalis valasztas. Ezek kétszeresei n és 2n
kozott vannak és mivel A(n) optimélis, ezért az el6z6ektdl kiilonb6z6 n-nél kisebb
szam nyilvanvaléan nem lehet benne A(2n)-ben. Mivel 2n péaros, t(2n) = n, tehat
ha tovabbi egy szamot ki tudunk iitni akkor meg is vagyunk. De, L%J +1¢és ng +2
koziil az egyik péaratlan, igy a hédromszorosa is paratlan és mivel n > 11 ez a héa-
romszoros n és 2n kozt van. Eddig csak paros szamokat iitottiink ki, igy ez az j
biztosan nem egyezik meg az eddig kiiitottek egyikével sem.

Altalanos esetben, ha A(n) nem tartalmazza (2.2) valamelyikét, akkor annak vala-
milyen osztojat tartalmazza hiszen A(n) optimaélis. Ezért A(n) elemei kiiitik ugyan-

azokat a szdmokat, amelyeket (2.2) kiiit. [J

2.2. Aszimptotikus stirtiség

2. Definici6. Egy A C N halmaz fels6 aszimptotikus stirtisége d(A) =
lim sup,,_, @, hasonloan az alsé aszimptotikus stirtisége d(A) = liminf,,_, [Am)]
Ha a két érték megegyezik akkor a kozos limeszt nevezziik az A halmaz aszimptotikus

strtiségének (ezt pedig jeloljiik d(A)-val).

Azért, hogy lassunk erre egy egyszertibb példat, visszatériink a bevezetésben
szereplé 1. feladathoz. Megmutatjuk, hogy ha B egy paronként relativ primeket
tartalmazo halmaz, akkor d(B) = 0. Az els6 fejezetben lattuk, hogy

|B(n)| < m(n)+ 1. (2.3)

Elegendd tehat bebizonyitani, hogy a primszamok halmazanak (jeloljik P-vel)
aszimptotikus strtsége 0. Ezt konnyen levezethetjiikk a primszamtételbdl, s6t ele-

gendd felhasznalnunk, hogy létezik ¢ konstans, melyre

n

<
m(n) <c og

hiszen ebbdl:

d(P) < limsup c —o
n—oo 108N

Az als6 aszimptotikus strtség is legalabb 0, tehat d(P) = 0. [J
A (2.3)-ban alkalmazott Otletet, miszerint a véges n-re megadott optimummal

becsiiliink, alkalmazhatjuk a primitiv halmazokra is. Legyen A egy végtelen primitiv



2. Primitiv halmazok aszimptotikus stirtisége

halmaz, ekkor a mér bebizonyitottak miatt:

1A(n)] < t(n) = {n—i—lJ < n—+1
2 2
|A(n)] 1 1
< — T
n 2+2n

Tehat A fels6 aszimptotikus stirtsége legfeljebb % lehet. Az is kideriilt, hogy ez az
elsére nagyon durvanak ting becslés valojaban optimalis. Besicovitch [3] mar 1934-
ben megmutatta, hogy tetsz6leges € > 0-hoz létezik olyan T-sorozat, melynek felss
aszimptotikus strtisége nagyobb, mint % — ¢. Besicovitch egy konstruktiv bizonyi-
tast adott, melynek alapotlete, hogy vesziink egy nagyon gyorsan névekeds (x,) C N
sorozatot, majd mohon [x1,2x1), [£2,2 23)... intervallumokbol kivalasztjuk azokat a
szamokat amelyek az el6z6leg kivalasztottak egyikének sem tobbszorose. Minél gyor-
sabban novekszik a sorozatunk, annal kozelebb lesz %—hez a primitiv halmazunk felsd
aszimptotikus stirtisége. A bizonyitas meglehetGsen hosszu, azon mulik, hogy ha a
sorozatunk elég nagy titemben ng, akkor [z1, 2 x1), halmaz t6bbszordsei ugyanazokat
a szamokat "ltik ki". Ezen tal Erd6s [4] és egy masik modon Behrend [5] a kovetkezd

tételt is bebizonyitottak:
1. Tétel (Erdds, Behrend). Legyen A egy primitiv halmaz, ekkor d(A) = 0.

Megjegyzés. A tételt a kovetkezs fejezetben latjuk be.

10



3. fejezet

Primitiv halmazok logaritmikus

surusége

3.1. Logaritmikus stirtiség

3. Definicid. Egy A C N also és fels6 logaritmikus stirtisége a kovetkezdek:

1

5(A) = lim inf M
n—00 logn

1

0(A) = limsup M.
n—s00 logn
Megjegyzés. Ha a két érték megegyezik, akkor az aszimptotikus esethez analég mo-

don, a kozos értéket A logaritmikus stirtiségének nevezziik és §(A)-val jeloljik.

Az aszimptotikussal ellentétben, itt elsére talan nem latszik, miért is jo stirtiség-
fogalom ez. Ha a pozitiv egészek halmazat tekintjiik, akkor azért észrevessziik, hogy
ennek logaritmikus stirtsége 1, hiszen

1

=1. 3.1
n—oo logn (3.1)

Ebbdl tehat nyilvan 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel, igy teljesiti a minimalis kdvetel-
ményt. Ezen kiviil azonban érdemes lehet néhany példat latni, hogy jobban megvizs-
galhassuk ezt az 1j fogalmat. Szamoljuk ki példaul a négyzetszamok logaritmikus

strtiségét. Minden matematikus altal ismert nevezetes tétel, hogy a négyzetszamok

11



3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

reciprokosszege %2, ezt felhasznélva lathatjuk a kovetkezot:

Dkeyi 1B _ /6
logn logn’

Ebbdl konnyen adodik, hogy a négyzetszamok logaritmikus stirtisége, az aszimpto-

tikus strtségiikh6z hasonldan 0.
3. Allitas. A primszdmok logaritmikus sirisége 0.

Bizonyitas:
A bizonyitashoz felhasznalunk egy késébb is fontos lemmat, amelyet Erdds Pal

"Valogatott fejezetek a szamelméletbsl" 1] cimi kényvében olvastam.

1. Lemma. Létezik ¢ konstans, hogy tetszdleges n € N esetén,

< c.

1
Z— — loglogn
p

p<n

Legyen tehat ¢ a lemméban szereplé konstans, ekkor:

Zpgn i < loglogn + ¢
logn — logn

Ahol a jobboldali érték tart a 0-ba, ahogy n tart a végtelenbe, tehat a primszémok
logaritmikus strtsége 0. [

A 2. fejezetben azt is belattuk, hogy a primszamok aszimptotikus strtsége 0,
igy az el6z6 két példabol kiindulva, kovetkeztethetiink a két stirtiségfogalom kozotti
valamilyen Osszefiiggésre. Ez az Osszefliggés nem mas, mint hogy az 4j definici6é az

aszimptotikusnal egy gyengébb stiriiség, pontosabban:

2. Tétel. Minden A C N halmazra
d(A) < 8(A) < 6(A) < d(A). (3.2)
Bizonyitas:

A kovetkezd bizonyités [6]-bol valo.

“, 0,

< d(A) +e. (3.3)




3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

Az atlathatosag kedvéért vezessiink be két 1j jelolést:

S(n) = kﬂ%
D(n) = %
k€A(n)
Ekkor:

k=1

Az els6 egyenlGség azért igaz, hiszen lathato hogy azokra a k szamokra, amelyek
nincsenek benne A-ban, a szummaéaban 16v6 kifejezés 0, hiszen ekkor |A(k)| = |A(k —
1)|. Es hasonléan megnézve, ha k € A akkor [A(k)| = |A(k—1)|+1, tehat + szerepel
a szummaban. A mésodik egyenlGség pedig egy szimpla atrendezése az Gsszegnek,

a teleszkopikus tulajdonsagot felhasznalva. Igy tetsz6leges e > O-ra el6szor (3.4)-et

felhasznéalva,
— |A(R)] 1
D(n) < L Nk A ———
(n) ST+ SN+ D ==
k=N
majd ezt tovabb becsiilve (3.3)-mal kapjuk, hogy
_ "1
D(n) <1+ S(N)+ (d(A) +e¢) - ——
= k+1

ahol N a (3.3)-ban megadott kiiszobindex. Ebbdl mar (3.1)-et figyelembe véve lat-

szik, hogy
0(A) = lim sup D) <d(A)+e

n—00 n

Ez teljesiil minden € > O-ra, tehat 0(A) < d(A). A maésik egyenl6tlenség is hasonlo
algebrai lépések segitségével latszik, elgszor (3.3)-at felhasznalva:
N-1
kzlle—l )=¢) Zk:+1
Majd a jobb oldalt atrendezve adodik, hogy
N-1
k k —|— 1 (d

k=1

Es ismét (3.1)-et alkamazva lathatjuk, hogy §(A) > d(A). O

13



3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

3.2. Behrend tétele

3. Tétel (Behrend). Legyen A C N primitiv halmaz, ekkor létezik ¢ konstans, hogy

1 logn
- < . 3.5
ag‘(:n) a € Vloglogn (8:5)

Megjegyzés. A tételbdl kovetkezik, hogy minden primitiv halmaz logaritmikus strt-
sége 0, s6t a (3.2)-es egyenlStlenséget alkalmazva, egyben azt a korabban emlitett
tételt is bebizonyitjuk, amely szerint a primitiv halmazok alsé aszimptotikus stirt-
sége mindig 0.

Bizonyitas:

A kovetkezd bizonyitas |7]-bdl valo. és felhasznélja a Sperner-tételt [8].

4. Tétel (Sperner). Ha H egy véges elemszami halmaz, €s ennek részhalmazai a

Hy, H,, ..., H; halmazok és
t> ‘H‘
2])
2

akkor az adott részhalmazok kozil kivdlaszthato kettd kilonbozd gy, hogy az eqyik

részhalmaza legyen a mdsiknak.

Behrend tételét indirekten latjuk be. Feltessziik, hogy c elég nagy, illetve hogy

n > n. és hogy A C (1,2,...,n) halmazra igaz a kévetkezo:

1 logn
- > 3.6
anAa _C\/loglogn (3:6)

Megmutatjuk, hogy ekkor van a,a’ € A hogy a < da' és ala’. Azaz A nem lehet
primitiv.

Els6 1épésként vezessiik vissza a feladatot olyan halmazokra, amelyek csak négy-
zetmentes szamokat tartalmaznak. Minden a egész felirhat6 egy négyzetszam és egy

négyzetmentes szam szorzataként. Ezt a felbontast jeloljiik a kdvetkezSképpen:

— 2
a = Mm,qq-

Ezen til, adott m-re vezessiik be a kdvetkezd két halmazt:

Ay i={a:ae€ A m,=m}
Qm = {q: m?’q € A,}.
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3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

Ezekkel a jelolésekkel ekkor:

Y=Y

a€A acA

aqa

A bels6 szummaéra is vezessiink be egy 1j jelolést:

1
S(m) = —.
a€Am da
2. Lemma. Létezik m egész, melyre
c logn

Lemma bizonyitasa:

Indirekt tegyiik fel, hogy Vm € N-re

logn

S(m) < < 80
2 /loglogn’

IN

Igy (3.6) és (3.7) alapjan ellentmondésra jutunk:

logn =1 i 1 ¢ logn 72 ¢ logn - logn
— — = - ———— < ————.
\/loglogn — m2 m? 2 \/loglogn 6 2 +/loglogn Vloglogn

Rogzitsiink egy m-et, amely teljesiti a lemmat. Vegyiik észre, hogy a tétel bizo-

nyitasahoz elegendd talalnunk ¢, ¢’ szamokat, melyekre:
4.9 € Qm, <4, qld,

hiszen ha ilyet talalunk, akkor A nem lehet primitiv, amit m?q és m?¢’ mutat:
m?q,m*q € A, C A, m*q <m?q, m*qm*q.

Ezen tul, minden ¢ € ), négyzetmentes és kisebb vagy egyenlé mint n. Elég tehat
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3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

belatni, hogy ha adott () halmaz teljesiti a kdvetkezGket:
QC(1,2,..,n)

1 ¢ logn
- > - 3.8
% q 2 +/loglogn (3:8)

Vq € () négyzetmentes,

akkor van ¢,¢ € Q,q < ¢, q|¢. Igy a problémat visszavezettiik négyzetmentes
halmazokra.

A bizonyitas tovabbi részében az lesz a célunk, hogy probalunk keresni egy olyan
szamot, amelynek (J-ban elég sok osztdja van ahhoz, hogy alkalmazhassuk ra a
Sperner-tételt. Ehhez lesz segitségilinkre a kovetkezd lemma, de el6bb vezessiink be
két 4j jelolést. Adott k& € N-re, d(k) jelolje k osztéinak szamat, és dg(k) pedig a

(Q-ban szerepls osztdinak szamaét.
3. Lemma. Minden n > n.-re létezik k € N, hogy
k<n
d(k) > Toglog

Vogd(k)

logn

Lemma bizonyitasa:

Ezt a lemmat is indirekten fogjuk belatni. Tegyiik fel, hogy minden k < n-re

logn
dk) < ——
(k) < loglogn’

vagy

logn

d(k) >

loglogn’
de utobbi esetben a harmadik feltétel nem teljesiil, azaz

d(k) d(k) d(k)
= Vg0 g e Viowlomn

loglogn

do(k

16



3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

Ezekbdl kapjuk a kovetkezs becslést felhasznalva, hogy nyilvan dg (k) < d(k):

ddek)y< > dok)+ Y dg(k)

k<n k<n k<n
logn d(k
d(k)< g dq (k) <2 20—

logn 2
< d(k). 3.9
; loglogn T Vl1oglogn ; (k) (3.9)

Most tekintsiik a masodik szummaét:

ddk) =) > 1=>">"1 (3.10)

k<n kE<n d|k d<n k<n
dlk

Az els6 egyenlGség trividlisan igaz, a masodik egyenlGség pedig abbdl az 6tletbdél
adodik, hogy a k szamok helyett a lehetséges d osztok mentén szamlalunk. Ezen az
Otleten tovabbhaladva gondoljuk meg, hogy egy adott d pontosan [%J darab n-nél

kisebb szam osztoja lehet. igy adodik a kdvetkezd becslés:

Y dk) < Z% < 2nlogn.

k<n d<n
Igy, ezt felhasznalva tovabbecsiilhetjiik (3.9)-et:

logn

Vioglogn

logn 2
dg(k) < 2nl <5
; a(k) nloglogn+ loglogn st on

Masrészt az Osszeget becsiiljiik alulrdl is, a (3.10)-ben alkalmazott gondolatmenet

segitségével:

St =Y 3 1=3 5 1=3 |7 350

k<n k<n q€Q qeQ k<n q€Q
qlk qlk

Itt kihasznalhatjuk a (3.8)-as alapfeltevésiink, amivel kapjuk, hogy
S dalh) > 5 302> G
ot Q 2quq 4 /loglogn’

Ez ellentmondas feltéve, hogy ¢ > 20, igy a lemmat belattuk. [
Rogzitsiink tehat egy olyan k szdmot, amely teljesiti a lemma feltételeit, majd

bontsuk fel uv alakban, ahol v a legnagyobb négyzetmentes osztoja, azaz a kiilonb6z6
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3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

primosztoinak szorzata. Ekkor, ha ¢|k és ¢ négyzetmentes akkor nyilvanvaldéan glv

is teljesiil. Ebbdl kiindulva becsiiljiik dg(v)-t:

dk) ___ dw)

dok) = do(v) > Jlogd(k) ~ v/logd(v)

Itt az elsé egyenl6tlenség k tulajdonsigai miatt igaz, a masodik pedig azért, mert

az \/lffﬁ fliggvény monoton né. Tudjuk, hogy v négyzetmentes, ezért

U = p1P2---Pr,

ahol p;-k kiilonb6z6 primek, tehat d(v) = 2". Ezt behelyettesitve, dg(v)-t tovabb

becsiilhetjiik a Stirling-formula segitségével:

dg(v) > 2 > ol el > < r >
v = .
ST VIog? T Vo, Vi 5]

Most alkalmazzuk ismét a mar mésodik fejezetben hasznalt gondolatot, miszerint

a szamokra tekintslink gy, mint a primtényezd&ik halmazara. Mivel @) csak négy-
zetmentes szamokat tartalmaz, ezért nem is kell a multiplicitdssal bajlodni. Egy
q € Q-ra legyen P(q) a halmaz, amivel reprezentaljuk. Ekkor a Sperner-tételt al-
kalmazva lathatjuk, hogy v-nek Q-beli oszt6i kozott van kettd, hogy egyik osztja a

mésikat. Pontosabban, legyenek ¢, qq, ..., ¢; az emlitett osztok, ekkor

t =do(v) > (LZJ)

Tehat létezik i # j indexek, hogy P(¢;) C P(q;), azaz ¢;|q;. Ezzel a tételt belattuk.
O

A primitiv halmazok strtiségének probléméjat ezzel meg is oldottuk. Belattuk,
hogy a logaritmikus, illetve alsé aszimptotikus stirtisége az ilyen halmazoknak mindig
0, ezen kiviil éles fels6 becslést adtunk a fels§ aszimptotikus strtségiikre. Egy hatér-
érték kiszamitasanal azonban nem csak maga a limes, de a konvergencia sebessége

is legalabb ilyen érdekes lehet, ezért érdemes vizsgalni az A(n) értékeket.

5. Tétel (Erdss). Legyen A C N primitiv halmaz, ekkor

n

A(n)

< .
log log n loglog logn

18



3. Primitiv halmazok logaritmikus stirtisége

A fenti allitas a kovetkezs fejezetben szerepld 7. tétel kovetkezménye, Erdss te-
hat ezen allitds megmutatasaval latta be, hogy d(A) = 0. Sarkoézy, Ahlswede és
Khachatrian [9] azt is megmutattak, hogy a becslés valamilyen értelemben élesnek

is mondhato:
6. Tétel (Sarkozy, Ahlswede, Khachatrian). Minden ¢ > 0-hoz létezik eqy A C N
primitiv halmaz és N € N kiiszob, hogy n > N esetén:

n

A(n)

~ log logn (logloglogn)i+e’
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4. fejezet

Tovabbi eredmények

4.1. Erddss tétele

7. Tétel (Erdss). Legyen (ay,) egy T-sorozat, ekkor a kévetkezd szumma konvergens:

o0

1
Z an,loga,’

n=1

Bizonyitas:
A bizonyitas kis atdolgozassal [4]-bdl valo.
Jelolje p, az a, legnagyobb primosztojat. A kovetkezé lemma miatt, elegendd be-

latnunk, hogy

4. Lemma. Létezik ¢ konstans, melyre

()=
H 1——]> .
P log a,,

p<pn

Lemma bizonyitasa:

Analizisbél felhasznaljuk, hogy

14+ 2 < e”.
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4. Tovabbi eredmények

Most z helyére frjunk —--et:

1+

Ebbésl adodik, kovetkezs:

H <1 _ 1) > e 2p<pn piil —e 2p<pn p%"'zpﬁpn %_ pSpn% > ecl_zpﬁpn %’ (41)

p<pn p

ahol ¢; konstans. Az egyenlGtlenség abbol adodik, hogy a

IEEDIEE TP

P<pn P<pn p<pn

-1
p(p—1)
sorozat szigorian monoton cstkkend és konvergens. Az 1. lemma miatt azt is, hogy

létezik co konstans, melyre

1
Z — —loglogx| < cs.
p<z p
Igy (4.1)-et tovabbbecsiilve kapjuk, hogy
p logp,  logp, ~ loga,’

P<pn

ahol tehéat ¢ konstans, igy a lemmat belattuk. [J
A tételt indirekten fogjuk belatni, azaz tegyiik fel, hogy van egy N € N index,

melyre

N
1 1
ST (1 - _) 1
n=1 2 p<pn p

Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat a legnagyobb primosztok szerint van rendezve,
azaz ha ¢ < j, akkor p; < p;. Vezessiink be két @j halmazt is. Jelolje n(a) azon
egészek halmazat, melyek n-nél nem nagyobbak és oszthatoak a sorozatnak legaldbb

egy tagjaval, n(ay) pedig legyen azon n-nél nem nagyobb egészek halmaza, melyek
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4. Tovabbi eredmények

oszthatoak ai-val de a sorozat egy korabbi tagjaval sem. Ekkor nyilvanvaléan

n(a)l =) Inan)| =) In(a)

n(ax) tartalmazza azokat az n-nél nem nagyobb szamokat, melyek z a; alakiak, ahol
x minden primosztoja nagyobb pi-nal. |n(ay)| becsléséhez tehat elegends megszam-
lalni azokat az egészeket, melyek %—néﬂ nem nagyobbak és nem oszthatdak egyetlen

pr-nal nem nagyobb primmel sem. Ehhez az [1,n/a;] intervallumot osszuk fel az

: Ln/ay]
(L 11, Pl 1<y, p + 1,2 I1,<,, Pl intervallumokra. Ekkor lesz LTP’ZPJ darab
kis intervallumunk, és minden kis intervallumban a kdvetkez6 kongurenciarendszer

lehetséges megoldasait keressiik:

r=1 (mod 2)
r=1,2 (mod 3)

r=1,2,..,pr—1 (mod py).

Igy a kinai maradéktétel miatt, minden kis intervallumban lesz [I,<,, (p—1) darab

szam amely teljesiti a feltételt. Ebbd] tehét

in(ay)| > {MJ o0

P<Pk P<pi

Most legyen n := HZ]L (a;p;). Ekkor minden k < N-re ;- illetve % is egész,
p<pp
tehat

n(a)] > % T - 1)

Hpgpk P o

)= 2 T (1-7).

PPk
Ezzel tehat az indirekt feltevésiinket felhasznalva ellentmondéasra jutunk:
N N 1
SUCEIUTIEI IS (1-3) =m0

Erdss ezen tul azt is sejtette, hogy minden primitiv halmaz esetében a primek-



4. Tovabbi eredmények

re vett hasonl6 szumma felsG becslést ad. A sejtést egészen 2022-ig nem sikertilt

megoldani, amikor is Jared Duker Lichtman [2| varatlanul bebizonyitotta:

8. Tétel (Lichtman). Legyen (a,) egy T-sorozat, ekkor

oo

1 1
Zanlogan = Z plogp’

n=1 p prim

4.2. Sejtések

Lattuk, hogy a fenti szumma minden primitiv halmazra egy véges értéket vesz

fel, ezért tekinthetlink ra tgy, mint egy fliggvényre:

4. Definici6. Legyen A primitiv halmaz,

F(4):= Z aljga'

a€A

Jelélje P*) a k-primek halmazat. Tudjuk, hogy f maximuma pontosan f(PW),
de mit mondhatunk, ha a primitiv halmazunk csupa 6sszetett szambol 4117 Tudunk

ekkor alacsonyabb felsG becslést?

1. Sejtés. Legyen A eqy dsszetett szamokbol dllo primitiv halmaz, ekkor
f(A) < F(P).

A sejtést egy altalanosabb formaban is vizsgaljak, miszerint ha A olyan primitiv
halmaz, amelyben minden szamnak legalabb & primosztoja van (multiplikativan),
akkor f(A) < f(PW). A probléma megoldasahoz Wiliam Banks és Gaven Martin
[10] keriilt a legkozelebb, mikor bebizonyitottdk a kovetkezd tételt:

5. Definici6. Legyen @) primek egy halmaza, ekkor tetszéleges A C N esetén, A(Q)

azon A-beli elemeket tartalmazza, melyek minden primosztdja @QQ-beli.

9. Tétel (Banks, Martin). Legyen @ primek egy halmaza, melyre ZpEQ 1/p<1,74
és legyen A olyan primitiv halmaz, amelyben minden szdmnak legaldabb k primosztdja

van. Ekkor

FPP(Q)) = F(AQ).
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4. Tovabbi eredmények

Banks és Martin azt is sejtette, hogy az f(P®) értékek monoton csékkennek k

novekedtével. Ezt a feltevést is végiil Lichtmannak [11] sikeriilt megcafolnia:
10. Tétel (Lichtman). Minden k € N-re f(P©) < f(P®) ¢s

lim f(P®™)=1.

k—o00

Megjegyzés. A kovetkezd diagramon lathatoak f(P®) értékei k € (3,4, ...,20)-ra.

1,05

——1
\ P
vb/‘
0,95
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
4.1. abra
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5. fejezet

Kapcsolodoé feladatok

A 3. feladat otletét Erdss Pal és Surdnyi Janos Vilogatott fejezetek a szamel-

méletbdl [1] cimi konyvébdl vettem at.

3. Feladat. Konstrualjunk minél nagyobb rimitiv halmazt, amelyben barmelyik két
elemnek van 1-nél nagyobb kozos osztdja, de nincs olyan 1-nél nagyobb egész szam,

amelyik minden elemnek osztoja!

Megoldas:
Egy példa ilyen primitiv halmazra a {6, 10, 15}. Térjiink vissza a korabban mar tobb-
szOr hasznalt megkozelitéshez, miszerint a szdmokra tgy tekintiink, mint a primosz-

toik halmazara. Tekintsiik az els6 n primet:
{p17p27p37 7pn}

A Sperner-tétel 6tletéhez hasonloan, vegyiik ennek az Gsszes L%J + 1 elemszamu
részhalmazat. Ekkor semelyik részhalmaz sem tartalmazza semelyik masikat, hiszen
azonos elemszamuak, azonban barmely kettének van kozos eleme és nincs olyan elem,
amelyik mindegyik részhalmazban benne lenne. Most a részhalmazokbol alkossuk
meg a szamainkat, azaz egy halmazbol képezziik le az elemeinek szorzatat. Ezzel a
modszerrel megadhatunk tetszéleges, véges elemszami ilyen primitiv halmazt. Ha

végtelen elemszamiut akarunk, legyen

A:={n:n=6p, vagy n = 10p, vagy n = 15p, ahol p prim}.

Ekkor A primitiv, hiszen A C P® és a 2. fejezetben belattuk, hogy P® primitiv.

Ezen kiviil A barmely két elemének van 1-nél nagyobb koézos osztoja, hiszen minden
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5. Kapcsolédo feladatok

elemet osztja a 6, 10, 15 szamok egyike és ezeknek paronként kozos osztoja a 2, vagy
a 3. Végiil, nincs olyan 1-nél nagyobb szam amely mindegyik elemet osztja, hiszen
méar a {12,20,45} halmazhoz sincs ilyen és {12,20,45} C A. O

A primitiv halmazok vizsgalata soran eszembe jutott egy hasonlé probléma,

amely kapcsan a kovetkezé egyszeri tételeket tudtam bebizonyitani.

1. Probléma. Hivjuk az A C N halmazt c-primitivnek, ha minden a,b € A esetén

at b+ c. Probéaljunk becslést adni az ilyen halmazok stirtségére!

Mindenekel6tt lassunk egy példat c-primitiv halmazra. Adott £ € N esetén jelolje
Ay k tobbszoroseinek halmazat. Ekkor A.,; c-primitiv, hiszen minden a,b € A,

esetén,

a=0 (modc+1)
b+c=-1 (modc+1).

11. Tétel. Legyen p prim, ekkor A, nem bovithetd (p — 1)-primitiv halmaz.

Bizonyitas:
Lattuk, hogy A, (p — 1)-primitiv. Most legyen a ¢ A,, azaz a nem p tobbszorose.
De p prim, ezért a és p relativ primek, igy létezik egy n € {1,2,...,p — 1}, hogy

na = -1 (mod p),
és ebbdl
na—(p—1)=0 (mod p).
Tehat na — (p — 1) € A, és a|na, igy a nem vehets be A,-be. [

12. Tétel. Legyen A C N c-primitiv, ekkor d(A) < 3.

Bizonyitas:

Ha a € A, akkor (a —¢) € A, ezért n > c esetén,

[A(n)] <n —[A(n = <),

Tgy kapjuk, hogy




5. Kapcsolédo feladatok

majd n-nel tartva a végtelenbe:

lim sup [A(n)]

n—00 n

.

<

N —

A bizonyitasban az a 1 b+ c feltétel helyett csupan azt hasznaltuk, hogy a # b+c,
ezért sejthetd, hogy tudunk jobb felsé becslést adni.

27



Osszegzés

Szakdolgozatom sordn megismertettem az olvasot a primitiv halmazokkal kapcso-
latos legfontosabb eredményekkel. Kezdetben egyszerd formulat adtam az optimalis
véges primitiv halmazok méretére, majd kés6bb ezt felhasznalva becsiiltem a vég-
telen primitiv halmazok strtségét. Ekozben, az 1j definicibkhoz és észrevételekhez
probaltam minél tobb példat mutatni, hogy a téma érthetébb, befogadéasra alkal-
masabb legyen. Szakdolgozatom masodik felében Behren és Erdds két nagy tételét
lattam be, az eredeti bizonyitasokat kissé atdolgozva, sajat nyelvezetre formalva. Azt
is fontosnak lattam, hogy megemlitsek hires sejtéseket, vagy felvessek 1j feladato-
kat, mint példaul a c-primitiv halmazok probléméja, hiszen ezek mutatjak, mennyi

érdekes kutatasi lehetGség rejlik még a témaban.
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