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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Gehér Pannanak a rengeteg
segitségért a szakdolgozat elkészitésének minden 1épésében. Koszonoém a szamos
hasznos tanacsot, magyarazatot, a rendszeres konzultaciokat, a sok idét és energiat,

amit ram és a dolgozatomra dldozott.
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1. Bevezetés

A sikba lerajzolt grafok geometriai tulajdonsagaival a geometriai grafelmélet fog-
lalkozik. A grafok lerajzolasara vonatkozo kérdésekre az utobbi évtizedekben irdnyult
nagyobb figyelem, szadmos konferencia keriilt megrendezésre és sok 1j eredmény sziile-
tett a téméaban.

Vezessiik be a geometriai grafelmélet néhany alapveto fogalmat! Ha magunk elé
képzeliink egy grafot, nagy eséllyel egy topologikus grdif fog megjelenni elottiink. A
topologikus graf olyan sikba lerajzolt graf, melynek cstcsai egymastél kilonbozo
pontok, élei Jordan-gorbék. Altaldban a graf lerajzoldséhoz megkoveteliink néhény
alapveto tulajdonsigot: az élek egymast legfeljebb egyszer metszik és egy pontban
legfeljebb két él keresztezheti egymast. Szomszédos élek egyszer sem metszhetik
egymast, valamint a végpontjain kiviil mas csics nem illeszkedhet egy élre sem. Egy
masik fontos fogalom a geometriai graf, mely abban kiilonbozik a topologikus graftol,
hogy az élek egyenes szakaszok. A dolgozatban egyszerti grafokkal fogunk foglalkozni,

tehat nem engediink meg parhuzamos és hurokéleket sem.

Sok érdekes problémat rejt a témakor, példaul hogy hogyan lehet gy lerajzolni
adott grafot, hogy az éleinek metszésszama minimalis legyen. Mi azzal az esettel
foglalkozunk, amikor ez a metszésszam nulla. Ezek az tgynevezett sikbarajzolhato
grifok, azaz olyan grafok, amelyek lerajzolhaték a sikba tgy, hogy éleik nem metszik
egymast. Nem minden graf sikbarajzolhatd, ilyen példaul a K;, azaz az 6t csicst
teljes graf, és a 2 x 3 cstcst teljes paros graf, a K3 3. Kuratowski tétele 8] azt 4llitja,
hogy egy graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha nem tartalmaz K 3-mal vagy Ks-tel
topologikusan izomorf részgrafot, azaz egy részgrafja sem allithat6 elé Kj3 vagy Ks
éleinek tovabbi csiicsokkal valé felosztasaval.

Szamos gyakorlati alkalmazasa létezik a sikgrafoknak, példaul a szamitogépes grafika

teriiletén. Tovabba mikrochipek tervezésénél is fontos, hogy az aramkorok minél



kevesebbszer keresztezzék egymast. Az autépalyak és metrohalozatok tervezésénél a

vonalak keresztezddése szintén problémas lehet.

A dolgozatban el6szor megnézziik a sikgrafok néhdany fontosabb tulajdonsagat,
amikre a késobbieben sziikségilink lesz. Ezutan Fary Istvan és Klaus Wagner tételével
foglalkozunk és megmutatjuk, hogy a sikgrafok egyenes szakaszokkal torténo leraj-
zolasa nem is olyan bonyolult feladat. Majd egy nagyobb témaba kezdiink, ami a
stkgrafok racsra val6 lerajzolasa. Pontosabban a legkisebb méretii racsot keresstik,
melyre tetszéleges, adott csticsszamu graf lerajzolhaté. Ilyen tipusi kérdések 1992-ben,
az elsé olyan konferencian mertiltek fel, aminek a témaja a grafrajzolasok voltak.
Késébb az ott megemlitett témakban végzett kutatasokat szoros egytittmiitkodésben
végezték vizualizaciés szoftvert fejleszto vallalatokkal.

A racsméret felso korlatjara két tételt, a lerajzolashoz pedig két algoritmust muta-
tunk, melyekhez sziikségiink lesz 1j fogalmakra, mint példdul a kanonikus sorrend,
valamint a Schnyder cimkézés és a Schnyder-fa. Mindkét tétel 1990-bol szarmazik és
hasonlé az eredményiik, viszont teljesen mas iranybol kozelitik meg a problémat. Az
elso, a Fraysseix-Pach-Pollack tételhez tartozé algoritmus minden 1épésben el6szor
meghatarozza a kanonikus sorrend szerint kovetkezo cstcs koordinatait, majd ha
sziikséges, eltol a mar lerajzolt csicsok kozil néhanyat, igy épiti fel a graf lerajzolasat.
Schnyder algoritmusa ezzel szemben egy 1épésben hatarozza meg a csticsok koordina-
tait az ugynevezett silyponti koordinatakbodl, amikhez a graf Schnyder cimkézését és
a Schnyder-fajat hasznalja.

Végiil azt a problémat nézziik, amikor nem racspontokra szeretnénk rajzolni, hanem
a sikban szabalytalanul elhelyezett pontokra, és megismerkediink a sikgrafok egy

specialis csaladjaval, az ugynevezett outerplanar grafokkal.



2. Sikgrafok néhany tulajdonsaga

Ebben a fejezetben bemutatjuk a sikgrafok néhany fontos tulajdonsagat. A
tovabbiakban n a csicsok, e az élek szama lesz. Sikgrafoknal egy adott lerajzolas
esetén beszélhetlink a sikgraf tartomanyairél, ezek szamat t-vel jeloljiikk. Ezen harom

paraméter kozti osszefiiggést az Euler formula adja meg:

2.1. Tétel (Euler formula). Véges, dsszefiiggd sikbarajzolt grdf esetén
n+t=e-+2.

Az Euler formula egy fontos kovetkezményeképp felsé korlatot adhatunk egy

sikgraf élszamara:
2.1. Kovetkezmény. Egyszeri sikbarajzolhaté grdafra, ha n > 3, akkor
e <3n—6.
Vegyiik észre, hogy ez az élszam elérhetd, ha minden tartomény haromszog.

2.1. Definicié (Haromszogelés). Egy sikbarajzolt grifot hdromszogelésnek nevezink,

ha egyszerid és minden tartomdnydt, a végtelent is, harom €l hatdarolja.
2.2. Lemma. Minden sikbarajzolt eqyszeri graf haromszégelheto.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden olyan G sikbarajzolhatd egyszeri graf, ami
még nem haromszogelés, kiegészitheto élek behtzasaval haromszogeléssé.

Ha tehat G még nem haromszogelés, akkor be tudunk hizni egy élt az alabbiak szerint:
ha G nem o6sszefiiggd, akkor van olyan tartoménya, amit két kiillonb6z6 komponens
hatdrol. A tartomdnyban osszekothetjik egy éllel a két komponenst. Igy feltehetjiik,
hogy G 6sszefiiggo.

Legyen T egy tartomany. Hatara Gsszefliggd, mivel G is 6sszefliiggd. A hatar csicsai
sorban legyenek vy, vg,...v;. Ha van olyan v; = v; = v cstcs, ami t6bbszor szerepel a

tartomany hataran, akkor vegyiink két cstcsot, amik a v csiics elhagyasaval keletkezett



G \ v grafban kiilonb6z6 komponensekben vannak és kosstik 6ket 6ssze T-n beliil, ezt

mutatja az [I} abra.

G G\ v G+ le}

1. dbra. Ha v cstcs tobbszor szerepel egy T tartoméany hatardn, akkor a G \ v graf
két, T, T, komponensét Osszekotjiik egy 1j e éllel.

gy a tovdbbiakban feltehetjiik, hogy vi, vs, ..., vy kilonbozbek, azaz minden
tartomany hatara egy kor. Valasszunk egy olyan tartomanyt, aminek legaldbb négy
cstcsa van, ezek sorban legyenek vy, vg, v3, v4. Ilyen biztosan létezik, mert G nem
haromszogelés. Abban az esetben, ha vy és v3 kozott nem megy él a tartomanyon kiviil,
kossiik Oket Gssze a tartomanyon beliill. Ha vy és vs kozott megy él a tartomanyon
kivil, akkor vy és vy nincs 0sszekotve a tartomanyon kivil, mivel az metszené a vyv3
élt, igy behiuzhato vevy €l a tartomanyon beliil.
Tehat azt kaptuk, hogy ha GG nem haromszogelés, akkor metszés 1étrehozasa nélkiil
be tudunk hizni egy 1j élet. Addig htizunk be a grafba egyesével 1j éleket, amig
haromszogelést nem kapunk.

]

2.3. Megjegyzés. Eqgy sikgrdfot akkor neveziink maximdlisnak, ha barmely tovdbbi
él berajzoldasdaval mdr nem lenne sikbarajzolhato. A fenti lemma alapjan a maximdlis

stkgrafok éppen a hdaromszégelések.

A dolgozat tovabbi részében sikgrafok lerajzolasat add algoritmusokkal foglal-
kozunk. A lemma értelmében elegend6 haromszogelt sikgrafok lerajzolasaval
foglalkoznunk: els6 1épésben haromszogeljik a grafot, erre futtatjuk az algoritmust,

végiil az extra éleket elhagyjuk.



3. Sikgrafok lerajzolasa egyenes szakaszokkal

Az els6 feladat, amit megvizsgalunk, hogy mikor lehet a sikgrafokat egyenes
szakaszokkal lerajzolni. Fary Istvan 1948-ban, Klaus Wagner 1936-ban egymastol

fiiggetleniil a kévetkezot bizonyitottak:

3.1. Tétel (Fary [3], Wagner |10]). Minden sikbarajzolhatd grif lerajzolhats a sikra

metszés nélkil igy, hogy minden éle egyenes szakasz.

Bizonyitds. A[2.2]lemma szerint a Fary-Wagner tételt elég beldtni haromszogelésekre.

Technikai okokbdl az eredeti tételiink helyett az alabbi, erdsebb tételt bizonyitjuk:

3.2. Tétel. Legyen G egy hdromszogelés, a kiilsé hdromszog csiucsai a,b,c. Fkkor G
lerajzolhato sikba egyenes szakaszokkal gy, hogy a kiilsé tartomdny hatdra éppen az

abc hdromszog legyen.

Bizonyitds. Bizonyitsunk indukcidéval. Konnyt latni, hogy n = 3 esetben igaz az
allitas. Tegytik fel, hogy G egy haromnal nagyobb csticsszamu graf, és n-nél kisebb

csucsszamu grafokra teljesiil az allités.

3.3. Lemma. Létezik olyan a,b,c csicsoktol kilonbézé v csics, amire d(v) < 6.

Bizonyitas. Bizonyitsuk indirekten. Tegyitik fel, hogy minden a, b, c-t6l kiillonb6z6 v
csucs fokszama legaldbb hat. A G éleinek szama legyen e. Tudjuk, hogy d(a), d(b),
d(c) > 3. Igy

2e= Y dv)>6(n—3)+9=06n-09,
veV(G)

vagyis e > 3n — 4. Ellentmondasra jutottunk, mert egy sikbarajzolhaté graf élszama

a tétel kovetkezményeként legfeljebb 3n — 6.

Térjink vissza a [3.2] tétel bizonyitdsara.

Vegyitink egy tetszéleges a, b, c-t6l kiilonboz6 v csicsot, melyre d(v) < 6.



1. eset: d(v) =3

Hagyjuk el v-t. Az igy kapott G’ graf haromszogelés, amire az indukcids feltevés
alapjan teljesiil a tétel. Vegyiik G'-nek egy egyenes szakaszokkal val6 lerajzolasat,
majd v-t helyezziik el a G-beli szomszédai alkotta haromszogbe és kossiik Ossze a

héromszog csticsaival egyenes szakaszokkal (lasd [2la dbra).

2. eset: d(v) =4

Legyenek v szomszédai sorban vy, ve, vz, v4. Toroljik v-t, majd huzzunk be egy atlot
a v torlésével keletkezett négyszog belsejébe tigy, hogy a graf tovabbra is egyszerti
maradjon (ami megtehetd a sikbarajzolhatosag alapjan). Ez a graf haromszogelés.
Erre a grafra teljesiil az allitas az indukcios feltétel alapjan, igy tekinthetjiik egy egye-
nes szakaszokkal vald lerajzolasat. Hagyjuk el a legutébb behuizott élt, v-t helyezziik
el az elhagyott él mentén, majd kossiik 6ssze mind a négy szomszédjaval, egyenes

szakaszokkal (14sd [2b 4bra).

3. eset: d(v) =5
Legyenek v szomszédai vy, vs,...,v5. Hagyjuk el a v csucsot, igy kapunk egy G’
grafot. Mivel G haromszogelés volt, ezért G’ tartomdanyait harom él hatarolja, kivéve
a vy, U, ..., Vs csucsok alkotta kort. Ebbe a korbe huizzunk be két atlot ugy, hogy a
graf egyszerii maradjon. Az igy kapott G” haromszogelés, a kiilsé haromszog csicsai
a, b, c.
Alkalmazzuk az indukciés feltevést, azaz az (n — 1) csticsu G” gréafot rajzoljuk le
egyenes szakaszokkal. Most toroljiik ki a legutébb behtizott két atlot. Helyezziik el v
csucsot a kitorolt atlok kozos végpontjanak kozelében. Konnyen lathaté, hogy ekkor
v-bél az 6tszog Osszes csucsa "latszodik", azaz 6sszekothetjilk v-t az 6tszog csicsaival
gy, hogy az 1j élek az otszog belsejében legyenek (lésd [2c dbra).

Tehat mindharom esetben megkaptuk G a feltételeknek megfelel lerajzolasat.

]



a)d(v)=3 b)d(v) =4 ’cj dv)=5

2. abra. A megfeleloen visszahelyezett v cstcsot Osszekothetjiik a sokszog cstcsaival,
egyenes szakaszokkal.

Bebizonyitottuk, hogy a haromszogelheto grafok lerajzolhatdk egyenes élekkel, igy

igazoltuk a Fary-Wagner tételt is.



4. Sikgrafok lerajzolasa racsra

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy tetszoleges sikgraf lerajzolhaté egyenes szakaszok-
kal a sikba, viszont a graf lerajzolasdhoz sziikséges teriilet nagysagarél nem kaptunk
informaciét. Ha azonban a grafot racsra rajzolnank, akkor jol tudnank kovetkeztetni
a méretére. Igy felmeriil a kérdés, mekkora racsra tudjuk lerajzolni az adott sikgrafot
egyenes szakaszokkal.

Egy n x m-es racs racspontjainak a sik azon (x,y) alakd pontjait nevezziik, ahol
0<z<n,0<y < megészszamok. Azt mondjuk, hogy egy graf racsra van
rajzolva, ha minden csticsa racspontra esik.

A Fary-Wagner tétel megalkotasa utan tobb mint 6tven év telt el, amikor két algorit-

mus is sziiletett ebben a témaban, szinte azonos idében.

4.1. Tétel (Fraysseix, Pach, Pollack [5]). Minden n csicsi sikgrdf lerajzolhato
(2n — 4) x (n — 2) méreti rdcsra.

4.2. Tétel (Schnyder [9]). Minden n csicsi sikgrdf lerajzolhaté (n — 2) x (n — 2)
méretld rdcsra.

Ezutan csak kisebb javitdsokat végeztek, a ma ismert legjobb eredmény 2008-bdl,

Brandenburgtél szarmazik:

4.3. Tétel (Brandenburg [1]). Minden n csicsi sikgrdf lerajzolhaté 8/9n* + O(n)

méreti racsra.

Most masik iranybdl indulva megnézziik, milyen alsé korlatot tudunk adni a

sziikséges racs méretére.
4.4. Lemma. Minden n € N -hez létezik egy olyan n csiucsi grdf, melynek lerajzold-
sahoz (n/3 — 1) x (n/3 — 1) méretd racs sziikséges.

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n oszthatd 6-tal. Tekintsiink
egy olyan n csucst G sikbarajzolt grafot, amely n/3 darab egymésba agyazott harom-

szogbdl all. A haromszogek sorban legyenek ¢, ty, ..., t,/3, és a kovetkezOképpen

10



helyezkedjenek el: ¢, > ¢, > ... > t,/3, ahol t; > t; azt jeloli, hogy ¢; hdromszog a t;
haromszog belsejében helyezkedik el. Tovabba két egymast kovetd haromszog cstcsait

paronként kossiik 6ssze, lasd [3 dbra.

/A
AN

3. dbra. Konstrukcio n = 12 esetén.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy ezen lerajzolashoz mekkora racsméret sziikséges.
Feltehetjiik, hogy t,/3 koordinatai a kovetkezék: (0,0), (1,0), (0,1). Vegyiik észre,
hogy ha t;,1 > t;, akkor ¢;,,; legaldbb két egységgel magasabb és két egységgel
szélesebb, mint ¢;. Ez minden egymast koveté haromszogre teljesiil, igy G-nek egy
olyan lerajzolasat kapjuk, ahol a racsméret legaldbb (2/3n — 1) x (2/3n— 1), ez a
racsméret pedig el is érheto.

Felmeriil az a kérdés, hogy nem lehet-e kisebb racsra lerajzolni G-t. Vélasszunk egy

tetsz6leges ¢ hdromszoget t1,ts, ..., 1,3 kozil. Harom esetet kiilonboztetiink meg:
o t=ty,
o 1= tn/Sv

o t=ty,ahol k€ {2,...,n/3 —1}.

Vigyiik ki t-t a kiils6 haromszogen kiviilre. Az els6 esetben nem valtozik semmi.
A maésodik esetben csupdn megfordul a reldcié: ¢, < t; < --- <t,,3. A harmadik

esetben tpy 1 > tpip > -+ > 1,3 €8ty >ty > -+ > t1. Megfigyelhetd, hogy G egy

11



metszés nélkiili lerajzolasa sem tartalmazhat harom paronként diszjunkt haromszoget,

igy G minden metszés nélkiili lerajzolasa a fenti harom eset egyikébe sorolhaté.

‘

4. dbra. Harmadik esetre példa. Itt n = 18, k = 4.

Ahogy azt mar megfigyeltiik, az els6 két esetben a sziikséges racsméret legalabb
(2/3n — 1) x (2/3n — 1). Nézzik meg, mi a helyzet a harmadik esetben! Gy legyen
a ty,t,...,1, haromszogek cstcsai altal meghatdrozott részgraf, a typ 1, ..., t,3
haromszogek cstcsibdl alkotott részgraf pedig Gj. Vegytk észre, hogy Gy és G,
koziil az egyik legalabb n /2 csicsot, igy legalabb n/6 haromszoget tartalmaz, ezért a
lerajzolashoz szitkséges racsméret az elsé megfigyelés alapjan (n/3 — 1) x (n/3 —1).
Ezzel az allitast belattuk.

]

A fenti tétel eredményén szintén csak kisebb javitasokat végeztek, a ma ismert

legjobb alsé korlatot Frati és Patrignani 2007-es eredménye adja:

4.5. Tétel (Frati-Patrignani [4]). Minden n € N-hez létezik egy olyan n csicsi grif,

melynek lerajzoldsdhoz 4/9n* — O(n) méretd rdcs szikséges.

A [£.3) és a[A.5] tételt Osszevetve azt 14tjuk, hogy az algoritmusok altal biztositott

racsméret optimalis, javitasokat mar csak a konstans szorzoén lehetne végezni.

12



4.1. Fraysseix-Pach-Pollac algoritmus

Ebben az alfejezetben a [d.T}es tételt bizonyitjuk, azaz azt fogjuk beldtni, hogy
tetszéleges n csicsu sikgraf lerajzolhatd (2n — 4) x (n — 2) méretii rdcsra. Ehhez

el6szor sziikségiink van néhény definiciora.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy sikbarajzolt grdf belséleg hdromszégelt, ha

eqyszeru, és minden belso tartomanya eqy hdromszog.

4.2. Definicié (Kanonikus sorrend). Legyen G egy hdromszigelés, n a csicsok szama
és tegyiik fel, hogy n > 3. Azt mondjuk, hogy a csicsok egy vy, vo, ..., v, sorrendje

kanonikus sorrend, ha kovetkezok teljestilnek:

(1) a {vi, va, ..., v} csicsok eqy 2-Gsszefiiggd, belséleg hdaromszigelt Gy, részgrdfot
alkotnak minden k =1,... n-re,
(i1) a (v1, v2) €l a Gy hatdran van minden k = 2,..., n-re,

(iii) ha k < n, akkor a vy, a Gy végtelen tartomdnydban helyezkedik el gy, hogy

Upy1 0sszes G-beli szomszédja Gy hatdran van és eqy utat hatdroznak meg.

4.6. Lemma. Minden hdromszigelésnek létezik kanonikus sorrendje.

Bizonyitdas. Legyen G = G,, egy n cstcsu haromszogelés, vy, vs, v, csucsok G, hata-
ran vannak. Ha k& = n, akkor teljesiil a definicigjaban szerepl6 (i) feltétel, mert G
héromszogelés és (i7) is teljesiil, mert vy és vy csicsokat igy definidltuk. Mivel k = n,
ezért (iii)-t nem kell vizsgélni.

Tegytik fel, hogy vy, v9, Vgi1,. .., v, csicsokat méar bevalasztottuk a kanonikus sor-
rendbe ugy, hogy (i), (i) és (iii) teljesiilnek minden k + 1 < i < n-re.

Tekintstik a G}, grafot, és keressiik meg a kanonikus sorrend kévetkezo elemét, vg-t.
Azt tudjuk, hogy vg-nak G} hataran kell elhelyezkednie, azonban nem valaszthatjuk
akarmelyik hataron 1évo csticsot. Vegyiik észre, hogy ha egy hataron 1évé u cstics 0ssze

van kotve egy masik Gy hataran 1év6 v’ csticesal, akkor u elhagyasa utédn keletkezé
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graf nem lesz 2-0sszefliggd. Nevezziik az ilyen tipusi, azaz két hataron 1évé csticsot

Osszekoto élet hurnak. Az[5 dbran lathat6 példa hirra.

5. dbra. Legyen u és u' a Gy hatdran két nem egymast koveté csics, melyek kozott
fut él. Legyen tovabba u” az u' szomszédja G, hatardn, az u-t és u'-t 6sszekotd tton.
Az u'u él egy hir Gy, grafban, igy Gy \u-ban v’ elviagd csics.

Az alabbi két allitasban belatjuk, hogy v valasztdsa soran elegendd arra figyel-
niink, hogy ne induljon ki bel6le hir. Majd megmutatjuk, hogy mindig 1étezik ezen

tulajdonsagot teljesito cstcs.

4.7. Allitas. Legyen u a belsdleg haromszigelt Gy, grdf egy hatdrpontja. Ekkor Gr\u

pontosan akkor marad 2-6sszefiiggd, ha u-bol nem indul ki hair.

Bizonyitdas. Az egyik iranyt mar lattuk, azaz ahhoz, hogy a graf 2-6sszefligeé marad-
jon, sziikséges, hogy u-bol ne induljon hiar. Mutassuk meg, hogy ez elegendd, azaz,
hogy ha u-bo6l nem indul ki hir, Gy \u 2-0sszefliggé marad.

Tegyiik fel, hogy Gj-ban u nem végpontja hirnak és Gy \u-beli szomszédai legyenek
wy, we, ..., w; egymas mellett a Gi\u hatéaran. Tekintsiik a G \u grafot. Ez bels6leg
haromszogelt, mivel Gy, is az volt és u torlésével nem valtoztattunk semmit a belso
tartomanyon. Be akarjuk latni, hogy G \u is 2-6sszefliggd.

Nézziik meg, hogy G} \u mikor nem lesz 2-6sszefliiggé. Ez akkor fordulhat el6, ha
G \u-ban van egy z elvagd cstics. Gy, 2-Osszefliggdsége miatt z a G \u hatdran van.

Két esetet kiillonboztetiink meg;:
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1. a z csics a wy, wo, ..., w; csucsok kozil valamelyik,

2. vagy z a wi, Wy, ..., w; csucsoktdl eltéro.

Legyen G* a G \{u, z} azon komponense, amely nem tartalmazza a vy, vy csticsokat.
Az 1. esetben ekkor lenne G* hataran legalabb egy z = w;-tél eltéré x csics. A G*
hatara, u, és w;;11 altal meghatarozott X tartomany nem haromszog, viszont Gy
belséleg haromszogelt, igy kell lennie élnek x és u kozott. Viszont, x, z, w; 1, u altal
hatarolt X’ tartomany még igy sem haromszog és nem tudunk gy behtzni tobb élt,
hogy haromszogelést kapjunk, lasd [6la abra. Ez pedig ellentmond annak, hogy Gy,
belsdleg haromszogelt.

A 2. esetben pedig G nem lenne 2-6sszefliggd, hiszen ebben az esetben z mar G-ban
is elvdgd csucs lett volna, 1dsd [6lb bra.

Tehat mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, Gy \u 2-6sszefiiggé.

u u
zZ
wi+1
zZ
G\ u G\ u
U v, v 1;2
a) 1. eset b) 2. eset

6. abra. Az elsd, illetve a masodik esetben is lathaté, hogy ha Gji\u-ban lenne z

elvagd cstcs, akkor Gy\u nem lenne 2-6sszefiiggd.

]

Igy ha u cstcs nem végpontja hirnak, a kanonikus sorrend osszes tulajdonsiga

teljestil, ezért valaszthaté a kanonikus sorrend kovetkezo elemének. Vagyis elegend6
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megmutatnunk, hogy létezik ilyen u csics.

4.8. Allitas. Legyenck eqy belséleg hdaromszogelt grif kilsé tartomdnydn szerepld
csucsok uy, us, ..., Uy, ebben a sorrendben. FEkkor létezik olyan i, hogy u; nem

végpontja eqy hurnak sem.

Bizonyitds. Legyenek uq, us, ..., u,, sorban a G hataran 1évé cstucsok, u; = vy, u,, =
vo. Ha egyikbdl se indul ki hir, készen vagyunk. Ellenkez6 esetben valasszunk egy
w;u; hirt, melyre | —j| minimalis. Tudjuk, hogy w; és u; nem szomszédosak, kiillonben
lenne egy parhuzamos éliink. Ekkor w;;; nincs osszekotve uy, ..., ui—1, Ujq1,. .., Uny
csucsok koziil egyikkel sem, mert akkor lenne két metsz6 él, valamint w;,; sincs
Osszekotve g, . . ., u; csicsok kozill senkivel, mert akkor nem teljestilne, hogy |i — j|
minimélis. Igy u; 11 nem végpontja egy hirnak sem.

]

Tehat minden k-ra meg tudjuk talalni a kanonikus sorrend k-adik elemét, igy

belattuk a lemmat.

O

4.9. Megjegyzés. A kanonikus sorrend nem egyértelmd. Erre példa a (7. dbrdn
szerepld graf, melynek mindkét feltiintetett sorrendje teljesiti a kanonikus sorrend

feltételeit.

7. abra. Egy grafnak tobb kanonikus sorrendje lehet.
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Készen allunk bemutatni a Fraysseix-Pach-Pollac algoritmust, ami a kanonikus
sorrend alapjan rajzolja meg a grafot egy racsra. Az algoritmus soran a kanonikus
sorrend szerint haladva egyenként vessziik a csticsokat és hatarozzuk meg a koor-
dinataikat. Azonban 1-1 1j cstcs koordinatainak meghatérozasa soran a korabbi
csucsok koordinatéit esetenként megvaltoztatjuk. Fontos megjegyezni, hogy a graf

igy is minden Iépésben sikbarajzolt marad.

A Gj_1 hataran 1év6 cstucsok sorban legyenek wuq, uo,...u,,, ahol u; = vy és

Uy = V9. Minden k-ra Gy grafot a kovetkezéképpen fogjuk megrajzolni:
1. vy a (0,0), vy a (2k — 6,0) racsponton van,

2. Gj_1 hataran egymas mellet 1év6 csticsok = koordinatai monoton nonek, azaz

xkq(ul) < 13#1(“2) <. < $k71(um)a

3. Gj_1 végtelen tartomanyat hatarolé élek meredeksége +1 lehet (vyvy él kivéte-

lével).

Tegytik fel, hogy adott Gy_1-nek egy olyan lerajzolasa, mely teljesiti a fentieket. El
szeretnénk helyezni a kanonikus sorrend szerint kovetkez6 vy, csticsot.

Tegytik fel, hogy vy szomszédai Gy-ban wuy,, upi1,...u, (1 <p < g < m). Helyezzik
el az u, cstcsra illeszked6 1 meredekségli egyenes és az u, cstcsra illeszkedd -1
meredekségii egyenes P metszéspontjaba vi-t. Ez még nem biztos, hogy megfeleld,
el6szor be kell latnunk, hogy P egy racspont. Ehhez definidljuk két pont Manhattan-

tavolsagat.

4.3. Definicié (Manhattan-tavolsag). A p = (p1,p2) €s ¢ = (q1, q2) pontok Manhat-

tan-tavolsaga a
d(p,q) = |p1 — p2| + o1 — @2

érték.
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4.10. Lemma. Legyen (a,b) és (¢, d) két racspont, melyek Manhattan-tavolsiga pdros.
Legyen e egy 1 meredekségi, (a,b)-n dtmend egyenes, f eqy -1 meredekségi, (¢, d)-n

atmend eqyenes. Ekkor e és f metszéspontja rdcspont.

Bizonyitds. Az e egyenes egyenlete y = x—a+b, az f egyenes egyenlete y = —x+c—d.

A metszéspontjuk (z,,y,), ahol

a—b+c—d ,
=y Yp =2 —a+b.
Mivel (a,b) és (¢, d) Manhattan-tavolsaga paros, igy a — b+ ¢ — d is péaros, ennek a

fele, z, pedig egész szam. Végiil y, is egész, mert x, a és b is azok.

]

Vegytik észre, hogy az u, és u, csicsok kozott Manhattan-tdvolsaga paros, hisz

van koztikk £1 meredekségli szakaszokbdl 4116 tt. Igy az eléz6 lemma alapjén P egy
racspont.
Azonban lehetséges, hogy az igy kapott lerajzolds nem megfeleld, lehet, hogy az w,vy,
élre mar megrajzolt csucs illeszkedik. Ezt a kovetkezoképpen oldjuk meg: vy beil-
lesztése el6tt néhdny cstcsot, koztik az wy, ue, ... u, csicsokat az x tengely mentén
eggyel balra, néhany csicsot pedig, koztik az wug, Ugt1, - . . Uy, csticsokat eggyel jobbra
toljuk. Végiil az egész grafot toljuk el 1 egységgel jobbra, hogy tovabbra is pozitiv
x koordinatédkkal dolgozhassunk. Most elhelyezhetjiikk vi-t az u, csticsbdl indulé 1
meredekségt, és az u, csticsbol induld -1 meredekségli egyenesek metszéspontjaba.
Az u, és u, cstcsok Manhattan-tavolsaga 2-vel nott, azaz paros maradt, igy az el6z6
lemma alapjan a rajtuk atmeno +1 és -1 meredekségii egyenesek metszéspontja megint
racspont.

Az 4] upvg, . .. ugvy élek egyértelmiien nem keresztezik egymdst és a régi éleket.

Még definidlnunk kell a tobbi csticsra is az eltolast, valamint meg kell gy6zédniink

arrol, hogy a graf sikbarajzolt marad a csiicsok eltolasa utan is. Ehhez bevezetiink
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néhany 14j fogalmat, majd egy lemmat haszndlunk, ami technikai okokbdl erésebb,

mint amire sziikségiink van.

4.4. Definicié. Ha vy, szomszédai Gi-ban u,, Upiq, ... Uy, akkor azt mondjuk, hogy

Upi1, - .- Ug—1 csUcsok fedve vannak vy dltal.

Vegytik észre, hogy minden belsé cstcs csak egyszer lehet fedett és egy cstcs és
altala fedett cstucsok kozotti kapesolatok egy fat, Gi-ban erd6t definidlnak minden

1 < k < n—1l-re. Ebben az erdében wu;-hez tartoz6 u; gyokerii fa legyen L(u;),

4.11. Lemma. Legyen Gy a fent definidlt sikbarajzolt graf, és legyenek di < dy <
o <d,, € N. Hao mindeni=1,...,m— 1l-re L(u;)-t elmozgatjuk jobbra d; egységgel,

akkor a grdf sikbarajzolt marad.

Bizonyitas. Bizonyitsuk k-ra vonatkozo indukcidval. Konnyt latni, hogy k& = 4-re
igaz az allitds. Tegytk fel, hogy Gj_i-re teljesiil a lemma és megmutatjuk, hogy
ekkor G-ra is igaz lesz. A G} hatardn 1év6 csicsok uy, ..., up, Vg, Ug, - .., Uy AZ
ezekhez tartoz6 L(uy), ..., L(uy), L(vg), L(ug), ..., L(uny)-t szeretnénk elmozgatni
dy, < ... dy, < dy, < dy, < -+ <dy,, pozitiv egész szdimokkal jobbra.

El6szor uq, . . ., uy, csicskoz tartozd L(uy), ..., L(uy,)-t toljuk el jobbra d,, < --- <
dy,, szamokkal ugy, hogy L(uy), ..., L(u,) -t egységesen d,, egységgel mozgatjuk. Az
indukcids feltevés szerint ekkor a Gy, \vy, graf sikbarajzolt marad. Az u,1vy, . .. Ug—10y
élek Gy, kiilso tartomanyaban vannak, igy nem metszik egymast. Tehat Gy, sikbarajzolt
marad.

]

Az eddigiek alapjan ha L(u;), ..., L(u,) csicsokat nem mozgatjuk el, L(uyt1), .. .,
L(ug—1) cstcsokat 1-gyel jobbra, L(uy),. .., L(uy,—1) cstcsokat pedig 2-vel jobbra
toljuk, akkor a lemma alapjan a graf sikbarajzolt marad. fgy ezzel a modszerrel

megrajzolhatjuk a grafot.
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Tehét ez a mbdszer lerajzol egy n cstcsu grafot egy (2n —4) x (n — 2)-es racsra

O(n) idében.

Végiil egy példan szemléltetjiik az algoritmus futasat.

8. abra. Példa az algoritmus futasara.

1. A vyvy él elhelyezése.

2. A w3 csucsot elhelyezziik a vi-en atmend +1 és a ve-n atmend -1 meredekségii
egyenesek metszéspontjaba.

3. Ahhoz, hogy vs-et, vy és v3 szomszédjat el tudjuk helyezni a vi-en atmend +1 és a
vz-on atmeno -1 meredekségli egyenesek metszéspontjaba , vs-t és vs-at 2-vel jobbra
kell tolni.

4. A vy csucsot 2-vel jobbra toljuk, majd elhelyezziik vs-6t.

5. A wvz-at, vg-et, vs-6t 1-gyel, vo-t pedig 2-vel jobbra toljuk. Végiil elhelyezziik vg-ot.
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4.2. Schnyder algoritmus

Schnyder tétele szerint (1dsd minden n cstcsu sikbarajzolhato graf lerajzolhato
egy (n —2) x (n — 2) méretil racsra ugy, hogy az élei nem metszik egymast. Az
egyszerliség kedvéért mi egy kicsit rosszabb fels6 korlatot add tételt bizonyitunk:
minden n csicsu sikbarajzolhaté graf lerajzolhaté egy (2n—5) X (2n—5) méretii racsra
ugy, hogy az élei nem metszik egymast. Ebben az alfejezetben erre a lerajzolasra
mutatunk egy algoritmust.

Mindenekel6tt sziikségilink lesz néhany 1j definiciora.

4.5. Definicié (Stlyponti koordinatazas). Legyen A, B, C' hdrom vektor a térben,
a végpontjaik eqy A apc hdromszéget alkotnak. Legyen x eqy pont A apc-ben. Azt
mondjuk, hogy x A apc-re vonatkozd sulyponti koordindtdzdisa az (o, B,7) € Ri”zo

hdarmas, melyre az aldbbiak teljestilnek:
(i) vt = aA+ B +~C, és
(it) o+ +~v=1.

4.6. Definicié (Sulyponti reprezentacid). A sulyponti reprezentdacidja eqy G = (V, E)

grafnak a sulyponti koordindtdik hozzdrendelése a G cstcsaihoz:
[V ]Rszo, v = (vg, Vg, v3)
a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
(a) vi + vy +v3 =1 minden v €V csicsra, és

(b) minden xy € E élre és minden z € V\{z,y} csicsra létezik k € {1,2,3}, amire

TE < 2 €S Yp < Zk.
Vizsgaljuk meg kozelebbrél, hogy mit is jelent a (b) feltétel.

o Ha k =1, akkor 1 < 21 és y; < 21, vagyis z csakis a max{x1,y;} egyenestél

balra helyezkedhet el.
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o Ha k =2, akkor z a max{xy,y2} egyenestdl jobbra helyezkedhet el.

o Ha k = 3, akkor z a max{xs,ys} egyenestdl felfelé lehet.

Tehat z semmilyen esetben sem lehet a harom egyenes metszéspontjai altal megha-

tarozott haromszog belsejében. Nevezziik ezt a haromszoget tiltott haromszognek.

max{x,Yo}

A7 N\maxp,y; B

9. dbra. Az abran sziirkével jeloltiik az xy élhez és z csticshoz tartozé tiltott harom-

szoget.

4.12. Lemma. Legyen f : v — (v1,v2,v3) egy sulyponti reprezentdcidja eqy sikbaraj-
zolhato G grafnak. Legyen A, B,C hdrom pont a térben, melyek szabdlyos hdromsziget
alkotnak. Ekkor a grdf

@I'UEV'-)'UlA‘i"UQB‘i‘UgC

dltal meghatdrozott lerajzoldsa megadja G-nek egy sikba vald larajzoldasdt az ABC

haromszog dltal hatdrolt tartomdnyon belil.

Bizonyitas. Eloszor is vegyiik észre, hogy nincs olyan x cstcs, ami valamilyen uv élen

helyezkedik, mivel az uv él a tiltott haromszogbe esik.

Mésodszor be akarjuk latni, hogy nincs olyan uv és u'v’ él, amelyek metszik egymast.

A stlyponti reprezentécio tulajdonsaga szerint létezik olyan i, melyre u; > w;, v;, olyan

J, melyre vi > uj, v;, olyan k, melyre uy, > wuj, vy, illetve olyan [, melyre v; > uj, v;.
Lathato, hogy ¢ nem egyezhet meg k-val vagy I-lel, és j sem egyezhet meg k-val

vagy l-lel, azaz {i,j} N{k,l} = 0. Ez viszont csak akkor lehet, ha i = j vagy k = [.
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Feltehetjiik, hogy i = j = 2. Ekkor ubvy > us, vo. Ez viszont azt jelenti, hogy az uv
és az u'v' élek kozott 1étezik egy szepardlé egyenes, azaz a két él nem metszi egymaést.
Tehat semelyik két él nem metszi egymast, igy belattuk, hogy a ® G grafnak egy
sikbarajzolasat adja meg.

]

A kovetkezéekben céluk megmutatni, hogy mindig létezik sulyponti reprezentacio.

Ehhez definialjuk a graf szogeinek Schnyder-cimkézését, illetve a graf Schnyder-fdjat.

4.7. Definicié (Schnyder cimkézés). Legyen G egy haromszogelt grif. A G Schnyder

cimkézése a belsd szogek felcimkézése az 1, 2, 3 szamokkal ugy, hogy:

1. minden belso tartomany hdarom szogének cimkéi 1, 2, 3 leqgyenek, az oramutato

jardsdval ellentétes iranyban,

2. minden belso csucs koril a cimkék eqy nemdiires intervallumot alkotnak 1-esekbol,
egqy nemires intervallumot 2-esekbol, majd eqy nemiires intervallumot 3-asokbdl,

oramutato jardsaval ellentétes iranyban.

4.8. Definicié (Schnyder-fa). Egy G = (V, E) hdromszogelt grifhoz tartozdé Schnyder-
fa a belsd élek eqy felosztasa hdrom csoportra a kévetkezoképpen: az iranyitott élek

hdarom csoportja Ty, Ty, T3, valamint

1. minden v csucsnak pontosan hdarom kifelé mutato éle van, eqy T -beli, eqy To-beli

és eqy T3-beli,

2. minden v cstcshoz tartozo élek sorrandje oramutato jarasaval ellentétes iranyban:
eqy T -beli kimeno él, t3 > 0 db Ts-beli bemend €l, eqy Ts-beli kimend él, t; > 0

db T -beli bemend él, eqy Ts-beli kimend él, to > 0 db Ty-beli bemend él.

Azt szeretnénk beldtni, hogy minden haromszogelt grafhoz létezik Schnyder-fa,

melynek bizonyitasahoz sziikségiink van egy 1j definiciéra.
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10. abra. Példa egy Schnyder-fa adott csticsdba be- és kimend élekre.

4.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy G grafnak eqy uv éle dsszehizhatd, ha u-nak

és v-nek pontosan két kozos szomszéda van.

Az uv él Osszehtzéasa azt jelenti, hogy az u és v csiicsot Osszeolvasztjuk egy w
csucesa. Az u és v szomszédal mind az 1j w csucs szomszédai lesznek. Az igy kapott
grafot G/{uv}-vel jeloljuk. Vegyiik észre, hogy egy haromszogelés 6sszehtizhatd
élének Gsszehtizasa utan az jonnan létrejott graf tovabbra is haromszogelés. Kampen

belatta, hogy mindig létezik ilyen él:

4.13. Lemma (Kampen [7]). Legyen G eqy hdaromszigelés, a kiilsé hdromszog csicsai

legyenek a, b, c. Ekkor létezik eqy dsszehiuzhato ax él, ahol x belsd csics, azaz x # b, c.
Most mar minden eszkoziink megvan ahhoz, hogy a kovetkez6 lemméat bizonyitsuk:

4.14. Lemma. Minden hdromszdgelt grafnak van Schnyder-cimkézése és létezik hozza

Schnyder-fa.

Bizonyitds. Cstcsok szaméra vonatkozo indukcidval bizonyitunk. Az n = 3 eset
trivialis, hiszen ha a grafnak csak hiarom cstcsa van, akkor a harom belsé szogét
ellatjuk 1, 2, 3 cimkékkel. Tegyiik fel, hogy minden k-nal kevesebb csticst haromszogelt
grafnak van Schnyder-cimkézése és hozza tartozd Schnyder-fa.

Legyen G} egy k cstucsit haromszogelt graf, a kiils6 haromszogének harom csticsa
a, b, ¢, valamint v legyen az a csucsnak egy szomszéda. Valasszuk v-t ugy, hogy az av

él Gsszehtizhatd legyen. Ezt a[f.13] tétel értelmében megtehetjik. Legyenek v tovabbi
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szomszédai uq, us, ..., U, Oramutatd jarasaval ellentétes iranyban. Huzzuk Ossze az
av élt. Az igy kapott (k — 1) csticsit Gi/{av} graf szintén haromszogelés, mivel az
av él ésszehtizhaté volt. Igy az indukcids feltevés alapjan létezik Schnyder-cimkézés,
ahol az Osszes a cstucs melletti szognek 1 a cimkéje. Az ehhez tartozé Schnyder-fa
tekintetében w;a élek ¢ = 1, ..., m-re Ti-beliek és a felé mutatnak.

Most v-t vissza szeretnénk tenni a grafba. Ezt megtehetjiik tigy, hogy nem rontjuk el a
cimkézést: Z(vu;, vuiq1),i=1,...,m—1, valamint Z(auy, av) és Z(av, au,,) cimkéje
is legyen 1. A Schnyder-fa pedig a kovetkezéképpen néz ki: va él Ti-beli és a-ba
mutat, vu; él To-beli ui-be, vu,, él Ts-beli u,,-be mutat. Az w;v (1 =2,...,m —1)
élek mind v-be mutatnak és Ti-beliek. A tobbi él nem valtozik. Ezzel teljestlnek a

Schnyder-cimkézés és a Schnyder-fa definiciéjaban szereplo kritériumok.

U

(111)

11. dbra. (i) Gy, kezdetben, (i) Schnyder cimkézés és Schnyder-fa a Gy /{av} grafban,
(74i) Schnyder cimkézés és Schnyder-fa kiterjesztése Gy-ra.
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A fenti tétel bizonyitasa O(n) ideji algoritmust ad a Schnyder-cimkézésre.

4.15. Megjegyzés. Adott grafhoz tartozo Schnyder cimkézés és Schnyder fa nem

egyértelmd, erre példa a[13 dbran szerepld példa.

12. abra. Egy adott grafnak tobbféle Schnyder cimkézése lehet, kiilonb6z6 cimkézé-

sekhez pedig mas-mas Schnyder-fa tartozik.

Idézziik fel a célunkat: meg szeretnénk mutatni, hogy minden grafnak létezik
sulyponti reprezentacidja. Tehat most megnézziik, hogyan lehet Schnyder cimkézésbol

és Schnyder-fabdl stulyponti reprezentaciot kapni.

4.16. Lemma. Legyen G egy legalabb négy csicsi haromszogelt graf és a hozzd tartozo
Schnyder-faban az élek hdarom csoportja legyen T, Ty, T5. Ekkor minden T; eqy fa
ami tartalmazza az 6sszes belsd csicsot és pontosan eqy kiilsé csiucsot, valamint az
osszes €éle a kiilsd csucs felé mutat. A kilsé csicsok oramutato jdrdasdval ellentétes

irdnyban Ty, Ty, Ts-hoz tartoznak.

Bizonyitas. Konnyen lathatd, hogy négy cstucsu grafra igaz a lemma. Tegytik fel,
hogy minden & csticsu gréfra is teljesiil. Ekkor barmely (k+ 1) csucst grafra a es

lemma bizonyitésa alapjan az allitasunk tovabbra is igaz marad.

[

Legyenek a T'-beli élek pirosak, a Th-beli élek zoldek, a T3-beli élek pedig kékek.

A fenti lemmabdl kévetkezik, hogy G-nek minden v csticsabdl 1étezik egy piros élekbél
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allo Py (v) irdnyitott it a-ba, egy zold élekbél all6 P (v) irdnyitott t b-be, és egy kék

élekbél allé Ps(v) irdnyitott ut c-be.

4.17. Lemma. Tetszdleges v belsd csicsra a Py(v), Py(v), P3(v) utak csak v-ben

keresztezik eqymast.

Bizonyitds. Indirekten tegytk fel, hogy a Ps(v)-hez tarozé élek egy w csicsban is
keresztezik a P;(v)-hez tartozo éleket tigy, hogy w az titnak az elsé ilyen csticsa. Ekkor
w-be bemegy egy zold €l és ki is megy bel6le egy zold él. A Schnyder-fa definicidja
alapjan a kimen¢ zold él jobb oldalan kimené piros élnek kell lennie, viszont most a
kimen6 zold jobb oldalan w-be bemend piros él van. Tehat ellentmondésra jutottunk.

Hasonl6é meggondolas alapjan az allitas a tobbi szinre is belathato.

]

Legyen R;(v) a graf Py(v), be és P3(v) altal meghatarozott tartomanyainak uniéja,
Ry(v) a graf Ps(v), ca és Py(v) altal meghatarozott tartomanyainak uniéja, R;(v)
pedig a graf Pi(v), ab és Py(v) altal meghatarozott tartoményainak unidja. Erre

lathatunk példat a 13| abran.

o

a b

13. dbra. Az abréan R;(v) a rézsaszin, Re(v) a vildgoszold, Rs(v) pedig a vildgoskék
tartomanyok.
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4.18. Lemma. Bdrmely két eqgymastol kilonbozo u, v belsé csiucsra teljesiil, hogy ha
u csices az R;(v) tartomdnyban van, akkor R;(u) része R;(v)-nek, de nem azonos vele

(i=1,2,3).

Bizonyitds. Elegend6 a lemmat i = 1-re bizonyitani. Tekintsiik Py(u)-t és P3(u)-t. A
Schnyder-fa definicidja miatt Ps(u) és Po(v) nem keresztezik egymadst, mivel kiillonben
lenne egy csucs, melybél két zold él indul ki. Ugyanigy Ps(u) és Ps(v) sem keresztezik
egymast. Tehdt Ry(u) C Ry(v) és mivel u # v, ezért nem lehetnek azonosak, igy
bebizonyitottuk az allitdsunkat.

[

4.19. Lemma. Legyen G haromszdgelt grif adott v csicsihoz R;(v) a fentiek szerint
definidlva és |R;(v)| a benne lévd hdromszigek szdma, i = 1, 2, 3.re. Ekkor minden v
csucesra

|R1(v)] + |R2(v)| + |R3(v)| = 2n — 5.
Bizonyitds. A 2.1}es Euler-tételbdl indulunk ki:
n—e+t=2.

Mivel minden tartoményt harom él hatérol, ezért az élek szama 3t/2, ezt behelyette-

sitve a képletbe a kovetkezot kapjuk:
2n —4 =t.

Tehét osszesen (2n — 4) haromszogiink van a kiilsé haromszoggel egyiitt. Igy meg-
kaptuk, hogy (2n — 5) belsé haromszog van.
O

Készen allunk megmutatni, hogy minden hiromszogelésnek létezik silyponti

koordinatazasa. Tekintsiik az

v (v, v,03) = (|R1(v)], |Ra(v)], | R3(v)])

2n—5

hozzarendelést.
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4.20. Lemma. Az f fliggvény sulyponti reprezentdciot hatdroz meg.

« /s

két kritériumot. Az els6, v1 + vy + v3 = 1 teljesiil a es lemma miatt.
Be kell még latnunk, hogy minden xzy € E élre és minden z € V\{xz, y} csicsra 1étezik
k € {1,2,3}, amire z;, < zj, és yp < zx. Az xy él benne van valamelyik R;(z)-ben
i = 1,2,3, ugyanis ellenkez6 esetben zy keresztezné valamelyik P;(2)-t. A -as
lemma szerint ha z,y € R;(v), akkor R;(z), R;(y) € R;(v). Ebbdl kovetkezik, hogy
xr; < z; és y; < z; valamely ¢ = 1, 2, 3-ra.
Tehat f tényleg egy stlyponti reprezentaciot ad meg.

O

Lattuk, hogy Schnyder-cimkézésbol hogyan kapunk stulyponti koordinatakat. Tud-
juk tovabba a [£.12}es lemma alapjan, hogy a stulyponti koordinatak a grafot sikba
rajzoljak. Végil megadjuk, hogyan kell rdcsra rajzolni mindezek utan a grafot.

A kiils6 haromszog harom csicsanak sulyponti koordinatai (2n —5,0,0), (0,2n —5,0),
(0,0,2n —5). A tobbi csiics szintén a sajat stlyponti koordinatéai alapjan a abran
lathaté egyenesek metszéspontjaiba kertilhet. Vegyiik észre, hogy az igy kapott leraj-
zolast konnyen attranszformalhatjuk egy racslerajzolassa tgy, hogy a kiilsé haromszog
hérom csticsanak koordinatai a (0,0), (2n — 5,0), (0,2n — 5) legyenek a récson, amik

megegyeznek a méasodik és harmadik sulyponti koordinataikkal.

C C

VAVAVAY N

A B A B

B=(0,8,0), C=(0,0.8), P=(1,3,4).

14. dbra. A sulyponti koordinatak: A=(8,0,0),
=(8,0), C=(0,8), P=(3,4).

Ebbdl a koordinatak a racson: A=(0,0), B
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A tobbi csics koordindtait is megkaphatjuk ezen racson, ha elhagyjuk az els6
sulyponti koordinatajat. Az eredmény egy egyenes szakaszokkal valo lerajzoldsa lesz

a grafunknak a (2n — 5) x (2n — 5)-0s racs pontjaira.

Végil a[I5 abran egy példat mutatunk a Schnyder algoritmusra.

C

Ly

=)

Q
Sy

15. abra. Példa a Schnyder algoritmus futasara.

1. A graf kezdetben.

2. A grafunkhoz tartozé Schnyder-fa, ami alapjan a csticsok silyponti koordinatai:
f(a) = (137070)7 f(b) = (Ov 13v0)7 f(C) = <O707 13)7 f(d) = (1072’ 1)7 f(e) = (2’ 972)a
f(f) = (17 7, 5)a f(g) = (47673)7 f(h) = (57 2’6)7 f(’&) = (7’ 175)'

3. A graf racsra rajzolva.
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5. Outerplanar grafok lerajzolasa

Ebben a fejezetben a kévetkezo problémaéaval foglalkozunk: adott a sikon néhany
rogzitett pont és erre szeretnénk lerajzolni a G sikgrafot egyenes szakaszokkal tgy,
hogy a cstucsok a fix pontokra esnek és az élek tovabbra sem metszik egymast.
Természetesen feltessziik, hogy a pontok altalanos helyzetben vannak, azaz semelyik
harom pont sem esik egy egyenesre. Azonban még ezen feltétel mellett sem igaz, hogy
minden sikbarajzolhat6 graf lerajzolhaté ilyen médon adott pontokra, lasd abra.

16. abra. Az abra bal oldaldn lathaté sikbarajzolhaté graf nmem rajzolhatod le a
jobboldalt 1év6 ponthalmazra.

Azonban azt fogjuk latni, hogy a sikgrafok egy specidlis csaladja esetén a probléma

mégis megoldhato.

5.1. Definici6é (Outerplanar graf). Az outerplanar graf olyan sikgraf, melynek minden

csucsa a kilso tartomdnya hatdaran van.

Gritzmann és tarsai belattak, hogy az outerplanar grafok barmely altalanos helyze-
ti ponthalmazra lerajzolhatéak metszés nélkiil, egyenes szakaszokkal. A lerajzoldshoz
egy O(n?) idejli algoritmust is adtak.

Egyszeri észrevétel, hogy a maximalis outerplanar grafok, azaz azon outerplanar
grafok, melyek barmely tovabbi él behtizasaval mar nem lennének outerplanar gra-
fok belsbleg haromszogeltek. Ezen grafoknak pontosan (2n — 3) éliikk van. Kénnyti
megmutatni, hogy tetszoleges outerplanar graf élek hozzavételével kiegészitheto egy

maximalis outerplanar graffa, igy a tovabbiakban elegend6 ezekkel foglalkoznunk.
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5.1. Tétel. (Gritzmann-Mohar-Pach-Pollack [6]) Legyen G egy n csicsi outerplanar
graf és vegyiink n darab pontot a sikon dltaldnos helyzetben, ezen pontok halmaza legyen
P. Ekkor G lerajzolhato P pontjaira egyenes szakaszokkal igy, hogy élei tovabbra sem

keresztezik eqymadst.

Bizonyitds. Ahogy azt mar emlitettik, elegend6é maximalis outerplanar grafokat, azaz
belséleg haromszogelt sikgrafokat tekinteni. Technikai okokbdl egy ertsebb allitast
fogunk bizonyitani. Ha v; és vy két egymast koveto cstcs a G konvex burkan és p; és
po két egymast koveto cstics a P konvex burkan, akkor G-t lerajzolhatjuk P-re gy,
hogy sikbarajzolt marad, élei egyenes szakaszokkal, és vi-t pi-re, vo-t po-re rajzoljuk.
Csucsszamra vonatkozo indukciéval bizonyitunk. Konnyen lathatd, hogy n = 3
esetben teljesiil az allitas. Legyen G egy haromnal nagyobb csticsszamu graf, melynek
csucsai 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban legyenek vy, wvs, ..., v, és legyen v;
a harmadik cstcsa a vy, ve-t tartalmazé haromszognek. Azt allitjuk, hogy létezik egy

p € P, py és po-tdl kiilonbo6z6 pont a kdvetkezo tulajdonsdgokkal:
a) nincs P-beli pont a py, pe, p altal alkotott haromszoég belsejében,

b) van egy e egyenes, ami P pontjai koziil csak p ponton megy at, elvdlasztja
egymastol pi-et és po-t és pontosan (i —2) P-beli pont van e-nek azon az oldalan,

ami tartalmazza po-t.

Hogy megtalaljuk p-t, elforgatjuk p; és p, altal meghatarozott egyenest p, kortl,
amig nem talalunk egy olyan p’ € P pontot, hogy a pop’ egyenes altal meghatarozott,
p1-et nem tartalmazo félsik pontosan (i — 3) darab pontot tartalmaz, ez az egyenes
legyen €’. Ha a pipop’ haromszog nem tartalmaz P-beli pontot, akkor készen vagyunk
a bizonyitassal. Kilonben a sik pi-et tartalmazé felén valasszuk ki azt a p pontot,
ami minimalizalja a pop1p szoget, igy automatikusan teljesiil a). Azt is tudjuk, hogy
maximum (¢ — 2) pont van a p;p egyenes po-t tartalmazoé felén. Ha elkezdjiik p koriil
forgatni a p;p egyenest, akkor miel6tt parhuzamos lenne e’-vel elér egy olyan poziciét,

amire teljesiil b). Ez legyen az e egyenes (ldsd [L7 4bra).
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17. dbra. Ha n =6 és @ = 5, akkor a v; csticsot majd a p pontra kell rajzolni.

Legyen az e altal meghatarozott p;-et tartalmazoé félsik Hy, a po-t tartalma-
z6 félsik pedig Hy. Az indukcids feltevés alapjan a G-nek a {vy,v3,...,v;} és a
{vi, Vit1,..., v, v1} csicsok altal alkotott részgrafja lerajzolhaté egyenes szakaszok-
kal az élek metszése nélkil H, N P és Hy N P ponthalmazokra ugy, hogy vy, v, és
v; a p1, p2, p pontokon helyezkednek el. A két részgrafot Osszeillesztve megkapjuk

G-nek a megfelel6 lerajzolasat, amivel a tételt belattuk.
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6. Osszegzés

Szakdolgozatomban néhany graflerajzolasi kérdéskort jartunk korbe. El6szor
bemutattuk a Fary-Wagner tételt, mely tetszoleges sikgraf egyenes szakaszokkal
valo lerajzolasat adja meg. Majd a grafok racsra rajzolasardl volt szo; foglalkoztunk
mind a sziikséges, mind az elégséges racsmérettel. A racsméret alsé korlatjardl szolo
tétel bizonyitasahoz egymasba agyazott haromszoghol felépitett grafokat hasznaltunk.
A racsméret fels6 korlatjarol két tételt, Fraysseix-Pach-Pollack, valamint Schnyder
tételét néztitk meg és bizonyitottuk. Mindkét bizonyitas megadott egy-egy algoritmust
a graf optimalis lerajzolasahoz.

A Fraysseix-Pach-Pollack algoritmus fokozatosan épitette fel a grafot, minden 1épésben
kiszamitotta a kanonikus sorrend szerint kovetkezo csics koordinatait, és ha kellett,
modositotta a régi cstucs koordinatait. A Schnyder-algoritmus el0szor meghatarozta a
csucsok sulyponti koordinatait, azok alapjan egy lépésben rajzolta le a grafot.

Az utolsé fejezetben a sikgrafok egy érdekes csaladjaval, az outerplanar grafokkal
ismerkedtiink meg. Végiil bemutattuk Gritzmann és tarsainak tételét, mely szerint
tetszoleges outerplanar graf lerajzolhatd egyenes szakaszokkal adott altalanos helyzeti

ponthalmazra.
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