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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni konzulensemnek, Somlai Gabornak a sok munkajat,
hogy egy szamomra eddig ismeretlen témakorbe beletekintést nyerhettem.
Illetve hélas vagyok, hogy béarmikor rendelkezésre allt, és valaszt adott a
felmeriil6 kérdéseimre.



1. Bevezetd

Az életben konnyen felmeriilhet a kérdés, hogy két dolog hasonlé-e. Igy a
grafelméletben is adodik, hogy vizsgaljuk ezt a problémat.

Ahhoz, hogy eldontsiik két grafrol, hogy izomorfak, vagy kell mutatnunk
ellenpéldat, hogy miért nem lehetnek izomorfak, vagy kell mutatnunk egy
leképezést, ami az egyik grafot a masikba viszi. Az utobbi ellenérzése egy
konnyt feladat, igy a probléma N P-beli. Viszont arrdl, hogy P-beli vagy
N P-teljes lenne, csak sejtéseink vannak. A bonyolultsiganak a vizsgalatat
viszont megtehetjiik tobb modon is. Példaul feltehetjiik, hogy a sajat bonyo-
lultsagi osztalya, vagy vizsgalhatjuk I P(2)-be tartozésat.

A grafizomorfia probléméat vizsgalhatjuk algebrai eszkozokkel is. Az utéb-
bira egy hasznos eszkdz a Cayley graf fogalma, ami egy csoportbol és rész-
halmazabol képez grafot.

A szakdolgozatom célja a Cayley grafok tulajdonsagainak, és rajtuk ke-
resztiil a graf izomorfia vizsgalata. Igy egy grafelméleti betekintés utan,
belatjuk péar kozvetlen kovetkezményét a Cayley graf definiciojanak. Majd
ratériink két Cayley graf izomorfidjanak a problémajara, illetve a Cayley rep-
rezentaci6 fogalmara, amire példat is adunk. Megvizsgaljuk a Cayley grafok
egy csoportositasat, és az automorfizmus csoporton keresztiil bevezetjiik az
Aut(G, S) csoportot. Kimondunk egy fontos tételt, ami a Cl-graf eldonté-
si problémajat megegyezteti egy konjugalési tulajdonsiggal. Bevezetjiik a
normél Cayley graf fogalmat és két példan keresztiil vizsgéljuk a normalis
részcsoport fogalmat. Megnézziik az egyik els6 CI csoportos eredmények
egyikét, végil pedig bemutatunk egy C'I ellenérz6 programot.



2. Grafelmélet

A Cayley grafok témakore a csoportelmélet és a grafelmélet egylittes eredmé-
nye, igy az aldbbi fejezetben elGszor a grafelmélet ehhez sziikséges alapvets
fogalmait fogjuk bevezetni. A fejezet tovabbi részében kitériink a grafizo-
morfia témakorére, majd vizsgaljuk a grafizomorfia nehézségét.

2.1. Grafelméleti fogalmak

A kovetkezdkben felsorolunk par alapvets definiciot, amiket késébb hasznalni
fogunk.

2.1.1. Definicié. Legyen E és 'V halmazok, ahol V tartalmazza a csicsokat.
Tovdbba értelmezzink eqy ¢ : E — {(v,v")|v,0" € V'} leképezést. Ekkor a
G = (p, E, V) harmast iranyitatlan grifnak nevezzik. Ha killonbséget tesziink
(v,0") és (V',v) kozdtt, akkor iranyitott grafrol beszélink. Ha legfeljebb egy €l
fut v és v’ kozott, akkor eqyszerd grdafrol beszélink

2.1.2. Definici6. Adott eqy G = (p, E, V) irdnyitatlan egyszerd grif, ha
minden v # v'-re teljesil, hogy létezik pontosan egy (v,v") él, akkor teljes
grafrol beszélink.

2.1.3. Definicio. Adott eqy G = (p, E, V) grif és eqy v € V csiicsa. Ha egy
él (v,v), tehdat v-bdl v-be fut, akkor azt az élet hurok élnek nevezziik.

2.1.4. Definicio. Adott eqy G = (p, E, V') grif, eqy vo,e1,v1, ..., v, Soroza-
tot sétanak neveziink, ha minden 0 < i < n-re teljesil, hogy p(e;) = (vi_1, v;).

2.1.5. Definici6. Egy G grdf dsszefiiggd, ha minden csicsabol minden csu-
csaba létezik séta.

2.1.6. Definicio. Adott eqy G = (p, E,V) irdnyitott grif és eqy v € V
csucsa. Ekkor a v csicsbdl induld (v,v") élek szamdt kifoknak nevezzik, még
a csicsba futé (v',v) €élek szamdt pedig befoknak. Irdanyitatlan grdf esetében a
két érték megegyezik.

2.1.7. Definicio. Egy G = (V, E) grdfot, k-részes grifnak neveziink, ha a 'V
cstcsok halmaza feloszhato k particiora, hogy minden v,v" € K;-re teljesiil,
hogy (v,v") ¢ E. Tehdt semelyik particion belil nem fut él két csics kozitt.
Ha minden mas csics kozott fut pontosan eqy él, akkor azt teljes k-részes
grafnak hivjuk.



2.2. Graf izomorfia

Az alabbi alfejezben beletekintiink a grafok izomorfia probléméajaba, de ehhez
el6szor sziikségiink lesz a graf izomorfia definicidjara:

2.2.1. Definicié. Legyen G = (¢, E,V) és G' = (¢, E', V') grifok. A két
graf izomorf, ha 3f : V. — V' bijekcid, hogy Ya,b € V, (a,b) € E pontosan
akkor, ha (f(a), f(b)) € E'.

Elsére egyszertinek tiinhet a probléma, hiszen "kis" grafokra konnyen meg
tudjuk hataroznia bijekciot. Példanak vegyiik az alabbi grafokat:

Példa:
A B Ay By Ao Bs
@
Co
@
C D D1 C1 Do

Sorban G, Gy és Gy gréafok.

Itt akir az Gsszes lehetdség végigprobalasara is van lehetGségiink. Igy
talalhatunk egy g : V' — V) bijekciét, ami az els6 graf V' csiicsait a masodik
graf Vi csicsaira képzi. A probalgatas alatt szintén felttinhet, hogy nem csak
1 bijekciot talalhatunk. A masodik grafban a By és Dy, illetve az A; és C
csucsokat felcserélve méas-més bijekciokat kapunk. Tehét két graf kozott tobb
bijekcio is lehet.

Nagy grafok esetén, ha kevés az izomorfia két graf kozott, nem feltétlentil
hagyatkozhatunk a probalgatasra, igy felmeriil a kérdés, hogy van-e vala-
milyen "gyors" algoritmus a graf izomorfia problémara. A valasz az, hogy
altalanos esetben azt se tudjuk a problémarol, hogy P-beli vagy NP-teljes
lenne-e, csak annyit hogy NP-beli. Tehat az altalanos eset helyett, valami-
lyen megszoritasok mellett fogjuk vizsgalni az algoritmusokat.



2.3. Graf izomorfia bonyolultsaga

Ahogy korabban is emlitettiik, a graf izomorfia probléma P-beliségérdl, illetve
NP-teljességérsl nem tudunk. A témakorbe valo elmélyiiléshez sziikségiink
lesz P és NP definiciora, amiket a Turing-gépbdl vezetiink le.

P definidlasa Turing-gépen keresztiil

2.3.1. Definicid. Turing-gépnek nevezzik a T = (k, X, T, «, 5,v) hatost,
ahol:

e k€N, a szalagok szdma

3 <X < 0o, x € X, egy dbécé
IT| < 00, START,STOP €T, az dllapothalmaz

a: Y xT =T, az 4j dllapot dtmenetfiigguénye

B3k x T — 3F, az drds dtmenetfiigguénye

v XFx T — {=1,0,}*, a fej mozgds dtmenetfiigguénye.

2.3.2. Definicié. L-et eqy X feletti nyelvnek nevezziik, ha L C X§, ahol ¥*
a X betdibol képzett véges sorozatok halmaza és o = X\ {x}.

2.3.3. Definicio. DTIME(f(n)) jeléli azon L nyelvek osztdalydt, ahol min-
den L-hez létezik T Turing-gép mely felismeri L-et, és a w € L feladatot
f(w|) lépésben megudlaszolja.

2.3.4. Definicié. P = J;-, DTIME(n")

Tehét a P-be egy polinomiéalis idejd algoritmussal (Turing-géppel) kiszé-
molhat6 problémak tartoznak.
NP definidlasa Turing-gépen keresztiil

2.3.5. Definicio. Nemdeterminisztikus Turing-gépnek nevezzik a T = (k, 3, T, @)
négyest, ahol:

e ke N, a szalagok szama
e 3< X < oo, x €X, eqy dbécé
o |I'| <00, START,STOP €T, az dllapothalmaz



e & C (XF xT) x (XF xT x{=1,0,1}%), az dtmenetreldcio.

2.3.6. Definicio. NTIME(f(n)) jeloli azon L nyelvek osztdlydt, melyekhez
létezik egy T Nemdeterminisztikus Turing-gép, amely L-et felismeri f(|w])
lépésben, minden mdst elutasit.

2.3.7. Definicié. NP =J;2, NTIME(n")
Tehat NP-be a polinomiélis id6ben leellenérizhets problémék tartoznak.

A matematika egy nagy kérdése, hogy P = NP igaz-e, de ebbe nem fo-
gunk belemélyedni itt. A grafizomorfia probléma bonyolultsdganak a P-be
tartozasa, illetve NP-teljességének vizsgalata helyett két masik f6bb irdnyza-
tot vizsgalunk meg. [6]

2.4. Izomorfia-teljes

Az els6 otlet a grafizomorfia bonyolultsaganak a vizsgalatara, hogy a sajat
bonyolultasi osztalyaként kezeljiik. Az oOtlet legnagyobb elénye, hogy igy
tudjuk vizsgalni, mely mas feladatok tartoznak a bonyolultsagi osztalyaba.

Az 6tlet megsziiletése 6ta tobb problémardl is sikeriilt belatni, hogy po-
lionimélisan egyenléek a graf izomorfia probléméval. Egy ehhez kapcsolodo
érdekes eredmény Mathon [12] nevéhez kotsdik, aki bemutatta, hogy két
graf kozotti izomorfidk szama Izomorfia-teljes. Az eredmény érdekessége on-
nan adodik, hogy az eddigi megfigyelések alapjan az NP-teljes problémak
megszamlalési feladata sokkal bonyolultabbnak tiinik, mint az eldontési fel-
adatuk.

Szintén Mathon nevéhez kapcsolodik egy graf automorfizmusrol belatott
eredmény is, még pedig hogy a nem trividlis graf automorfizmusok megszam-
lalasi feladata egyenértéki a grafizomorfia feladattal.

Sok mas eredmény is sziiletett a témakorben, de az alabbiakban mar csak
egyet emeliink ki. A probléma kiilonlegessége, hogy az alabbi nem egy graf-
elméleti probléma.

Vegytink két term-et, melyeknek lehetnek asszociativ és/vagy kommu-
tativ fiiggvényei, illetve lehetnek kommutativ valtozo-kots operatorjai. A
két term ekvivalencidjara vonatkozo eldontési probléméarol Basin [2] belatta,
hogy Izomorfia-teljes.



2.5. NP altalanositasa

A maésodik otlet, hogy az eddig hasznalt NP deffinicié helyett, vagyis hogy
polinomiélis idében ellenérizheté problémék osztalya, egy 1j megkozelitést
hasznéljunk.

Tegyiik fel, hogy van egy kell6en erés gépiink, ami meg tudja oldani a
feladatunkat. Ekkor ez a gép ad egy bizonyitékot is, amit leellenérziink
polinomidlis id6ben egy méasik géppel.

Az utébbi gondolatmenet ismerGs lehet, hiszen itt az ellenérzé gépiink az
NP osztalyra utal. Ha pedig nem sziikséges kommunikacio a két gép kozott,
akkor pedig a P osztaly juthat esziinkbe.

Eddig csak a 0 és 1 darab kommunikaciorol beszéltiink, de jogosan fel-
meriil a kérdés hogy mi torténik ha tobbet is megengediink? Igy eljutunk
egy 4j IP osztalyhoz [7], ami Interaktiv Polinomidlis id6t jelent, arra utalva
hogy tobb kommunikaci6 is megtorténhet a gépek kozott, egészen pontosan
polinomiélis szamit engediink meg. Fontos megjegyezni, hogy csak bizonyos
valoszintiség mellett varjuk el a jo valaszt. IP(k)-val jeloljik azon eseteket,
ahol megszoritjuk a kommunikaciok szaméat k-ra. Egy ehhez tartoz6 ered-
mény Goldwasser, Micali és Rackoff [§] nevéhez kotddik, hogy a graf izomor-
fia probléma IP(2)-beli. Ezzel is el6segitve, hogy jobban el tudjuk helyezni a
graf izomorfia nehézségét.
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3. Cayley grafok izomorfiaja

Ahogy korabban is lathattuk, a graf izomorfia egy sokkal nehezz probléma,
mint ahogy az els6nek tiinhet. Most attériink a probléma vizsgalatéra algeb-
rai eszkozokkel a Li[10] attekintése alapjan. Fontos megjegyezni, hogy véges
Cayley grafokrol fogunk beszélni.

3.1. Csoportelmélet

A Cayley grafok témakore tobb alapvetd csoportelméleti fogalomra és a de-
finiciojukban szerepld tulajdonsagaikra is épitkezik, igy az atlathatosag ked-
véert felsorolunk parat. [4]

3.1.1. Definicié. Eqgy G nem tres halmaz csoport, ha értelmezett rajta eqy
* bindris mivelet, a kovetkezd hdrom tulajdonsdggal:

o Tetszdleges a,b,c € G elemkre teljesiil, hogy (axb)xc = a*(bxc), tehdt
asszociativ.

o Létezik n € G elem, amire tetszdleges a € G elemre teljesiil, hogy
n*a=a*n =a, tehat G tartalmaz neutrdlis elemet. Szokds identitds
elemnek 1s hivni és id-vel jeldlna.

o Tetszdleges a € G elemre ésn € G neutrdlis elemre teljestil, hogy létezik

a ! € G inverz elem, melyre ™ xa =axa ! =n.

3.1.2. Definicid. Legyen G csoport. Ha S részhalmaza G-nek €s csoport
a G-beli miveletekre nézve, akkor S C G-et G részcsoportjinak hivjuk. Ha
nem vdrjuk el, hogy csoport legyen, akkor részhalmaznak nevezziik.

3.1.3. Definici6. Legyen (G, *¢) €s (T, xr) két csoport, ¢ : G — T leképezés
és g1, g2 € G tetszdleges elemek, ekkor ha teljesiil, hogy

w91 %c g2) = (1) *1 ©(g2)
tehdt mivelettarto, akkor homomorfizmusrol beszéliink.

3.1.4. Definici6é. Legyen G egy csoport, ami hat eqy S halmazon. FEkkor
s € S elem stabilizdtoranak hivjuk az aldbbi halmazt:

Gy ={9€Glg-s=s},

tehdt G azon elemeinek a halmaza, amelyek helyben hagyjdk s-t.
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3.1.5. Definicié. Egy G permutdcio csoportot S halmazon requldrisnak hi-
vunk, ha minden si,s9 € S elemre létezik g € G elem, hogy g - s1 = So, tehdt
tranzitiv, és pontosan eqy ilyen elem létezik.

3.1.6. Definicid. Legyen G és T csoportok, és legyen ¢ egy homomorfizmus
T-b6l Aut(G)-be. FEkkor a G x T szorzatot szemi-direkt szorzatnak hivjuk,
ahol az 1ij csoport elemei g € G ést € T csoportok elemeinek rendezett (g,t)
parjai €s a csoportmivelete:

(91,t1)(g2,t2) = (g1p1,(91), tata), ahol g1,92 € G és ty,ty € T.

3.2. Cayley grafok

A mér hamarabb megismert izomorfia problémét vizsgalnank Cayley grafok

c stz

esetén, de ehhez elGszor sziikségiink lesz a Cayley graf deffinicijara.

3.2.1. Definici6. Adott eqy G csoport és ennek eqgy S C G részhalmaza.
Ekkor az ehhez tartozo irdnyitott Cayley graf a Cay(G,S), ahol a csicsok a
G elemei, és v-bol pontosan akkor fut él w-be, ha wv=! € S,

A definiciobol adodik par konnyen belathato tulajdonsag:
3.2.2. Kovetkezmény. Egy Cay(G,S) grdf minden csicsinak a kifoka |S)|.

3.2.3. Allitas. Pontosan akkor dsszefiiggd eqy Cay(G, S) grdf, ha az S rész-
halmaz elemei generdljak G-t.

Bizonyitds: Mivel S elemei generaljak G-t, G minden eleme felirhato S
elemeinek egy kombinaciojaként, igy ezeket felhasznalva tudunk mutatni sé-
tat és igy Osszefliggd a graf. A masik iranyhoz, mivel minden (v, w) élre
(v,w) € S a Cayley graf definicidja alapjan, a séta mentén kapunk S eleme-
inek egy kombinaci¢jat, igy definicié alapjan S elemei generaljak G-t. m

3.2.4. Allitas. Egy S részhalmaz pontosan akkor tartalmazza G neutrdlis
elemét, ha Cay(S, G) minden csicsihoz tartozik hurok él.

Bizonyitds: Ha minden cstcshoz tartozik hurok él, akkor minden g € G-re
gg~! € S, ami a neutralis elem definicidja. Ha S tartalmazza G neutralis
elemét, akkor minden g € G-re fog futni (g, gn) = (g,9) él, igy pedig hurok
élt kapunk minden cstcsra. O

3.2.5. Allitas. Ha minden s € S elemre s~ € S, akkor a Cay(G,S) grdf
tekinthetd irdnyitatlannak is.

12



Bizonyitds: Egy tetszéleges g € G-re legyen w™' olyan, hogy gw™! € S,
mivel az inverze is benne van (gw™')~' € S. Ekkor

(g’wil)*l — (’w*lg)fl — (wfl)flgfl — wgil.
Igy van (g,w) és (w,g) irdnyitott él, amit Gsszevonhatunk egy irdnyitatlan
élbe. O

3.3. Cayley grafok izomorfia problémaja

Most hogy definidltuk a Cayley grafokat, adodik a kérdés, mikor izomorf két
Cayley graf. Az alabbi részben ezzel a problémaéaval fogunk foglalkozni.

3.3.1. Definicio. Legyen Cay(G,S) és Cay(G',S") két Cayley grdf. Ekkor
?

a Cay(G, S) = Cay(G', S") problémdt a Cayley grdf izomorfia problémdjanak
hivjuk.

3.3.2. Definicid. Legyen I' = (V, E) egy irdnyitott graf, ahol V a csicsok,
az E pedig az élek halmaza. Ekkor ' eqy Cayley grdf, ha létezik G csoport és
S C G részhalmaza, hogy I' = Cay(G,S). Ahol V' elemeit megfeleltetjik G
elemeivel, és minden e € E é€lre, ahol e = (g1,92) €s g1, g2 € G, teljesiil hogy
G297t € S. Ekkor a (G, S) pdrost a T' grdf Cayley reprezentdcidjinak hivjuk.

Az utébbinal felmeriilhet a kérdés, hogy egyértelmi-e egy Cayley repre-
zentacio. Ehhez vizsgaljunk meg egy példat.:

Példa: Legyen I' = K, az n cstcsd iranyitatlan teljes graf. Ekkor bar-
milyen n-ed rangt G csoportra és S = G\ {id} részhalmazara teljesiil, hogy
Cayley reprezentécioja I'-nak, ahol id a neutralis elem.

A példabol lathatjuk, hogy tobb Cayley reprezentacioja is lehet egy adott
I' grafnak. Egy adott I'-ra az 6sszes Cayley reprezentacié meghatarozasanak
a problémajat Cayley reprezentacios problémanak hivjuk.

Mivel egy Cayley reprezentacié nem egyértelmi felmeriilhet a kérdés, hogy
mikor tekintiink két Cayley reprezentaciot ekvivalensnek?

3.3.3. Definicio. A I' = (V, E) grifnak a (G,S) és (G',S") Cayley repre-
zentdacioit ekvivalensnek tekintjik, ha létezik o € Sym(V) permutdcio, ami
izomorfizmust indukdl G és G' kézétt, illete S° = S'. Ahol a Sym(V) a V
onmagdra vett osszes bijekciojanak a halmaza a fiiggvénykompozicioval elldt-
va.
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A definici6 kévetkezménye, hogyha (G, S) és (G',S’) ekvivalens Cayley
reprezentaciok, akkor GG és G’ izomorf csoportok.

3.3.4. Definicioé. Legyen I' = (V, E) Cayley graf. AV csicshalmazon vett

permutdciot automorfizmusnak nevezzik, ha megtartja I csics-szomszédsagi

viszonydt, tehdt minden (v1,ve) € E élre és o automorfizmusra (o(vy),0(vs)) €
E is €l, ahol o(vy),0(ve) € V. AT dsszes automorfizmusdnak a csoportjdt

Aut(T")-val jelolyiik.

Vegylink egy szokasos (G, S) parost és egy I' = (V, E) grafot. Tegyiik fel,
hogy a I' grafunk egy Cayley grafja a (G, S) parosnak és feleltessiik meg V-t

G-vel. Ekkor Aut(I') tartalmaz egy G részcsoportot, amit a jobb oldali G
csoport mitivelete indukal, tehat

Vge@—regrx%xg,%cev.
A G részesoportot a G csoport regulris reprezentaciojanak hivjuk.

Legyen g = 271 € G és x,y € V tetsz6leges elemek, ekkor

g(z) =za7ly =y
tehat § z-et y-ba képzi és igy G tranzitiv V-n. Ezen feliil Aut(T') tranzitiv
V-n és a Cayley grafok csucs-tranzitivak. Mivel g = 2719 a G egyetlen
eleme, ami z-et y-ba képzi, igy G regularis részcsoportja Aut(I')-nak. Mivel
a Cayley grafok csucs-tranzitivak, ezért ha egy Cay(G,S) Cayley graf nem
osszefiiggd, akkor az Osszes komponense (amik kozott nem fut él) izomorf a
Cay((S), S) grafra, ahol (S) az S elemei altal generalt csoport. Igy adodik
az alabbi allitas:

3.3.5. Allitas. Egy irdnyitott T grdf eqy Cayley grifia G csoportnak pontosan
akkor, ha Aut(T') tartalmaz egy részcsoportot, ami izomorf G-re és requldris
V-re.

Az utobbi allitas bizonyitasa Sabidussi [13] nevéhez kotddik és Gsszekoti
a Cayley reprezentécios problémat az Aut(T") vizsgalataval.
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3.4. Cayley izomorfia K, grafokon

s sz

Az alabbi fejezetben a K, grafok Cayley reprezentaciojat fogjuk vizsgélni
példaként. K,, p-val jeloljik azt az iranyitott teljes k-részes grafot, ahol m a
particiok mérete, illetve m, k € N pozitiv egész szamok. Példaul K, 3 grafja:

K273 gréfja,

3.4.1. Allitas. Egy G csoportnak pontosan akkor létezik Cayley grifja ami
izomorf K, y-ra, ha G m - k-ad rendd és létezik m-ed rendi részcsoportja.

Bizonyitds: Legyen G egy n-ed rendd csoport, Gy C G egy m-ed rendi
részesoport és S = (G \ Gy), tehat azon G-beli elemek halmaza amelyek
nincsenek benne Go-ban. Ekkor a Cay(G,S) graf izomorf a teljes k-részes
Ko grafra, ahol k = n-m™!. Legyen S, egy n € N-ed foku szimmetrikus
csoport, ami a (1,2,3,---,n) permutécios csoportja, ekkor mivel Aut(I") =
Sk % Sy, ahol S a k darab blokk kiilon-kiilon vett bels§ permutacioi és Sy
a blokkok permutaciéi. Igy a K, kifejezheté mint egy Cayley graf minden
n rendt csoportra, aminek van egy m rendd részcsoportja.

A mésik irdnyhoz tegyiik fel, hogy I' = (G, S) egy Cayley reprezentacioja
a K, grafnak. Ekkor a k részei K,,;-nak egy Aut(I')-invarians particiot
hataroznak meg V-n, hiszen egy adott k; blokkban 1év6 cstics semelyik mas
csticesal nines 6sszekotve k; blokkban, de minden més csiccsal igen. Mivel
a particio Aut(T')-invarians, ezért G-invarians is, hiszen G C Aut(T'). Ekkor
minden k; blokkra igaz, hogy a Gy, = {j € G|k? = k;} stabilizator egy m-ed
rangu részcsoportja G-nek, igy van karakterizacionk G-re. ]
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4. Cl-grafok

Az alabbi fejezetben azokat a Cayley izomorfia problémékat fogjuk vizsgélni,
amik ugyan arra a csoportra hatnak.

Legyen szokasosan G csoport, S C G részhalmaz és Cay(G,S) a Cayley
graf. Mivel ugyan azon a csoporton dolgozunk a Cay(G’, S’) esetén G = G'.
Ha S’ = S a probléma megoldasa trivialis, igy a tovabbiakban feltessziik,
hogy a két részhalmaz kiilonb6z6.

Vegyiik G egy o automorfizmusat és legyen S’ = S?. Ekkor ¢ indukal
egy izomorfiat Cay(G,S) és Cay(G,S") kozott. Az utobbi gondolatmenet
ismerds lehet a|3.3.3tas Definiciobol, annyi kiilonbséggel, hogy itt ugyan azon
a G csoporton dolgozunk.

Felmeriilhet a kérdés, hogy lehetséges-e hogy létezik izomorfizmus Cay(G, S)
és Cay(G, S") kozott, de nem tudunk mutatni o altal indukalt izomorfiat S-
bl S’-be? A valasz roviden igen, de erre biivebben nem tériink ki.

Tehat itt csak azokrol az esetekrdl beszéliink, ahol létezik o € Aut(QG)
automorfizmus, hogy S = 5’.

4.0.1. Definicié. Egy Cay(G,S) grafot G Cayley izomorfia grafjinak hiv-
juk, ha tetszdleges Cay(G,S") grifra teljesil, hogy ha Cay(G,S) izomorf
Cay(G, S")-val, akkor létezik o € Aut(G) automorfizmus, amire S7 = 5'.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért Cayley izomorfia grdf helyett
Cl-graf roviditést fogunk hasznalni.

A definiciobol adodik egy kérdés: G mely Cayley grafjai Cl-grafok? A kér-
désre a [7| fejezetben mutatunk egy algoritmust, ami eldonti, hogy egy adott
Cayley graf rendelkezik-e a CI tulajdonsaggal.

A kovetkezSkben megnézziik par kovetkezményét a definicionak.

Tegyiik fel, hogy Cay(G, S) egy Cl-graf, ekkor ahhoz hogy eldontsiik egy
Cay(G,S") grafrol, hogy izomorf-e Cay(G, S) grathoz, csak azt kell belat-
nunk, hogy létezik o € Aut(G) automorfizmus, ami S-t S’-be képzi. Az egész
Aut(G) meghatarozasa egy nehéz probléma, de egy ilyen o automorfizmus
létezésének a meghatarozasa altalaban egyszeriibb.

Legyen G egy csoport, ekkor minden I' = Cay(G, S) grafra és minden

16



o € Aut(G)automorfizmusra I'7 is egy Cay(G, S7) Cayley graf, igy Aut(G)
hatva G-n indukal egy miiveletet a G Cayley grafjainak a halmazan.

4.0.2. Definicio. Legyen I' = Cay(G,S) grdif és S C G csoportok. Ek-
kor a ZSO(G,T)-val jeloljik G azon Cayley grdafjainak a halmazdt, amelyek
1zomorfak T'-ra.

Felhasznalva az utobbi, illetve a Definiciot az alabbi allitashoz ju-
tunk:

4.0.3. Allitas. Egy I' = Cay(G, S) grdf Cl-grdfja G-nek pontosan akkor, ha
Aut(G) tranzitiv ZSO(G,T)-n.

Ekkor a részcsoportja Aut(G)-nek, ami rogziti I'-t az
Aut(G,S) = {o € Aut(G)|S? = S}.

Az Aut(G, S) egy részcsoportja I' automorfizmusainak, és Aut(G, S) min-
den eleme fixalja G normalelemét. Ezért Aut(G,S) egy részcsoportja a G
normal elemének megfelel§ cstics cstcs-stabilizdtoranak.
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4.1. Kritérium CIl-grafokra

Eddig a grafizomorfia problémat grafelméleti és csoportelméleti eszkozokkel
vegyesen vizsgaltuk. Viszont a kovetkezs tételliink a Cl-graf eldontési prob-
léméat atalakitja egy csak csoportelméleti problémara.

4.1.1. Tétel. Legyen I' egy Cayley grifja eqy véges G csoportnak. Ekkor T’

pontosan akkor Cl-grifia G-nek, ha minden reguldris részcsoportja Aut(T')-

nak, amik izomorfak G-re, konjugdlnak.

Az itt szerepld bizonyitas Li bizonyitasa[l()], Babai bizonyitasa[l]| alapjan.
Bizonyitds: Legyen G a reguléris reprezenticioja Aut(I')-nak, Sym(G) a

szimmetrikus csoportja G-nek és G egy tetszdleges részcsoportja Aut(I')-nak,

ami izomorf G-re és regularis G cstcshalmazan.

Az els6 iranyhoz azt tessziik f6l, hogy I' a G Cl-gréfja, Mivel G minden
regularis reprezenticidja permutacié izomorf, létezik p : G — G és p €

Sym(G) bijekcio, hogy:
Vg € G ¥y € Gre (¢°) = (9)7" = gp = p*.
Mivel p bijektiv, ezért vehetjik az inverzét p~-t. Elszor p~l-val balrol
szorozva, majd alkalmazva G-re, az alabbit kapjuk:
—1 A N ~ ~ ~

plap = ppg? I= plgp = 3¢ S G = plGp = G = G
Legyen . = prl, ahol ¥ cstcsainak a halmaza G és tartja I' cstics-szomszédséagi
viszonyat. Ha alkalmazzuk p-t Aut(3)-ra:

Aut(X)? = p~ 1 Aut(Z)p = Aut(T)

Felhasznalva, hogy G < Aut(T') a Allitas szerint ¥ egy Cayley grafja

G-nek. Felhasznélva a feltevésiinket létezik o € Aut(I') automorfizmus, ami
izomorfizmust indukal I' és ¥ kozott. Ekkor felhasznélva, hogy ¥ = T '
re—x=Tr' =T% =T,

1

Tehat op egy automorfizmusa I-nak. Igy G-re alkalmazva:
Gov = Golov — Gv = G

Tehat G és G egymaés konjugaltjai Aut(I")-ban, és mivel G tetszéleges regu-
laris részcsoportja volt Aut(I')-nak az elsd iranyt belattuk.
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A masodik irdanyhoz azt tessziik fol, hogy minden G-re izomorf regularis
részcesoportjai az Aut(I')-nak egymas konjugaltjai. Legyen ¥ egy I'-ra izomorf
Cayley grafja G-nek, és ¢ egy izomorfia X és I' kozott. Mivel 3 és I' Cayley
grafjai G-nek, ezért ¢ € Sym(G) és a G¥ konjugacié regularis G-n. Mivel
G < Aut(¥), G-ra alkalmazva ¢-t, a G¥ < Aut(D)-t kapjuk.

Ezutan felhasznalva a feltevésiinket, létezik o € Aut(I"), hogy:

Ge = G = Gor = G

Igy po~! € Sym(G) és normalizalja G-t. Tehat wo~! indukél egy automor-
fizmust G-n. Mivel ¢ egy izomorfizmus ¥ és ' kozott, és o~ € Aut(T), a

ot is izomorfizmus Y és I kozott, ezzel belattuk a masodik iranyt. O

A Tétel fontos szerepet jatszott a véges Cayley grafok izomorfia
vizsgélataban. A felhasznaldsanak a bemutatasara mutatunk egy példat a
DG RR-re vonatkozban.

4.1.2. Definicié. Legyen I' = Cay(G, S) és Aut(I') = G, ekkor az irdnyitott
I' grdafot a G irdanyitott grafikus regquldris reprezentdciojanak hivjuk és DGRR-
el jelolyiik.

A DGRR-t szokds DRR-el is jelolni, a digraphical reqular reprezentation
elnevezés utan.

Alkalmazzuk a tételt a DG RR definicidjara. Mivel G definici6 szerint
regularis azt kapjuk, hogy ha egy I' egy DG RR-je G-nek, akkor I' egy CI-
grafja G-nek.

A DGRR kapcséan eljuthatunk a normal csoportok fogalmahoz.
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5. Normal Cayley grafok

5.0.1. Definicié. [/ Legyen G csoport és S € G részcsoportja. Ekkor S-t
a G normdl részcsoportjanak hivjuk és S < G-vel jeldlyiik, ha S egqy tetszdle-
ges elemét conjugdlva a G eqy tetszdleges elemével, eqy S-be tartozo elemet
kapunk.

A definicioban a G-t megfeleltetve Aut(I)-val és S-t megfeleltetve G-vel
a Cayley gréafok egy 1j tipusahoz érkeziink.

5.0.2. Definicié. [10] Egyl' = Cay(G,S) grdfot G normdl Cayley grdfjdnak
hivunk, ha G' normdl részcsoportja Aut(I')-nak.

Igy minden DGRR, a Aut(T') = G miatt, egy normalis Cayley graf.

A kovetkezdkben jeloljik @,-el az n dimenzios hiperkockat, ahol példaul
n = 2 esetén a négyzetet, illetve n = 3 esetén az ismert kockat kapjuk.

5.0.3. Definicié. [} Ha eqy G csoportot generdlja egy eleme, akkor ciklikus
csoportnak hivjuk és Z,-el jeloljik, ahol n a csoport rendje.

Felhasznalva a generélas definiciojat, adhato egy masik definici6 is a cikli-
kus csoportokra: Ha egy G graf minden eleme elGall egy g € G elemének egy
hatvanyaként, akkor G egy ciklikus csoport. Az utébbi definicié miatt szokas
Z, elemeit a Z, = {1,g',¢% -+ ,¢" "'} modon is jeldlni, ahol 1 a neutralis
eleme G-nek.

Példa: Vegyiik Z, és Z4 Cayley grafjait g generalo elem mellett.

Cay(Zy, {g}) Cay(Zs,{g})

A kovetkezdkben bevezetjiik a direct product-ot és 6sszehasonlitjuk Zs x
ZQ és Z4—€t.
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5.0.4. Definicio. [J] Legyen G és H csoport. Egy ij M csoportot a G és
H direct product-janak hiviuk és G x H-vel jelélyiik, ha az M csoport elemei
rendezett parok G €s H Descartes szorzata alapjdn, €s az uj csoport mivelet
pedig a (g,h) X (¢, ') = (g*c¢ ¢, h*u 1), ahol x¢ a G csoport mivelete és
* a H csoport mivelete.

Most vegyiik zo € Zy, 2z € Z)y és z4 € Z4 generalod elemeket és vizsgaljuk
meg a Cay(Zy x Z, {(22,1), (1,25)}) és a Cay(Zy, {2, 2, *}) Cayley grafokat.
Az egyszertiség kedvéért 6sszevonjunk az iranyitott éleket iranyitatlanna.

(227 1) (22, 23) (24)? (24)?
(1 1) (1,2) ()
Cay(Zy x Zy,{(22,1),(1,25)}) Cay(Zs, {24, 2,*}) (> Hiperkocka

Ahogy lathatjuk a Cay(Zy x Z,{(22,1),(1,25)}) és Cay(Zy,{zs, 2,'})
Cayley grafokkal abrazolhatjuk a (), hiperkocka grafjat. Ez 6nmagaban nem
egy izgalmas eredmény, de ha megvizsgaljuk a két példankat a [5.0.2] defini-
ci6 alapjan egy érdekes allitashoz jutunk. El&szor is sziikségiink lesz a (D
hiperkocka automorfizmus csoportjara, Aut(Q)s)-re.

Aut(Q)-) meghatarozasa

Egy négyzet szimmetriainal a forgatas és tiikrozés konnyen adodik. Jeloljiik
r-el a 90°-os forgatast, és m-el a ()5 egy atlojara vald tiikrozést. Mivel a ne-
gativ iranyba vald forgatasok kifejezehetk a pozitiv iranyba valo forgatasok
ismétlésével, és barmely tiikkrozés kifejezhets az m atlonkra valo tiikrozés és
a forgatasok kombinaciojaként, az aldbbi tablazatot kapjuk:
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id r r? rs m  mr mr® mr

id id r 2 3 m  mr mr® mr’
r r r? r3 id mr* m  mr mr

2 r? rs id r omr: o mrd mr

rs r3 id r 2 mr mr: mrd mr
m m  mr mr: mr® id r r? r3
mr | mr mr? mr* m 3 id r r?
mr? | mr: mrd m omr  r? r3 id r
mrd | mr* m omr mr®  r r? r3 id

Ezt a tablazatot Cayley tablazatnak hivjuk és egy csoport strukturdjat
mutatja be. Mivel egy n rendd csoportnél (n+ 1)(n + 1)-es a tablazat, ezért
nagyobb csoportoknal idGigényes a hasznélata, de szép képet tud adni egy
csoportrol.

Mivel a tablazatban nem szerepel mas elem, mint a megadott 8 darab (a
tablazat elss sora), a (r,m : r* = m? = id,rm = mr~') generélja Aut(Qs)-t,
ami a D,. Altalanosan egy szabalyos n-szg szimmetria csoportjat diéder
csoportnak hivjuk és D,,-el jeloljik. Tehat az Aut(Qs):

Aut(Qo) = {id, r, v, 73, m, mr,mr*, mr3}.

Igaz e, hogy Zg qAut(Q9)?

jeloljiink Z2-vel és definicio alapjan:
Vz e Z%—re Zix > az,Ve € Zy X Z
Legyen a € Aut(Qs) és 2 € Z2, igy Z% a4 Aut(Q9)-hoz:
Va,2re: a‘2a € 22

Mivel Aut(Q)y) elemei elGallnak r és m kombinacioiként, illetve felhasz-

nalva, hogy mrt = r='m, m™' = m és (mr")™! = mr’. Ha tudjuk hogy

m~'2m € Z2 teljesiil minden Z-re:

, A . . . . A RN
(mr)=12(mrt) — mrizmrt — (r) Y m ™ im)rt — (r) 712t € Z32
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Tehat ha tudjuk a tiikrozésrsl hogy megfelels, akkor elég csak a forgatasokat
vizsgalni.

Mivel a csoport minden eleme el6all a generator elemeinek egy kombiné-
civjaként, elég a generdtokat vizsgalni.

Bizonyitdas: Legyen g; a generdtorja G-nek és g € G egy regularis rep-
rezentacidja. Mivel a regularis reprezentacié egy automorfizmus, a képe is
G-be tartozik. Igy ha g; a g;-vel valo jobboldali szorzas, akkor:

gi s x> xg = gi  xgi = (2g1)gi = 197 = gi : xg] = (2g7)g: = xg] = -
Tehat g; ismétlésével els tudjuk allitani az G 6sszes elemét. O]
Tovabba Z;Q elemeire gondolhatunk tigy, mint:
e x(1,1), az identitas

o x(29,1), egy m titkrozés, mivel a tiikrozések forgatéassal atvihetsk egy-
masba

o x(1,2}), egy r’-el elforgatott m tiikrozés, tehat mr?
o x(29,2}), egy r? elforgatas.
Elészor vegyiik a x(z, 1) elemet r* forgatasra és m tiikrozésre:
o (r')"'mr' =mr¥, ami (mod 4) mellet, vagy m vagy mr?, amik elemei
Z2-nek
e mmm = m, ami eleme Z%—nek.
Mésodszor vegyiik (1, z) elemet ' forgatésra és m tiikrozésre
2i+2

o (r')ytmrirt = mrit?rt = mr ami (mod 4) mellet, vagy m vagy

mr?, amik elemei Z2-nek

~

o mmr*m =mr=2, ami (mod 4) mellet mr? ami m eleme Z2-nek.

Tehat a ()5 normal cayley gréafja Z>-nek.

Igaz e, hogy Z, qAut(Q2)?

Az el6z6 esethez hasonloan jarunk el. Legyen Zya Zy reguléris reprezenta-
cidja és z, € Z4 egy elem.
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Itt az ttinhet fel, hogy a Z, elemei a forgatashoz hasonlitanak:
e x1, az identités
e xq, egy r forgatés
o x¢*, egy r? forgatas
o «¢3, egy r® forgatas
Vegyiik a *q elemet 7 forgatésra és m tiikrozésre:
2i+1

o (r)lrrt =7 ami (mod 4) mellet, vagy r vagy r3, amik elemei

24-nek

e mrm =mmr~' ami (mod 4) mellet 73, ami eleme Z;-nek.

Tehat a Z; normal részcsoportja Aut(Qs)-nek, igy a Q2 mnormal Cayley
grafja Z,-nek.

Hogy jobban lathato legyen, hogy mi térténik a konjugélas kézben, egy
4bran is megmutatjuk a m~!(xq)m konjugalasra. Eredetileg az 6sszes pontra
hatna, de az atlathatosag kedvéért csak egy pontra abrazoljuk.

m m m
1 —————@
* m~(xq) m~! (xq)m

Mivel itt maga a regularis reprezentéciot tiikrozziik, csak az éleket kell tiik-
rozniink m-re.

Most vegyiik a Zy X Z, grafot és vizsgaljuk ra, hogy normél Cayley grafja-e
Zoy X Zy-nak, vagy Z,-nek. Ekkor azt kapjuk, hogy Z5 X Z5-re normal, viszont
Zy-re nem. [14]

Tehat a vizsgalatbol adodik, hogy I' = Cay(G, S) esetén, hogy a I normal
Cayley grafja legyen G-nek, nem csak a G-t6l, hanem I'-tol is fiigg.
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Sok eredmény sziiletett a normél Cayley grafok témakdrében, elGszor is
alkalmazzuk a tételt normal Caylok grafok esetén, ekkor az alabbit
kapjuk.

5.0.5. Kovetkezmény. [10] Legyen G egy véges csoport és T normdl Cayley
griafja G-nek. Ekkor T pontosan akkor Cl-grdfja G-nek, ha G az egyetlen
requldris részcsoportja Aut(I')-nak, ami izomorf G-re.

5.0.6. Tétel. [10] Legyen G egy véges nem kommutativ csoport, gy hogy
tartalmaz egy g elemet, ami nem konjugdl g=*-hez és legyen S = {x 'gzx|r €
G}. FEkkor a Cay(G,S) grdf normdl Cayley grif, de nem CI-grdf.

Ez a tétel alapjan tudunk szerkeszteni iranyitatlan normél Cayley grafo-
kat, amik nem Cl-grafok.
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6. A.Adam sejtése n = p esetén

Az alabbi fejezetben megvizsgalunk egy A.Adam [I5] altal felvetett elégséges
feltételt egy grafrol és a hozzé tartozo sejtését. Tovabba belatjuk a sejtésrél
Djokovic [3] bizonyitasa alapjan, hogy prim n esetén igaz.

6.1. Elégséges feltétel és a sejtés egy mas formaja

Az emlitett grafot definialjuk az alabbi mdédon:
Legyenek 0 < k1 < ko < -+ < ky,, < n egész szamok. Legyen G, (k1,- -+, ky)
iranyitott graf a P, --- , P, cstucsokkal, ahol P-bdl fut él Pj-be, ha

H,0<t<n:k =j—i (modn).
Példa: Legyen k =2 ésn =5, igy az élek i = j — 2 (mod n).

Py

Py Ps

G5(2) graf
Legyen G (ky, - km) és G'(K},--- k) grafok. Ekkor A.Adam elég-
séges feltétele, hogy ha G, (ki, -, kn) és Gl (k},--- k) izomorf, akkor

» ' m

kell hogy létezzen 0 < r < n ami relativ primje n-nek, és o permutacio-
ja {l,--- ,n}-nek, hogy ki = rk;) (mod n).

6.1.1. Sejtés. Ez nem csak elégséges, hanem sziikséges feltétel is.

6.1.2. Allitas. Ha n prim, akkor az dllitds nem csak elégséges, hanem sziik-
S€ges 1s.

A tovabbiakban jeloljiik S(x)-el egy véges nem negativ egész szamokat
tartalmazé halmaz polinomjat ahol S(z) = > .q2° |S|-el az S halmaz
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rendjét. Legyen Z, = {0,1,--- ,n — 1} egy gytird a (mod n)-es Gssze-
adassal és szorzassa, és jeloljik z; x zo-vel 21,20 € Z,, szorzatat. Legyen
N ={0,1,--- ,n—1} C Z,, ekkor Z, invertalhato elemeinek az M multip-
likativ csoportja hat N részhalmazainak a halmazan. Egy a € M mivelet
K C N-n az alabbi moédon definialunk:

K% axK={axklke K}.

Ekkor felttinhet, hogy egy ilyen a mivelet nem valtoztat K rendjén. Igy
jeloljiik K" ~ K-el, ha létezik a, hogy K’ = a x K.

6.1.3. Kovetkezmény. Ekkor a sejtésben a sziikségesséq értelmezhetd
az alabbi modon is:

Ha G,(K) = G,(K'), akkor K' ~ K.

A Z,-t tekinthetjiik ciklikus csoportnak, hiszen az Gsszeadasra nézve az
elem 1 generalja a csoportot. Az M multiplikativ csoportra gondolhatunk
gy, mint N automorfizmus csoportjara 7, felett. Ha pedig N jelolését lecse-
réljik G-re, és K jelolését lecseréljiik S-re, akkor egy ismerds problémahoz
jutunk.

G.(S) =2 G (S) = Ja € Aut(G)z, :axS =25

n

Ha G, (9)-t lerogzitjiik és G (S')-t szabadon valasztjuk mellé, akkor arra
a kérdésre jutunk, hogy G,(5) Cl-grafja-e G-nek Z, felett. A kovetkezd
fejezetben belatjuk, hogy n = p esetén elég csak a sajatértékeit vizsgalni Z,
ciklikus csoport felett.

6.2. A sejtés bizonyitasa

Legyen A a szomszédsagi matrixa G, (K )-nak, ekkor A egy sor-ciklikus mét-
rix és igy az elsé oszlopban csak a K elemeinél van 1. Vegyiik G, (K)-nak a
A’- matrixat hasonlé modon. Ekkor ha feltessziik, hogy G,,(K) = G, (K'),
akkor létezik P permutécié méatrix, hogy:

A= P7LAP

c stz

)\AUA = A’UA ﬁ> P)\AUA = PAUA = pAP_IP’UA = A,(P’UA) = )\A(va)
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Tehat a sajatértékeik megegyeznek, igy a [I1]-es forras ciklikus méatrixokra
vonatkoz6 része alapjan:

K(®) = K'(e"®) k€ N
ahol € az n-edik primitiv gycke az egység elemnek, és m az N egy permuté-
cidja.
A allitds bizonyitasahoz, el6szor bevezetiink egy jelolést, majd Kki-

mondunk egy lemmat. Ha S C N, akkor S*-vel jeldljiik azon s € S elemek
halmazat, melyek oszthatoéak p'-vel, de nem oszthatéak p'*i-el.

6.2.1. Lemma. Ha G,(K) = G,(K') és n = p', akkor létezik K; ~ K,
K| ~ K’ és egqy m permutdcidja N-nek, hogy w(k) = k ahol k € N°, és
Ky(eb) = Ki(e®), k e N

Bizonyitds:[6.1.2] Legyen G, (K) = G,(K’), ekkor a Lemma szerint
létezik
Ki(€') = Ki(e"),k € N
ahol K ~ K, és K' ~ K|. Most tegyiik fel, hogy K (e*) — Kj(¢*) # 0. Ekkor
a kiilonbség egy olyan polinom, aminek egészértétiek az egyiitthatoi és a foka
< p — 1, konstans rész nélkiil. Egy ilyen polindbm nem lehet a minimum
poliném tobbszorose ami:

l+x+- 4 aP !

Tehat K, (") — K(*) = 0, igy K, = K|. Felhasznalva, hogy K ~ K, és
K' ~ K, igy K ~ K’ teljesiil. Ezzel belatva, hogy prim n esetén igaz a
sejtés. O
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7. Cl-ellenorzdé

Az alabbi fejezetben megnézziik az altalam Python-ban készitett Cl-ellenorzé
felépitését, miikodését és a futasi idejét. A kod célja, hogy meghatarozza,
hogy egy adott Cayley graf rendelkezik-e a Cl-tulajdonsaggal.

A kédot modulérisan épitettem fel, tehat kiilon fajlokban és fliggvények-
ben vannak megvalositva az algoritmusok, mint példaul a Cayley graf gene-
ralasa. Az ilyen tipusu felépités egyszertivé teszi az algoritmus bévitését és
optimalizalasat.

A programkdd 5 fajlbol tevidik Gssze, az alabbi moédon:

{CI_property_tester.py}

group.py

products.py

group_products.py}

utils.py

A CI property tester.py tartalmazza a main() fliggvényt és felelgs a
program futasaért.

7.1. group.py felépitése és miikodése

A group klassz felels a programban hasznélt csoport szerkezetének a létre-
hozéasaért, illetve ez tartalmazza a fliggvények tobbségét is. Az alabbi abran
lathato a klassz felépitése, a tovabbiakban pedig a fiiggvényeinek a vizsgalata.
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~_init_ ()

Ve

get base generator ()}

=

p
execute_inner_product()]
&

generate_cayley_graph()]

Check_ci_property()]

_make automorphism group()]

L{_is_homomorphism()]

_make isomorph graphs()}

L{_generate_potential_isomorph_ graphs()}

7.1.1.  init ()

Ez a konstruktor inicializalja a csoportot 2 kotelezs és 1 valaszthatd paramé-
terrel O(1) idben:

e base set: a csoport elemei.
e product: a csoport miivelete.

e base generator: a Cayley grafhoz sziikséges S C G részhalmaz, amit
nem kotelez6 megadni a klassz miikodéséhez.

7.1.2. get base generator()

Az opcionalisan megadott S C G részhalmaz lekérdezGje, ami hiba iizenetet
ad, ha nem lett megadva, de hasznalni akarnank. O(1) id6ben lekérhetd.
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7.1.3. execute inner product()

A csoporthoz tarzozd kettd altalunk megadott elemnek a szorzatat adja
vissza. A futési ideje a products.py-ban megadott csoport miivelet alapjan
valtozik. A tovabbiakban O(1)-nek veszem.

7.1.4. generate cayley graph()

Egy adott halmaz alapjan 1étrehozza a Cayley grafot. Mivel a csoport minden
elemére vizsgélnia kell a részhalmazzal valé szorzatét, a futési ideje O(|G]| -

|51)-

7.1.5. _is homomorphism()

A make_automorphism_ group() &ltal vizsgalt permutéciora teszteli, hogy
homomorfizmus-e. A futasi ideje O(|G|?), ahol |G| a permutéci6 elemszama.

7.1.6. make automorphism group()

Kiszamolja a csoport automorfizmus csoportjat az altal, hogy létrehozza az

c s

hivva teszteli, hogy homomorfizmusok-e.

Egy |G| elemi csoportnak |G|! darab permutacioja lehet, csak ennek a
fiiggvénynek a futéasi ideje O(|G|!). Mivel minden permutéaciéra meghivja a
_is_homomorphism() fiiggvényt az osszesitett futasi ideje O(|G|! - |G|?)

7.1.7. generate potential isomorph graphs()

Mivel a graf cstcsainak a fokszama fiigg a S C G részhalmaz elemszamatol,
igy elég csak azokat a Cayley grafokat vizsgalnunk, amelyeknél a T C G
részhalmaz elemszama megegyezik S elemszamaval. A fiiggvény kigenerélja
az Osszes ilyen Cayley grafot és atadja a make isomorph_ graphs() figg-
vénynek.

Mivel G-bdl kivalasztanunk az Osszes |S| elemszamu részhalmazt az iteré-
ci6 lépésszama O(('g“)). Viszont mivel minden lépésben létre is kell hoznunk
a grafokat a generate cayley graph() segitségével az Osszesitett futési idénk

O((|5) - 1G] - 1]
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7.1.8. make isomorph graphs()

A fliggvény elszor meghivja a generate cayley graph() fiiggvényt, majd
megvizsgalja a _ generate_potential isomorph_ graphs() altal megadott le-
hetséges grafokat, hogy koziiliilk melyek az eredeti grafunkra ténylegesen izo-
morfak. Az utébbit a nz.isomorphism.DiGraphMatcher() fiiggvény altal te-
szi, aminek a miikodésére késébb tériink ki.

Az iteracio lépésszama a _ generate_ potential isomorph_ graphs() szerint
O((Hg“)). A nz.isomorphism. GraphMatcher() fiiggvény legrosszabb futési ide-
je O(|G|!- |G|), igy Osszegezve a fiiggvény legfeljebb

O(IG[-1S) + O((\g]) - 1G1 - 1S+ ([§)) - 1G|! - |G]) lépést tesz meg.

7.1.9. check ci_ property()

A fliggvény az eredeti grafunk CI tulajdonsigat ellendrzi le. Az utobbihoz
végig kell néznie, hogy a grafunkra minden izomorf Cayley grathoz sziikséges
részhalmazra létezik-e automorfizmus ami atviszi az eredeti grafunk részhal-
mazara.

Az izomorf grafok listajat a make isomorph_ graphs() figgvény alapjan

hatarozza meg O(|G| - |S|) + O((‘g") _|G| -S|+ ('lg“) -|G|! - |GY]) lépésben.

A csoport automorfizmus csoportjat a _ make automorphism_ group()

fiiggvény alapjan hatarozza meg O(|G|! - |G|?) 1épésben.

Az iteraciok Osszesitett futési ideje O((“g“) -|G|!-]S]), hiszen:

e Az elsG iteracio lépésszama legfeljebb O((‘E")) lehet, hiszen legfeljebb

ennyi féle képpen tudunk kivélasztani |S| darab generatort G-bél.

e A maésodik iteracio lépészszama legfeljebb O(|G|!) lehet, hiszen legfel-
jebb ennyi permutéacioval dolgozhatunk.

e A harmadik iteracié |S| méretii halmazon fut végig, igy a lépésszama

O(]51)-
Osszegezve a futési idket az alabbit kapjuk:
O(IGI-1S)+O(([5)-1GI-1S1+ (gD -IG1- [Gh+Oo( G- G +O((1) -G |S])

Ha feltessziik, hogy |S| # 0, akkor O<(||Cs;||) G- |GY).
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7.1.10. nx.isomorphism.DiGraphMatcher()

A fiiggvény a networkx konyvtar graf izomorfia vizsgalé fiiggvénye és az ugy
nevezett VF2-es algoritmus az alapja.|9)

Az algoritmusunk egy rekurziv algoritmus, ami el6szor megvizsgal péar
alapvetd feltételt, példaul hogy a két graf csticsszama megegyezik-e. Ha a két
graf megfelelt az elGvizsgalatnak az algoritmus belép a rekurziv részébe. Az
algoritmus proba szertien megprobalja cstcsonként megfelelteni a két gréafot
egymasnak és minden lépésben ellenorzi, hogy a hozzavett csticsoknak és
¢éleknek koszonhetGen sériil-e az izomorfia cstics-szomszédsagi tulajdonsaga.
Az utobbi ellendrzést O(deg(v) + deg(w)) lépésben teszi meg.

Mivel a mi grafunk nem rendelkezik semilyen kiilonleges csics- vagy él-
tulajdonsaggal, mint példaul sullyal, az ehhez tartozé fiiggvény rank nem
vonatkozik.

Az algoritmusnak sziiksége van az eddig vizsgalt és nem vizsgalt cstcsok
halmazéra, igy ezt is frissiti minden rekurziv meghivas soran O(|V'|) lépésben.

A legrosszabb esetben az Osszes lehetGséget végig kell probélnia, ami
O(|V]!) lépést jelent. Igy a nax.isomorphism.DiGraphMatcher() Osszesitett
futasi ideje:

O(IV])) - (O(deg(v) + deg(w)) + O(|V])) = O([V]! - [V]).
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7.2. products.py felépitése és miikodése

A products klassz felel6s a csoport miiveletének az elkodolasaért. A felépi-
tésének az elénye, hogy konnyen bévithetd, akar altalunk tetszélegesen meg-
hatarozott miivelettel is.

Eproducts class}

\{Innerproduct}
\{Cyclicinnerproduct}

[Group_cyclic_ 1d}

[Group_cyclic_QdJ

Altalam két csoport mivelet lett definidlva, mindketts az additiv ciklikus
csoportokra vonatkozoan.

e Group cyclic_1d: Olyan ciklikus csoport melynek az elemei szamok.

e Group cyclic_2d: olyan ciklikus csoport melynek az elemei vektor sze-
riien 2 darab szambol allnak, példaul (0, 1).

7.3. group products.py felépitése és miikodése

Az aladbbi fajl a programkod felhasznélasahoz sziikséges. A célja, hogy két
Cayley graf grafszorzata esetén elgéllitsa az uj Cay(G, S) grathoz tartozo G
és S C G csoportokat.
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{Group_product class}

(

Cartesian__product _between groups()}

-

(

Tensor product between groups()}

-

r

Lexicographical product between groups()}

-

r

Strong product between groups()}

-

7.4. ultis.py

Ez a fajl tartalmazza a kod futdasahoz sziikséges, de nem az algoritmushoz
tartozo fliggvényt. A nested tupple reductor() feladata, hogy az algoritmus
soran felmeriil6 tuple egymasba agyazéast megoldja.

7.5. CI property tester.py felépitése és miikodése

A CI property tester.py felel6s a kod futtatasaért, igy ez tartalmazza main()
fliggvényt. Ezen felil tartalmaz 3 fliggvényt, melyek a példak futtatasihoz
sziikségesek:

e generate_base set(): Legeneralja a ciklikus csoport halmazéat a meg-
adott mérettel.

e generate_cyclic_group(): Legenerélja a ciklikus csoportot a megadott
mérettel.

e generate_random_ generator(): Legenerélja egy adott méretii csoport-
nak egy véletlenszerd részhalmazat, véletlenszert mérettel.
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7.6. Példak a kod felhasznalasara

Az alabbi alfejezetben kiilonbozé felhasznalasi modjaira hozunk példékat a
programkodnak. Fontos megjegyezni, hogy mivel egyediil az additiv ciklikus
csoportoknak a mivelete van inicializélva, igy a példak is csak ezeket fogjak
tartalmazni. A példak sorban a main(), main2() és main3() alatt talalhatok
meg, melyeknek a futésat a if  name_ == " main__": fiiggvény
alatt tudjuk allitani.

7.6.1. Véletlenszert részhalmazra CI vizsgalat

Az elss példank a main() fiiggvény alatt talalhato meg. A programkod fel-
adata, hogy egy altalunk megadott csoport méretre legeneralja az additiv
ciklikus csoportunkat (Z), illetve generaljon hozzé egy tetszSleges rész-
halmazat (S C ZT). Végil kiszamolja és kiirja, hogy a hozzajuk tartozo
Cay(ZF,S) Cayley graf rendelkezik-e a CT tulajdonsaggal.

Az ilyen tipusu kodnak sok gyakorlati haszna nincs, de nagyban meg-
kénnyebbitette a tesztelés folyamatat.

7.6.2. Egy csoport 6sszes Cayley grafjanak a CI vizsgalata

A masodik példank a main2() fliggvény alatt talalhat6 meg. A program-
kod feladata, mint az el6zénél példanal, hogy egy altalunk adott méretre
legeneralja az additiv ciklikus csoportunkat (Z;).

A kiilonbség az el6z6hoz képest, hogy itt a programkod végignézi az 6sszes
lehetséges részhalmazt (S C Z7) és megnézi melyek mellett rendelkezik a C'T
tulajdonséggal a Cay(Z,S) Cayley grafunk.

A kévetkez§ tablazatban feltiintetjiik, hogy a Z;, Zs, Zs, - - -, Z1p esetekre
mit ad vissza a kod.
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Csoport | Részhalmazok, amikre a Cayley graf nem CI

Z1 None

Zo None

Z3 None

s None

s None

Zg None

L None

Z3 (6,7,3),(2,5,1),(6,5,1),(2,7,3), (2, 5,4, 1), (6, 5, 1, 0),
(6,7,0,3),(2,5,1,0), (6,4,7,3),(2,4,7,3), (2,7, 0, 3),
(6, 5,4, 1), (6,4, 7,0,3), (2, 5,4, 1, 0), (6, 5, 4, 1, 0),
(2,4,7,0,3)

Zy (2,5,8,3),(4,1,7,3),(6,4,1,7), (6,2, 5,8), (6,2, 5,8, 0),
(6,4,1,7,0),(4,1,7,0,3),(2,5,8,0, 3)

Z10 None

7.6.3. Grafszorzatra a CI vizsgalata

A harmadik példank a main3() figgvény alatt taldlhaté meg. A program-
kod feladata, hogy vizsgalja C'I tulajdonsaggal rendelkezd és nem rendelkezé
grafok szorzatdnak a C'I tulajdonsagat.

A programkodban a Cartesian graf szorzat van megvalositva, de ahogy a
group _products.py fajban is lathato tobb féle szorzatra is elvégezhetnénk.

Az el6z6 példékhoz hasonloan itt is additiv ciklikus csoportokkal dolgo-
zunk, de természetesen mi magunk is meghatarozhatunk egy csoportot és
hozza csoportmiveletet, illetve a Cayley graf generalasahoz sziikséges rész-
halmazt is.

A programkod elGszor létrehoz nekiink 2 additiv ciklikus csoportot rész-
halmazukkal egyiitt és kiszamolja, hogy teljesiil-e a Cayley grafjukra a CT1
tulajdonsag. Ezutan kiszamitja a két Cayley graf szorzata soréan létrejové
szorzat csoportot és részhalmazat is. Végiil a szorzat grafra is kiszamolja,
hogy teljesiil-e a CI tulajdonsag.

Legyen G és S; C G az els6 csoportunk és részhalmaza, illetve Go és
S5 C (9 a mésodik csoportunk és részhalmaza. Ekkor a szorzat csoportunk
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elemszama |G1| - |Ga|, illetve részhalmazanak az elemszama |G| + |G1]. A
alfejezetben szerepls futasi id6 alapjan lathato, hogy a példa jelenlegi
problémaja, hogy mér kis értékeknél is tul hosszi ideig fut.

Itt is megnézziik a kod futasat par kis példara. ElGszor feltiintetjiik a
csoportot, majd a részhalmazat, végiil pedig, hogy teljesiil-e a CI tulajdonsag.

G| SCG |ClI|\H| TCH |CI | GxH | PCGxH |CI
Zy (1,) Yes | Zs (1,) Yes | Zyx Zy| (1,0), (0,1) | Yes
Zy (1,) Yes | Z3 (2,) Yes | Zyx Z3 | (1,0), (0,2) | Yes
Zs (1,) Yes | Z3 (1,) Yes | Zyx Zs| (1,0), (0, 1) | Yes
Z3 (2,) Yes | Z3 (1,) Yes | Z3x Zs| (0,1),(2,0) | Yes
7 (1,0), (2, 0),
3| (1,),(2,) | Yes| Zs (1,) Yes | Zs x Zs (0, 1) Yes
Zy (1,) Yes | Zy (3,) Yes | Zyx Zy| (1,0), (0,3) | Yes
7 (1, 0), (0, 2),
9 (1,) Yes| Z,| (1,), (2,) |Yes | Zy x Z4 (0, 1) Yes
Zy (1,) Yes | Zs (2,) Yes | Zyx Zs | (1,0), (0,2) | Yes
(1,0), (0, 2),
Zy (1,) Yes | Zs | (2,), (3, | Yes | Zy x Zs (0, 3) Yes
(1,), (2,), (1, 0), (0, 2),
Zy (1,) Yes | Z; (3) Yes | Zy X Zs (0, 3), (0, 1) Yes

Az el6bbi mintaban lathato CILCT — C1 esetek utan felmeriilhet a kérdés,
hogy csak akkor kaphatunk-e CI grafot, ha a szorzat mind a két tagja CI
volt-e. Tehat lehetséges-e, hogy egy nem-CI Cayley graf és egy tetszGleges
Cayley graf Cartesian graf szorzata CI graf lesz?

Mivel a legkisebb ciklikus csoport, aminek létezik részhalmaza, hogy a
Cayley grafjuk nem-CI a Zg, igy sajnos a futasi id6 miatt ezt nem tudjuk
ellenérizni a programmal. Helyette megvizsgaljuk a Zg x Z3 szorzatot tételek
altal. ElGszor is sziikségiink lesz az alabbi két tételre.

7.6.4. Tétel. [J] Egyn-ed rendd Z additiv ciklikus csoportnak az automor-
fizmus csoportja az n relativ primeivel valo szorzdsoknak felel meg mod n.

7.6.5. Tétel. [ Legyen Z, és Z,, ciklikus csoportok. Ha (n,m) =1 relativ
primek, akkor

Aut(Z, X Zy) = Aut(Z,) x Aut(Zy,).
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Elészor felhasznalva a[7.6.5Fs tételt azt kapjuk, hogy:

Aut(Zg) x Aut(Zs).

AUt(Zg X Zg)

Uténa felhasznalva a [7.6.4}s tételt, azt kapjuk hogy az els6 tagra mod 8

mellett a {-1,-3,-5, -7} hat , még a mésodik tagra a mod 3 mellett a {-1, -2}

hat. Ezekbdl adoddéan meghatérozhatjuk a teljes automorfizmus csoportot:
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hét az automorfizmus csoport szamolasigénye nagyban lecsékkenthetd,

ha a csoportok rendjei relativ primek.
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8. Fuggelék

Az alabbi fejezet tartalmazza a Cl-ellenorzé fajljaiban talalhatd programkoé-

dokat.

8.1. group.py

timport typing

2from typing import Dict

3from products import Inner_product

4import itertools

sfrom itertools import permutations, combinations
simport networkx as nx

7rimport matplotlib.pyplot as plt

oclass Group:

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

def

def

def

def

__init__(self, base_set:set[tuple],
product: Inner_product,
base_generator = None):

self .base_set = base_set

self .product = product

self . _base_generator = base_generator

get_base_generator (self) -> set[tuple]:

"""The function returns the given generators of a

group, if it is not None."""

if self._base_generator is not None:
return self._base_generator

else:

raise Exception("Base generator is None")

execute_inner_product (self, listl:tuple, list2:tuple):
"""The function takes in two tuples and calculates
their product assoicated with their group."""

result = self.product.group_product(listl, 1list2)
return result

_is_homomorphism(self,

mapping:Dict [tuple, tuple]) -> bool:
"""The function takes in a dictionary containing
tuples and checks if it keeps up the hommomorphism
property, returning True or False based on the
calculation."""
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39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83

def

def

def

for a in self.base_set:
for b in self.base_set:
ml = mapping[self.execute_inner_product(a, b)]
m2 self.execute_inner_product (mappinglal,
mapping [b])

if ml1 != m2:
return False
return True

_make_automorphism_group(self) -> list[Dictl[
tuple, tuplell:
"""The function calculates the automorphism group
of the given group."""
automorphisms = []
elements = list(self.base_set)
for perm in permutations(elements):
# Create a mapping based on the permutation
mapping = {elements[i]: perm[i]
for i in range(len(elements))?}
# Check if it is a homomorphism and bijection
if self._is_homomorphism(mapping):
automorphisms.append (mapping)
return automorphisms

generate_cayley_graph(self,

generators:set[tuple]) -> nx.DiGraph:
"""The function takes in a set, then creates a Cayley
graph based on product assoicated with the group."""
G = nx.DiGraph ()
G.add_nodes_from(self.base_set)

for set_element in self.base_set:
for gen in generators:
target = self.execute_inner_product (
set_element, gen)
if target in self.base_set:
G.add_edge(set_element, target,
label=str(gen))
return G

_make_isomorph_graphs(self, generator:set

[tuple]) -> listl[

list [nx.DiGraph | dict]]:
"""This function takes in a set, then sorts out only
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84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102

104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

def

def

the isomorphic graphs and their isomorphisms."""
isomorphic_graphs = []
graph = self.generate_cayley_graph(generator)
potential_graphs = \
self._generate_potential_isomorph_graphs(generator)
for potential_graph in potential_graphs:
gm = nx.isomorphism.DiGraphMatcher (graph,
potential_graph [0])
if gm.is_isomorphic():
isomorphic_graphs.append([potential_graph,
gm.mappingl)
return isomorphic_graphs

_generate_potential_isomorph_graphs (self, generator:
tuple) -> listl[
nx.DiGraph]:
"""This function takes in a set, then gets all the
graphs that have the potential to be isomorphic to
the given graph."""

potential_generators = list(combinations (
self .base_set, len(generator)))
list_of_potential_graphs = []

for potential_generator in potential_generators:
list_of_potential_graphs.append ((
self.generate_cayley_graph(potential_generator),
potential_generator))
return list_of_potential_graphs

check_ci_property(self, generator:set[tuple]) -> bool:
"""This function takes in a set, then checks for the
CI property."""
aut_group = self._make_automorphism_group ()
isomorphic_graphs = self._make_isomorph_graphs (generator)
for isom in isomorphic_graphs:
flag = False
for aut in aut_group:
mapped_isom_gen = set ()
for isom_gen in isom[0][1]:
mapped_isom_gen.add (aut.get(isom_gen))

if set(generator) == mapped_isom_gen:
flag = True
if flag == False:
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129 return False
130 return True

8.2. products.py

ifrom abc import ABC, abstractmethod
2import utils

3

4

sclass Inner_product (ABC):

6 @abstractmethod
7 def group_product(listl:tuple, list2:tuple)-> tuple:
8 pass

9
10

11class Cyclic_inner_product (Inner_product):
12 def __init__(self, group_sizes:tuple):
13 self.group_size = group_sizes

14

15

16class Group_cyclic_1d(Cyclic_inner_product):

17 def group_product(self, listl:tuple, list2:tuple)-> tuple:
18 ¢ = (list1[0] + 1ist2[0]) % self.group_size[0]
19 return (c,)

20
21
22class Group_cyclic_2d(Cyclic_inner_product):

23 def group_product(self, listl:tuple, list2:tuple) -> tuple:
24 d = ((1list1[0] + 1ist2[0]) % self.group_sizel[0],

25 (list1[1] + 1list2[1]) % self.group_size[1])

26 return d
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8.3. group products.py

1from abc import ABC, abstractmethod
2from group import Group

sfrom products import Group_cyclic_2d
4from utils import nested_tupple_reductor

6
7class Group_product (ABC):

8 @abstractmethod
9 def product_btw_groups (groupl:Group, group2:Group)-> Group:
10 pass

11
12class Cartesian_product_between_groups (Group_product):
13 @staticmethod

14 def product_btw_groups (groupl:Group, group2:Group)-> Group:
15

16 group_3 = {(gl, g2) for gl in groupl.base_set for g2 in
17 group2.base_set}

18 group_3 = nested_tupple_reductor (group_3)

19 gen_3 = {(g1, (0,)) for gl in

20 groupl.get_base_generator ()} \

21 | {(C0,), g2) for g2 in

22 group2.get_base_generator ()}

23 gen_3 = nested_tupple_reductor (gen_3)

24 group_3_size = (len(groupl.base_set),

25 len(group2.base_set))

26 group_cartesian_product_2d = Group_cyclic_2d(

27 group_3_size)

28 result = Group(group_3, group_cartesian_product_2d,

29 gen_3)

30 return result

31
32class Tensor_product_between_groups (Group_product):
33 @staticmethod

34 def product_btw_groups (groupl:Group, group2:Group)-> Group:
35

36 group_3 = {(gl, g2) for gl in groupl.base_set for g2

37 in group2.base_set}

38 group_3 = nested_tupple_reductor (group_3)

39 gen_3 = {(gl, g2) for gl in groupl.get_base_generator ()
40 for g2 in group2.get_base_generator ()}

41 gen_3 = nested_tupple_reductor (gen_3)

42 group_3_size = (len(groupl.base_set),

43 len(group2.base_set))

44 group_cartesian_product_2d = Group_cyclic_2d(
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45
46
47
48
49

group_3_size)

result = Group(group_3, group_cartesian_product_2d,

gen_3)
return result

soclass Lexicographical_product_between_groups (Group_product):

51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

@staticmethod
def product_btw_groups (groupl:Group,

group2:Group) -

group_3
in group2.base_set}

> Group:

{(gl, g2) for gl in groupl.base_set for g2

group_3 = nested_tupple_reductor (group_3)

|

gen_3 = {((0,), g2) for g2 in

group2.get_base_generator ()} \

| {(gl, g2) for gl in

groupl.get_base_generator ()

for g2 in group2.base_set}

gen_3 = nested_tupple_reductor (gen_3)

group_3_size = (len(groupl.base_set),

len(group2.base_set))
group_cartesian_product_2d = Group_cyclic_2d(

group_3_size)

result = Group(group_3, group_cartesian_product_2d,

gen_3)
return result

72class Strong_product_between_groups (Group_product):

73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

@staticmethod
def product_btw_groups (groupl:Group,

group_3
in group2.base_set}

group2:Group)-> Group:

{(gl, g2) for gl in groupl.base_set for g2

group_3 = nested_tupple_reductor (group_3)

gen_3 = {(gl, (0,)) for gl in

groupl.get_base_generator ()} \

| {(C0,), g2) for g2 in

group2.get_base_generator (O} \

| {(gl, g2) for gl in

groupl.get_base_generator ()
for g2 in group2.get_base_generator ()}
gen_3 = nested_tupple_reductor (gen_3)

group_3_size = (len(groupl.base_set),
len(group2.base_set))
group_cartesian_product_2d = Group_cyclic_2d(
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90 group_3_size)

91 result = Group(group_3, group_cartesian_product_2d,
92 gen_3)
93 return result

8.4. utils.py

1def nested_tupple_reductor (inp:set[tuple

2 [tuple,tuplel]]) -> set[tuplel:
3 """The function takes in a tupple of tupples

4 and converts it into a set of tupples."""

5 result = set ()

6 for element in inp:

7 a = element [0] [0]

8 b = element [1] [0]

9

tmp = (a, b)
result.add (tmp)
return result

— e
= o

8.5. ClI_ property tester.py

1import networkx as nx

2import random

simport matplotlib.pyplot as plt
4import itertools

sfrom itertools import permutations, product, combinations
6

7from group import Group

gsfrom group_products import Cartesian_product_between_groups
ofrom group_products import Lexicographical_product_between_groups

iofrom group_products import Strong_product_between_groups
1nfrom group_products import Tensor_product_between_groups
12from products import Group_cyclic_1d

13

1udef graph_product_calculator (G, H):

15 return nx.cartesian_product (G, H)

16

17def generate_cyclic_group(size:int):

18 """Based on the given size generates a cyclic group,
19 without the generator."""

20 group_set = generate_base_set (size)

21 product_cyclic = Group_cyclic_1d(tuple([size]))

22 group = Group(group_set, product_cyclic)

23 return group

24
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2s5def
26
27
28
29
30
s1def
32
33
34
35
36
37
3sdef
39
40
41
42
43
44def
45
46
47
48
49
50
51
s2def
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

generate_base_set (size):
"""Based on the given size generates the base set of
the group."""
group_set = { tuple([x]) for x in range(size) }
return group_set
generate_random_generator (size):
"""Based on the given size generates a random generator."""
base_set = generate_base_set(size)
num_generators = random.randint (1, size)
generators = random.sample(sorted(base_set), num_generators)
return generators
yes_not_CI_getter (yes_not_CI):
if len(yes_not_CI) == 0:

return None
else:

return yes_not_CI
anw_transformer (solution):
if solution is True:

return "CI"
else:

return "not-CI"
main () :
k=9
cyclic_group_k = generate_cyclic_group (k)
random_generator_k = generate_random_generator (k)
cyclic_group_k._base_generator = random_generator_k
solution = cyclic_group_k.check_ci_property(

cyclic_group_k.get_base_generator ())

print (solution)
if solution is True:

answ = "CI."
elif solution is False:
answ = "non-CI."
print ("For the cyclic group with order", k,
"and the subset of", random_gemnerator_k,

, the Cayley-graph is", answ)

#Potential to draw the Cayley-graph:

47



70
71
72
73
74
75
76
77
78
79def
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
10adef
105
106

108
109
110
111
112
113
114

nnn

G = cyclic_group_k.generate_cayley_graph(
cyclic_group_k.get_base_generator ())
nx.draw (G, with_labels=True, node_color=’lightblue’,
node_size=500, font_size=15)
plt.show ()

nnn

main2 () :

k =4

yes_CI = set()

not_CI = set()

cyclic_group_k = generate_cyclic_group (k)

for gen_size in range (0, len(cyclic_group_k.base_set) + 1):

for gen in combinations(cyclic_group_k.base_set,
gen_size):
cyclic_group_k._base_generator = gen
solution = cyclic_group_k.check_ci_property(
cyclic_group_k.get_base_generator ())

if solution is True:
yes_CI.add(gen)
elif solution is False:
not_CI.add(gen)
print ("The number of possible subgroups is",
2*xlen(cyclic_group_k.base_set), ". Out of these",
len(yes_CI),"are CI and", len(not_CI), "are not CI.")
print ("The list of subsets which generate a \
CI Cayley-graph:", yes_not_CI_getter(yes_CI))
print ("The list of subsets which does not generate a \
CI Cayley-graph:", yes_not_CI_getter (not_CI))

main3 ():

#The first cyclic group (k).

k =3

cyclic_group_k = generate_cyclic_group (k)
random_generator_k = generate_random_generator (k)
cyclic_group_k._base_generator = random_generator_k

solution_k = cyclic_group_k.check_ci_property/(
cyclic_group_k.get_base_generator ())

#The second cyclic group (m).
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115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156

158
159

m = 4

cyclic_group_m = generate_cyclic_group (m)

random_generator_m = generate_random_generator (m)

cyclic_group_m._base_generator = random_generator_m

solution_m = cyclic_group_m.check_ci_property(
cyclic_group_m.get_base_generator ())

#The group based on the Cartesian graph product of the two
# previous groups
product_group = Cartesian_product_between_groups\
.product_btw_groups(cyclic_group_k, cyclic_group_m)
solution_product_graph = product_group.check_ci_property(
product_group.get_base_generator ())

print ("The Cartesian graph product of the",
anw_transformer (solution_k),
"Cayley-graph of the additive cyclic group of order",
k, "with subgroup", random_generator_k, "and the",
anw_transformer (solution_m),
"Cayley-graph of the additive cyclic group of order",
m, "with subgroup", random_generator_m, ", creates a'",
anw_transformer (solution_product_graph),
"Cayley-graph with the underlying group",
product_group.base_set, "and subset with",
product_group.get_base_generator (),".")

#Potential to draw the Cayley-graphs:
nnn
K = cyclic_group_k.generate_cayley_graph(
cyclic_group_k.get_base_generator ())
nx.draw (K, with_labels=True, node_color=’lightblue’,
node_size=500, font_size=15)
plt.show ()

M = cyclic_group_m.generate_cayley_graph(
cyclic_group_m.get_base_generator ())
nx.draw (M, with_labels=True, node_color=’lightblue’,
node_size=500, font_size=15)
plt.show ()

K_M = product_group.generate_cayley_graph (
product_group.get_base_generator ())
nx.draw(K_M, with_labels=True, node_color=’1lightblue’,
node_size=500, font_size=15)

49



160
161
162
163
164
1651 f
166
167
168

plt.show ()

nnn

__name__
main ()
#main?2 ()

#main3 ()

_main_
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Osszefoglalas

A szakdolgozatban el6szor bevezettiik az izomorfia fogalméat grafokra, majd
egy példan keresztiil belattuk, hogy tobb izomorfia is lehet két graf kozott.
Definialtuk a P és N P osztalyt és mivel csak sejtések vannak P-be tartozasa-
ra és N P-teljességre mutattunk két iranyt, amikkel tovabb tudjuk vizsgélni a
bonyolultsagat. Az els6ben a sajat bonyolultsigi osztalyaként kezeltiik, még
a masodikban bevezettiik az IP(2) osztalyt.

Attértiink a graf izomorfia vizsgalatara algebrai eszkozokkel, ahol beve-
zettiik a Cayley grafok fogalmat és belattuk négy kozvetlen kévetkezményét
a definici6janak. Kimondtuk, hogy mikor tekiniink egy I' grafot egy (G, S)
paros Cayley reprezentaciojanak. Egy példan keresztiil megfigyeltiik, hogy
tobb Cayley reprezentacio is lehetséges, igy definialtuk, hogy mely Cayley
reprezentaciokat tekintjiik ekvivalensnek. Az automorfizmus csoport és a
regularis reprezentacioé definidldsa utan belattuk, hogy egy graf pontosan ak-
kor Cayley gréafja egy csoportnak, ha a csoport automorfizmusa tartalmaz
egy specidlis részcsoportot. Példaként egy K, grafon vizsgaltuk a (G, .S)
parosokat, melyekre Cayley reprezentécio.

Megvizsgéaltuk, hogy mi torténik hogyha ugyan azon a csoporton dolgo-
zunk és bevezettiik a Cl-grafokat. A Cl-grafok kévetkezményeként definialtuk
az Aut(G, S) csoportot.

Kimondtunk és belattunk egy Cl-grafokrol szolo tételt, ami a Cl-graf el-
dontési problémat atalakitja egy csak csoportelméleti problémara. Illetve
megvizsgaltuk az utébbi tételt a DG RR-ekre.

A normal részcsoport definidlasa utan bevezettiik a norméal Cayley grafok
fogalmat. Definialtuk a ciklikus csoportokat és a direct productot-ot, majd
megallapitottuk, hogy Z2 < Aut(Qs) és Z4 < Aut(Qs). Viszont Z2 < Aut(Zy X
Zy) és 24ﬁAut(Zg X Zy), igy megallapitottuk, hogy a csoporttol és a graftol
egyarant fiigg a normal Cayley graf tulajdonsag.

Megnéztiik az A.Adam sejtésére prim n esetén adott bizonyitast.

Végiil pedig bemutattunk egy modularis programkoédot, amely megalla-
pitja egy Cayley grafrol, hogy rendelkezik-e a CI tulajdonsaggal. Tovabba
mutattunk 3 példat a kod felhasznélasara.
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