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0. Bevezeto

Racsokkal kapcsolatos problémakkal mar a kozépkortdl kezdédden sok matematikus foglal-
kozott, azonban a ricsokat el6szor Minkowski tarta fel mélyebben, amikor az 1890-es évek-
ben megalkotta az tigynevezett szamok geometridjat. Az dltala kidolgozott tételeknek rengeteg
szamelméleti alkalmazdasa sziiletett, példaul a diofantikus approximécié terén, és a kvadratikus
alakok tanulményozdsédban. [Lek87]

A réacsok viszonylag modernebb alkalmazasait mutatja be Conway €s Sloane a Sphere packings,
Lattices and Groups cimi konyviikben [S1099]. Itt a racsokat alapvetd eszkdzként hasznaljak
a gombpakoldsok és fedések, tovabba a kissing number (érintkezési szdm) probléma tanulma-
nyozasandl. Mindezek mellett el6keriilnek még a hibajavité kodok, és a Steiner rendszerek.

Ezen dolgozatban az el6bb emlitett teriiletek mélyebb tanulmédnyozasatdl eltekintiink, és a f6-
kuszt a racsokkal kapcsolatos algoritmikus problémdkra helyezziik. Ezen témakorben az egyik
legfontosabb eredmény az 1980-as évek végén sziiletett hires LLL (Lenstra, Lenstra, Lovasz)
algoritmus, amely polinomidlis megoldést nyujt tobb klasszikus problémara a szdmitistudo-
manyban. Ilyen példdul egy IP (Integer programming) feladat megoldasa fix dimenzidban, €s a
raciondlis szdmtest feletti polinomok faktorizdldsa.

A szamitastudomanyban egy algoritmikus probléma akkor nehéz, ha az nehéz a legrosszabb
esetben. Kriptografidban az atlagos eset nehézségét célszerl vizsgalni. Ajtai 1990-es munkdja-
ban megmutatja, hogy hogyan kell olyan kriptografiai fiiggvényt épiteni, amely feltdrése annyi-
ra nehéz az 4tlagos esetben, mint bizonyos nehéz racsproblémak megoldasa a legrosszabb eset-
ben. A réacsalgoritmusok mélyebb megértése kulcsfontossagd, ugyanis a modern kriptografia
ezeken a nehezen megoldhato racsproblémékon alapszik.

Ezen dolgozat f6 célja, hogy bevezetést adjon a racsalgoritmusok vildgdba. Bemutatjuk a leg-
fontosabb algoritmikus problémdkat racsokon, és megprobaljuk 6sszefoglalni az ezen problé-
madkat megoldé legalapvet&bb algoritmusok geometriai hatterét. Az 1. fejezetben 6sszefoglaljuk
a sziikséges eldismereteket. A 2. fejezetben bemutatjuk a f6 algoritmikus problémakat, bemu-
tatjuk a hires LLL algoritmust mint Hermit egy kordbbi algoritmusdnak relaxalt verzi6jat, majd
Kannan algoritmusat vizsgdljuk meg megmutatva, hogy az milyen Osszefiiggésben all egy ra-
csot geometriailag jellemzd ortogonalitdsi defektussal.

Végiil a 3. és 4. fejezetekben bevezetjiik a redukcids tartomdnyok fogalmét és ennek segitsé-
gével bemutatjuk az LLL algoritmus egy kevésbé kutatott testvérét, amely minimadlis ortogo-
nalitdsi defektusu bazist taldl az els6 4 dimenzidban. Ennek segitségével jobban megértjiik az
alacsony dimenzids esetet, és talan az LLL algoritmus miikodését is. Megvizsgaljuk ezen al-
goritmus futdsdt magasabb dimenzidban, és az algoritmus iterdcidinak szdmdra egy uj felsd
korlatot adunk.



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Grolmusz Vincének aki ezt a roppant érde-
kes témat ajanlotta szamomra €s irdnyt mutatott ezen hatalmas tuddsanyag megismerése felé.
Mindig végighallgatott, és hasznos kérdéseket tett fel melyekkel munkdmat eldre lenditette.

A dolgozat eredményei bemutatdsra keriiltek a Szegedi AMK konferencidn. A konferencidn
val6 részvételt az Innovécids és Technoldgiai Minisztérium Nemzeti Kutatési, Fejlesztési és
Innovéciés Alapbdl nydjtott timogatdsaval finanszirozta.

Onallé munka
A dolgozatban szerepld dbrdk a GeoGebra szoftver segitségével késziiltek.

A leirt eredmények nagy része ismert a szakirodalomban, viszont gyakran ezen tényekre sajat
bizonyitast talaltam. Erre két példat emelnék ki: Az egyik a rdcsok determinansanak bevezeté-
se a szakirodalomban taldltaktdl eltérd modon, dtdarabolds segitségével. Ez az 1.2. éllitdsban
taldlhat6. A masik a 3.6. allitds bizonyitdsa, amely Osszefiiggésbe hozza a gyenge redukciot az

alacsony dimenzids racsok viselkedésével.

Az ortogonalitasi defektus egy mér6szdm arra, hogy egy racs egy bazisa mennyire ,,j6”, igy ez
hasznélhat6 bizonyos bazisredukcids algoritmusok elemzésénél. Habér sok helyen hasznaljak
az ortogonalitdsi defektus fogalmdt, a fogalom részletesebb bemutatdsdra nem nagyon akad pél-
da. A 2.1. alfejezetben Osszefoglaltam az ortogonalitdsi defektus bazisredukciéhoz kapcsol6do
legfontosabb tulajdonségait.

Munkdm sordn, amikor prébaltam bizonyos algoritmusokat megérteni, végiil a tér bizonyos
objektumait véltem felfedezni mogottiik. A 2.10. és 2.14. tételek segitségével 0sszek6tom Kan-
nan SVP-re és CVP-re adott algoritmusat az ortogonalitdsi defektussal, az 4ltalam bevezetett
Voronoi-defektussal és az ezekhez tartozé k dimenzids téglatestekkel. A 3. fejezetben beve-
zettem a redukcids tartomdnyok fogalmat. Szamomra ezaltal sokkal atlathatébba €s érthetébbé
véltak az itt targyalt bazisredukcids algoritmusok.

Legjobb tuddsom szerint a dolgozat kdvetkez6 eredményei még nem voltak ismertek eddig:

A 3. fejezetben megmutatom, hogy egy alacsony dimenzids racs bazisdnak ortogonalitdsi de-
fektusa pontosan akkor minimdlis, ha a bazis vektorainak hosszai rendre a szukcessziv mini-
mumok. Ilyen, minimédlis ortogonalitdsi defektusu bazis megtaldlhaté az LLL algoritmus egy
kevésbé kutatott testvérével. Ezeket felhaszndlva megadom a Hermit konstanshoz hasonlé 2.3.
definiciéban meghatdrozott &, konstans pontos értékét k = 3 esetén, tovabba sejtést adok a kons-
tans értékére k = 4 esetén, és receptet ennek egy lehetséges bizonyitdsdra. Ezen konstans értéke
azért érdekes, mert megmutatja, hogy adott dimenziéban mekkora ortogonalitdsi defektusu ba-
zis taldlasa még nem reménytelen.

A 4. fejezetben a redukcids tartomanyok segitségével egy Uj felsé korlatot szabok a 3.1. algo-
ritmus iterdciéinak szamara (4.1 tétel).



1. Racsok

1.1. Mi az, hogy racs?

A legegyszeriibb racs, amit mindenki ismer, az nem mds mint a négyzetracs. Ezt megkaphatjuk
példaul dgy, hogy lefedjiik az euklideszi sikot azonos oldalhosszisdgi négyzetekkel. Persze
mindenki tudja, hogy néz ki ez a récs: a négyzeteinket hézagmentesen illesztjiilk egyméshoz
ugy, hogy két szomszédos négyzet érintkezd oldalai teljesen egybeessenek.

Bontsuk fel ezt a racsot alkotéelemeire! Maga a négyzetracs vizszintes €s fiiggbleges egye-
nesekbdl all, és persze ne feledkezziink meg ezen egyenesek metszéspontjairdl, azaz a racs
pontjairdl.

A sik egy éltaldanos racsa annyiban kiilonbozhet az el6z6t61, hogy a lefedéshez négyzetek helyett
egybevago paralelogrammadkat haszndlunk. Az alkotéelemek is ugyanezek maradnak, csak mig
az elébb vizszintes és fiiggbdleges egyeneseink voltak, most két egymdssal nem parhuzamos
egyenes szdge akdr valamilyen hegyesszog is lehet.

A récsokat meghatdrozzak pontjai, de szerencsére a racs ismertetéséhez nem kell mind a vég-
telen pontot felsorolni. Legyen a racs egyik pontja az O origd. Ez pont a lefedéshez hasznalt
egyik paralelogramma sarka. Legyenek az u,v vektorok azok, amik az O pontbdl a parale-
logramma két O-val szomszédos csicsdba mutatnak. Ekkor a rdcsunk pontjai pontosan azon
pontok, amelyekbe eljuthatunk az O-bél indulva az u és v vektorokkal elére-hétra ugralva. Az
u és v vektorok meghatarozzék tehdt a teljes racsot.
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1.1. abra. Egy rics a sikon.

Ugyanezen gondolatmenet miikodik tetsz6leges n dimenzids euklideszi térben is. Ekkor teriin-
ket n-dimenzids paralelepipedonokkal fedjiik le, és a pontok és sikok mellett tobb dimenzids
affin alterek is megjelennek. A racsot ekkor 2 helyett n darab linedrisan fiiggetlen vektor hata-



rozza meg. Ahhoz, hogy ezen bonyolultnak tin objektumokat jol tudjuk kezelni itt az ideje,
hogy fogalmainkat precizen bevezessiik.

1.2. Alapok, jelolések

A tovédbbiakban szdmunkra a tér mindig n dimenzids euklideszi vektortér lesz, dltalaban az R
szamtest felett. Ezt R"-el jeloljik. n = 2 esetén sikrdl, n > 3 esetén pedig térrdl beszéliink.
Az euklideszi tér pontjai és vektorai szamunkra 1ényegében ugyanazt fogjdk jelenteni. Altald-
ban vektorokkal dolgozunk, amelyeket mindig vastag kisbetiivel jeloljiik, de el6fordulhat, hogy
pontokrdl beszéliink. Ekkor ezeket az abc nagybetiivel jeloljiik. Ennek megfeleléen 0 vagy O
az origo6t jeloli.

Ha konkrétan meg akarunk adni egy vektort, akkor azt altaldban koordinatankét tessziik meg,
€s ilyenkor a vektort mindig sorvektorként irjuk fel. Példaul

v=(0,0.5,v2,1/2)

aztav € R* vektort jelsli, amely koordinatdi rendre 0,0.5,v/2, 1 /2. Egy v vektor i. koordinatdjat
v;-vel fogjuk jelolni. Ebben a konkrét esetben vi =0, vo = 0.5, v3 = V2 és vy =1/2.

A linedris transzformdacidokat/métrixokat szintén az abc nagybetiivel jeloljiik. Konkrét matrixo-
kat szogletes zardjelekkel adunk meg, példaul

1 2 3
A= {4 5 6}
és
1 0
2= 1]
modon. Matrixot-matrixal, vektort-matrixal értelemszertien szorzunk. Példaul
1 2 3
BA = {5 7 9} ’
tovabbda v = (1,1,1) esetén
Av = (6,15)
ésv=(1,1) esetén pedig
vA = (5,7,9).

Ha adottak a vi,v»,...,v; € R" vektorok akkor

A= Vi,V2,..., Vg
esetén A a vq,va,..., Vi vektorok egymads ald irdsaval kapott matrixot jeloli, azaz ekkor
Viig V12 .- Vin
A= V21 V22 ... Vag (1.2.1)
Vil Vk2 .-+ Vin

ahol v; ; a v; vektor j. koordinatdja.



Az 1j jelolések bevezetésére mostantdl a := jelet haszndljuk. Példaul mi az R” euklideszi téren
skaldrszorzds alatt a szokdsos skaldrszorzast értjiik. Ezt a kdvetkez6 modon vezetjiik be: az
u,v € R” vektorok skalarszorzatat

u-v:=uvi+upvy+...+u,vy, (1.2.2)
egy v € R" vektor onmagdval vett skaldrszorzatat pedig
vii=v.v (1.2.3)
modon jeloljiik.

Egy v € R" vektor hossza mindig a szokdsos 2-normaban értendd, amit a kdvetkezd modon
adunk meg:

[v]| := VV2. (12.4)

A tdvolsag fogalmat az ezen norma 4ltal indukalt metrika adja meg. Adott u,v € R" esetén ezen
vektorok altal meghatdrozott A é€s B pontok tdvolsdga tehat

d(A,B) =d(u,v) :=|v—u|. (1.2.5)
Legyenek adottak a G,H C R" halmazok, egy v € R" vektor, és egy x € R konstans. A v vektor
és G halmaz Osszege alatt a
v+G=G+v:={v+g|geG} (1.2.6)
halmazt, a G halmaz és x konstans szorzatan a
xG =Gx:={xg|ge G} (1.2.7)
a G és H halmazok Osszegén a
G+H:={g+h|geG, heH} (1.2.8)
halmazt, a H halmaz ellentetjén a
—H:={-h|heH} (1.2.9)
halmazt, a H és G halmazok kiilonbségén pedig a
G—H:=G+(—H) (1.2.10)
halmazt értjiik.
Adott G C R" halmaz esetén a G altal generdlt alteret
[G] :={xi1g1+x8+...+ 8 | kEN, Vi: x; €R, g € G} (1.2.11)

modon jeldljiik. Ha adottak a vy, v, ..., v, € R" linedrisan fiiggetlen vektorok, akkor az dltaluk
generdlt k dimenzids alteret

Vi, Vo, ..., Vi = {xivi +xovo + . XV | X1, %0, ..., 0, € R} (1.2.12)



moédon jeloljik. Az eddigi jelolések segitségével adott v € R” vektor esetén felirhatjuk a [vy, v, ..., V]
linedris altér v vektorral valé eltoltjaként kapott

V+ [V, Vo, ..., V]
k dimenzids affin alteret. Az R" Osszes affin alterének halmazat jelolje <7,. Egy A € 47, affin
altér dimenzi6jat
dimA (1.2.13)
jeloli.

Amennyiben adott egy G C R" halmaz, akkor ezen halmaz dimenzidja alatt, az 6t tartalmazé
legsziikebb affin altér dimenzidjat értjiik. Ezt precizen a kovetkez6 médon definidlhatjuk:

dimG :=dim ) A. (1.2.14)
Acg),
GCA
Legyen a < b € R. Ekkor jeloljék
la,b], ]a,bl, [a,b], ]a,b] (1.2.15)

rendre a balrél és jobbrdl zért, balrdl €s jobbrol nyilt, balrél zart jobbrdl nyilt, balrél nyilt jobbrdl
zart a és b kozotti intervallumot.

Az olyan G C R”" halmazokat, amelyekre
-G=G (1.2.16)

0-szimmetrikus halmazoknak nevezziik. Egy adott H C R" korldtos halmaz 4tmérdjén a

diam(H) := sup d(u,v) (1.2.17)
u,veH
valés szamot, sugaran pedig a
rad(H) := diam(H) /2 (1.2.18)

valés szamot értjiik. Amennyiben egy G C R" korldtos halmaz 0-szimmetrikus, akkor

rad(H) = sup ||v||. (1.2.19)
veH

Azt mondjuk, hogy egy D C R" halmaz diszkrét, ha létezik egy € > 0 valds szdm, hogy tetsz6-
leges d,d’ € D esetén
e <d(d,d). (1.2.20)

A diszkrét halmazok elemszdma véges, vagy megszamldlhatéan végtelen. Ennek megmutaté-
sdhoz elszor vegyiik a Z" halmazt, ahol 0 < d € R. Ismert tény, hogy ezen halmaznak meg-
szamldlhatéan végtelen eleme van. Legyen 0 akkora, hogy

H=[-6/2,6/2[x[-8/2,8/2[x...x[-8/2,8/2]
pont az € atmérdjd 0 silypontd n dimenzids ,,balrdl nyilt jobbrdl zart” kocka legyen. Ekkor a

H ={v+H|vedL")



halmazrendszer az R” tér egy particidja, amely megszamldlhatdan végtelen sok egybevigo koc-
kabdl 4ll. Mivel tetszSleges H' € 27 halmazban a D halmaznak legfeljebb 1 eleme lehet, igy D
tényleg véges, vagy megszamlalhatéan végtelen elemszdmu.

Az eldzb6ekbdl az is latszik, hogy amennyiben adott egy K C R” korldtos halmaz, és egy D C R”
diszkrét halmaz, akkor a
DNK

halmaz véges elemti, ugyanis tetsz6leges K korlatos halmaz lefedhetd véges sok .7”-beli koc-
kaval.

Altalaban, ha adott egy k dimenziés L C R” récs, és egy olyan G C [L] halmaz, hogy a

G+b belL (1.2.21)

modon adott halmazrendszer halmazai legfeljebb a hatarukon érintkeznek, tovabba lefedik a tel-
jes [L] alteret, akkor ezt a halmazrendszert az [L] altér egy parkettdzdsdnak hivjuk. Erre 1thaté

egy egyszerl példa az 1.2. dbran.

L~

. /

1.2. abra. A sik egy parkettazasa.

A 0#ueR"é 0+#v e R"” vektorok dltal bezart o € [0, 7] szoget

u-v

arg (u,v) := a = arccos (1.2.22)

[lafffiv]

moédon definidljuk (A Cauchy—Schwarz-egyenlStlenség szerint [u-v| < ||ul|||v||, igy ez a kife-
jezés értelmes). Ha ezt el akarjuk képzelni, akkor erre gondolhatunk ugy, mint az u, v vektorok
altal az [u, v] sikban bezart szog. Ha u = 0 vagy v = 0 akkor az éltaluk bezart szog legyen 7 /2.



Ezek szerint egy u és v vektor pontosan akkor mer6leges egymdsra, hau-v=0. Azués v
vektorok merdlegességét jelolje
ulv. (1.2.23)

Amennyiben adott egy W C R" halmaz, akkor legyen
Whi={ueR"|YweW:ulw (1.2.24)

a W-re merdleges altér. Ismert tény, hogy amennyiben a W C R” halmaz egy k dimenzids altér,
akkor W+ egy n — k dimenzids altér, tovdbba tetszSleges v € R” vektor esetén I!w € W és
I'wt € W, hogy

vV=wHw (1.2.25)

Ekkor a w vektort a v vektor W altérbe esé komponensének hivjuk, és erre a

projy (v) (1.2.26)
jelolést, a wh vektort pedig a W altérre merdleges komponensének hivjuk és erre a

projiy (V) (1.2.27)

jelolést haszndljuk. Legyenek adottak a vy, v»,..., v, € R" linedrisan fiiggetlen vektorok és egy
tetszOleges v € R” vektor. Adott i index esetén legyen W; = [vy,Va,...,V;]. Az egyszerliség
kedvéért bevezetjiik a

proj;(v) := projy, (v) (1.2.28)

proj;-(v) := projiy, (V) (1.2.29)
jeloléseket.
Legyenek adottak a vi,va,..., v, € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Ekkor a
V] =V
R
Vv 1= proj; (v2)
V3 = projy (v3) (1.2.30)

Vi 1= Proji; (Vi)

moédon definidlt v{,v53,...,v; linedrisan fiiggetlen vektorokat a vi,vy,...,v; vektorok Gram-
Schmidt ortogonalizalt vektorainak hivjuk. (k = n esetén gyakran a Gram-Schmidt ortogonali-
zalt bazis elnevezést hasznaljuk) Ekkor

Vi = H1,1V]
Vo = U V] + 22V
V3 = ,LL371VT + [.1372V§ + [.1373V§ (1.2.31)

k * k *
Vi = Mk, 1V] + U2V + U 3V3 + oo U i Vs

ahol minden i index esetén y;; = 1. Az igy kapott (U; j)o<j<; egyiitthatékat a bazis Gram-
Schmidt egyiitthatinak hivjuk, a y; ; egyiitthatot pedig a v; vektor j. Gram-Schmidt egyiittha-
tdjanak nevezziik.



Legyen adott egy W C R" altér és egy v € R" vektor. Legyen v* = projvlv(v) a v vektor W
altérre merSleges komponense, és w = projy, (v) a v vektor W altérbe es6 komponense. Ekkor
a v vektor és W altér altal bezart o szoget a kovetkez6 mddon értelmezziik:

o =arg(W,v) =arg(v,W):=arg(v,w) = /2 —arg(v,v"). (1.2.32)
Ekkor s
sinot = V'V* = Iv H* = Iv ”, (1.2.33)
I 1l N
és )
cosor = ¥ IWIZ__IIwl] (1.2.34)
[VITIwllAvlwl [Vl

b+ [b;,by, . ... b, ]

b; b;

4

|h[. h-_:. Soo ._h; I]

0

B
) / "\\Nl
'
l)g l

1.3. abra. A b; vektor Gram-Schmidt ortogonalizéltja, és az ¢ szog.

A térfogat mérésére a Jordan-mértéket hasznaljuk. Legyenek adottak a a;,as,...,a, € R és a
bi,by,...,b, € R valés szamok ahol minden i index esetén a; < b;. Egy

la1,b1] X [az,b2] X ... X [an,by] C R"
n dimenzids téglatest térfogata ezen mérték szerint a
(by—ay)-(bp—az)-...-(bp—ay)

szorzat. Adott K C R" halmaz pontosan akkor Jordan-mérhetd, ha a K-ba irt n dimenzids disz-
junkt téglatestek Ossztérfogatdnak felsd hatdra megegyezik a K halmazt lefedd diszjunkt n di-
menzids téglatestek Ossztérfogatanak alsé hatardval. Ebben az esetben K térfogatat

volK (1.2.35)



jeloli, amely megegyezik ezen hatdrokkal (Precizebb definiciéért 1lasd [VerO7]). Ismert tény,
hogy tetszbleges K C R” konvex és korldtos halmaz Jordan-mérhet6. Amennyiben adott egy k
dimenziés A C R” affin altér, ahol k < n, és egy K C A halmaz, akkor

vol K

alatt a K halmaz A affin altérbeli k dimenzids térfogatat értjiik, azaz azonositjuk az affin alteriin-
ket a k dimenziés R* euklideszi térrel, és K térfogatat itt mérjiik. Habdr ez a jeldlés ellentmon-
désra adhatna okot, ugyanis K ,,igazi” térfogata ebben az esetben 0 volna, mi ezen dolgozatban
csak olyan halmazok térfogatat fogjuk vizsgalni, ahol ez egyéltaldan nem fog problémat okozni.
Ezen dolgozatban a Jordan-mérheté halmazokat az egyszer(iség kedvéért csak mérhetd halma-
zoknak fogjuk nevezni.

Az R" euklideszi tér 0 kozéppontd r € R sugard zart gombjét
B(r):={veR"||v| <r} (1.2.36)
médon jelsljiik. Altaldban a tér n dimenzidja egyértelmien kideriil a szovegkdrnyezetbdl, vi-
szont ha hangsulyozni akarjuk a dimenziészamot, akkor a
B(r) (1.2.37)

jelolést hasznéljuk.

Adott x € R valds szdm esetén az

[x], [x], [x] (1.2.38)
jelolések rendre x alsé egészrészét, felsd egészrészét, és egészrészét jelentik. (x egész része
az x valés szamhoz legkozelebb esd egész szdm. Amennyiben x pont két egész szam kozott
helyezkedik el, akkor | x| jelentse x fels§ egészrészét.)

Ismert tény, hogy
qln/2]n

ahol (n/2)!:=(n/2)-(n/2—1)-...-(n/2—|n/2—1/2]).
Ismert még, hogy a vi,va,...,vi € R" linedrisan fiiggetlen vektorok 4ltal kifeszitett
P={xivi+xvo+...+xv |Vi: x; e R, 0 < x; < 1}

paralelepipedon térfogatat megkaphatjuk a kovetkez6 médokon:

vol P = ||vi|||Ivall..||Vi]| = vV detAAT (1.2.40)
ahol A = vy,va,..., Vv, €S V], V5,...,V; a V], Va,...,V; bazis Gram-Schmidt ortogonalizéltja.

1.3. Racsok

1.1. Definicié. Legyen adott az R” euklideszi tér k darab by,b,,... by linearisan fiiggetlen
vektora. Ezen vektorok egész egyiitthatds linedris kombindcidinak halmazét rdcsnak nevezziik,
és ezt a halmazt

L:L(bl,bz,...,bk) = {S1b1 +soby + ...+ siby | S1,52,...,5 € Z}

moédon jeloljikk. Ekkor L a by, by, ... b, vektorok éltal generdlt racs, és a by, bo, ..., b, vekto-
rokat az L racs bdzisdnak hivjuk.



El6fordulhat, hogy néhany egymastdl nem feltétlen fiiggetlen vy, vo, ..., v, vektor egész egyiitt-
hat6s linedris kombindcidinak halmaza is egy rdcsot ad eredményiil, s6t ez még akkor is megtor-
ténhet, ha megszdmlalhatéan végtelen sok vektor 4ll rendelkezésiinkre. Altaldban amennyiben
adott egy D C R” diszkrét halmaz, akkor az ez 4ltal generdlt ,,rdcsra” a

L(D):={s1dy+soda+...+s5udy, |mEN, dy,dp,...,d,, €D, s1,52,...,5m €L} (1.3.1)
jelolést hasznaljuk.

Egy rdcs dimenzidja (1.2.14) szerint az 6t generdld linedrisan fiiggetlen vektorok szdma. Amennyi-
ben egy L C R" racs dimenzidja n, akkor azt mondjuk, hogy L teljes dimenzids. A k dimenzids
rdcsok halmazdra mostantol az

2 :={L| L egy k dimenziés rics.} (1.3.2)
jelolést hasznaljuk.

A fejezet legelején leirt példa a Z2 C R? egész koordinatju pontok 4ltal meghatérozott racs. Ezt

a
€ = (13())

€ = (O, 1)

vektorok generaljak, de lathat6an ugyanezen racs megkaphatd, mint a

(1,0)
= (S 1)
vektorok 4ltal generalt rics is, ahol s € 7Z tetszleges egész szam. Ezek szerint a Z? rdcsnak

végtelen sok kiilonbozd bazisa van. Ehhez hasonléan meggondolhatd, hogy éltaldban a legaldbb
2 dimenzids racsoknak is végtelen sok kiillonb6zd bazisa van.

u
v

Most, hogy pontjainak segitségével megadtunk egy ricsot, irjuk le a racs tobbi alkotéelemét
is! Legyen adott egy k dimenzids L récs, €s ennek egy by, b,, ..., by bazisa. Ekkor a bazishoz
tartozo

P= {x1b1 +xby + ... +x;by | Vi:x; e R, 0<x; < 1}

fundamentdlis paralelepipedon b + P eltoltjai ahol b € L lefedik a teljes [L] alteret, tovabba két
ilyen politép csak a hatarukon érintkezhet, azaz

b-+P belL

az [L] altér egy parkettdzésa.

Altalaban egy rcs determindnsat P-hez tartozé bdzis determinansdnak abszoliit értékeként szok-
tdk definidlni. Ezt altaldban ugy teszik meg, hogy el6szor beldtjak, hogy két bazis pontosan ak-
kor fesziti ki ugyanazon racsot, ha egy £1 determindnsu (unimoduldris) linedris transzformécié
segitségével az egyik a mésikba vihetd. Ekkor két kiillonboz6 bazis determindnsdnak abszoltt
értéke meg kell hogy egyezzen, tehdt a rdcs determindnsa jol definidlt. Egy ilyen bizonyitas
példaul megtaldlhaté a [Lek87] konyvben, szamunkra azonban tobbet mond, ha egy kicsit mas
irdnybol kozelitjiikk meg ezen fogalmat.

A kovetkez6 allitdsban megmutatjuk, hogy ha leparkettizuk az euklideszi teriinket egybeva-
g6 testekkel ugy, hogy ezen testeket egy racs pontjaiba illesztjiik, akkor ezen testek térfogata



csakis egy értéket vehet fel. Ezt igy mutatjuk meg, hogy belatjuk, hogy két ilyen test mindig
atdarabolhat6 egymadsba. Erre a 1.4. dbrdn egy konkrét példa lathat6 egy sikbeli racs esetén.

1.4. dbra. Két kiilonb6z0 parkettdzas atdaraboldsa egymdsba.

1.2. Allitas. Legyen adott egy k dimenziés L C R" rdcs. Legyenek G,H C [L] olyan mérheté
halmazok, hogy a

A ={b+H|belL}
¥ ={b+G|belL}
halmazrendszerek az [L] altér egy-egy parkettdzdsdt (ldsd (1.2.21)) alkotjdk. Ekkor

volG = vol K.

Bizonyitds. Az allitast gy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk, hogy a H halmaz 4tdarabolhat6 a
G halmazba. Mivel ¢ egy parkettazas, igy

H=J(v+G)nH.
veL

Legyen
Hy:=(V+G)NH
Gv = Hv —v C G.

Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek u # v racsvektorok, hogy a Gy és Gy halmazoknak van egy
g kozos belsd pontjuk. Ekkor a
hi:=g+u

hy :=g+v



pontok a H halmaz két kiilonbzd belsé pontjai. Ez nem lehet, mivel ekkor hy =h; +u—vés
igy hy nemcsak a H, hanem a H 4+ u — v halmaznak is belsd pontja lenne. Ez nem teljesiilhet,
ugyanis 7 egy parkettazas.

Ezek szerint tetsz6leges u # v racsvektorok esetén a Gy és Gy halmazok legfeljebb a hatdrukon
érintkezhetnek és igy

volH = Z volHy = Z vol Gy < volG.
veL veL

Ugyanezt a H és G halmazok szerepcseréjével tjra végigjatszva a forditott egyenlStlenséget is
megkapjuk, tehat az 4llitast belattuk. 0

Ezek szerint értelmes a kovetkez6 definicio:

1.3. Definicio. Legyen adott egy k dimenzids L racs, és egy G korldtos mérhetd halmaz, hogy
b+G belL
az [L] egy parkettdzdsat adja. Ekkor az L récs térfogata alatt a G halmaz térfogatt értjiik és ezt
volL :=volG (1.3.3)
modon jeloljiik.
Ezt szokds még az L rcs determindnsdnak is hivni. Mi viszont most a racsokat jobban geomet-
riai, mint algebrai objektumként kezeljiik, ezért besz€liink inkdbb térfogatrol.

A bevezetSben leirtuk, hogy mik is egy racs f6 alkotéelemei. Ezek koziil mar csak egyet nem
ontottiink preciz forméba.

1.4. Definicié. Legyen adott egy k dimenziés L C R” rics, és ennek egy by,b,, ... by bazisa.
Ekkor adott 0 < i < k index és s;;1,Si+2,...,5x € Z egész szdmok esetén a

F =F(siy1,8i42,---,5) = [br,ba, ..., bl +sip1biy 1 +si0bi0 4. 4 s¢by

modon meghatérozott affin alteret a racs egy lapjdnak nevezziik. i = 1 esetén lap helyett inkabb
az él kifejezést haszndljuk.

1.5. Allitas. Legyen adott egy k dimenziés L C R" rdcs, és ennek egy by, b, ... by bdzisa.
Legyen adott egy i index és legyenek adottak az sit1,Siy2,...,5k € Z egész szamok. Legyen
adott a rdcs

F =F(si41,8i42,---,5k)

lapja. Legyen by,b5,....,b; a by,by,... by bdzis Gram-Schmidt ortogonalizdltja, és legyenek
X1,X2,...,Xx € R olyan valos szdmok, hogy

Siv1bir1 +Sitobio+ ...+ sibr = )qu —l—Xsz +... —l—xkb;.
Ekkor F minimdlis hosszusdgu vektora

* * *
xi+1bi+l +Xi+2bi+2 —|— v —|—Xkbk.



Bizonyitds. Mivel

F =[b1,by,....bj] +sip1bip1 +sipobipo+... sy =
[bl,bz,...,bi]—I—xlb}k—Fbe;—{-...—{-xkb,t
(b1, b2, ..., bi] +xip1b g +xiablp + ..+ xiby,

igy tetsz6leges v € F el6all, mint
V= V/ —l—xi+1b?<+1 +Xi+2b;~k+2 +... +Xkbz
ahol v/ € [by,b,, ... b;]. Ezek szerint

IVII* = IV +xi1b7 sy +tigabiig x| = [V [xibfy g +xiabiio +.. b >

> [l by + xivabiyn . x|

igy az éllitast belattuk. [

Ha a fenti allitdsban s,, a maximalis index{ egész szam amely nem 0, akkor a Gram-Schmidt
ortogonalizalt definicidja szerint x,, = s,,, €s j > m esetén x; = 0. Ezek szerint ekkor tetsz8leges
v € F esetén

V1] = [sm - [Ty ]| = [y, ] (1.3.4)

1.6. Allitas. Az R" halmaz rdcsai pontosan az R" halmaz diszkrét (lasd (1.2.20)) additiv rész-
csoportjai.

Bizonyitds. Legyen adott egy k dimenzids L C R" rics. Legyen az L racs egy bazisa by, b, ..., by,
és legyen ezen bézis Gram-Schmidt ortogonalizéltja by, b3, ..., b;.

Az, hogy L az R" egy additiv részcsoportja a racsok definicidjabol azonnal adédik. Amit be
szeretnénk latni, hogy diszkrét is. Mivel 0 € L igy elég megmutatni, hogy 30 < € € R, hogy a
B(€) gomb csak a 0 racspontot tartalmazza, ekkor ugyanis két kiilonb6z6 racspont tavolsdganak
legalabb e-nak kell lennie. Legyen

0 < & < min||b]|.
1
Ekkor (1.3.4) szerint tetszSleges 0 # b € L racspontra
b > €

teljestil, igy ezzel az 4llitas egyik irdnyat belattuk.

Most legyen adott az R” egy k > 0 dimenzi6s L diszkrét additiv részcsoportja. Ugy bizonyit-
juk be az allitds masik irdanyat, hogy rekurziv megadjuk a by,b;,... b, linedrisan fiiggetlen
vektorokat, amelyekre

L=L(by,by,...,by)

teljesiil. Mivel L egy additiv részcsoport, igy az 0 € L, és mivel dimL > 0 igy létezik egy
0 # v € L vektor is. Mivel L diszkrét, igy LN B(||v||) halmaz véges elemszdmi. Legyen by € L
az a vektor amelyre

[bi|=_min bl
beLB(|v])



teljesiil. Ekkor by az L halmaz legrovidebb nem 0 vektora. Most tegyiik fel, hogy mar megha-
taroztuk a by, b,, ..., b;_ vektorokat, ahol i — 1 < k. Legyen

P={xibi+xby+...+xi1b;i_1 | Vj: 0<x; <1}

aby,bo,...,b;_1 vektorok 4ltal generalt racs alappolitépja. Tetszdleges b € L vektor
b=xb; +xby+...+x_i1bi_; +b"
alakba frhat6, ahol b € [by,b;,...,b;_1]*. Vezessiik be a
P(b) := (x; — [x1] )by + (x2 — [x2 )b +... (i1 — [xi—1])bi1 + b
jelolést. Mivel L egy additiv részcsoport igy b € L esetén P(b) € L.
Legyenv € L\ [by,by,...,b;_1] tetszleges, és legyen
P :=P+B(||v]).
Mivel a P’ egy korlatos halmaz, és L diszkrét, igy a
Q:=P'NL\[by,by,....,b;_{]
halmaznak véges sok eleme van. Vélasszuk meg ab; € L\ [by,b,,...,b;_;] vektort tigy, hogy
Iproji= y (by) || = {)rggllprojil(b)!\

teljesiiljon. Ekkor mivel tetszdleges b € L esetén

Iproji— (b) | = [|proji—; (P(b)) ]| > {)rgngrOjf_](b)ll

,

1gy
[proji=; (by) | = min [proji-; (b)] (13.5)

is teljesiil, tehdt ezek szerint b; az L rdcs [by,by,...,b;_1] altérhez legkizelebb esd vektora.

Rekurziv meghatdroztuk a by,b,,...,b; € L linedrisan fiiggetlen vektorokat. Mivel L egy k
dimenziés halmaz, igy tetszSleges b € L esetén 1éteznek s1,s7,...,s; € R valés szdmok, hogy

b=s1b;i +s2br+ ...+ s;by.

Amit meg szeretnénk mutatni, hogy az sy, s3,...,s; szdmok igazabdl egészek. Tegyiik fel indi-
rekt, hogy ez nem teljesiil és legyen m maximalis index, hogy s,, € R\ Z. Ekkor
b :=b— [su|bm—Smi1bmi1 —Smiobmio — ... —sibp €L
és
1Proj,_ ()| = (sm — Lsm)) [Projz_1 (bum) | < [[proj,_; (bu)l,
igy (1.3.5) szerint ellentmonddsra jutottunk. ]

Ezaltal az a nem meglepd tény is kideriilt, hogy tetszOleges L rdcsnak van legrovidebb nem 0
vektora. Ezen vektor hosszat jeloljiik

A(L) = 1l§1€1£1||b|| (1.3.6)

moédon.

Most mér egy kicsit kozelebbr6l megismertiik ezen dolgozat legfontosabb struktdrdjat: a ra-
csokat. A kovetkezd fejezetben megismerkediink egy klasszikus problémadval, ami a mai napig
rengeteg nyilt kérdést vet fel. Ezt a problémat természetesen a racsok szemszogébdl kozelitjiik
majd meg. Vagjunk hat bele!



1.4. Gombpakolasi feladatok, és a Voronoi cella

Klasszikus kérdés ami mar Keplert is foglalkoztatta, hogy milyen siirtin lehet lefedni a 3 di-
menzids teret egybevdgd diszjunkt gombok segitségével. 1611-ben Kepler megsejtette, hogy
nincs jobb gombpakolas, mint az ugynevezett fcc (face-centered cubic) pakolas (lasd 1.5. abra).
Gauss bebizonyitotta, hogy az olyan pakoldsok esetén, amikor a gdmbdk kozéppontjai egy racs
pontjai, ez a legs(riibb fedés. Kepler sejtése az altaldnos esetrdl szamos probalkozas utan is bi-
zonyitas nélkiil maradt, egészen a 2000-es évek elejéig. Thomas Callister Hales egy szamitogép
altal asszisztédlt bizonyitast adott, amely helyességében hosszas ellendrzési folyamat utdan sem

bizonyosodtak meg teljesen.

1.5. dbra. Almék fcc pakolasa.

Erre valaszul Hales 2003-ban elinditotta az igynevezett Flyspeck projektet (Formal Proof of
Kepler projekt), melynek célja az volt, hogy Kepler sejtésére befejezze a formalis bizonyitést.
A projekt 2014-ben sikerrel lezarult, igy pont keriilt egy akkorra mar négyszav éves probléma
végére.

Hales bamulatos eredményének ellenére még rengeteg nyitott kérdés van ezzel kapcsolatban.
Ezen dolgozatban a gombpakolasi problémadt tetszdleges dimenzidban tekintjiik, viszont a prob-
Iéma azon véltozatdval foglalkozunk csak, amikor gombjeink kézéppontjai egy récs pontjai.
Ezen témabdl kiragadjuk a szamunkra fontos fogalmakat, viszont a témat nem targyaljuk rész-
letesen. A fogalmak bevezetését az [S1099] konyv alapjén irjuk le.

Legyen adott az R" tér egy teljes dimenzids L ricsa, és egy 0 < r € R valds szam. Ekkor a

b+B(r) bel (1.4.1)



halmazrendszert gombpakoldsnak hivjuk.

Mivel L egy diszkrét részhalmaz, igy megvélaszthatjuk az r sugar értékét egy 0-nal nagyobb va-
16s szamnak tgy, hogy gombjeink legfeljebb a hatarukon érintkezzenek. Ezt diszjunkt gdombpa-
koldsnak nevezziik. A maximalis ilyen sugdr A (L)/2. Ezt az L racs pakoldsi sugardnak hivjuk,
és

r(L):==A(L)/2 (1.4.2)
modon jeloljik. Egy L rdcshoz tartoz6 olyan gombpakolds, ahol gombjeink legfeljebb a ha-
tarukon érintkeznek akkor fedi le a tér legnagyobb hdnyadat, ha a gdmbok sugara a pakoldsi
sugar.

A kovetkez0 kérdés, hogy mekkora az a minimélis r sugér, amivel gdmbpakoldsunk nem disz-
junkt, és még a teljes teret lefedi. Miel6tt ezt megadnank, el6szor meg kell ismerniink, hogy mi
egy rdcs Voronoi celldja.

Ez nem mds mint azon pontok halmaza, amelyek legalabb olyan kozel vannak 0-hoz mint bar-
mely mdsik racsponthoz.

(a) (b) (0)

1.6. abra. A sik 3 racsdnak Voronoi celldja.

1.7. Definici6. Legyen adott egy k dimenziés L C R” racs. Ekkor a
vorL:={ve[L]|VYbeL:d(v,0) <d(v,b)} (1.4.3)
halmazt az L racs Voronoi celldjdnak hivjuk.

A
b+ vorL belL

alakui halmazok lefedik a teljes [L] alteret, tovabba két ilyen halmaz csak a hatdran érintkezhet,
tehdt ez a [L] egy parkettdzdsa. Az 1.2. éllitds szerint, tetsz6leges L racs esetén

vol (vorL) = vol L. (1.4.4)

Figyeljiikk meg, hogy ha v € vor L, akkor —v € vor L is teljesiil. Ezek szerint vor L 0-szimmetrikus.
A definiciobdl azonnal adddik, hogy

_ ) 2
vorL = beLQ{O}{V c[L]|v-b<b*/2} (1.4.5)

ugyanis
{ve[L]|v-b<b?/2} (1.4.6)



a 0 és b pontokat 6sszekotd szakaszt elfelezd merdleges hipersik altal meghatarozott a 0 ira-
nydba esd féltér. Ez azon [L] altérbeli v pontok halmaza, amelyek kozelebb vannak 0-hoz mint
b-hez.

Valgjaban egy racs Voronoi celldja elddll véges sok féltér metszeteként, és mivel korlatos is, igy

egy politop.

1.8. Definicio. Legyen adott egy k dimenziés L racs. Egy olyan b racspontot, amelyekre a
vorLN{v e [L]|v-b=1b*/2}

halmaz nem iires, a rcs Voronoi vektordnak hivjuk. Amennyiben ez a halmaz a Voronoi cella
egy k — 1 dimenzids lapja, akkor azt mondjuk, hogy a vektor Voronoi-relevdns.

A Voronoi-relevans vektorok azok, amelyek dltal meghatarozott félterekre ténylegesen sziikség

7z

van a Voronoi cella ,,el64llitdsdhoz”. A kovetkezd Voronoi-tdl szairmaz6 klasszikus allitas leirja,
hogy adott racsvektor mikor Voronoi/Voronoi-relevéns.

1.9. Allitas. Legyen adott egy k dimenziés L rdcs, és egy b € L\ {0} rdacspont. Ekkor b pontosan
akkor Voronoi vektora a rdcsnak, ha 6 az L/2L faktorcsoport

b-+2L

osztdlydnak egyik legrovidebb vektora, és pontosan akkor Voronoi-relevdns, ha ezen osztdly
legrovidebb vektorai csak b és —b.

Mi ezen dolgozatban az 4llitds bizonyitadsit nem targyaljuk.

Az éllitas szerint, egy rdcs Voronoi-relevans vektorainak szdma legfeljebb 2(2" — 1), ugyanis
minden osztdlybol legfeljebb 2 Voronoi-relevans vektor keriilhet ki, és a nem 0-hoz tartozé
osztalyok szdma 2" — 1.

Egy L rics pakolasi sugara pont a racs Voronoi celldjdnak beirhaté korének sugara. A Voronoi
cella koréirhat6 korének sugarat a rics fedési sugardnak hivjuk és
R(L) :=rad(vorL) (1.4.7)

modon jeloljiik. Ez a legkisebb akkora sugdr amekkora sugard gombokkel a 1.4.1. gombpakolds
a teljes [L] alteret lefedi. Ilyenkor gombpakolds helyett a gombfedés kifejezést haszndljuk.

(a) A pakolési sugar (b) A fedési sugér

1.7. dbra. A sik egy rdcsdnak pakoldsi és fedési sugara.



A fejezet elején leirtuk Kepler gombpakolasi feladatat. A cél az, hogy megtaldljunk egy olyan
diszjunkt gobmbpakolast, amely siirlisége a lehetd legkisebb, azaz amely a tér lehetd legnagyobb
hanyadat lefedi. A kérdés csak az, hogy hogyan irjuk le precizen egy gombpakolds stiriségét?

Adott L C R” teljes dimenzids racs és r sugard gombok esetén a pakolds slirlisége

VoIB(r) w2l

= . 1.4.8
volL (n/2)! volL’ ( )
tehat a legstir(ib L racshoz tartozé diszjunkt pakoldas stirisége
[n/2] L))"
s )1 (1.4.9)
(n/2)!  volL
a legkevésbé siiri gombfedés slirlisége pedig
7 (RWL) (1.4.10)

(n/2)!" volL

Eddig a legstiribb diszjunkt gombpakolds csak az elsd 8 dimenzidban, és a 24. dimenzidban
ismert. Hasonl6 a helyzet a legkevésbé stirli gombfedésekkel: az elsé 5 dimenzidban tudjuk,
hogy melyek a legjobb fedések, magasabb dimenzidban azonban a vélasz sajnos nem ismert.
[S1099]

1.5. Szukcessziv minimumok, Minkowski tételei, és a Hermit konstans

Az 1.3. alfejezetben lathattuk, hogy minden racsnak taldlhat6 legrovidebb vektora. Ezen foga-
lom tovabb dltaldnosithatd, és megtaldlhatjuk egy rdcs elsé valahany legrovidebb vektorat.

Legyen adott egy k dimenzids L C R" racs. Noveljiik fokozatosan egy 0 kdozéppontu n dimen-
zi6s gomb sugarat egészen addig a pillanatig, amig a gombiink az eddigi nem 0 racspontokt6l
linedrisan fiiggetlen 4j racsponttal nem bdviil. Ha a kezdeti sugar olyan kicsi volt, hogy a gomb
nem tartalmazott 0-tdl kiilonbozd racspontokat, akkor a bdviilés utdn kapott rdcspont lesz a
rdcsunk legrovidebb nem 0 vektora. Ha folytatjuk ezt a bovitési folyamatot, akkor mindig a ko-
vetkez$ kapott vektor lesz az, ami szemiinkben a kovetkezd legrovidebb racsvektor. Ez alapjan
a kovetkez6 definicidt kapjuk az i. ,,legrovidebb” vektor hosszara:

1.10. Definicié. Legyen L C R" egy k dimenzids racs. A
Ai(L) :=inf{r € R | 3vy,v,,...,v; € LNB(r) linedrisan fiiggetlen vektorok} (1 <i<k)

valds szdmot az L récs i. szukcessziv minimumdnak hivjuk.

Adott L rdcs esetén mindig van olyan racspont aminek hossza pont A;(L), tovabba ahogy azt
megfigyeltiik, A; (L) a rdcs legrovidebb nem 0 vektordnak hossza, és

M(L) < Mp(L) < ... < A(L), (1.5.1)

teljesiil. (Az egyenldséget azért engedhetjiilk meg, mert a definicid el6tt leirt gomb egyszerre
akar tobb fiiggetlen racsvektorral is bdviilhet.)



Ezen alfejezetben bemutatunk egy fontos felsd becslést a szukcessziv minimumok szorzatanak
nagysdgdra. Mint ahogy azt 14tni fogjuk, ennek segitségével korlatot szabunk a legsir(ibb disz-
junkt gombpakolds strtiségére is. A kovetkez6 harom tétel bizonyitdsat, amely ezen tényhez
vezet, egy az egyben a [Gol02] konyv alapjan irjuk le.

1.11. Tétel (Blichfeldt tétele). Legyen adott egy L C R" rdcs, és egy G C [L] mérhetd halmaz.
Ha
volL < volG

akkor léteznek a g1,8> € G pontok, hogy
g —g €L
Bizonyitds. Legyen K egy mérhet6 halmaz, hogy

b+K belL

az [L] altér egy parkettdzasat adja. Legyen v € L,

Ky =v+K
és

Gv :KvﬂG
Ekkor

GV_V - K7
és

volG = Z vol Gy,

veL

igy léteznie kell u # v racsvektoroknak, hogy a Gy — v és G, —u halmazok metszetének belseje
nem iires, mivel kiillonben

volG = Z volGy = ZVO](GV —v) <volK

veL A

teljesiilne ami ellent mondana a volG > volL = volK kezdeti feltételnek. Legyen tehdt g a
Gy —u és Gy — v halmazok belsejének kozos eleme. Legyen g = g+ u, és g» = g+ v. Ekkor
21,8 € Gés g — g =v—uec Ligy az dllitast belattuk. [

Ezen tételbdl szinte azonnal kovetkezik Minkowski nevezetes tétele:

1.12. Tétel (Minkowski elsé tétele). Legyen adott egy k dimenzios L C R" rdcs, és egy S C [L]
konvex és 0-szimmetrikus halmaz. Ha volS > 2vol L, akkor az S halmaz tartalmaz egy nem 0
rdcspontot.

Bizonyitds. Legyen adott egy S C [L] halmaz amely teljesiti a tétel feltételeit. Legyen
S =(1/2)-S.

Ekkor mivel
vol S’ = (1/2)*volS > volL



igy Blichfeldt tétele szerint 1étezik s1 # s, € §’, hogy s; —s; € L. 8’ definicidja szerint

281,282 € S,
és mivel S 0-szimmetrikus igy
—2s1 €8.
Végiil S konvexitdsa miatt
28y —2s
L\{0} >, —s; :% es
tehat s, — s egy S-beli rdcspont. [

Végiil ebbdl be tudjuk 14tni Minkowski mdsik nevezetes tételét:

1.13. Tétel (Minkowski masodik tétele). Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs. Ekkor

A(L)-22(L) ... - A(L) < pk2
vol L

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy

A(L)-22(L) ... - A(L) S k2
vol L -

Legyen by, by, ..., by € L az L rdcs olyan vektorai, hogy tetsz6leges i index esetén
[bi|| = Ai(L).
Legyen ezen vektorok Gram-Schmidt ortogonalizéltja by, b3, ..., b;. Legyen
B={vell][[v] <1}

az [L] altér 1 sugard nyilt egységgombje, és legyen T: [L] — [L] az a linedris transzformécié
amelyre
T(b;) = Ai(L)b;.

Ekkor a T transzformécidt a B gombre alkalmazva egy 0-szimmetrikus konvex halmazt kapunk
amely térfogatdra a kovetkez6 becslés all fenn:

VoI T(B) = Ay (L) - Aa(L) - ... - Ae(L)vol B > (K*/>vol L)vol B = vol L(vol V/kB).

Mivel vkB tartalmazza a 2 oldalhosszisdgi origé stlypontd kockdt, igy térfogata legalabb 27,
és ezek szerint
volT(B) > 2" -volL

igy Minkowski elsé tétele szerint 1étezik egy v € T(B) N L nem 0 racspont. Legyen u € B az a
pont amelyre
T(u)=v.
Mivel u € B igy |lul| < 1. Trjuk fel az u és v vektorokat a b%,b3, ..., b} vektorok linedris kom-
bindcidjaként. Ha
u=c1b]+cb3+...+cibg



akkor T definicidja szerint
V=il (L)bqi< 4+l (L)b; + .o (L)b,t.

Legyen i maximélis index, hogy ¢; nem 0, és legyen i minimélis index amire A;(L) = A;(L).
Mivel b} - v = ||b}||?c; (L) # 0 igy a v racspont linedrisan fiiggetlen a by, b,, ..., by_; vekto-
roktdl, igy v nincs benne a [by, by, ... ,by_{] altérben, tehdt v egy a by, b, ..., by_; vektoroktol
fiiggetlen racspont. A bizonyitds befejezéséhez megmutatjuk, hogy ||v|| < AL(i) = AL(¢'):
IVI? = 24 (L) lerb|® + A2 (L) [|eab3 1> + ...+ (L) [ebf||* <

< A(L)?[lerb [P 4+ A(L)[|eab3 || + .. 4 A(L)?||ebf ||* =

= Xi(L)?||ul| < A(L)*.
Ezzel az i’. szukcessziv minimum definicidja szerint ellentmondasra jutottunk, és igy a tételt
belattuk. [

Most eljott az id6, hogy megvizsgéljuk, mi kéze ennek a diszjunkt gombfedésekhez. Ehhez
eldszor is be kell vezetniink egy rdcs Hermit defektusdnak a fogalmat.

1.14. Definicio. Legyen adott egy k dimenziés L C R" racs. Ekkor a

A(L)k A(L)F

volL |[by[| - [[b3]| - ... - [[bF]]

valos szamot az L racs Hermit defektusdnak hivjuk.

Minkowski masodik tétele szerint egy k dimenzids racs Hermit defektuséra a

AL

L) =" < )2 1.5.2
L) = < (1.5.2)
felsé becslést kapjuk. Hermit egy ennél valamivel rosszabb felsé becslést hasznalt fel annak
megmutatdsdra, hogy értelmes a

Y := sup Y(L) (1.5.3)
Le %,

kifejezés. Ez az tigynevezett k dimenzids Hermit konstans. A Hermit konstanst sok helyen
2/k
Yk/
modon definidljék, nekiink azonban ezt kényelmesebb a (1.5.3)-nél lathat6 modon bevezetni.
Ismert tény, hogy létezik olyan k dimenzids L racs, amelyen a Hermit konstans értéke felvétetik,
azaz amelyre
%= y(L).
Az ilyen racsokat kritikus rdcsoknak hivjuk. A Hermit konstans pontos értéke csak az elsd 8

és a 24. dimenzidban ismert, tovabba ezen dimenzidkban még ismert az dsszes kritikus racs is.
[Ngul0]

Megfigyelhetjiik, hogy a Hermit defektus szoros dsszefiiggésben 4ll a lehetd legstirlibb n-dimenzids
diszjunkt gombpakolds meghatdrozdsdval. Nevezetesen (1.4.9) alapjan, egy ilyen pakolas siir(i-
sége
xln/2)
(n/2)12n
igy a legstrlibb gombpakoldst pont a kritikus racsok adjék.

. (1.5.4)



2. Algoritmikus problémak racsokon

2.1. Elemi algoritmusok

A bevezetdben leirtuk, hogy az R” tetszdleges k darab by, b,, ..., by lineérisan fiiggetlen vekto-
rdhoz tartozik k darab egymasra merdleges by, b3, ... b vektor, hogy
by = uy,1bj

by = o, 1b] + 12 2b5
b3 = u3 1bj + Uz 2bs + Uz 3b3

by = ti,1b] + i 2bs + e 3b3 + ...+ i kby,

A b7,b3,...,b; vektorokat a kezdeti vektorok Gram-Schmidt ortogonalizéltjdnak hivjuk, a p;
egyiitthatékat pedig a Gram-Schmidt egyiitthatéknak. Ezek a kovetkez6 klasszikus algoritmus
segitségével megkaphatdak:

2.1. Algoritmus Gram-Schmidt ortogonalizacié
Név: GS_ort (by,by,...,by)
Be: by,by,..., b, € Q" linedrisan fiiggetlen vektorok
Ki: A kezdeti vektorokhoz tartozé (M ;)o<j<i<n Gram-Schmidt egyiitthatok, és
bi,b3,...,b; Gram-Schmidt ortogonalizalt

1: by < by

2: Ciklusi = 2.k (+1)

3: Ciklus j =1..i—1 (+1)

4: Wij < b;-bi/[[b%|1?

5: Ciklus vége

6: by «=bi—pi by —piob; — ... — ;i 1b7,
7: Ciklus vége

Itt az i. iterdcibban megkeressiik azt a
b; + [b],bz, ... ,b,-_l]

affin altér belsejébe esé b} vektort, amely merdleges az els6 i — 1 vektor dltal kifeszitett altér-
re. Bzt igy adjuk meg, hogy a by,b3,...,b" | megfeleld linedris kombindcidjat kivonjuk a b;
vektorbdl. Ezek a megfelel$ egyiitthatok pont a Gram-Schmidt egyiitthatok lesznek, amiket az
algoritmus 3. sordban kezd6dd ciklusban hatdrozunk meg.

Most bemutatunk egy mdsik elemi algoritmus, amelyet mdr Gauss is megfogalmazott. Egyesek
ugy gondoljdk, hogy Lagrange mar Gauss el6tt felfedezte ezt az algoritmust, és igy sok helyen
a Lagrange algoritmus elnevezést haszndljak. Mi végiil a Lagrange-Gauss algoritmus elnevezés
mellett dontéttiink. Az algoritmust [Gall2] alapjdn mutatjuk itt be.

Ezen algoritmus (egy tetszOleges dimenzidba édltaldnositott véltozatanak) részletes elemzését a
4. fejezetben targyaljuk majd. Itt most csak felvdzoljuk az algoritmus miikodése mogott rejld
alap gondolatokat.



Legyen adott egy 2 dimenziés L C Q" rics és ennek egy u,v bazisa. Legyen u a v vektor u
vektorhoz tartoz6 Gram-Schmidt egyiitthatéja. Ekkor, amennyiben a

[[ul| < vl
uf<1/2
feltételek teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy a bazis Lagrange-Gauss redukalt.

(2.1.1)

A redukdltsag ezen fogalma a v vektort a 2.1. dbrdn lathato tartomdnyba kényszeriti. Mint azt
késobb latni fogjuk, kettd dimenzidban ezen redukdltsdg a lehetd legjobb amit csak taldlha-
tunk, olyan értelemben, hogy egy ketté dimenzids racs Lagrange Gauss redukalt bazisa a lehetd
legmerdlegesebb az 6 Osszes bazisa koziil.

2.1. abra. A Lagrange-Gauss redukéltsag tartomanya.

Ezt tudva adddik a 2.2. algoritmus, amely megtaldl egy Lagrange-Gauss redukalt bazist.

2.2. Algoritmus Lagrange-Gauss redukcié
Név: LG_alg_2d (u,V)
Be: Egy L C Q" rdcs egy u, v bézisa, ahol ||v|| < ||u]]
Ki: Az L r4cs u, v Lagrange-Gauss redukalt bazisa

1: Ciklus

2 x < u-v/|v|?

3 r<u—|[x|v > |x| ax valés szdmhoz (egyik) legktzelebb ess egész szam
4: u<v

5 V&

6: Ciklus amig ||v|| < |[u]| vége

A 3. sorban pont azt érjiik el, hogy az iterdcié végére kapott u, v bazis Gram-Schmidt egyiitt-
hatdjdnak abszolutértéke legfeljebb 1/2 legyen. A ledllasi feltétel és ezen megfigyelés miatt az
algoritmus muszdj, hogy leélldskor Lagrange-Gauss redukalt bazist adjon eredményiil.



Mivel az algoritmus minden iterdciéjdban csokken az u vektor hossza, és a B(||u||) gombben
csak véges sok rdcspont van igy az algoritmus sziikségszerien véges sok 1épésben le is all.

s

Késébb majd belatjuk, hogy ezen algoritmus iterdcidinak szama polinomiélis.

2.2. Az ortogonalitasi defektus, és Hermit algoritmusa

A sikon viszonylag konnyi volt megfogalmazni a célunk: olyan bdzisat akartuk megtalédlni egy
racsnak, melynek vektorai a lehetd legkozelebb vannak a merdlegeshez. Ugyanezt akarjuk meg-
valdsitani most n dimenzids terek esetén, ehhez azonban elGszor is be kell vezetniink az orto-
gonalitdsi defektus fogalmat. Ez egy mérdszam arra, hogy egy rics egy adott bazisa mennyire
tér el az 6 Gram-Schmidt ortogonalizaltjatdl.

2.1. Definicié. Legyen adott egy k dimenzids L C Q" racs és ennek egy by,b, ..., by bazisa.
Legyen ezen bdzis Gram-Schmidt ortogonalizaltja by, b3, ... ,b;. A

byf[- bl - [[by]
6(by,by,....by) = |
( 1,02, ) k) vol L
valos szamot a by, b, ... by fiiggetlen vektorok ortogonalitdsi defektusdnak nevezziik.
Mivel volL = ||by|| - [|b3]| - ... - ||bg|| és b] = by, igy az ortogonalitdsi defektust felirhatjuk egy
kicsit méasképp is:

o[ - B3] - ... - [[ b

o(b1,by,....by) = — . e (2.2.1)

IR
Ez alapjan mdr latni fogjuk, hogy az ortogonalitdsi defektus ténylegesen azt jelenti, amit a neve
sugall: megmutatja, hogy a by, bo, ..., by fiiggetlen vektorok mennyire térnek el az ortogonélis-
tol.

2.2. Allitas (Hadamard egyenlétlenség). 1 < 0(by,ba,...,by) ahol pontosan akkor teljesiil az
egyenloség, ha aby,b,,... by vektorok egymdsra merdlegesek.

Bizonyitds. Mivel tetszSleges i esetén ||b?|| < ||b;|| és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil,
ha b; = b}, ezért (2.2.1) alapjan megkaptuk az 4llitdst. 0

Az ortogonalitdsi defektus (2.2.1) alakjébdl ennél tobbet is ki tudunk olvasni. Mivel ||b}||/||b;|
pont a b; vektor és [by, by, ..., b;_1] altér dltal bezart 0 < o; < /2 sz6g szinusza (lasd (1.2.33)),
igy az ortogonalitdsi defektus dj alakjat kaptuk:

1

O0(by,by,...,by) = . 2.2.2
( 1,092, ’ k> Sinaz.sina3-,..'Sinak ( )

Végiil arra jutottunk, hogy az ortogonalitdsi defektus nagyobb vagy egyenlé mint 1, pontosan
akkor egyenld 1-el, ha a vektoraink egymdsra merdlegesek, és minél kozelebb van az ortogo-
nalitasi defektus 1-hez, anndl kozelebb kell lenni az o, 03, ..., 0y szogek szinuszdnak 1-hez,
tehat a szogek anndl kozelebb vannak a mer6legeshez.

Adddik tehat a probléma, hogy megtaldljuk egy racs egy olyan by, by,... b, bazisit, amely
ortogonalitdsi defektusa minimadlis. Ahogy ezt a kdvetkezd példa illusztrdlja, nem varhatjuk el,
hogy mindig ortogondlis bazist taldljunk, ugyanis ilyen nem feltétlen 1étezik.



Legyenek adottak a sikon az
u=(1,0)

v=(1/2,v3/2)

vektorok. Az ezek 4ltal generalt szabélyos hatszog racs (lasd 2.2. dbra) késdbbi kitiintetett sze-
repe miatt kiilon jelolést kap:

(2.2.3)

Ay :=L(u,v) (2.2.4)
Mivel volAy =+/3/2 és ||ju|| = ||v|| = 1, igy
2
o(u,v) = —. (2.2.5)

V3

Tudunk ennél jobbat? Az A; racs egy by, b, bazisdnak ortogonalitdsi defektusa pontosan akkor
minimalis, ha a

b1l (s
szorzat minimalis. Az A, rdcs minimédlis hosszisagu nem 0 vektorai az egységkoron helyezked-
nek el. Nyilvdn u és v is ilyenek. Ezek szerint az A; rdcs u, v bdzisa minimalizdlja az ortogona-
litasi defektust.

L] L] L] L] L] L]
L] L[] L] L] L[]
v
u
L] L] 0 L] L]
L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L]

2.2. ébra. A szabdlyos hatszog récs.

Most megmutatjuk, tetszdleges racsban taldlhaté minimadlis ortogonalitdsi defektusu bézis.

Legyen adott egy k dimenzids L C R" racs és ennek egy by, by, ... by bazisa. El6szor az egy-
szertiség kedvéért tegyiik fel, hogy A;(L) > 1. Késdbb majd ettdl a feltételt6l megszabadulunk.
Mivel a

B =B([[by |- [[baf -....- [[bk]])

gdombben csak véges sok racspont van, igy ezen gombbe L bazisai koziil is csak véges sok es-
het. Legyen b/, b}, ..., b; € B, a B gémbbeli bazisok koziil minimdlis ortogonalitdsi defektusu.
Akkor ez L 6sszes bazisa koziil is minimadlis ortogonalitdsi defektusu, ugyanis

bi,by,....by €B



és amennyiben adott az L egy olyan c¢y,ca,...,¢; bdzisa, amelynél van olyan i index amire
¢; ¢ B, akkor
3(b1,ba,....by) < 8(ei,e,...,¢0).

Amennyiben A; (L) < 1, akkor az L rdcs helyett nézziik az atskalazott

o
M (L)

racsot. Az el6zbek szerint itt taldlhaté minimélis ortogonalitdsi defektusu bazis, igy ilyen a
kezdeti L racsban is volt.

2.3. Definicié. Megmutattuk tehét, hogy minden k£ dimenziés L C R” racsnak taldlhaté mini-
mélis ortogonalitdsi defektust bazisa. Ezen ortogonalitdsi defektus nagysdgat az L racs ortogo-
nalitdsi defektusdnak hivjuk, és

O(L):= i 6(by,by,....b
( ) b17{)12171~1-1~7bk ( b2 k)
az L bazisa

modon jeloljiik.

Hermit (a kvadratikus formdk nyelvén) megadott egy algoritmust, amely tetsz6leges dimen-
zidba éltaldnositja a Lagrange-Gauss algoritmust, és habar minimadlis ortogonalitdsi defektusu
bazist nem taldl, de azt megkozeliti. Ehhez el6szor is megfogalmazta az ugynevezett gyenge
redukaltsdg fogalmat. Az algoritmus itt talalhato kifejtését [Ngul0] és [Lov86] alapjdn irjuk le.

2.4. Definicié. Legyen adott egy k dimenzids L C Q" racs és ennek egy by,b,, ... by bazisa.
Amennyiben tetsz6leges j < i indexek esetén a bdzis y; ; Gram-Schmidt egyiitthat6jara

b j| < 1/2

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a bazis gyengén redukdlt.

A 2.3. algoritmus segitségével tetszdleges kiinduldsi bazis esetén taldlhat6 egy gyengén redukalt
bazis, amely Gram-Schmidt ortogonalizéltja ugyanaz, mint a kezdetinek.

Vizsgéljuk meg, hogy mi torténik amikor az algoritmus 4. sordban megvaltoztatjuk b; értékét.
El6szor vegyiik észre, hogy a véltoztatds a bazis Gram-Schmidt ortogonalizaltjat véaltozatlanul
hagyja, igy ha k # i akkor tetszGleges [ esetén ; ugyanaz marad.

Legyen b’ a kapott uj vektor, (11,)1<;<; az Gj Gram-Schmidt egyiitthatok, b}, b3, ... b} pedig a
bazis Gram-Schmidt ortogonalizltja. Ekkor

bi =b; — [fij1bj = Y b — (] Y wjeiby = Y (= (i 114j40)by
i=1 i=1 =1

12y
Mi ha j* <,
Wi = My — LMij [ ]jer = § Mije — [ Mij+ | hal = j*, (2.2.6)
Wi — | Mij< | pj+  kiilonben.



2.3. Algoritmus Gyenge Redukcié

Név: gyenge_redukcid (by,ba,...,by)
Be: Egy L C Q" rdcs egy by, bo, ..., by bazisa
Ki: Az Lracs by,bs, ... b, gyengén redukdlt bazisa

1: GS_ort (by,by,...,by)
2: Ciklusi =2..n (+1)

3 Ciklus amig 3;: 1 < j <i, |u;j| > 1/2
4 Legyen j* a ciklus felételének megfeleld j-k koziil maximalis
5: b; <+ b;— L,Llij*—ij*
6 Frissitsiik a Gram-Schmidt egyiitthatékat
7 Ciklus vége
8: Ciklus vége

Ezek szerint |/ j] < 1/2, igy a ciklus feltételét teljesitd maximalis j index legaldbb egyel kisebb
lett. Innen latszik, hogy az i. kiils6 ciklusban legfeljebb i — 1-szer fut le a belsé ciklus azaz az
algoritmus iterdcidinak szdma legfeljebb

1+2+...+(n—1):<z>.

Végiil azt kaptuk, hogy a 2.3. algoritmus eredményiil egy gyengén redukélt bazist ad vissza, €s
legfeljebb (g) belsd iterdci6 alatt véget ér.

Az algoritmus 6. sordban a Gram-Schmidt egyiitthatok frissitését persze (2.2.6) szerint gyorsan
elvégezhetjiik, igy nem kell mindig Gjra elvégezni egy Gram-Schmidt ortogonalizaciot.

Adott k dimenziés L C Q" récs egy by, by, ..., by bazisihoz, taldlhat6 annak egy b),b5,... b}
gyengén redukdlt bazisa. Ezt a kezdeti bazis gyengén redukdltjdnak hivjuk, a b! vektort pedig a
b; vektor by, ba, ... b;_1 szerinti gyengén redukdltjanak nevezziik. Egy racs bazisanak gyengén
redukéltjdra gondolhatunk tigy, mint a bazis diszkrét Gram-Schmidt ortogonalizéltjara, ugyanis
itt is mint az ortogonalizdldsndl, a b; vektorunkat a

bi_l_ [b17b2a"'7bi71]

affin altéren beliil vissziik kozelebb az ortogondlishoz. A kiilonbség, hogy igy altaldban nem
tudunk a [by,by,...,b;_1] altérre teljesen merdleges vektort taldlni, mivel az affin altéren beliil
nincs feltétlen ilyen racsvektor.

Az igazsag az, hogy gyengén redukdlt bazis ortogonalitdsi defektusa tetsz6legesen nagy lehet.
Hermit ugy tette er6sebbé a gyenge redukaltsdg fogalmat, hogy a gyenge redukaltsag mellett
egy extra feltételt adott.

2.5. Definicié. Legyen adott egy k dimenzids L C Q" racs és ennek egy by,b,,... by bazisa.
Amennyiben a bazis gyengén redukdlt, és tetszbleges i < j indexek esetén

Iproji—; (b:) | < [|proji— (b;)]

teljestil, akkor azt mondjuk, hogy a bazis Hermit-redukdlt.



Most megmutatjuk, hogy egy k dimenziés Hermit-redukélt bizis ortogonalitasi defektusa nem
lehet nagyobb egy bizonyos felsé hatarndl. Legyen adott egy k dimenziés L C Q" racs, ennek
egy bi,by, ..., by Hermit-redukdlt bazisa, és ennek a by,b3,...,b; Gram-Schmidt ortogonali-
zaltja. Figyeljiik meg, hogy a Hermit-redukdltsdg miatt

b7 117 < 1By + pti1 071 < |07y 1% + (1D ]12/4 (2.2.7)

és igy A
b7 12 < = |Ib% | (2.2.8)

teljesiil. Ezek szerint tetszdleges i < j indexek esetén

b7 11> < (4/3)7 b} 12 (2.2.9)
és igy
o> [piib} +piobs + .. A piio1bi b _
b7 12 712
TP B3] A D 1P [ -
7112 -
_ UBTP+ b3+ -+ [Ib7 12)/4+ [Ib71® - (2.2.10)
B b7 > -
@34 E32 4+ @/3)THIbEP/A b
- 12
= (4/3+(4/3)*+...+(4/3) " H/d+1=(4/3)L.
Ezek szerint egy k dimenzids L rics by,bs, ..., by Hermit-redukélt bazisdnak ortogonalitdsi
defektusdra a kovetkezd felsd becslést kapjuk (Hermit egyenlStlenség):
||bl|| ||b2|| ||bk|| o) 1424 +k—1 o) (k—1)k/2
o(by,by,....by) = i < —= =|(— (2.2.11)
b3l b3l (L NRVE] V3

Hermit algoritmust is adott egy ilyen bdzis megtaldldsara, ami megtaldlhat6 Jacobinak irt leve-
Iében [Ngul0]. Az eredeti algoritmusnak mi egy iterativ valtozatat irjuk le a 2.4. algoritmusban.
Ez az algoritmus véges sok iterdcidban ledll, és végiil Hermit-redukalt bazist ad vissza. Ezek
szerint tetszéleges racsnak taldlhaté Hermit-redukalt bazisa, és igy adott k dimenziés L C Q"
rdcs esetén mindig taldlhat olyan bazis, mely ortogonalitdsi defektusara az (2.2.11) egyenl6t-
lenség teljesiil.

Ezek szerint értelmes a
O := sup O(L) (2.2.12)
Le %,
konstans. Egy k dimenzids racsnak &, ortogonalitdsi defektusd bazisa mindig taldlhatd, viszont
ennél kisebb ortogonalitdsi defektussal rendelkez$ bazis nem feltétlen.

Hermit algoritmusa nem csak az ortogonalitdsi defektusra ad felsd becslést. (2.2.8) alapjén azt
kapjuk, hogy '
b = (1B < (2/v3) b (2.2.13)



2.4. Algoritmus Hermit redukci6

Név: Hermit_redukcid (b, bo,... . by)
Be: Egy L C Q" rdcs egy by, b», ..., by bazisa
Ki: Az L racs by,bsy,...,b; Hermit-redukalt bazisa.

i+ k—1

2: GS_ort (by,by,...,by)

3: Ciklus amigi > 0

4: Ciklus j = (i+1)..k (+1)

5: bjb;—[u;ilbi

6: Ciklus vége

7: Frissitsiik a Gram-Schmidt egyiitthatokat

8 HaVj>i: proji" (by)]| < [proji- (b;)|| akkor
9: i+—i—1
10: kiilonben
11: Vilasszunk egy j > i indexet amire ||proji- ; (b;)|| > ||proji-; (b;)|| teljesiil.
12: csere (b;,b;)
13: Ha j < k akkor
14: i< J
15: kiilonben
16: i+ k—1
17: Elagazas vége
18: Elagazas vége

19: Ciklus vége

Ezek szerint
by || < (2/v/3)% nl]in||b7|!,

és igy (1.3.4) szerint azt is megkapjuk, hogy

bl < (2/V3)'A(L), (22.14)
azaz a Hermit redukci6 segitségével megkozelitjiik az L racs legrovidebb vektorat is.
Az eddigi szamoldsok eredményeit a kovetkez6 tételben foglalhatjuk Gssze:

2.6. Tétel. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy Hermit-redukdltby,bs, ... by
bdzisa. Legyen a bdzis Gram-Schmidt ortogonalizdltja by, b3, ... by Ekkor i < j esetén

[[b7 ] (j—i)/2
l S 4_ 3 ] 1
oy = /%)

tovdabbd a
by < (4/3)% D20 (L),
és )
§(b1,ba,....by) < (4/3)(2)/2

becslések teljesiilnek.

Ezen felsd becslések jelentdségét a kovetkezd fejezetben jobban megvizsgaljuk.



2.3. Algoritmikus problémak racsokon, és a Lenstra-Lenstra-Lovasz algo-
ritmus

Ezen fejezetben el8szor bemutatunk néhany alapvet6 algoritmikus problémat. Ezen problémak
bonyolultsagarol, és a koztiik levs dsszefiiggésekrdl mar rengeteg tény ismert. [Gol02] Mi most
a bonyolultsdg szempontjabol csak egy kis izelitt adunk, €s bemutatunk néhany egyszert de
elegdns Osszefiiggést.

Ezen alfejezetben, mivel algoritmusok futdsidejét vizsgaljuk, igy racsainkat az R szamtest he-
lyett a Q szamtest folott nézziik. Ez azért fontos, mert az algoritmusaink inputjanak végesnek
kell lenni. Algoritmusaink inputja 4ltaldban egy k dimenziés L C Q" rdcs by, by, ... by bézisa.
Ekkor az input k - n egész szamparbdl all (a vektorok minden koordindtdja egy raciondlis szam,
amit egy egész szamokbdl 4ll6 szampdér reprezentdl). A valdsdgban persze a szamok bitenként
vannak megadva, igy az input mérete alatt az inputban szerepld bitek szdmat értjiik.

Legyenek példdul a by,bs,..., b, € Q" vektorok egy algoritmus inputjai. Ekkor az inputban
2-n-k egész szam szerepel. Ha a legnagyobb abszolut értékli szadm abszolut értéke M, akkor az
input bitjeinek szdma nem tobb mint

2nk(logM + 1),

ahol a +1 bit az el6jel miatt kell. Ez az algoritmus pontosan akkor polinomidlis, ha a futds sordn
elvégzett bitm{iveletek szdma
0 (p(n,k,logM))

ahol p egy polinom.

Most, hogy a futdsidével kapcsolatos dolgokat tisztaztuk, bemutatjuk ezen dolgozat f6 problé-
mait. A két legalapvet6bb probléma a kovetkez6:

SVP (Shortest Vector Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szam. Legyenek adottak a by,by,..., by € Q"
linedrisan fiiggetlen vektorok és legyen L az ezen vektorok 4ltal generdlt racs. Taldljuk
meg az L rics (egyik) legrovidebb nem 0 vektorét.

CVP (Closest Vector Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szam, és egy v € Q" vektor. Legyenek adottak a
bi,bs,....b; € Q" linedrisan fiiggetlen vektorok, és legyen L az ezen vektorok altal
generdlt racs. Taldljuk meg a vektorhoz (egyik) legkozelebb esé b € L racspontot.

Egy néhdny sorban leirhaté Osszefiiggés, hogy CVP legalabb olyan nehéz mint SVP, tehat
SVP visszavezethet6 polinomidlisan sok CVP elvégzésére. Az itt taldlhat6 bizonyitdst Noah
Stephens-Davidowitz el6addsa [SD20] alapjan irjuk fel. A bizonyit4s eredeti véltozata Oded



Goldreich, Daniele Micciancio, Muli Safra és Jean-Pierre Seifert cikkébdl szarmazik. Az Gssze-
fliggés megmutatasahoz nézziik az SVP egy példanyat. Legyenek adottak a by,by,..., by € Q"
linedrisan fiiggetlen vektorok és legyen L az ezen vektorok dltal generalt racs. Definiédljuk az

Li Z:L(bl,bz,...,Zbi,...,bk)

racsot. Ekkor a CVP feladat segitségével megtaldlhatjuk az L; rdcs b; vektorhoz legkdzelebb
esO vektorat. Ez a legrovidebb olyan L racsbeli vektor, amelynek a by, bo, ..., by bzis szerinti i.
koordindtdja pdratlan. Jelolje ezt a vektort b’. Mivel a L rdcs legrovidebb vektordnak nem lehet
minden by, by, ..., b, bdzis szerinti koordinatdja paros (ugyanis ekkor 2-vel leosztva rovidebb
rdcsvektort kapnank), igy a

!/ / !/

13 bz, PN 7bk

vektorok koziil a legrovidebb vektor pont az L racs legrovidebb vektora. Ezzel megkaptuk a
kivant visszavezetést.

A CVP NP-nehéz. Ezen tény eredetileg Peter van Emde Boas-tél szarmazik. Mi a bizonyitast
megint Noah Stephens-Davidowitz el6addsa [SD20] alapjdn irjuk fel. A bizonyitds tgy torténik,
hogy a CVP-t visszavezetjiik az ugynevezett SUBSETSUM problémara, amely egy klasszikus
NP-teljes probléma. A SUBSETSUM problémaban az a feladat, hogy adott ay,as,...,a; € Z
és s € Z egész szamok esetén eldontsiik, hogy létezik-e tigy egy S C {1,2,...,k} halmaz, hogy

Zai =S.
=
Ekkor a CVP problémat a
b = (a1,2,0,0, ce ,0)
b, = (a2,0,2,0,...,0)
e (2.3.1)
bk = (ak,0,0,0,. .. ,2)
v=(s,1,1,1...,1)
kiinduldsi vektorokon megoldva kapunk egy b € L(by, b, ..., by) vektort amely tdvolsdga v-t6l

minimadlis. Egy kevés ideig tanulmédnyozva (2.3.1)-et megfigyelhetjiik, hogy a SUBSETSUM
problémanknak pontosan akkor van megoldésa, ha

d(b,v) = Vk.

Ezzel be is lattuk a CVP NP-nehézségét. Habar SVP-r6l még nincs bebizonyitva, hogy NP-
nehéz viszont sokan tgy gondoljak, hogy az. Emellett ami ismert, hogy randomizalt visszave-
zetésre nézve NP-nehéz.

Az eldzd fejezetben lattuk, hogy tetszdleges racsnak taldlhaté minimadlis ortogonalitdsi defek-
tusu béazisa. Ez a kovetkez0 problémat sugallja:

BRP (Basis Reduction Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szam. Legyenek adottak a by,b;,..., b, € Q" li-
nedrisan fliggetlen vektorok, és legyen L az ezen vektorok dltal generalt racs. Taldljuk
meg az L rics egy olyan b/,b),... b} bazisit, amely ortogonalitdsi defektusa mini-
malis.




Ez a probléma szintén NP-nehéz, tehat az eddig felsorolt problémdk valamilyen értelemben
mind nehezek. Persze ezen problémadkat valamivel konyebbé tehetjiik, ha tekintjiik az 6 appro-
ximaciés valtozatukat:

ASVP (Approximate Shortest Vector Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szdm. Legyenek adottak a by,b,... by € Q"
linedrisan fiiggetlen vektorok és legyen L az ezen vektorok 4ltal generdlt racs. Taldljuk
egy olyan b € L racsvektort, hogy

bl < siA(L),

ahol s; € R csak a dimenzi6tdl fiiggd konstans.

ACVP (Approximate Closest Vector Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szam, és egy v € Q" vektor. Legyenek adottak a
bi,bs,....b; € Q" linedrisan fiiggetlen vektorok, és legyen L az ezen vektorok dltal
generdlt racs. Talédljuk egy olyan b € L racsvektort, hogy

d(b,v) < ¢ymind(b’,v),
b’'eL

ahol ¢ € R csak a dimenzi6tdl fiiggd konstans.

ABRP (Approximate Basis Reduction Problem)

Legyen adott egy k € N természetes szam. Legyenek adottak a by,b,... b € Q"
linedrisan fiiggetlen vektorok, és legyen L az ezen vektorok 4ltal generalt racs. Taldljuk
meg az L rdcs egy olyan b/, b}, ... b bazisit, amelyre

S(b),bh, ..., b)) < bS(L),

ahol by € R csak a dimenzi6tdl fiiggd konstans.

Hermit kordbban leirt 2.4. algoritmusa megoldja ASVP-t s, = (4/3)k~1)/2 esetén, ABRP-t
pedig by = (4/3)*~Dk/* esetén. Habdr nem teljesen egyértelmii, de Babai kozeli sik keresd
algoritmusat [Bab86] felhasznalva az ACVP is megoldhaté c; = (4/3)%/? vilasztdssal.

Az, hogy Hermit algoritmusanak futdsideje polinomidlis-e valtakoz6 dimenzidban, nyitott kér-
dés. Ezt a problémdt oldja fel Lovasz Laszl6, H. Lenstra és A. Lenstra a hires LLL algorit-
mussal. Ennek segitségével ASVP, ACVP és ABRP megoldhat6 s = (2)*—1)/2 ¢, = (2)K/2 és
by = (2)("_1)"/ 4 vélasztasokkal polinomidlis idSben. Az els§ észrevétel ami ezen algoritmushoz
vezet, az az, hogy a Hermit redukaltsag erejét meg tudjuk Srizni ugy, hogy valamivel gyengébb
feltételeket szabunk.



2.7. Definicio. Legyen adott egy k dimenziés L C Q" rics, és ennek egy egy by,by,... by
bazisa. Amennyiben a bazis gyengén redukalt, és tetszbleges i < k index esetén

[proji=; (b)) ||* < (4/3)||proji= (bit1)|* (2.3.2)

akkor azt mondjuk, hogy a bazis LLL-redukdlt.

Ekkor ugyanazon szamolasok elvégzésével a kordbbi 2.6. tételhez hasonlo tételt kapunk:
2.8. Tétel. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy LLL-redukdlt by,bo, ... by
bdzisa. Legyen a bdzis Gram-Schmidt ortogonalizdltja by, b3, ..., b;. Ekkor i < j esetén

b7l <l
bl

tovdbbd a
by || < 25=D722(L)
és )
S(bl,bz,...,bk) < 2(2)/2

becslések teljesiilnek.

Az LLL-redukéltsag definici6ja alapjan a 2.5. algoritmust kapjuk egy LLL-redukalt bazis meg-
taldlasara.

2.5. Algoritmus Lenstra-Lenstra-Lovasz redukcid

Név: LLL (by,by,... by, v)
Be: Egy L C Q" rdcs egy by, by, ..., by bazisa
Ki: Az L r4cs egy by, by, ..., by LLL-redukélt bazisa

1: Ciklus amig 3i: [jproji , (by)||? > (4/3)llproji- , (bi-1)
2 csere (b;,biy1)

3: gyenge_redukcid (by,by,...,by)

4. Ciklus vége

2.9. Tétel. A 2.5. algoritmus iterdcioinak szama az input méretében polinomidlis.

Bizonyitds. Legyen
k
D(by,by,...,by) = H||b;-k]|k_’,
i=1
ahol b; a b; vektor Gram-Schmidt ortogonalizéltja. A tétel azon a megfigyelésen alapszik, hogy
amikor az algoritmus 2. sordban megcseréljiik a b; és b; | vektorokat, akkor D(by,b,, ... by)
értéke legaldbb 2/ V/3-al csokken, a gyenge redukci6 ltal viszont vélozatlan marad. A bizonyi-

tds tovabbi részében alsé és felsG korldtot szabunk D(by, by, ..., by) nagysdgdra, ezzel beldtva
a tételt.

Jelolje L; aby,by,. .., b; vektorok altal generalt racsot. Ekkor

n—1
D(by,by,...,b) = [ ] volL:.
i=1



Minkowki 2. tétele (1.13. tétel) szerint
ML) A (L) - .. .- Ai(Ly)

iz < volL;.
Jelolje az L racs szukcessziv minimumait rendre A1, 42, ..., 4. Mivel A; < 4;(L;) igy azt kaptuk,
hogy
M-Ayeo A
T < VOlLi.

Ezek szerint az L récs tetszdleges by, by, ..., by bazisa esetén

2y (3)/2 k=1 k-2
<A’—l> ( ll 212 o M <D(b1,b2,...,bk).

X 22.33. . (k—1)k=1))1/2
Mivel |[b} || < [|b:]|, igy

2 (5)/2 k
(%) <D(by,by,....by) < (mgXIIbiH)(Z)a

tehat az algoritmus N iterdcidinak szdmadra a kovetkezd fels becslést kapjuk:

k
N < (2>((1/2) -logk 4 logmax ||b;|| —logA;)

Legyen az inputban szerepld legnagyobb abszolut értékli egész szdm abszolitértéke M. Ekkor
1/M"™ < Ay, és max; ||b;|| < /nM, tehit

N < <Z) ((1/2)logk+ (1/2)logn+ (nk+1)logM).

Innen ahhoz, hogy lassuk, hogy az algoritmus polinomiélis futdsidejti, még azt kell megmutatni,
hogy az inputban szerepld szdmok mérete nem nd til nagyra. Mi ezt ezen dolgozatban nem
fejtjiik ki. O]

Megjegyeznénk, hogy az LLL-redukéltsag definicidjaban 4/3 helyett tetsz6leges 1-nél nagyobb
de 3/2-nél kisebb konstans vdlaszthatd. Ezzel Lovasz algoritmusa véltozatlanul polinomidlis
1d6ben lefutna (bar akar lényegesen lasabban), viszont a 2.8. tétel felsd becsléseiben a 2 hat-
vanyalapot tetszlegesen kozel vihetnénk 2 /1/3-hoz. Nyitott kérdés, hogy ledll-e az algoritmus
véltakoz6 dimenzidra polinomidlis id6ben, ha 4/3 helyett 1-et frunk.

Lovész algoritmusat felhaszndlhatjuk arra, hogy megtaldljuk egy rics legrovidebb vektorat fix
dimenziéban polinomidlis idében. Erre Kannan algoritmusa [Kan83] szolgdl. Mi most az algo-
ritmust nem részletezziik, viszont megmutatjuk, hogy az milyen 6sszefiiggésben 4ll az ortogo-
nalitdsi defektussal és az ahhoz tartozé téglatesttel.

2.10. Tétel. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy by,ba, ... by bdzisa.
Legyen a bdzis Gram-Schmidt ortogonalizdltja by,b5,. .. ,b;. Legyen

H = {xibj +xob3 + ... +xiby [ Vir bl < [[by]|/[[b7 ][}
és § a H-beli racspontok szdma. Ekkor

5(b17b27"' 7bk) < C < 3k6(b17b27"' 7bk)‘ (2.3.3)



Megjegyzés. H egy [L| altérbeli origd stlyponti k dimenziés kocka 2{/by|[,2|/b2]l,. .., 2|/bkl|
élhosszusdgokkal, melynek lapjai a bazis Gram-Scmidth ortogonalizalt vektoraira merdlegesek.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg, hogy legfeljebb hdny b € L racspont esik H-ba. Minden racspont

b =s1b; +sby+ ... +sibp = x1b] +x0b5 + ... +xby

alakd ahol s; € Z. Az a kérdés, hogy hanyféleképp vélaszthatjuk meg az si,s2,...,5; egész
szamokat, hogy b € H teljesiiljon.

El6szor nézziik meg, hogy hanyféleképp valaszthatjuk meg s; értékét, hogy a
Hy := ([b1,ba, ..., by_1]+sib) NH

halmaz ne legyen iires. Jelolje ezt a szamot (;. Mivel s = Xy, igy ehhez az [si| < ||by||/|/bf]|
egyenldtlenségnek kell teljesiilnie. Ezek szerint

SER

||bk|| <4< ||bk||
il == ||b |

becsléseket kapjuk. Ha s; értékét mar megvalasztottuk tgy, hogy a Hy halmaz ne legyen iires,
nézziik meg, hanyféleképp valaszthaté meg s;_; értéke ugy, hogy a

igy a

Hi_y:= ([b1,b2,...,bg_o] +si_1bg_1 +sib) N\H

halmaznak is legyen eleme. Jelolje ezt a szamot {;_ ;. Most pontos értéket nem tudunk adni
Cr—1-nek. Ezt az el6z5 esetben azért tudtuk megtenni, mivel az alteriinket a 0-bdl kiindulva tol-
tuk el, most viszont a ,,kiindulasi pont” siby. EKkor mivel x;_1 = s - Uy k—1 + 5x—1, igy a kérdés,

hogy hény olyan s;_; egész szam van amivel [sg - U g—1 +Sk—1| < |[br—1]|/|/bf_, || teljesiil. Ezek
szerint b m Sllbs b
Loy ] Y i, b7y

becslések még igy is fenndlnak. Most, hogy az eddigieket folytatni tudjuk, vezessiink be egy
altalanos jelolést. Legyen

H;, .= ([b],bz,...,bl;l] +5ib;i + si+1bit1 —|—...—|—Skbk) NH.

Legyenek s;y1,5i12,...,5 fix egész szamok ugy, hogy H; | nem iires. Nézziik meg, hogy leg-
feljebb hanyféleképp vdlaszthaté meg s;, hogy H; se legyen iires. Jelolje ezt a szamot §;. Ekkor

[bif| - 2]b] H\biHJ [bi]
b7 [ = IIbl LI LAl

igy végiil a kdvetkez6t kapjuk:

bl Aball [l _

Ibull 4 [oaf] 3kuH
B3I sl b~

H Hb Il

6(b17b27"'7bk) C 3 _3k6<b17b27"'vbk>

tehat a tételt belattuk. O]



Ortogondlis bazis és azonos hosszisdgi bazisvektorok esetén { = 3. Ekkor { értéke az 4lli-
tasbeli felsd becslés. Az dllitds alapjan lathatd, hogy 8(by,bs,...,by) korlatot szab a H-beli
rdcspontok szamara. Miért j6 ez nekiink?

Legyen m olyan index amire ||b,,|| hossza minimalis a bazissvektorok koziil. Mivel
B(|bu|]) C H,

igy az 0sszes H-beli rdcspontot dtnézve megtalalhat6 a legrovidebb nem 0 racsvektor. Ehhez az
allitas szerint legfeljebb
3%.8(by,by,...,by)

vektor hosszat kell megnézni. Ha el6szor elvégezziik az 2.5. algoritmust, és utdna vizsgéljuk 4t
H vektorait akkor ezek szerint legfeljebb

3/( . 2k(k—1)/4

vektor hosszét kell atvizsgalni.

Hasonl6 gondolatok alapjan eljuthatunk a CVP pontos megolddsihoz is.

2.11. Lemma. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy by,bo, ..., by bdzisa.
Legyen az elsd i bdzisvektor dltal kifeszitett rdcs L;. Legyen v € [L| tetszdleges, és legyen

V; := proj;(v) + vorL;.
Legyen adott egy b € L rdcspont. A kovetkezok ekvivalensek

(i) A bvektor az L rdcs v vektorhoz esd egyik legkozelebbi vektora.
(ii) Tetszbleges i index esetén proj;(b) € V;
(iii) b € v+ vorlL.
Bizonyitds. (i) = (ii) megmutatasdhoz indirekt tegyiik fel, hogy proj;(b) ¢ V;. Ekkor
proj;(b—v) ¢ vorL;
és ezek szerint 1étezik egy r; € L;, hogy
[[proj; (b —v) —ril| < [proj;(b —v)]|.

Ezzel ellentmonddsra jutottunk, ugyanis ekkor b —r; € L egy a v vektorhoz a b racspontnal
kozelebb eso racspont.

Az, hogy (ii) = (iii) kovetkezik abbdl, hogy V; = v+ vorL.
Végiil az, hogy (iii) = (i) kovetkezik abbdl, hogy
bev+vorLsb—vevorLe Vb eL: [b—v—b| > |b-v|,

azaz b € v+ vorL esetén b legaldbb olyan kozel van v-hez, mint barmely masik racspont. Ezzel
a lemmat belattuk. U



Legyen R; a vorL; Voronoi cella koré irt gobmb sugara. Legyen b7,b3,....b; a by,by,... by
bazis Gram-Schmidt ortogonalizaltja. Legyen

V= xlb]k —l—beé +... —|—xkb,t.

e

Az el6z06 lemma szerint a v vektorhoz legkozelebb es6 racspont megtaldlasahoz elég az olyan
b =yib] +y2b5+ ...+ yib;

vektorokat atvizsgalni, ahol minden i indexre |x; —y;| < R;/||b}||, mivel kiilonben proj;(b) ¢ V;
teljestiilne.

2.12. Definicidé. Legyen adott egy k dimenzids L C Q" racs, és ennek egy by, b,, ... b, bazisa.
Legyen az els6 i bazisvektor altal kifeszitett racs L;. Legyen R; a vorL; Voronoi cella koré irt
gdmb sugara. Legyen by, b3, ..., by aby,by,... by bazis Gram-Schmidt ortogonalizaltja. A

2R, 2R, 2R,
V(bl,bz,...,bk) = 0 IR "
(LI LY B LA

valds szamot az L racs Voronoi-defektusdnak hivjuk.

2.13. Lemma.
2R; > ||b; ||

Bizonyitds. A lemma bizonyitdsdhoz elég beldtni, hogy b? /2 € vorL;, azaz b} /2 kozelebb van
a 0-hoz mint barmely b € L; rdcsponthoz. Ez abban az esetben, ha projf_ (b) = 0, nyilvanvalé.
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz és legyen

b =x;b] +xb5+ ...+ xb].
Mivel b € L; igy x; egész szam, és mivel feltettiik, hogy proj lL_ 1(b) # 0 igy |x;| > 0. Ezek szerint
b —b7/2]| = [[b; /2]
€s ezzel a lemmat belattuk. [l

2.14. Tétel. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy by,by,... by bdzisa.
Legyen a bdzis Gram-Schmidt ortogonalizdltja by, b3, ... ,b;. Legyen az elsd i bazisvektor dltal
kifeszitett rdcs L;. Legyen R; a vor L; Voronoi cella koré irt gomb sugara. Legyen

v=x;b] +xb5 + ... +x:by.
Legyen
H = {y1b] +y2b5+...+yby | Vi: [x; —yi| <R;/[|bi ||}

és § a H-beli rdcspontok szdma, b € L pedig a v vektorhoz (egyik) legkizelebb esd rdcspont.
Ekkor
£ <2%v(by,bs,....by), (2.34)

ésbecH.



Bizonyitds. Az, hogy b € H kovetkezik a 2.11. lemmébdl. A H téglatestbe es6 racspontok sza-
madra valo becslés a 2.10. tételben szerepl6 becslés bizonyitdsdhoz teljesen hasonldan latjuk be:
Legyen

H;, = ([bl,bz, ... 7bk—i] +sibi +siv1bir1 + ... +Skbk) NH.

Legyenek s;y1,5i12,...,5 fix egész szamok ugy, hogy H; | nem iires. Nézziikk meg, hogy leg-
feljebb hanyféleképp vdlaszthaté meg s;, hogy H; se legyen iires. Jelolje ezt a szdamot ;. Ekkor
a 2.13. lemmat felhasznélva azt kapjuk, hogy

C'<{2RiJ+ < 2R;
L] L
igy végiil a kovetkezbt kapjuk:
2R 2R, 2Ry X
CSZ i paTERIER " =2 V(b],bz,...,bk)
b7l b3 Ll
tehat a tételt belattuk. [

Ezek szerint a CVP megolddsdhoz elég
2% v(by,bs,...,bg)
vektort atvizsgélni.
2.15. Tétel. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs, és ennek egy LLL-redukdltby,bo, ... by
bdzisa. Ekkor
v(bi,by,... by) < 2K,
Bizonyitds. El6szor is figyeljiikk meg, hogy
2 2 2 %112
Ry < (b l|”+ o3[+ ... + b7 (%) /4,
tehat az 2.8 tétel szerint

4R; D[P+ 3|2+ +[Ib I

;P = ;P
LT GO
DI T

<1421 4224 42l <
és ezek szerint

2R; 2R 2Ry < p(142+..+k)/2

_ 2Ry Sk Dk/4
[bi[| |[b3]] bl —

V(bl,bz,...,bk)

]

A fentiek alapjan a CVP probléma megoldhato elGszor az LLL-algoritmust elvégezve, majd a
2.14. tételben meghatdrozott H halmazt (R;/||b¥|| helyett 2/2~!-et frva) dtkutatva. Az dtvizsgalt
vektorok szdma ekkor nem lesz tobb mint

2/( . 2(k+1)k/4'



3. Redukciods tartomanyok, és tokéletes bazisredukcio az elso
4 dimenziéban

Ezen fejezet [Ste08] alapjan késziilt. Ott megfogalmaztdk a Lagrange-Gauss algoritmus egy
természetes dltalanositasat, amely az els6 4 dimenzidban tokéletesen miikodik. A cikkben nagy
hangsilyt kap az dgynevezett Minkowski redukaltsdg fogalma. Ez azért hasznos, mivel Min-
kowski redukalt bazisbdl kiindulva meg lehet hatarozni egy racs Voronoi-relevans vektorait.

Mi megnézziik, hogy mi torténik akkor, ha megfeletkeziink a Minkowski redukéltsagrol és meg-
vizsgaljuk, hogy igy mit tudunk mondani az algoritmusrél. Az algoritmust egy kicsit més alak-
ban irjuk fel, mint ahogy az az eredeti cikkben van, igy jobban latszik a hasonldsag kozte és
az LLL algoritmus kozott. Ezeken kiviill megmutatjuk, hogy hogyan hasznalhat6 az algoritmus
alacsony dimenziéban egy racs Voronoi-relevdns vektorainak meghatdrozaséra, tovabba meg-
mutatjuk, hogy az algoritmus az els6é 4 dimenziéban minimalis ortogonalitasi defektusu bazist
talal.

3.1. Allitas. Legyen adott egy k dimenzios L C Q" rdcs. Legyenek adottak a L rdcs by,bo, ... by
linedrisan fiiggetlen vektorai. Ekkor

[bi]] = A1 (L), |b2|| = A2(L), ..., |[bx|| = Ak(L) (3.1

pontosan akkor teljesiil, ha
[y < [[baf| < ... < |yl

és tetszbleges b, b,, ... b) € L linedrisan fiiggetlen vektorok esetén

Dl [baf] .- b < [ - b3 ..« [y .

Bizonyitds. (=) A szukcessziv minimumok definiciéja miatt
b1l < [bafl < ... < by,

és tetszGleges b/, b5, ..., b) linedrisan fiiggetlen vektorok esetén amelyekre
Y[ < (bl <o < [lig

teljesiil,
A(L) < [[bi]

is igaz lesz tetszOleges i index esetén. Ezek szerint
D[ Ib2f] -« [IbgF < [ - b3 ] .« [[Iog
is igaz lesz, és igy az egyik irdnyt belattuk.

(<) A szukcessziv minimumok definicidja szerint tetszSleges i index esetén A;(L) < ||b;|. Te-
gyiik fel indirekt, hogy nem teljesiil (3.1). Ekkor 1éteznie kell i indexnek, hogy ||b;|| > A;(L).
Mivel léteznek b}, b5, ..., b} linedrisan fiiggetlen racsbeli vektorok, amelyekre

(| = A1 (L), 2]l = 22(L), ..., [Ibyll = (L),
igy ellentmondésra jutottunk, ugyanis ekkor

D - [baf] - - bl > [ - B3] - ...« [y



Ezek alapjan azt gondolhatndnk, hogy egy racs minimdlis ortogonalitdsi defektusu bazis megta-
lalasa megeggyezik az olyan racsvektorok megtaldlasdval amelyek (3.1)-et teljesitik. A helyzet
ennél valamennyivel bonyolultabb. Legyen L egy k dimenzids racs. Be fogjuk latni a kovetke-
z0ket:

1 <k <3esetén, haaz Lrics by,b,,..., by linedrisan fiiggetlen vektorai teljesitik (3.1)-et, akkor
ezek bazist alkotnak. Ezek szerint a 3. dimenzidig mindig van az L racsnak olyan bazisa, amely
teljesiti (3.1)-et.

k = 4 esetén el6fordulhat, hogy az L rdcs by,by,...,b, lindrisan fiiggetlen vektorai teljesitik
(3.1)-et, viszont nem alkotjdk a racs bazisat. Ettd] fiiggetleniil az L racsnak ilyenkor mindig
létezik olyan bdzisa amely teljesiti (3.1)-et.

k > 5 esetén meglepd mdédon az is el6fordulhat, hogy az L rdcsnak nem létezik olyan bazisa
amely (3.1)-et teljesitené.

Mi okozhatja ezt a varatlan valtozast a 4. dimenzi6 utdn? Ahhoz, hogy ezt megértsiik, el6szor is
meg kell vizsgalnunk, hogyan valtozik a k dimenzids r sugard gomb €s az r élhosszisdgu kocka
viszonya k fiiggvényében. Legyen

Bi(r) :={veR||v||<r} (3.2)

a 0 kozéppontu r sugard gomb a k dimenzids euklideszi térben. Legyen e, e, ... e; ortonor-
malt bazis ugyanezen térben, és legyen

Hi(r) :=={x1e1 +xe2+... +x,e, | xi € R, |x;| < r/2} 3.3)

egy R¥-beli 0 stilyponti, r élhossziisdgi kocka. Ennek egy adott /; csticsa a kovetkezd médon
frhato fel:
hy=+re - reyt... + e (3.4)
k ) 1 > 2L... 5 k- .

Hi.(r)-nek a 0-t6l legtdvolabb levs pontjai pont a csticsai, melyek tdvolsdga 0-tdl:
Vk
elf = == -r. (3.5)

Ez alapjan a kovetkez6t kapjuk:
3.2. Allitas. By(r) és Hi(r) viszonya k fiiggvényében:

o 1 <k<3esetén ||h| < r, igy ekkor a Hy(r) kocka teljes egészében a By(r) gomb belse-
Jjében van.

» k=4 esetén ||hy(r)|| = r, igy ekkor a Hy(r) kocka csiicsai pont a By(r) gomb felszinén
helyezkednek el, mig a kocka tobbi pontja a gomb belsejében van.

* k> 5 esetén ||h(r)| > r, igy ebben az esetben a Hy(r) kocka csiicsai kilognak a By(r)
gombbol.

Erdekes médon ezen tény eredményezi majd a fontebb leirt véltozdst a 4. dimenzié utin. Mi
koze a szukcessziv minimumoknak, a gdmbok és kockdk viszonydhoz? Ahhoz, hogy ezt meg-
vizsgaljuk, egy Uj fogalomra lesz sziikségiink.

Legyenek adottak by, b,, ..., b, € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Legyen ezek Gram-Schmidt
ortogonalizaltja by, b3, ... b;.



3.3. Definici6é. A
GY(by,ba,...,by) := {x1b} +x2b5 + ... +x:bf | Vj: |x;| < 1/2} +[by,by, ..., be]*t

k dimenzids ,,sdvot” (lasd 3.1. dbra) a by, b,,..., b, fliggetlen racspontok gyenge redukcios
tartomdnydnak hivjuk.

@n=2k=1 byn=2,k=2 )n=3,k=2

3.1. abra. Néhany gyenge redukcids tartomany.

3.4. Allitas. Legyen v € R" tetszdleges. Ekkor léteznek sy, sy, ... si € 7 egész szamok, hogy

v—sib; —soby— ... —stbi € GY(bl,bz,...,bk).

Bizonyitds. A megfeleld s; egyiitthatokat a kovetkezd rekurzi6 segitségével hatarozzuk meg:

v[0]=v
projy (v[i]) = x1[ibT +xali]b} + ... +xililb; i=0,1, ... k—1 (3.6)
v[i+1] = v[i] = [x—i[i] [br—

A v[i+ 1] = v[i] — |xx_[i] |br_; rekurziéval elérjiik, hogy

12 <xli+1]<1/2 (3.7)
teljesiiljon. Mivel
X—ili+ 1] =x i +2] = ... = xi[k],
igy s; = x;[k] vélasztassal az dllitdsnak megfelels egész szdmokat kapjuk. O

3.5. Definicié. Az 3.4. allitasban meghatarozott (egyik)
V/ =V—S1b1 —Szbz—...—skbk

vektort a v vektor by, by, ..., b; vektorok szerinti gyenge redukéltjanak hivjuk.

Most végre megérthetjiik, hogy miért kdvetkezik be a fontebb leirt véltozas a 4. dimenzidban.
Legyen adott egy k dimenzids L C R” rics. A kovetkez8 bizonyitds alapgondolata a 3.4. allit4-
son alapszik. Abbdl latszik, hogy ha adottak by, b,, ..., b; € L linedrisan fiiggetlen racsvektorok
és egy b € L tetszbleges racspont, akkor amennyiben b nem 4ll el mint a by, b,, ..., by vek-
torok egész egyiitthatds linedris kombindcidja, akkor létezik egy r nem 0 ricspont, amely a
bi,by,...,b; vektorok gyenge redukcios tartomanyéba esik.



Mivel a by, by, ... by vektorok linedrisan fiiggetlenek, igy a GY (by,bs,...,by) gyenge reduk-
cids tartomdny [L] altérbe esd része egy k dimenzids téglatest. A 3.2. dllitds kovetkeztében
1 <k <3esetén GY(by,b,,...,by) sziikségszertien a ||b,,|| sugard gomb belsejébe esik, ahol
0 < m < k olyan index, amire b,, maximadlis hosszusagu. Ezek szerint, ha egy b vektor nem all
eld, mint by, by,. .., by egész egyiitthatds linedris kombinacidja, akkor 1éteznie kell egy b,,-nél
rovidebb racsvektornak a B(||b,,||) gdmb belsejében. Ezen otleteket felhaszndlva mar be tudjuk
bizonyitani a kdvetkezd allitdst:

3.6. Allitas. Legyen L C R" egy k dimenziés rdcs.
* 1 <k<3esetén, haaz Lrdcsby,b,,... by linedrisan fiiggetlen pontjai teljesitik (3.1 )-et,
akkor ezek badzist alkotnak.

* k=4 esetén eldfordulhat, hogy az L rdcs by,ba, ..., by lindrisan fiiggetlen vektorai telje-
sitik (3.1)-et, viszont nem alkotjdk a rdcs bdzisdt.

* k > 5 esetén az is el6fordulhat, hogy az L rdcsnak nem létezik olyan bdzisa, amely (3.1)-et
teljesitené.
Bizonyitds. Az 1 < k < 3 esetet k szerinti indukcidval fogjuk belatni.
Az k =1 eset trividlis.

Nézziik a 2 < k < 3 esetet. Indirekt tegyiik fel, hogy 1étezik egy b € L racspont, amely nem
all eld mint by,by, ... b, egész egyiitthatos linedris kombindciéja. Ekkor a 3.4. éllitds szerint
1étezik egy nem 0 racspont a GY(by,b,,...,b;) gyenge redukcids tartomdny [L] altérbe esd
részében. Hivjuk ezt a racspontot b’-nek.

A 3.2. llitds miatt GY (b, by, ..., b;) N[L] a Bi(||bk||) gdmb belsejében van, igy

[LARS(LAE
Tegyiik fel, hogy b’ és by, by, ..., b;_ linedrisan fiiggetlenek. Legyen m minimalis index, amire
|b’|| < |[bm|. Ekkor, mivel by, b, ... ,b,_1 és b’ is lindrisan fiiggetlenek, igy az m. szukcessziv

minimum definicidja szerint ellentmondésra jutottunk.

Ha b’ és by, by, ..., b, linedrisan OsszefiiggSek, akkor az indukcids feltevés szerint b’ elBall
mint by, by, ... b, egész egyiitthatds linedris kombindcidja, ami pedig az indirekt feltevésnek

mond ellent.

Most vizsgaljuk a k = 4 esetet. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy L C R*. Ahhoz, hogy
az eldbbi érvelés ne miikddjon, szeretnénk venni dgy by, by, ..., by fiiggetlen vektorokat, hogy
GY(by,bs,...,bs) ne essen teljes egészében B4(||by||) gomb belsejébe, ahol b, maximélis
hosszisagi a by, by, ..., bs vektorok koziil. Ez csakis akkor teljesiil, ha by, b, ..., by egymasra
merdSleges azonos hosszisdgi vektorok. Legyenek példdul

b, = (1,0,0,0
b, = (0,1,0,0

)
( )
b3—(0 0,1,0)
=(0,0,0,1).



Ha ezek nem alkotjdk racsunk bdzisét, akkor a tobbi racspont csakis GY(by, by, ..., bs) csu-

csainak by, bo, ..., by egész egyiitthatds linedris kombindcidival valé eltoltjai lehetnek, ugyanis
ezek az olyan b racspontok, amelyekbdl a by, b;, ..., bs megfeleld egész egyiitthatds linedris

kombinécidjat kivonva nem tudunk olyan réacspontot kapni, amely a B(1) gémbbe esne.
A GY(by,by,...,bs) 4 dimenzids kocka csticsai
h=(£1/2,+£1/2,£1/2,4+1/2)
alakdak. Legyen racsunk az ezen csucsok altal generalt racs, amit jeloljiink a kovetkez6 modon:
Dy :=L({1/2,—1/2}%). (3.8)
Nyilvan by, by, b3, by € D4, tovdbba
L= b1[| = [[b2[[ = [Ibs]| = [[ba]| = A1 (Ds) = 22(D4) = A3(Ds) = A4(D4),
viszont a by, by, b3, bs vektorok nem alkotjak D4 bazisat.

A k > 4 eset kijon az k = 4 esethez hasonldan. Az egyszeriiség kedvéért most is tegyiik fel,
hogy L C R¥. Legyen
Dy = L({1/2,-1/2}") (3.9)

a k dimenzio6s 1 élhosszisagu origd sulyponti kocka cstcsai altal generélt racs. Ekkor konnyen

meggondolhatd, hogy
b; =(1,0,0,...,0)

b, = (0,1,0,...,0)
by = (0,0,1,...,0)

b = (0,0,0,...,1).

véalasztassal by, ba, ..., by € Dy linedrisan fiiggetlen vektorok, amelyekre

L= [by[] = [Ibaf| = ... = [Ibe]| = A1 (D) = 22(Dx) = ... = A(Dx)
teljesiil, viszont a by,by,..., by linedrisan fiiggetlen racspontok nem alkotjdk Dy bézisat, s6t
Dy-nek nincs olyan bazisa, ahol minden vektor hossza pont 1 volna. O

Ezzel azt is megmutattuk, hogy az els6 3 dimenzioban minden racsnak létezik olyan bazisa,
amely vektorainak hosszai megegyeznek a racs szukcessziv minimumaival. Az is kideriilt, hogy
ez az 5. dimenzi6tol kezdve nem igaz.

Mi a helyzet a 4. dimenziéban? A vélasz az, hogy minden 4 dimenzids racsnak is taldlhat6 olyan
bazisa, mely vektorainak hosszai a racs szukcessziv minimumai. A fejezet hétralévd részében
bemutatjuk a Lagrange-Gauss algoritmus egy dltaldnositasit és ezen algoritmus segitségével
meghatarozzuk & értékét (lasd 2.2.12.) 1 < k < 4 esetén.

3.7. Allitas. A by, bs, ... by € R linedrisan fiiggetlen vektorok pontosan akkor gyengén redu-
kaltak (lasd 2.4. definicio), ha minden 1 < i < k index esetén

b; € GY(b],bz,...,bi_]).

Bizonyitds. Az éllitds azonnal kovetkezik a definiciokbol. [



A gyenge redukaltsdgra gondolhatunk gy, mint a Gram-Schmidt ortogonalizalt egy diszkrét

megfelel§jére. Van azonban egy 1ényeges eltérés a kettd kozott. Adott by, bo, ..., by linedrisan
fiiggetlen vektorok esetén a b; vektor b; komponense nem fiigg az el6tte levs by, ba,. .., b;_;

vektorok sorrendjétdl, a b; vektor b gyengén redukdltjt viszont mar az el6tte levs vektorok
sorrendje is befolydsolhatja. Ezt j6l illusztrdlja a kovetkezd példa. Legyenek adottak a tér

u=(1,0,0)

v=(1/2,V3/2,0)
vektorai. Ezek jelen esetben az (2.2.4)-nél meghatdrozott A, racsot feszitik ki a tér x és y ten-
gelyei dltal meghatdrozott sikjdban. Ezen vektorok gyenge redukcids tartomdnya nyilvén fiigg

a sorrendjiiktd] (l1asd 3.2. dbra). Vegyilink most egy harmadik az u és v vektoroktdl linedrisan
fliggetlen w vektort. Legyen példaul

w=(—1/2+¢3/2—¢,1).

Ahogy ez az 3.2. abrabdl latszik, ha € elég kicsi akkor az u, v, w bazis gyengén redukalt, viszont
av,u,wnem az. Legyen w = w+u — v a w vektor gyengén redukdltja a v, u vektorok szerint.
Ekkor ||w|| — v/2 és ||W|| — 1 ahogy € — 0, teht elég kicsi € esetén ||w]|| > ||w/|.

3.2. dbra. u, v vektorok gyenge redukcids tartomdnyai, valamint a w és w’ vektorok foliilnézet-
bal.

Azu,v,wés av,u,w vektorok egy-egy gyengén redukalt bazisat alkotjak a L(u, v, w) racsnak.
Ezek koziil a v,u,w’ ortogonalitdsi defektusa a kisebb.

Legyen most adott egy n dimenzids L rics, és ennek egy by,b,,...,b, bazisa. Adjuk meg a
redukdltsag egy olyan fogalmat, amely kizarja, hogy i > 1 esetén a b, rdcsvektort egy

b; S [bl 7b27 s 7bi—1] +bl
racsvektorra kicserélve a racsunk egy kisebb ortogonalitdsi defektust bazisat kapjunk.

3.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ry,ry,...,r; € R" linedrisan fiiggetlen vektorok erdsen
redukdltak, ha tetsz6leges 1 < i < k index €s s1,57,...,5;_1 € Z egész szamok esetén

Hl‘iH S Hl‘,‘—S]I‘] —S$ry—...—S8 11 H



Ha egy ridcs bédzisanak vektorai erésen redukéltak, akkor azt mondjuk, hogy a bdazis erdsen
redukdlt.

Legyenek adottak a by,bo, ..., by € R" lindrisan fiiggetlen vektorok. Vegyiik észre, hogy ekkor

léteznek olyan ry,rs, ...,y erdsen redukdlt vektorok, hogy
ri=b;—s;1by —sioby—... —s;;1b;i
ahol az s; ; €értékek egész szamok. Ezen ry,ry,...,r; vektorokat a by, by, ..., b, vektorokhoz

tartozo erdsen redukdlt vektoroknak hivjuk. Ekkor az r; vektort a b; vektor erdsen redukdltjanak
nevezziik.

Amennyiben adott egy n dimenzids L racs egy by, b, ..., b, bazisa, akkor az ezen vektorokhoz

tartoz6 erdsen redukélt vektorokat a bazis erds redukdltjdnak hivjuk.

Adott by, b,, ..., by linedrisan fiiggetlen vektorokhoz a hozzajuk tartozé erdsen redukélt vekto-
rok k darab CVP megoldédsaval kaphat6ak meg. Ennek részleteit most nem {irjuk le, viszont a
fejezet céljaihoz sziikséges, hogy bevezessiink egy jelolést az ezeket megtaldlé algoritmusra:

erbs_redukcid (by,ba,...,by) (3.10)
Ez annyit jelent, hogy kicseréljiik a by, by, ..., by vektorokat az 6 erdsen redukaltjukra.

Hasonléan a gyenge redukcids tartomédny fogalmdhoz most is be tudjuk vezetni az er6s reduk-
cids tartomany fogalmat:

3.9. Definicié. Legyenek adottak a by, by, ..., b, € R” linedrisan fiiggetlen vektorok. A

E(by,by,....by) :={x € R" | Vsy,82,...,5p € Z: ||x|| < ||x —s1b; —s2by — ... — s:bi| }
halmazt a by, b,, ..., by vektorok erds redukcios tartomdnydnak hivjuk. Konnyen meggondol-
hatd, hogy tetszbleges b € R” esetén léteznek s1,s2,. .., 5, egész szamok, hogy

r=b—sb; —ssby— ... —stbr € E(by,by,...,by).
Ekkor az r vektort a b vektor by, by, ... by szerinti erds redukdltjanak hivjuk.

Miel6tt tovdbbmennénk, bevezetiink néhany jelolést az eddig leirt redukcids tartomdnyok bi-
zonyos részeinek jelolésére. Ez arra szolgdl, hogy a tovdbbiakban konnyebben tudunk majd
besz€lni ezen tartomanyokrol.

3.10. Definicié (Redukcids tartomédnyok részei). Legyenek adottak a by, b;,...,b; € R” lined-
risan fiiggetlen vektorok. Legyen ezen vektorok er6s/gyenge redukcids tartomanya 7. A

Ta:Tﬂ[bl,bz,...,bk]

halmazt a gyenge/erds redukcios tartomény alapjdnak hivjuk €s erds redukcios tartomény ese-
tén E,(by,by,. .., by)-val, gyenge redukcids tartomany esetén pedig GY,(by,bo,. .., by)-val je-
Ioljik. A

T,=T\T,
halmazt a gyenge/er6s redukcids tartomdny festének nevezzik, és erds redukcids tartomany
esetén E;(by,by,...,by)-val, mig gyenge redukcids tartomdny esetén GY,(by,by,... by)-val
jeloljiik.



3.11. Allitas. Legyenek adottak a by,b,,... by € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Legyen L
az dltaluk generdlt k dimenzios rdcs.

Ekkor
Ea(bl,bz, ce ,bk) = VOI‘L,

ahol vorL, az L rdcs Voronoi celldja (ldsd 1.7. definicio).

Bizonyitds. Az éllitas azonnal kovetkezik E(by, by, ... by) definicijabol, ugyanis

Vs1,82,...,5; € L HXH < HX—S1b| —Szbz—...—skka
<~
Vb e L: d(x,0) <d(x,b).

[
Az er6s redukaltsdgot redukcids tartomédnyok segitségével a kovetkez6 médon fogalmazhatjuk
at:

3.12. Allitas. Az r,ra,...,1; € R" vektorok pontosan akkor erdsen redukdltak ha tetszoleges i
index esetén
r; €E(ry,rp,...,ri ).

A térben mdr adtunk arra példat, hogy egy bazis gyengén redukalt, viszont nem erdsen redukalt
(1asd 3.2. dbra), és persze ez tetszéleges magasabb dimenzidban is igaz. A sikon ennél sokkal
kedvezdbb a helyzet.

3.13. Allitas. Legyenek u,v € R? linedrisan fiiggetlen vektorok. Ekkor

u,v gyengén redukdltak < u,v erdsen redukdltak .

Bizonyitds. A bizonyitdshoz elég meggondolni, hogy
E(u) =GY(u) = {xu+yv* |x,y eR, |x[ < 1/2},

ami azonnal kovetkezik E(u) és GY (u) definici6jabol. O

A redukaltsag ezen fogalmai 6nmagukban még nem tuil er6sek. Ennek szemléltetésére vegyiik a
sik egy u vektorat. Ha v € GY (u), tovdbba u és v linedrisan fiiggetlenek, akkor az u, v vektorok
gyengén (és er6sen) redukdltak. Ha az u éltal kifeszitett egyenes és v dltal bezart szog o, akkor
(2.2.2) szerint

6(u,v) =1/sina.

Vegyiik észre, hogy tetszGleges € > 0 valés szam esetén, v megvdlaszthat6 dgy GY (u)-bél,
hogy 0 < o < € teljesiiljon. (14sd 3.3. dbra)

Ezek szerint gyengén vagy erdsen redukalt racsbazis tetszélegesen nagy ortogonalitdsi defektu-
su lehet.

A Lagrange-Gauss redukaltsag ugy kiiszoboli ki a problémat, hogy a gyenge/erds redukaltsag
mellett veszi az |ju| < ||v|| extra feltételt. Ahhoz, hogy ez adott u esetén teljesiiljon, a v vektort



3.3. abra. Er6sen/gyengén redukalt bazis ortogonalitasi defektusa tetszOlegesen nagy lehet.

a 2.1. dbrdn lathat6 tartomanybdl lehet megvélasztani. Az ortogonalitdsi defektus a maximumat
minimdlis o > 0 sz0g esetén veszi fel, ami ebben az esetben 60°.

Végiil azt kaptuk, hogy v € E(u) és |Ju|| < ||v|| esetén

8(u,v) < 1/sin60° =2//3. (3.11)

Mint kordbban lathattuk, a Lagrange-Gauss algoritmus segitségével ilyen bazis mindig taldlha-
t6, és ahogy azt (2.2.5)-nél megfigyeltiik, §(A,) = 2/+/3. Ezek szerint

8 =2/V/3.
Vajon miikodik ugyanez magasabb dimenziéban? Prébaljuk meg! Altalanositsuk a Lagrange-
Gauss redukaltsag fogalmat a kovetkez6 mddon:

3.14. Definicio. Azt mondjuk, hogy aby,b,,..., b, € R" linearisan fiiggetlen vektorok Lagrange-
Gauss redukéltak, vagy roviden LG redukdltak, ha er6sen redukaltak és

by < [baf| < ... < [|byl].

Ilyen vektorokat konnyen taldlhatunk az 3.1. algoritmus segitségével.

Itt rendez (by,by,...,b;) annyit csindl, hogy hossz szerint novekvS sorrendbe rendezi a
bi,by,..., b, vektorokat. Vildgos, hogy az 3.1. algoritmus leédlldskor LG redukalt bazist ad
vissza. Mivel erés_redukcid (by,bo,...,bg) az utolsé iteracid kivételével, minden itera-

ciéban csokkenti legaldbb egy vektor hosszit, ndvelni pedig biztosan nem noveli semelyik vek-
tor hosszat sem, igy az algoritmus biztosan véges sok iterdcié alatt ledll, ugyanis a B(||by||)
gdombben csak véges sok vektor lehet, ahol m olyan index amire b, maximalis hosszdsigu.



3.1. Algoritmus Lagrange-Gauss Algoritmus

Be: by, by,. .., b, linedrisan fiiggetlen vektorok.
Ki: by,b,,...,b; LG redukalt vektorok.
Név: LG_redukcié (by,ba, ..., by)

1: Ciklus

2 rendez(by,by,...,by)

3: erbs_redukcid (by,bo,... bg)
4: Ciklus amig 3i: |[b;_;|| > ||b;]| vége

3.15. Definicié. Legyenek adottak aby, by, ... by € R” linedrisan fiiggetlen vektorok. Legyen T
ezen vektorok erds/gyenge redukcids tartoménya, 7, pedig ennek az alapja. (lasd 3.10. definicid)
A

rad(7,)

valds szdmot (14sd 1.2.19. definicid), a T gyenge/erds redukcids tartomany sugardnak hivjuk.

3.16. Allitas. Legyenek adottak aby,b,,. .. by € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Az ezek dltal
meghatdrozott gyenge redukcios tartomdny rgy sugardnak hosszdra a

vk
rgy < = |[bu]
felsd becslés adhato. Amennyiben a by,ba, ... by vektorok azonos hosszusdgiak és egymdsra

merdlegesek, akkor az egyenldtlenség egyenldséggel teljesiil.

Bizonyitds. A gyenge redukcids tartomdny r, sugara konnyen meghatarozhaté a by, b3, ..., b}
Gram-Schmidt ortogonalizalt vektorok segitségével:

1, 1., 1,
l’gy:HE 1+§b2++§bk

Ezek szerint | "
2 2 2 2 2

rgy = 2 (BTI7 412117 41 [[%) < o [, (3.12)

amibdl rogton az allitast elsd felét kapjuk. Azonos hosszisagu egymdsra merdleges vektorok

esetén tetsz8leges i indexre b = b;, igy ekkor (3.12)-ben az egyenlStlenség egyenldséggel tel-

jesiil, tehat az 4llitds mésodik felét is megkaptuk. 0

3.17. Allitas. Legyenek adottak a by, bs, ... by € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Legyen ezek

gyenge redukcids tartomdnydnak sugara rgy, erds redukcios tartomdnydnak sugara pedig re.
Ekkor
Fe < rgy.

Ortogondlis vektorok esetén az egyenlotlenség egyenloséggel teljesiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy r, > rgy. Legyenb € E(by,bo, ..., by) olyan, hogy ||proj,(b)|| =
= r,. Legyen a b’ vektor a b vektor by,by, ..., b; vektorok szerinti gyenge redukaltja. Ekkor



b’ € GY(by,by,...,by), tehdt ||b'|| < rgy < r, = ||b]|. Ekkor ellentmondésra jutottunk, ugyanis
léteznek s1,s9,...,5; € Z, hogy

b —s1b; —soby — ... —s¢by|| = |[b']| < [|b]|

teljesiil viszont ekkor b ¢ E(by, by, ... by). O

Ez megindokolja az erds redukcids tartomény elnevezést. Ezen 4llitdsok alapjan azonnal a ko-

27 2

vetkezd tételt kapjuk:

3.18. Tétel (Az erds redukcids tartomany sugardnak trividlis fels6 becslése). Legyenek adottak
aby,by,..., by € R" linedrisan fiiggetlen vektorok. Legyen ezek erds redukcios tartomdnydnak
sugara r,, és legyen m olyan index amire b, maximadlis hosszisdgu. Ekkor

Vk
Fe < THbmHa
ahol azonos hosszisdgu egymdsra merdleges by,bo, ... by vektorok esetén az egyenlitlenség

egyenloséggel teljesiil.

Most mar megvizsgalhatjuk, hogy mikor j6 a Lagrange-Gauss redukdltsag. Legyen adott egy
k dimenzidés L racs egy by,by, ..., by LG-redukélt bazisa. A 3.4. dbran l4thatd, hogy az LG-
redukaltsaggal mit ériink el: elGszor is tetszSleges i index esetén b; € E(by,by,...,b;_1)-nek
kell teljesiilnie, és ezek szerint ||proj;_; (b;)|| < ri_1, ahol r;_; az E(by,b,,...,b;_1) erds reduk-
cifs tartomdny sugara.

Amennyiben r;_; < ||b;_;|| akkor a ||b;_;|| < ||b;|| feltétel miatt a b; vektor a 3.4. dbran l4that6

PV

tartomdnyba kényszeriil. Ezen gondolatokat felhaszndlva a kovetkezd tétel adodik:

3.19. Tétel. Legyen adott egy k dimenzids L rdcs, és ennek egy by, by, ... by LG redukdlt bdzisa.
Jelolje r; az elsé i bazisvektor E(by,ba, ... b;) erds redukcids tartomdnydnak sugardt. Tegyiik
fel, hogy ri < ||bj|| ekkor

bl 1

Il =2/

Amennyiben r; > ||bj|| akkor ||b;1]|/[[b} ]

ahol az egyenldtlenség éles.

értéke tetszolegesen nagy lehet.

Bizonyitds. Eloszor vizsgéljuk a r; < ||b;;1]| esetet. Mivel a bazisunk LG redukalt igy
b1 € E(by,ba,....b;).

(2.2.2)-nél lathattuk, hogy [|bis1]|/|b}. || = 1/sino, ahol @41 a by vektor és [by, b, ..., b;]
altér 4ltal bezart szog. Ezek szerint

il 1 1 _ 1 . 1
bl sinoir \/T—cos?oup1 /1= [lproji(bis1) 2/ [bisi[? 1=/ Ibi]2
(3.13)
Amennyiben ||proj;(bis+1)|| = ri és ||bi|| = ||bi+1]| akkor az egyenlGtlenség egyenlSséggel telje-

sul.



Most vizsgaljuk meg, hogy mi a helyzet abban az esetben amikor r; > ||b;||. Tegyiik fel, hogy
adottak a by, by, ..., b; € R" LG redukalt vektorok (i < n), és az § erds redukcids tartomanyuk r;
sugardra r; > ||b;|| teljesiil. Legyen b* olyan 1 hosszid vektor amely merdleges a [by, by, ..., b;]
altérre, és legyen b € E,(by,b,,...,b;) olyan, hogy ||b|| = r;.

Legyen € > 0 valds szdm, és b;;.; =b+€b*. Nyilvan b; ;| € E(by,by,...,b;), ésmivel ||b;|| <r;
igy ||bi|| < ||bis1]|, tehdt a by, by, ... b,y vektorok LG redukdltak. Mivel

[bisill _ [IbI®+e2b7) _ |Ibl*
b7y 112 &2[|b*|? e

igy € értékét elég kicsinek vdlasztva ||b;y1||/||b}, || értéke tetszSlegesen nagy lehet. Ezzel az

allitast belattuk. [l

b

"o hg
(b1, by ..., biy]
l)|

3.4. dbra. Az LG redukaltsag tartomdnya az elsG i — 1 bazisvektor szerint a [by, by, ..., b;| altér-
ben.

Els6 4 dimenzidban ezt felhasznélhatjuk a kovetkezd tétel bizonyitdsara:

3.20. Tétel. Legyen L egy k dimenzios rdcs, és by,bo, ... by ennek egy bdzisa. 1 < k < 4 esetén
aby,by, ..., by bdzis pontosan akkor LG redukdlt, ha

[b1]| = A1(L), |b2|l = A2(L), ... [[bi|| = (L)

teljesiil.

Bizonyitds. (=) Tegyiik fel, hogy a by,by,...,b; bazis LG redukélt. Legyen a bazis Gram-

Schmidt ortogonalizéltja by,b3,...,b;. Jelolje r; a by, by, ..., b; vektorok er6s redukcids tarto-
manydnak sugarat (1 <i < k). Ekkor a 3.18. és 3.19. tételek szerint
Ibil _ ! 1

PR < , <2
|17 | \/1_,,1,2_]/||bl._1|’2 V1I—=(i—1)/4



tehat
[[b:|| < 2[[b7]|. (3.14)

Legyen 1 <i < kindex. Legyenek s1,s,...,s; egész szamok tigy, hogy s; # 0. Ha s; = 1 akkor
az erds redukaltsdg miatt, ha pedig 1 < |s;| akkor (3.14) miatt
[bi|| < [[sib1 4-s2b2 ... +5;bi]].

Ezek szerint az Gsszes b; vektorndl rovidebb racsvektor a [by,by,...,b;_1] altérbe esik, igy
Ib1|l, [[b2]]s - - - ||bg|| tényleg a szukcessziv minimumok.

)

(<) Tegyiik fel, hogy
[b1]] = A1(L), [[ball = A2(L), ... [[bu]l = An(L).
Ekkor [|by[| < [[baf| < ... < [|byl.

Feltételezziik indirekt, hogy a bazis nem LG redukélt. Ekkor a bazis nem lehet erésen redukalt,
igy 1étezik olyan i index, hogy |/b;|]| > ||r;|| ahol r; a b; vektor erGsen redukéltja. Legyen m
minimalis index amire ||b,,|| > ||r;||. Ekkor a

b17b27"'7bM717rl’

vektorok linedrisan fiiggetlenek, tovabba ||by|| < ||ba]| < ... <||bmu—1]| < ||ri]|, tehdt az m. szuk-
cessziv minimum definici6ja szerint A,,(L) < |[r;|| < |[by||. Igy ellentmondésra jutottunk. [

Ez és a 3.1. allitds alapjan lathatjuk, hogy az 3.1. algoritmus az elsdé 4 dimenziéban megta-
lalja egy racs azon bazisat, amely ortogonalitdsi defektusa minimalis. Reélis elvards, hogy az
algoritmus elvezessen minket a 93 és 4 értékek meghatarozasahoz.

Legyenek by,by,...,b,_1 a szokdsos ortonormalt bazis els6 n — 1 vektora R"-ben, azaz legyen

b = (1,0,0,...,0,0)
b, = (0,1,0,...,0,0)

b,_1 = (0,0,0,...,1,0).

Ezek nyilvan LG redukdltak. Valasszuk meg ezekhez most a b, € E(by,by,...,b,_) vektort
ugy, hogy a by,bs,...,b, olyan LG redukdlt bazis legyen, amely ortogonalitdsi defektusa a
lehetd legnagyobb. Ez a 3.19. tétel szerint csak n < 4 esetén tehetd meg, ugyanis, kiilonben
az E(by,by,...,b,_1) erbs redukcids tartomény r, sugara nagyobb lenne mint 1, tehat ekkor
O(by,ba,...,b,) = ||by]|/||b}|| értéke tetszlegesen nagy lehet.

Amennyiben n < 4, akkor valasszuk meg a b, vektort tigy, hogy ||proj,,_; (by)|| =re és ||b,—1]| =
= ||b, || teljesiiljon. Az igy kapott by,bs,... b, vektorok dltal genertélt ricsot jelolje L. Ekkor
a 3.18. és 3.18. tételek szerint

bl _ ! _
031~ T2/t /T (n- 1)/

n =2 esetén L a kordbban (2.2.4)-nél definidlt A, racs, és ahogy azt mar kordbban is lattuk,
ekkor

S(L) =5(by,bs,...,by)

2
8(L) = 8(b1,bz) = —=. (3.15)



n = 3 esetén

8(L) = (b1, by, b3) = V2, (3.16)
n = 4 esetén pedig

S(L) = 8(b1, by, b3, by) = 2. (3.17)
Mint azt hamarosan latni fogjuk, ezek az értékek rendre a &, 83, 64 konstansok.

Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, el6szor a 3.18. tétel felsd becslésénél egy jobb becslést adunk a
2 és 3 dimenzids racsok erds redukcids tartomédnyédnak sugardra. Ehhez el6szor jobban megis-
merkediink az ilyen rdcsok Voronoi celldjival.

3.21. Tétel. Legyen adott egy 2 dimenzios L C R" rdcs. Legyen u,v ennek egy LG-redukdlt
bdzisa. Ekkor a rdcs Voronoi-relevdns vektorait a kovetkezo modon adhatjuk meg:

1. Hau és v merdlegesek egymdsra, akkor a rdcs Voronoi-relevdns vektorai

du, £v.

2. Ha arg(w,v) € [n/3,1/2], akkor a rdcs Voronoi-relevdns vektorai

d+u, v, v—u, u—v.

3. Haarg(u,v) €|rn/2,21/3], akkor a rdcs Voronoi-relevdns vektorai

d+u, v, —v—u, u+v.

Bizonyitds. Az els6 eset nyilvanvald, a 3. eset pedig azonnal kdvetkezik a 2. esetbdl, ugyanis,
ekkor u, —v is egy LG-redukalt bazisa az L rdcsnak, és arg (u,—v) € [1/3,7/2].

Vizsgéljuk tehat a 2. esetet. Kordbban (1.4.5)-nél 1attuk, hogy

L= N Ll |v-b<b%/2
vor beL\{O}{VE[HV <b"/2},

azaz a L racs eldall
{velL]|v-b<b?/2}

alaku félsikok metszeteként, ahol b racspont. Amit be szeretnénk l4tni, hogy vor L pontosan az
+u, v, v—u,u—v

vektorokhoz tartoz6 félterek metszete. Legyen ezen félterek metszete P. Megmutatjuk, hogy
P atdarabolhat6 az u és v vektorok daltal kifeszitett paralelogrammaéba, tehat P térfogata a racs
térfogata. Ez csak akkor lehetséges, ha P a rdcs Voronoi celldja.

Az atdarabolas a 3.5. dbran lathat6. Az atdarabolas azért miikodik, mivel az OAB, OBC, OCD,
ODE, OEF és OFA haromszogek egybevagoak, amelyek koréirhaté koreinek kézéppontjai a
Voronoi cella egy-egy csucsa.

Mivel a voronoi cellat hatarol6 oldalak pont ezen haromszogek megfeleld oldalfelezd merdle-
gesel, igy az abrdn ldthaté modon a Voronoi cella ténylegesen atdarabolhaté a racs egy funda-
mentélis paralelogramm4jédba.



Az 4brabdl az is latszik, hogy barmely vektorhoz tartoz6 félsikot elhagyva, a maradék félsikok
metszete a Voronoi cellandl bovebb halmazt alkot, igy a tételt belattuk.

3.5. abra. Voronoi cella atdarabolasa a sikon

]

3.22. Tétel. Legyen L C R" egy két dimenzids rdcs, u,v ennek egy LG redukdlt bdzisa, és r,
pedig a E(u,V) erds redukcids tartomdny sugara. Ekkor

2
re S 1_ 6(u7V) .
Il 2

Bizonyitds. Elég az llitast abban az esetben bebizonyitani, ha L C R%, u = (1,0), és azu,v LG
redukalt vektorok dltal bezért a szog a /3, /2] szogtartoméanyba esik. Ezek mellett feltehetd
még, hogy a v vektor a fels6 félsikba esik.

Legyen tehat u = (1,0) és legyen

T ={veE(u)|v=(v,vn)aholv; >0, arg(u,v) € [n/3,7/2],||u| < ||v|}. (3.18)

Jelolje x € T esetén r(x) az u,x vektorok dltal generalt rdcs Voronoi celldjanak sugarat. Ez a
sugar pont a 3.5. dbran lathatd6 OAB hidromszog koréirhat6 korének sugara, azaz azon szakasz
hossza amely az u és x vektorok felezOmerdlegeseinek metszéspontjat 6sszekoti 0-val.

Azt szeretnénk beldtni, hogy tetszbleges x € T esetén

r(x) _5(u,x)2
w =V T2

(3.19)



teljestil.

Az allitast ugy fejezziik be, hogy vessziik az

fX) =5
x|
ésa
8(u,x)?
=4/1
g(x) 3
fliggvényeket majd belétjuk, hogy x € T esetén
f(x) < g(x).

Egy kis szdmolds utdn kijon, hogy x = (x,y) € T esetén

0 = ) = 5|+

g(x) = g(x,y) \/—\/

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Vegyiik észre, hogy y novelésével f(x,y) csokken, g(x,y) pedig novekszik, igy (3.22)-et eleg a
T tartomany alsé hatdrdn megmutatni, azaz az olyan (x,y) € T pontokra amelyekre x> +y* = 1.

Ilyen pontokra f(x,y) < g(x,y) pontosan akkor teljesiil, ha

f(xay)z_g(xvy)z <0

1/ (x—1)? 1 x?
(== 4+1)—=(1-5) <0.
4( » +) 2( ) =0

azaz ha

mivel a most vizsgilt esetben y> = 1 —x? igy ezt a kdvetkezd forméba frhatjuk at:

amibdl a kovetkez6t kapjuk:

x(x—1/2) <0

ahol x € [0,1/2]. Ez nyilvdnvaldan teljesiil. Ezzel az éllitast beldttuk.

3.23. Tétel. 53 =2

Bizonyitds. Azt mar lattuk, hogy 1étezik olyan 3 dimenzids L racs, amelyre

S(L) =2



teljesiil (14sd 3.16). Amit még be szeretnénk l4tni, hogy
& < V2.

Ezt rogton megkapjuk a 3.19. és 3.22. tételekbdl, ugyanis ezek szerint egy tetszéleges 3 dimen-
zi0s L rdcsnak egy LG-redukalt u, v, w bazisara

wll> 1 ! _ 2
Iwl> = 1=r3/lvl2 ~ 1= (1=8(u,v)?/2)  &(u,v)*’
azaz
o(u,v,w) =96(u,v)- vl <2,
[[w]
teljesiil, ahol w* a w vektor u és v dltal kifeszitett altérre merdleges komponense. [

Val6szintsithetd, hogy az el6bb leirt médszert végig lehet jatszani harom dimenzidban, azaz
gyanitjuk a kovetkezdket:

3.24. Sejtés. Legyen L C R" egy hdrom dimenzios rdcs, u,v,w ennek egy LG redukdlt bdzisa,
és re pedig a E(u,v,w) erds redukcios tartomdny sugara. Ekkor

2
Te S\/I—S(U,V,W) ‘
[[wll 4

A nehézség onnan adddik, hogy 3 dimenzidban a Voronoi celldk szerkezete valamivel bonyo-
lultabb. Val6szintileg még tovdbb lehet menni és a 3.24. sejtéshez hasonlé 4 dimenzdban is
felirhatd.

3.25. Sejtés. 64 = 2.



4. Az altalanos Lagrange-Gauss algoritmus elemzése

Legyen L egy n dimenzids racs. Az el6z6 fejezetben leirt 3.1. algoritmus egy lefutdsa leirhaté
az L rcs bazisainak
Bl' I:bl[i],bz[i],...,bk[i] iZl,Z,...,N (41)

C,'3:I‘l[i],l’2[i],...,l’k[i] iZl,Z,...,N (42)

sorozataival. B; az algoritmus i. iterdcidjaban a méret szerint novekvd sorrendbe rendezés utin
kapott bazis, C; az i. iteraciobeli er6s redukcio utan kapott bazis, N pedig az algoritmus iteraci-
6inak szdma. Ekkor a B; bazis ortogonalitasi defektusét az egyszeriiség kedvéért

O(B;) := d(bq[i],b2[i], ..., bk[i]) (4.3)
modon jeloljiik.

4.1. Tétel. A 3.1. algoritmus iterdcidinak szdma kevesebb mint

k—1

V2t k23080 2050 sk

Bizonyitds. Mivel az utolsé iteracié kivételével az algoritmus minden iterdciojaban legaldbb
egy bazisvektor hossza csokken, igy

0(B1) > 0(B2) > ...> 0(Bn)- (4.4)

Bontsuk az algoritmus futdsat szakaszokra. Nevezziik [-szakasznak az algoritmus olyan egymas
utdni 1épéseit, ami alatt az elsd [ bazisvektor véltozatlan marad.

Bontsuk az algoritmus futdsat maximadlis hosszisdgi 1-szakaszokra, majd rekurziv minden
(I — 1)-szakaszt bontsunk fel maximélis hosszdsdgd /-szakaszokra (I = 1,2,...,k —2). Egy
(I — 1)-szakaszon beliil az [-szakaszok szdma, az a szdm, ahdnyszor az (I — 1)-szakasz alatt
csokkent az /. bazisvektor. Megmutatjuk, hogy az ilyen csokkenések szama legfeljebb

pr:=+/(1— D13 s (B, (4.5)

azaz az algoritmus iteracidinak N szdmara a kovetkezd felso becslés teljestil:

N S PL-P2 e Prot = \/1‘2' (k—Z)' '32+3+...+k.21+2+...+k—2. (6(31))k <

k+1 k—1
2

<12 k—2)1-3020 25 (8B )

és ezzel belatjuk az allitast is.

Ahhoz, hogy megmutassuk (4.5)-6t, vizsgdljunk meg egy konkrét (I — 1)-szakaszt. Kezdddjon
az (I —1)-szakasz a
b17b27' .- 7bk

hossz szerint novekvd sorrendbe rendezett bazissal. Ekkor az (I — 1)-szakasz alatt az [. bazis-
vektornak mindig az
E(by,by,...,b;_1)

tartomdnyba kell esnie, igy p; megbecsléséhez elég megbecsiilniink, hogy hény racspont esik a

E(bi,by,...,bi—1) NB(|[b;]])



tartomanyba. Ehhez hasonl6an jarunk el mint a 2.10. és 2.14. tételek bizonyitdsanal. Legyen
H = {x1b] +x2b5 + ... +x;b; | Vi <l: |x;] <R;/|bil, Vi>1: |xi| < [[bi]l/I|b] ]|}

Ekkor
E(b17b27~"7b1) mB(HbH-] ||) - H7

igy elég a H-beli rdcspontok szdmat megbecsiilni. Ehhez legyen
H;, .= ([b],bz, el ,bi—l] +sib; +sit1biv1 + ... —i—Skbk) NH.

Legyenek s;11,Si+2,. .., fix egész szamok ugy, hogy H;, | nem iires. Nézziik meg, hogy ekkor
hanyféleképp valaszthaté meg s;, hogy H; se legyen iires. Jellje ezt a szamot ;.

2| S Ibil
b7 ] ;1
i < lesetén pedig a 2.13. lemmat €s a 3.18. tételt felhaszndlva lathato, hogy

2R; b
G < { B J +1<4 " <2Vio—
= LIbgl Hb H b7’

Ekkor i > [ esetén

igy végiil a kovetkez6t kapjuk:

b Ibrill bl bl bl
<oyl el vt EYLET B
il b R A

= /(= 1)1 g (b by, . by) < /(1 —1)R2F13 LS (By),

tehat a tételt belattuk. ]

Ahogy ezt a kovetkez6 tétel mutatja, az elsd 4 dimenziéban ennél tobbet tudunk mondani. A
tétel bizonyitasdban a [Ste08] cikk otleteit haszndljuk fel.

4.2. Tétel. A 3.1. algoritmus 2 < k < 4 esetén klog(max ||b;||) — klog(A) + 1+ & (1) iterdcid
alatt lefut.

Bizonyitds. Legyen 1 < 1 (kés6bb pontosabban megvalasztott) valds szam. Legyen m minima-
lis, hogy az m. iteraciéban
VL (egfm] |2 < e ]| (4.6)

teljesiil. Ekkor O < i < m esetén 1étezik egy olyan / index amire

es[i] 2 > m{frsa ]2,
teljesiil. Ekkor
ez (@117 < el < b1 < b i1,

azaz .
Ibri 1

4.7
NG 4.7

[LysSHUIIRS

Mivel tetszbleges i esetén fenndll a

Mg A < by [i] - [[oafd][] - ... [ 1]



becslés és 1 < i < m esetén (4.7) miatt

. ) . bl - I[bolilll -... |[bz|i
i+ 130 bafi+ 1] ... [fi+ 1)) < V2l 2% LAl
ey b b b
m < log b1 ibalf - ] +1 < klog (max ||bi]|) — klog A; + 1. (4.8)
ll-lz-..ulk i

Most belétjuk, hogy az m. iteracidra az ortogonalitasi defektus megfelelGen kicsi lett. Az egy-
szertiség kedvéért a tovdbbiakban r;[m| helyett csak simdn r;-t frunk, tovdbba az r; vektor
[ry,r2,...,ri_1]-re merSleges komponensét rf-al jeloljiikk. Ekkor (4.6) miatt 1 <i < j <k esetén

2 —i 2
il |7 < 0/l ]
Mivel ary,rs,...,r, bazis er6sen redukdlt, igy 2 < i < k esetén a kovetkez6t kapjuk:

1
2 2 2 2 2 2 2
i} = Ry A+l 1 < A7l 74 [ 7)o+ [l [ <

1 — %
< gm0 e+ .
Mivel az 2 < k < 4 esetet vizsgéljuk, igy 2 < i < 4. Ebbdl kifolydlag 1 megvélaszthaté tgy,
hogy
e l( 2 i—1 1
mi=,M+n"+... 40" <

teljesiiljon minden 2 < i < k esetén (1 < n < 2). Végiil N megfeleld6 megvalasztasaval azt kap-
juk, hogy

|| 1
Il = Vo

) < ! .
VI=m)-(1—m3)...-(1—1)

Ezek szerint innentdl a 4.1. tétel miatt az algoritmus konstans sok 1épésben leall.

4.9)

tehat
o(ry,ra,...,r

(4.10)

Keressiink konkrét szamokat a kiilonbozd esetekhez!

k=12,mn =2 esetén
N = 1/2
tehat ekkor
8(ri,ry) < V2.

k=3,n=4/3esetén

m=1/3,én3=17/9
igy ekkor

5(1’1,1‘2,1’3) < 3/\/ 12.
k=4,n =8/7 esetén pedig

M =2/7, N3 =30/49, és N4 = 338/343

igy ekkor

343+/19
5(1‘],1‘2,1‘3,1’4) < 95 .

Ezzel a tételt belattuk. L]
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