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1. fejezet

Bevezetés

A funkcionélanalizis teriiletén igen hasznos eredményeknek bizonyultak a kiilonb6z§ fixpont-
tételek, mivel azok algebrai egyenletrendszerek, ill. differencidlegyenletek megolddsanak
meghatdrozdsit, illetve a megoldas egyértelmiségének bizonyitdsdt nagyban egyszerdsitik.
Tovéabba erds eszkozok bizonyitdsokhoz akdr a matematika mas teriiletein is. Emellett a korlatos
linedris funkciondlok, dudlis terek és ezek kapcsolatdnak tanulményozdsa is hasonléan nagy

jelentGséggel bir.

1964-ben S. Gihler bevezette a linedris 2-normélt terek fogalmat ([4]). KésSbb a definicio
altalanositva lett, és matematikusok n-normadlt terekre dltaldnositottak olyan fogalmakat, mint
konvergencia, teljesség, és ezen terek topoldgidjat vizsgaltdk. T. K. Samantha és tarsszerzSk
tanulmanyoztdk az egyenletes korlatossdg tételét és a Hahn-Banach-tételt ([2]), J. Brzdek és K.
Cieplinski n-Banach térbeli fixponttételeket bizonyitottak és a sajitértékek Ulam-stabilitdsat
vizsgdltak, majd alkalmaztdk azokat differencidlegyenletekre ([1]). Tovdbba az n-Hilbert terek
elméletét (elGszor 1973-ban az n = 2 esetre C. Diminnie, S. Gihler és A. While ([2])) is
bemutatta 1989-ben A. Misiak ([!4]), amelynek eredménye példaul egy dltaldnos Cauchy-
Bunyakovszkij-Schwarz-egyenldtlenség, polarizdcios azonossagok €s a Riesz-reprezentacios

tétel, amely 0sszekoti a korldtos linedris funkciondlok és a dudlis terek elméletét.

Sok esetben az n-normalt terek funkciondlanalizise sokkal dltalanosabban, vagy akdr kizdrélag
véltozok rogzitésével lehetséges és pl. b-konvergencia ill. b-szeszkvilinearitds definidlasaval.

Ezen dolgozat célja bemutatni megismertetni az olvasét a metrika, norma illetve skaldris szorzAAs
alatlanositdsaival, és ezek utdn bemutatdsra keriil néhany fixponttétel n-Banach terekben és pér

igen jelentGs eredmény altaldnositdsa n-Hilbert terekre.

NAShAAny példa utdn a kovetkezd fejezetben 6sszefoglaljuk az n-normahoz sziikséges alap-
fogalmakat, és par egyszerd kovetkezményt. Ezutdn hiarom tétel dltaldnositisa kovetkezik,
az Edelstein-féle fixponttétel, Weissinger-féle fixponttétel é€s a Banach-féle fixponttételé. Az
utolso fejezetben a Lax-Milgram tétel n-Hilbert térbeli véltozata zarja le a dolgozatot, kozben

bebizonyitva a Zarantonello tétel dltaldnositasat.
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Az elsG fejezetben bevezetjiik a 2-norma fogalmét €s par alapvetd Osszefiiggést levezetiink.
A madsodik fejezetben a 2-metrika fogalma is ismertetésre keriil, aminek segitségével példat
adunk olyan nem metrikus térre, amelyen bevezethet§ 2-norma. A harmadik fejezetben az
n-normalt terek elméletéhez sziikséges fogalmakat €s alapvetd tételeket fejtjiik ki. Ezutan hdrom
tétel altalanositdsa kovetkezik, az Edelstein-féle fixponttétel, Weissinger-féle fixponttétel és a
Banach-féle fixponttételé. Az utolsé fejezetben a Lax-Milgram-tétel n-Hilbert-térbeli valtozata
zarja le a dolgozatot, kdzben bebizonyitva a Zarantonello-tétel dltaldnositdsat.

Emlékeztetdiil definidljuk a norma fogalmat:

Emlékeztets. Legyen V egy K € {R,C} feletti vektortér. Egy ||-|| : V — R fiiggvényt
norméanak hivunk, és a (V, ||-||) part normalt térnek nevezziik, ha a kovetkezdk teljesiilnek
minden x,y € V vektorra, illetve minden o € K skalarra:

@ [x|=0 = x=0;

2) [Joox|| = led [[x][;

3 lx+yll < lxll+ llyll-

Konnyen lathaté (vo. [10]), hogy (1) megforditdsa is igaz: A = 0 € K (és tetszbleges x € V)
valasztassal

10] =[]0~ x|| = [0] - [|x]| = 0.
Allitas. TetszGleges vektor normdja nemnegativ, azaz
x| >0  (xeWV).
Bizonyitas.

0 = [0 = I =l < [l + ll=xll = Il + =11 - [Ix[[ = 2 [[x]| =

Allitas. A (3)-al jelolt kifejezés egyenértékii az aldbbi egyenlétlenséggel:
Xl =l < llx=yll - VxyeV

Bizonyitas. Mivel

x = (x —y) +v,



(2)-t alkalmazva
Xl < [x =yl +1lyll, vagyis [[x[]| = [yl < [Ix —yll
adddik. x és y szerepcseréjével
= (Il =Tyl = Tyl = lIxIl < lly =l =[x =yl
Amennyiben a masodik egyenl@ség teljesiil, x helyett x + y-t frva

I +yll =lylf <lxl =

AZ R™ (euklideszi) tér felett bevezetjiik az aldbbi normét: tetszéleges u € R™ vektorhoz
hozzarendeljiik a

n 3
] = [lull, = (Z ui)
i=1

szamot. Konnyen lathatd, hogy ez teljesiti a norma axiémadkat, €s innentdl alapértelmezett,
kettes vagy euklideszi normaként hivatkozunk ra.

Definicié. Legyen V egy legaldbb 2 dimenzids, K € {R,C} feletti vektortér. Egy
|-y-]| : V2 — R fiiggvényt 2-normanak hivunk, és a (V, ||,-|]|) part 2-normalt térnek
nevezziik, ha a kovetkezdk teljesiilnek minden x,y,z € V vektorra illetve minden & € K

szamra:

(ND ||xy||=0 <<= xésy linedrisan osszefliggbek;
(N2) [xyll = llyxl;

(N3) [Jeox,yll = lexl [[x,yl;

(N4) [|x + z,y|| < |[x,yll + llz,y]| (haromszog-egyenlitlenség).

Allitas. A 2-norma pozitiv szemidefinit, azaz
Ixyl >0  VxyevVv
Bizonyitas.

0 = [10y[l =[x =yl < Iyl + =11 Iyl = 2 [xyyl| =



Emellett szintén helyettesithet§ a hdromszog-egyenlStlenség az aldbbi formuldval:

Allitas. Az (N4)-beli haromszog-egyenlStlenség ekvivalens dtfogalmazasa az aldbbi
kifejezés:
|||X)UH o ||Z’»y|” < ||X _ Z)yH VX,y,Z ev

Bizonyitas. Tovabbra is az
x=(x—2z)+z

azonossagot haszndljuk fel.
Xyl < lix=zyll+ llzyll  azaz  |xyll = llzyll < [Ix =2yl
x és z szerepcseréjével
= Uyl = llzyll) = llzyyll = [yl < llz =xyll = llx = 2yl
Visszafele, x helyett x 4 z-vel felirva a masodik egyenl6tlenséget:

Ix+zyll = lzyll < lxyll W

Allitas. ([4]) (N4) ekvivalens az aldbbi (N4”) egyenlStlenséggel:
Ix+zy +zl| < Ixyll+[yzll + llzx]|  VxyzeV
Bizonyitas.
1. 1épés. (N1), (N2) és (N4) axiomakbol

I+ 2y 4zl < lx +zyll + lx +z,zll < oyl + [ly,zll + [[zx]

2. 1épés. Legyen egy (N1), (N2), (N3) és (N4’) tulajdonsdgokat teljesits ||-,-|| figgvényiink.
Ekkor barmely x,y,z € V vektor és o € K szam mellett
Ix,y+z|| = |(—xz)+ (x+az),(y+z—x—az)+ (x+ az)|| <
< |l—azyy +z—x—oaz||+ [y +z—a—az,a+ «z| + ||x + oz, — az|| <

< lly+z=xoz| + [Ix +azy +z|| + [[x,xz]| <

< x4 azy +zf| + ol (Jly — %z + [Ixz]) -
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Szintén tudjuk, hogy
X + azyoy + axzf| < [Px oy + [y, oz]| + [locz, x|
és amennyiben « # O:
X + azyy + 2| < syl =+ [Ixz]] + led - [ly,z]] -
Vagyis minden nemnulla x € K-ra
1%y + 2l < [yl + ozl + el (ly —x,zl| + [Ixz]] + [[y,z])

azaz
Iy + 2|l < [yl + [zl -

Az « = 0 eset hatdrdtmenettel igazolhat6. B

A legegyszer(ibb példdja egy 2-normdlt térnek az R? vektortér az alabbi normaval (vo. [15]):

V]| := |det [ o

Vi W2

‘ (u,v € R?).

Misik fontos példa 2-norméra R3 (euklideszi) tér felett két vektor vektoridlis szorzatdnak
euklideszi normdja:
vl = [lux v]l, = lull, - [[v]l, - sin(e) — (w,v € R%),

ahol « az u és v vektorok éltal bezdrt szog.

Természetes gondolat a két indexes sorozatokat 2-normdval ellatni (vo [9]): x,y € KNW<N

sorozatokra
© o m e b
2D % DD xuvy o o e o :
oyl =| ST L | = (ZZZ 3 g [V )
szljyij Zny] i=1 j=1 k=1 1=1 kL Ykl
i=1 j=I1 i=1 j=1




2. fejezet

2-metrikus terek

A masodik fejezetben Gihler (vo. [3], [4]) cikkei alapjan bevezetjiik a 2-metrikus terek
fogalmat. Ezek utdn 6ssze fogjuk Sket kapcsolni a 2-normalt terekkel, majd mutatunk egy példat
olyan térre, amelyen nem adhat6 meg norma, ellenben 2-norma igen.

Definicié. 2-metrikusnak térnek neveziink egy S halmazt, amelyen értelmezve van egy
o-val jelolt 2-metrika, amely x,y,z € S ponthdrmasokhoz rendel val6s szdmokat, és a
kovetkezdket teljesiti:

(1a) barmely x # y € S pontparhoz 1étezik olyan z € S, amelyre o (x,y,z) # 0;
(1b) o (x,y,z) = 0 pontosan akkor, ha mindhdrom pont egybeesik;
(2) o(xy,z) = 0o (x,z,y) = 0 (y,z,x) minden x,y,z € S ponthdrmasra;

3) o(xy,z) < o (x,y,w) + o (x,w,z) + o (w,y,z) minden x,y,z,w € S pontnégyesre.

Allitas. ([4]) Legyen (V, ||-,-||) egy legaldbb két dimenziés 2-normalt tér. Ekkor a
o (X)U)Z) = Hy —XZ— XH
modon definidlt fliggvény 2-metrikat indukal.

Bizonyitas.

1. 1épés. Mivel V legalabb két dimenzids, barmely x és y (V-beli) vektorokhoz l1étezik olyan
z € V, hogy y — x és z — x vektorok linedrisan fliggetlenek legyenek. Ebbdl

o (x,y,z) = ||1J —XZ XH 7£ 0.
Tovabba

o(xy,z) =|ly—xz—x| =0
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pontosan akkor 4ll fenn, ha x,y,z egybeesnek.

2. 1épés. Minden x,y,z € V ponthdrmas teljesiti a
ly—xz—x| =[z—xy —x|
egyenlGséget. Tovabba egyrészt
lz—xy—x|=(z-y)—(x—y),— x=y)l| < [lz—yx—yll,
masrészt
lz=yx—yll = llz=x) = (y =x), = (y =¥)[| < llz =%y = x|,
ebbdl kovetkezGen
ly —xz—=x| = lz—yx -yl
ami pont a 2. axiéma:
o (x,y,z) =0 (X,Z,y) =0 (y>ZaX) .
3. 1épés. Végiil tetsz6leges w € V negyedik pont valasztasaval

o(xyz) = lly—xz—x|=
= ly—w)—Kx—-—whiz—w)—-x-w)| <
<y =wiz=wl + iz =wx —wl| + [[x =w,y —w] =
= o(x,y,w) + o (x,w,z) + o (wy,z). R

Legyen adott (S,0 (-, - ,-)) 2-metrikus tér. Jelolje U, (a,b) azon ¢ pontok halmazat, amelyekre
o (a,b,c) < «, tovdbba jelolje B a

ﬂ Uy, (ai,bs)

metszetek csalddjat minden véges o;-re. TetszSleges B-beli halmazok unidit definidljuk nyilt

halmazoknak, és ezzel megadunk egy topoldgiat S-en.

Lemma. ([3]) Legyen a az S 2-metrikus tér tetszSleges pontja. A

n

Wi(a) = (| Uy, (a,bi)

i=1

halmazoknak barmely n természetes szdm €s minden

L ={(by ,‘Xl) y (bz»‘XZ) Yoo (bm(xn)}

esetén létezik megszamlalhato bazisa.



Bizonyitas. Legyen

n

() Us, (@i,bs)
i=1
tetszGleges, a-t tartalmazé B-beli halmaz, illetve j € N, j < n. Mivel
a € Uy (aj,b;) ={c: o (a;,bjc) < o,
igy létezik ocj’ , amely egyrészt teljesiti 0 < ocj’ < o-t, masrészt

ac uaj, (aj,b5) = {c : 0 (a5,bj,¢c) < (Xj/}'

Legyen most

L és Zj = {(aj)sj) y (bj>€j)}'

Minden
a’ € WZ]- ((l) = uej (aaaj) mus]- (a)bj)

pontra teljesiil, hogy
o(a,q;,a") <¢g és o(a,bjax) <egj.

A (2)-es, ill. (3)-as 2-metrika axiomdk alapjan

o (a;,bj,a”) < o(a4bj,a) 4+ o(aj,a,a*) + o (a,bj,a*) <
< o tete=

o

2 %

azaz a* € Uy, (a;,b;). Mivel a* dnkényesen lett valasztva Wy, (a)-bdl, igy
Ha ezt elvégezziik minden j < n természetes szdmra, akkor a

L= {(01,81) y (b1>£1) Yooy (an>€n) ) (bmen)}

halmazra

a e W): (a) = ﬂW}:i (a) - U(x]. (a]-,bj)
i=1
adddik, ami éppen a bizonyitandé allitds. W

Ezen lemma felhasznédldsdval mutatunk egy példat olyan 2-normadlt (és igy egyben 2-metrikus)

térre, amely nem metrikus tér (és igy nem normalt tér).



Legyen I := (0,00) x (0,00). Ekkor minden i = (i1,i;) € I-hez legyen e; = e;,;, € Rl a
Kronecker-delta:
], ha i] = iz,
e =
0, maskiilonben.

Legyen ezen fiiggvények linedris burka V, €s lassuk el a

0, hai=j & 11 =j; N1, =),
Heiae)'H = ||ei1)iz»e]'1,izH = < sup (ir,i2) haiy =j; A 1 # 9,
1, hai#j &< L #ji NL#pn

kétvaltozos fiiggvénnyel. Legyen tovabba I’ C I véges, illetve

= {(E ) (E )
iel’ iel’

2

iel’

ugy, hogy

B £0  Vve{l2,...n}.

Ekkor minden j; val6s szdmra, és tetszGleges v € {1,2,...,n} szdmra

Z ‘BEV)

Y (1,V) i= | i€l u#
0 maskiilonben.

, ha 1étezik I’-ben legalabb egy i, amire i; # j;

Hasonldan

Z ISMR ha 1étezik I’-ben legalabb egy i, amire i; = j;
0 (G1,v) == K iel’; =i
0 maskiilonben.

Csak véges sok valds ji-el lehet & (j1,v) értéke 0. Jelolje I* az I’-beli elemek masodik
komponenseinek halmazit, €s j3 legyen olyan valds szdm, amire egyrészt
j5 > sup{i : i; € I},

madsrészt minden j, > j5 valds szamra €s tetszSleges j; € R szammal minden v € {1,2,...n}

esetén
Y (51,v) +328 (j1,v) #0.
Egy oej,j = (j1,j2) pont j, > j; feltétel mellett V-beli, mert minden v € {1,2, ... n} mellett

(v) (v)
o (0, Z B ei»“ﬁj) = Z Bi e 0ye;

iel’ iel’

= |l {y (G1yv) +328 (51, v)}
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pontosan akkor a Wy (0) halmaz, ha
)

.| < inf - - ;
.l {Y(th) +320 (j1,Vv)

fenndll. & (j1v) = O esetén az |oy|-re adott korlat fiiggetlen j,-t6l, egyébként (azaz véges sok

:vE{l,Z,...,n}}

j1 esetén) a korldt 0-hoz tart ahogy j, novekszik. Ez azt jelenti, hogy a Wy (0) halmazokat
tartalmazo rendszerhez nincsen megszdmldlhat6 bazis O-ban. Viszont az el§z§ éllitas alapjan az
0sszes Wy (0) halmaz rendszeréhez kell lennie bazisnak O-ban, igy V-nek egyaltalan nem lehet
megszamldlhaté bdzisa 0-ban. Kovetkeztetésképp V nem metrizdlhato, igy nem is adhaté meg

felette norma.
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3. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben felsoroljuk mindazon fogalmakat, amelyeket a dolgozat tovabbi részében
felhaszndlunk.

Definicié. Legyen V egy legaldbb n dimenziés, K = {R,C} feletti vektortér. Egy
Iy -y ]] : V" = R fiiggvényt n-normanak hivunk, és a (V, ||-,...,-||) part n-normalt
térnek nevezziik, ha a kdvetkezdk teljesiilnek minden x,y,x;,...,x, € V vektor illetve
minden « € K skalar esetén:

(ND) [[x1y...xn]| =0 < {x1,...,x,} linedrisan Osszefiiggdek

(N2) ||x1y...yXnl| = thbﬂ)) ey Xp(n) || az {1,...,n} minden ¢ permutécidjira;

(N3) [|oxiy,X2y - -« yXn || = lod ||X1,X2y « - yXn |5

(N4) [|1x +Y,X2y -« - yXn || < 1X,X2y .. o yXnl| 4+ |[UyX2y...yXn||  (hdromszog-
egyenl6tlenség).

Lattuk, hogy R? tér felett két vektor vektoridlis szorzatdnak euklideszi normdja 2-normét ad:
Juvll = ux vil, = Jull, - V], -sin(e)  (wy € B3).

Ismeretes (vO. e.g. [11], [16]), hogy a vektoridlis szorzat 4ltaldnosithaté R™'-re a kovetkezSkép-
pen:

12



Definicié. Ha e;,...e,.; a R™' tér egy kanonikus bazisa, akkor a x1,...,x, € R""!
vektorok vektorialis szorzata az alabbi moédon definialhato:

€1 000 €n+t1
X110 .eo Xin4l

X)X oo X Xp i=det |
Xnl oo Xnntl

ahol x; ; jeloli x; vektor j-edik koordinatdjat.

Ezen keresztiil természetes gondolat, hogy az R tér feletti 2-normét tigy 4ltalanositsuk, hogy az

abban szerepld vektoridlis szorzatot lecseréljiik az dltalanosabb verzidra:

Tétel. Legyenek e, ... en .1 az R™ kanonikus bdzisvektorai. Ekkor

1
n+1 n+1 2
Ity el 5= llxa o x Xl = || ) (=1)7 " det (Ey) &) = (Z det (Ei)z)
2 i=1

i=1

n-normdt ad meg, ahol E; € R™™ az alabbi matrix

X110 -0 Xingl

Xnl «oeo Xpntl

az i-edik oszlopa nélkiil.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az n-norma definicidjdban szerepl§ négy feltétel mind teljesiil.

(N2) Sorcserékkel a determindns értéke csak egy £1-es szorzdval véltozhat, ezéltal minden i-re
tudjuk, hogy det (Ei)2 nem véltozik, amelybdl kovetkezik, hogy ezek 0sszege és az 0sszeg
gyoke is azonos marad.

(N3) (N2)-t felhaszndlva, elégséges, ha az elsG véltozora teljesiil az abszolit homogenitds. Ha
E{ jeloli azon matrixokat, amelyek minden tagja megegyezik E;-vel, viszont minden x;
helyett xx; ;-t frunk:

n+1 % n+1 %
ooty .oxn| = (Zdet(Ef‘)2> :(Z(cxdet(a))z) =
i=1

i=1

1

n+1 2
- (O(ZZdet (E1)2> = |od ||X1)--->Xn||‘
i=1

13



(N4) Ha x; = y + z, és a megfelel§ matrixok E;, E‘f, EZf, akkor a determinéns linearitdsabol
tudjuk, hogy

1 1
n+1 2 n+1 2

||X1,.. Xi-1,Y +Z,Xi+],...,Xn|| = (Z det (Ei)2> = (Z det (E:LJ + Ef)z) <
i=1

i=1

i=1

1
n+1 2
< (Z det (E¥)” + det (Ef)2> <

1

n+1 % n+1 2
(Z det(E‘f)) + (Z det(Ef)) -
i=1 i=1

IN

= X1y e e oy Xi 1y Yy Xin T -+ -y Xn || +

+ ”Xh e ey X1y Zy X .. )Xn”

n
(N1) Ha {x;,...x,} linedrisan 0sszefiiggdek, akkor léteznek oj-k amikre Z X = X1, €s
j=2

legaldbb egy j-re o; # 0. (N3) és (N4) tulajdonsdgokbdl

n
E 0GX§yX2y + + + yXn

j=2

0< ||X1)°-->Xn|| =

n
< oyl 1%z -+ %l
j=2

Azaz elégséges megmutatni, hogy tetszbleges j-re ||x;,X2, ... ,xn|| = 0.

n+1 %
HXJ'>X2) cee )XnH = (Z det (E1)2> =0
i=1

Mivel Ei-nek van két azonos sora, tehat minden i-re det (E;) = 0. Most tegyiik fel,
hogy ||x1,...,xn|]| = 0, vagy ekvivalensen det (E;) = O minden i-re. Ez azt jelenti,
hogy tetszdleges i esetén az {{x1;...Xn;} 1 j € {1,...1n+ 1} \ {i}} vektorok linedrisan
Osszefiiggenek. Azaz n + 1 vektorbdl barmely n linearisan 6sszefiigg, vagyis mind az
n + 1 vektor linedrisan Osszefiiggs. M

Az n-normadt felhaszndlva adunk egy, az eddiginél egyszer(ibb topoldgiat. El§szor specidlisan
nyilt gomboket karakterizdlunk:
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Definicio.
Be,, en (0,0) ={x € V:|x—a,ey... e <}

V-beli nyilt gdmbnek,
Be,, .en (0,8) ={x €V :|x — a,ez,...,en|| <&}

V-beli zart gombnek hivjuk, ahol 6 € R* és a,e,,...,e, € V.

Es az Euklideszi-terekhez hasonléan azon G halmazokat fogjuk nyilt halmaznak tekinteni,
amelyeknet minden pont belsd pontja, azaz van nyilt gomb, ami Gt tartalmazza és a gombot pedig
G tartalmazza.

Definicio. G C V nyilt halmaz V-ben, ha minden a € G ponthoz léteznek olyan
€2,...,en € V vektorok és & > 0 skaldr, hogy B, ., (a,0) C G.

Az altalanosabb targyalds kedvéért kétfajta konvergenciafogalmat is definidlunk.

Definicié. (x) C V sorozat konvergens, és hatarértéke x € V, ha tetszleges ey, . ..,e, €
V vektorokra

lim [|xx —x,€2,...,en]| =0
k—o0
és Cauchy-sorozat, ha minden e;,...,e, € V-re
lim ka — X1,€2y ... ,enH =0.
1Lk—oo

AV tért teljesnek, vagy n-Banach térnek hivjuk, ha minden Cauchy-sorozat konvergens
V-ben.

A konvergenciafogalom segitségével értelmezhetd, hogy egy halmaz mikor sorozatzart, és
eszerint definidljuk a zart halmazokat:

Definicié. Legyen G C V részhalmaz. Ekkor G-t G lezértjanak hivjuk, és a kovetkezSképp
definialjuk:
G={xeV:I(x) € G,klim Xk = X}

Egy G C V halmazt zértnak neveziink, ha G = G.
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Ahhoz, hogy felhasznéljuk a WeierstraB3-tételt, be kell vezessiik az 1j konvergencia szerinti
kompaktsag fogalmat.

Definicié. G C V halmazt kompaktnak hivunk, ha tetszéleges (xx) C V sorozatnak
1étezik (x;1) C (xi) konvergens részsorozata.

Nagyon erés feltétel minden vektor (n — 1)-estre megkovetelni, hogy a fenti hatarérték 0-hoz
tartson, emiatt bizonyos tételek nem altalanosithatok. Ezért csak annyit fogunk el irni, hogy
valamilyen rogzitett vektor (n — 1)-esre legyen az n-normak hatarértéke 0. A dolgozat soran,

hacsak nem jelezziik kiilon, feltessziik, hogy b,,bs, ... b, linedeisan fiiggetlen vektorok.

Definicié. (xi) C V sorozatot b-Cauchy-sorozatnak hivunk, ha minden € > 0-hoz
vdlaszhaté N > 0 dgy, hogy minden k,l > N parra ||xx — x,bz, ...,b,|| < €.

Természetesen a Cauchy-sorozatokat, és a tér teljességét ilyenkor ugyanezekkel a rogzitett

vektorokkal vizsgéljuk:

Definicié. (xi) C V sorozat b-konvergens és hatarértéke x, ha
lim ||xx —x,b2,...,bn]| = 0.
k—o0

A 'V tér b-teljes, ha minden b-Cauchy-sorozat egyben b-konvergens is.

Nyilvanvald, hogy minden konvergens sorozat b-konvergens is, hiszen ha tetszSleges
eses,...,ey vektorokra teljesiil a konvergencia feltétele, akkor specidlisan a b,,bs,...,b,
vektorokra is.

A norma és a metrika fogalmak dltaldnositdsa utan logikus 1€pés a skaldris szorzat dltaldnosi-

tasat bevezetni:

16



Definicié. Legyen n € N és H legalabb n dimenzids K feletti vektortér. Egy
(oo loyeenyy :HYT S K

fliggvény n-belsd, vagy n-skaldris szorzat H-n, ha tetszbleges x,y,z,x2,...,xn € H
vektorokra és « € K skaldrra az aldbbiak teljesiilnek:

L (x1,%1[X2y « - o yXn) > 0 és (x1,X1|X2,...,X,) = O pontosan akkor, ha {xi,...,x,}
linedrisan 0sszefiigglek;

2. (XYlx2y oo yXn) = (XYIXg2)y - - - yXem)) @ 2, .. .,1 szdmok minden ¢ permutdcidja

mellett;

3. (Ylx2y e yXn) = (YyX[X2y oo eyXn);

4. (oxyylxay .« yXn) = o] - (XYlxay . .« yXn);

5. (x +yY,zlxay .oy Xn) = (,20X2y « v 2 yXn) + (YszIX2y o v yXn).
6. {

XyX[X2y oo v yXn) = (X2,X2|X oo yXn)

A (H,(-y-|-,...,)) part n-euklideszi-térnek (vagy n-belsd szorzattérnek) hivjuk.

A funkciondlanalizis egyik legfontosabb eszkozét, a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-

egyenlStlenséget fogjuk elGszor dtvezetni n-skaldris szorzatokra.

Tétel. [14] Legyen (H,(-, - | -,...,-)) n-euklideszi-tér. Ekkor tetszleges X,Y,Xz, . . . yXn €
H vektorok teljesitik az aldbbi egyenlStlenséget:

|<X,y|X2, ooc »Xn>| < \/<X»X|X2) coc )Xn> ’ \/<y,y|x2, o000 )Xn>'
Bizonyitas. El§szor tegyiik fel, hogy (y,ylxz, .. .,x,) nem nulla. Ekkor minden 3 € K szdmra

(x+ BGYIX2y v oXn) Yy + BXGYIX2, - Xn) - YIX2y - e yXn) > 0.
Ha most
B = _<y>y|X2’ cee )Xn>7]

valasztassal €liink, akkor

206Ylx2y - X)) (XYlX2y ey Xn)?
<y>y|X2» o )XTL> <1J ,y|X2, o »Xn>

(XyX[X2y + o« yXn) — >0,
vagyis

(XYlX2 .+ 2y Xn)?

<y,y|Xz, ce ,Xn>

(XX - xn) >



Innen dtszorzédssal adédik a tétel. Nyilvanvald, hogy a (x,x|xz, . ..,xn) > O esetre hasonl6 érvelés
miikodik, igy csak az az eset van hatra, amikor (x,x|x2, ... ,Xn) = (y,ylxa,...,x,) = 0. Ekkor
egyrészt

0 < (x+yx+ylxz,...,xn) =2(ylx2,...,Xn),

masrészt

0 < (x—yYyx —YlX2,...yXn) = —2(XyYlX2y - . . yXn)-

Egyiittesen

(Xylx2y .o yxn) =0 = \/<x,x\xz, ceyXn) \/<y,y|xz, ceyXp). A

Bebizonyithaté (vo. [14]), hogy az n-skaléris szorzat és az n-normdk hasonlé médon
kapcsolhatdk Ossze, mint a skaldris szorzat és a norma.

Tétel. Legyen H egy n-euklideszi-tér. Ekkor

IX1,X2y « -« yXn || := \/<x1 WX11X2y « ooy Xn)

mindig n-normat definidl H-n, és ezt indukdlt n-norménak hivjuk.

Bizonyitas. Be kell latni, hogy a fenti médon definidlt fiiggvény az n-norma axiémadit mind
teljesiti.

(ND)

X1y ... yXn|| =0 & \/(x1 X1X2y ..o xn) =0 & {x1,...,xn} linedrisan Osszefiiggenek;
(N2) Meg kell mutatni, hogy tetszSleges ¢ € S,, permuticié mellett

||X1,...,XnH = HXCIJ(1J>'°°)X¢(T1)H .

Ha ¢ x;-et fixen hagyja, akkor a kettes szamu skaldris szorzat axiéma miatt igaz az
egyenlGség. Mas esetben elGszor megeserélhetjiik x;-t és ¢ (xq)-et (szintén 2. miatt), 6.
axioma miatt az 4j els§ két valtoz6t megceserélhetjiik. Ezek utdn (djra 2. axiéma miatt)
az utolsé n — 1 valtozot beallithatjuk ¢ szerint, és mivel a kifejezés értéke nem valtozott

egyik 1€pés sordn sem, visszakapjuk a fenti egyenl&séget.

(N3) Minden x € K skalar mellett

[oxty + v v yXall = v/ {(@x1,0000 X2y v v v X)) = \/Iocl2 (X1yX1[X2y « o o yXn) = ot || X1y ooy Xn ]|«
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(N4) A haromszog egyenlGtlenséghez felhaszndljuk a Cauchy-Schwarz-egyenléStlenséget:

||X+U)X2>"'>XHH = \/<X+U>X+U>X2--->Xn>:

= VxXIx2y e yxn) + 200y lx2y X)) + (Yyylxz, X)) <

IN

||X7X2> KR »XHH + Hy,Xz, so )XHH .
Ha valés n-euklideszi térre szoritkozunk (azaz K = R esetén), akkor a fenti médon definialt
Iy - - - y+|| n-normadra igaz, hogy

2 2
I A Ysxay - cxnl[T = I = yyxa, x|t = Ry Y, xn) = (00— Y =Ygy LX) =

= 4(x,ylxz,...,Xn)
méasfeldl

||X +y,X2, oo )XnHz + HX —YyX2y ... )XnHZ - <X +y>x +y’X2» oo )Xn> + <X —Y)X —U|X2, v )Xn> =
= 2(x,X[X2y ... yXn) + 2{(Y,Y[X2y . . . yXpn) =

2 2
= 2 (Hx,xZ,...,an + lyyx2y -+« yXan | > )

Megmutatjuk, hogy ez elégséges feltétele is annak, hogy egy n-norma n-skalaris szorzat
altal indukalhaté.

Tétel. [14] Legyen H egy R feletti vektortér, ||-,...,|| egy rajta értelmezett n-norma.

Ekkor pontosan akkor 1étezik (-, - | - ,...,-) n-skaldris szorzat, amelyre

I1X1,X2y « -« X || = \/(x1 WX1lX2y -+ e ey Xn)

minden x,y,xy,...,x, € H esetén, ha az n-norma teljesiti a kovetkez§ feltételt

(parallelogramma-szabadly):

2 2 2 2
e +yxa, o Xl H 1= yx2y e Xl = 2 (a3l

Bizonyitas. Azt mar lattuk, hogy ha egy n-norma n-skaldris szorzat altal indukalt, akkor a

parallelogramma-szabaly teljesiil. A masik irdny beldtdsdhoz definidlunk egy skaldrszorzatot
1 2 2
(ayba, ) = 7 (Ix+ Yol =[x =y, ol
alakban, és megmutatjuk, hogy ez tényleg az adott n-normat indukalja:

] 2 2 2
Gexlxay ) = 7 (11262 Xl = 0%z, ) = %2y o
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miatt

I1XyX2y -« o yXn|| = \/<x,x|xz, veyXn)

minden x,X;, ...,x, € H vektor mellett. Be kell még latni, hogy ez tényleg skaldris szorzat:

1.
0= (}xIX2y .+« - yXn) = ||XyX2y - -« ,xn||2

Az n-norma els§ axiomajabol kovetkezik, hogy ez pontosan akkor 4ll fenn, ha {x,xz, . .. ,xn}

linedrisan Osszefiiggnek, tovabba lathatd, hogy (-, -|-,...,-) > 0.
6. Az n-norma mdsodik axiomdjabol lathato, hogy

(XyX[X2y « o« yXn) = [|XyX2, . .. ,xn||2 = [|x2,X, ... ,xn||2 = (X2,X2[Xy « «  yXn ).
2. Szintén az n-norma 2. axidmdja szerint
1 2 2
(XyYlX2y oo yXpn) = 1 <Hx+y,xz,...,an — || —YyX2y -« - yXa| ) =
1 2 2
= 2 (Ix+yxeey - xoml = Ix=yxoey - xom*) =

= (YXp@), - Xom)

3. Val6s tér felett (x,ylxa, ..., Xn) = (X,Ylxa,...,Xn), igy az elsd két valtozé szimmetridjat kell

megmutatni.

1 2 2
(XyYlX2y e yXn) = 1 <||X+y,xz,...,xn|| — X —YyX2y -+« yXn| > =

1
- Z (Hy + XXy .0 >Xn”2 - |_1|2 ’ “U — Xy X2y .0t >Xn“2> -

= (Xylxa, ... yXn)

5. Atirjuk a
(x3ylx2y -« o yxn) + (ZYlx2y . . . yXn)

kifejezést

1 2 2 2 2
4 X +Yxzy e oxall” = X —ysxay o X" + Iz Yoxay o o xall” = Iz = Yoxa, - o« Xal]
alakra a definici6 alapjan. Ezt tovdbb lehet irni

1 2 2 2
3 <||x—|—z+2y,xz,...,xn|| +{[x — zyX2y - oy Xn||T = [IX + 2 — 2YyX2y . - X || — []X — 2yX2, ..,xn||>
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alakra, ami egyenld§ az aldbbival:

:{

Ha z = 0, akkor egyfeldl (z,ylxy, . ..,x,) = 0, mésfeldl

2
X+z

2

X+ z
2

+ YyX2y - v e yXn —YyX2y - v e yXn

) =2 <XT+Z,y|xz, . ..,xn> .

X
(Xylx2y oo yxn) =2 <z,y|xz, .. ,xn> ,
ezzel pedig azt kapjuk, hogy

X+z

(XYlx2y -« o yXn) + (ZYxay .o yXn) =2 <T,y|xz, .. ,xn> = (X + Z,Y[X2y . - - yXn)

ami pont az 5. axioma allit4sa.

4. A 6. axiéomat €s az elGbb levezetett

X+z
(XYlx2y . oo yXn) = <T,y|xz, .. ,xn>

azonossag felhasznéldsdval minden k,l természetes szdm mellett minden « := 7 szamra
a(XsYlx2, - .« yXn) = (0XYX2y « o X))
Ha k < 0 egész, akkor

0 = (ax — axyylX2y « « - yXn) = (0X,Y[X2y .« oo X ) — X (X,Y[X2y . -« s X0 ),

azaz

{oxyylx2y « .« . Xn) = o{XyY[X2y .+« yXn)
minden k € Z, 1 € N esetén érvényes. Most legyen « € R tetszSleges és legyen («,) C R

olyan sorozat, melynek hatéarértéke o« és o; = 2—11 Ha vy; := « — «, akkor (y,) C R

0-hoz tart6 sorozat. A hdromszog-egyenlGtlenség miatt

HYiX T Y,X2,... >Xn” < HViX,Xz, ce aXnH + HU)XZ) cee >XnH )

ill.
HU)XZa oo )XnH < ||‘Y1X + YyX2y .o )XnH + HYiX)XZ) oo >Xn|| .

Ezeket Osszerakva
vix £Y,Xay e ooy Xnll = [[yyXzy -« - x|l < Wil - [1%yX2y -+« 5Xn]| -
Ebbdl kovetkezGen y; — O mellett
l'vix £ y,X2y .- yXnll = [[ysXx2y -« x| -
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Mivel

(oxyylX2y « « o yXn) — X (X Y[Xay .o o yXn) = (00— o) XyYlX2y e o yXn) =

= ((vix,ylxzy ... Xn) =

1 2 2
= 2 (v yp, ol = e =y, xall)
és igy 1 — oo mellett
(XY IX2y -« o yXn) = (AXY[X2y v e X))
Ezzel megmutattuk az 5. tulajdonsdgot, vagyis hogy

(X YlxX2y -« o yXn) = (0xyY[X2y ... yXp). A

Definici6. Egy H n-euklideszi-teret n-Hilbert-térnek neveziink, ha teljes n-normalt tér az
indukalt n-norméjéaval.

Az altalanositott skaldris szorzat segitségével az ortogonalitdst és operatorok adjungaltjat is
Ujra kell definidlni:

Definicié. Legyen H egy n-Hilbert-tér, S C H részhalmaz. x,y € H b-ortogondlisak
(jelolésben: x L y), ha (x,y|by,...,b,) =0. Haminden s € S vektorrax L s igaz, akkor
x b-ortogonalis S-re (x L S). Azon H-beli elemek halmazat, amelyek b-ortogonalisak

S-re, S b-ortogondlis komplemensének hivjuk és S*-el jeloljiik.

Definicié. Legyen H n-Hilbert-tér és A : H — H operator. A*-t A adjungalt operatoranak

nevezziik, ha minden x;,x;,, . ..,x,41 vektorokra teljesiil, hogy

(Ax1,X21X3y « « « yXna1) = (A™X1,X2]X3y « « « yXnt 1)

A Riesz reprezentécios tételhez az n-norma fogalomhoz illeszkedve kell linedris funkciona-
lokat definidlni. Az 6tlet, hogy n véltozés fiiggvényt vezetiink be, amely az els6 valtozdjdban

linedris:
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Definicié. Legyen V altere H-nak és b,, .. .,b, rogzitett vektorok H-b6l. Ha (b;) jeloli
H b; vektorok dltal generdlt altereit, akkor a

T:Vx(by) x---x(by) = K

leképezést b-linedris funkciondlnak hivjuk V x (b,) x --- x (b,) altéren, ha minden
x,y € V-re és o € K-ra a kdvetkezdk teljesiilnek:

o T(x+y,by...,by) =T(x,ba,...,bn) +T(y,ba,...,bn);
e T (ax,by,...,by) = T (x,ba,...,by).

Egy b-linedris funkciondl b-korldtos, ha valamilyen M > 0O-ra tetszSleges x € V-el
|T (X,bz, 000 ,bn)| S M ”X,bz, 000 ,an
és az ilyen M-ek infimumat a funkciondl normdjaként definidljuk:

IT]| =inf{M > 0: [T (x,bz,...,by)| < M||x,bz,...,b,||Vx € V]

Az utols6 fejezetben a Lax-Milgram-tétel dltalanositasdval fogunk foglalkozni, ehhez a
szeszkvilinedris formdkat hasonlé anal6gidval fogjuk deklardlni: els§ valtozéban legyenek
linedrisak, masodik véltozoban pedig konjugéltan linedrisak.
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Definicié. Legyen H egy K feletti vektortér. Egy b-szeszkvilinedris funkciondl (vagy
b-szeszkvilinedris forma) egy

T:HxHx (by) x---x (by) = K

leképezés, ahol minden x,y,z € H vektorra és tetszSleges «,3 € K skaldrra a kdvetkezSk

teljsiilnek:
1. T(x+y,zby...,by) =T(x,2,bs,...,bn) + T (y,z,b2,...,bn);
2. T(ax,y,bay...,by) = T (x,y,by,...,by);
3. T(x,y+z,by...,bn) T(xy,ba,...,b,) + T (x,y,b2,...,b4);
4. T (x,py,bs,...,by) = pT (xyy,bay...,by).

A T lekASpezASst b-korlatosnak hivjuk, ha valamilyen M > 0-ra tetszSleges x,y € H-
vektorokkal

IT (x,y,b2,...,b)| < M|x,ba,...,b4]|ly,b2,...,0x4]

és az ilyen M-ek infimumat hivjuk T normdjdnak (jelolésben: ||T|)).

A szeszkvilinedris formdkndl egyfajta alulrdl korlatossdag fontos szerepet jatszott annak
eldontésében, hogy egy feladat korrekt kitzésti-e. Az dltaldnositdsoknal igy hasznos lesz a

kovetkezd fogalom:

Definicié. A
T:HxHx (by) x---x (by) = K

b-szeszkvilinedris funkciondl b-elliptikus (vagy b-koerciv), ha létezik & > 0, amellyel

minden x € H-ra fennall az alabbi:

R (T (x,x,b2,...,b1)) > ||x,b2,...,b,] -

Végiil kozoljiik Riesz-fASle reprezenticios tételének n-Hilbert-térbeli verzidjat a bizonyita-
sdval.

24



Tétel (altalanos Riesz-Fréchet-tétel). [0] Legyen H egy n-Hilbert-tér. Ekkor T pontosan
akkor b-korlatos, b-linedris funkcional H x (b,) x - -- x (by)-n, ha létezik egyértelmd

z € H amelyre {z,b,,...,b,} linedrisan fiiggetlenek és minden x € H-re:
T (X,bz, cee ,bn) = <X,Z|b2, cee ,b2>

tovabba,

Tl = llz,b2, - . ,bu .

Bizonyitas.
1. 1épés Legyen z € H tetszSleges vektor, és legyen T definicidja
T (x,b2,...,byn) = (x,z|b2y ..., by) vV x € H.
Ekkor
i) T b-linearis, mivel

T(x+y,bs...,bn) = (x+y,zlbs...,by) =
= (x,z|bay...,bn) + (y,z|bs,...,by) =

=T (X)bZ) ce e )bn) +T (y>b2) ce >bn) y
masrészrdl minden x,y € H-ra tetsz6leges o € K skaldr mellett

T (ax,by,...,bn) = (ox,zlbz,...,by) =
= - (x,z|bay...,by) =

= o-T(x,b2...,bn).
ii) T korldtos {b;,...,b,} vektorokkal, ugyanis minden x € H vektorra

IT (x,b2,...,bn)| = [(x,z]ba,...,by)| <

< ||X,b2, oo )an ’ ||Z>b2) v )an .

Mivel z rogzitett, a fentiekbd] tudjuk, hogy T b-korldtos és || T|| < ||z,ba, . .. ,by|| . Mésfeld]
ha z # 0 olyan, hogy {z,b;, ...,b,} linedrisan fiiggetlenek, akkor

T = sup{IT (x,bz,...,ba)l: x € H,|[x,ba,...,by|| < 1} =
= sup{[(x,z|ba,...,bn)|:x € H, [|x,bs,... by < 1} >

z
HZ>b2> oo aan

v

( ,z|bay ... b)) = ||z,b2, ...\ ball,
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azaz ||T|| = ||z,ba, . ..,bn||. Amennyiben z = 0, akkor nyilvdn

12,02y . bn[[ =0 = [IT|| = [[z,ba, ..., bu][ -

2. 1épés. Most tegyiik fel, hogy T b-korldtos és b-linedris. Amennyiben T = 0, akkor z = 0
megfeleld, igy feltehetd, hogy T # 0. Mivel T b-korlatos, a magtere, ker(T), zart altere
H-nak, és T # 0 miatt ez valddi altér, és emiatt ortogondlis komplemensében van egy

nemnulla z, vektor. Tekintsiik az
S:={v=2-T(x,by...,b) —x-T(z0,b2,...,bn) : x € H}
halmazt. Ez részhalmaza ker(T)-nek, mivel
T(wbay...;bn) = T(zo-T(x,b2y...,00) —%x-T(20,b2,...,by)) =
= T(zp,b2y...,bn) T (x,b2,...,b,) —
—T (x,b2,...,by) - T (z0,b2,...,by) =
= 0 VxeH,
azaz zo L S. Innen
(zo - T (x,b2y...,b0) —x - T (z0,b2,...,b0n),20/b2,...,bn) =0,
amibdl kovetkezik, hogy
T (X,b2, -« -ybn) - 20,12y« -y bl = T (20,b2y - - -, ) (x,20lb2, - . -, b,

vagyis minden x € H-ra

T (zo,b2,...,bn)

1Zo,b2y « + ., )

T (X)bZ) s »bn) - : <X)Z0|b2) s >bn>>

_ T (Zo,sz. . ,bn) * Zo

”ZO>b2> R )anz

valasztassal
T (x,bz,...,byn) = (x,z|by,...,by),

azaz konstrudltunk egy megfelel$ z-t. Az unicitdshoz legyen z;,z; € H olyanok, hogy

{z1 — z3,b3, ...,b,} linedrisan fiiggetlenek és emellett minden x € H vektorra

T (X,bz, e ,bn) = <X,Z1 ’bz, e ,bn> = <X,Zz|b2, e ,bn>.
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Ekkor minden x-re
T(X,Z] — Zz’bz, e ,bn> = O,

és x = z1 — z, helyettesitéssel
(z1 — 22,21 — 22bsy ... \bn) =0 = ||z1 — 22,02, ..., ba|* =0,
ami pontosan azt jelenti, hogy z; — z; = 0 és igy z; = z,, azaz z egyértelmien létezik.
3. 1épés. Ha a tételbeli egyenlGségbe x = z-t helyettesitiink, akkor
T (z,b2y...,bn) = (z,2]b2, ... ,by) = |Iz,ba, ... b
Mivel T b-korlatos
I2,b2, -+ o[ = [T (2,62, ..., ba) < T - 2,2, - ball

ezaltal | T|| > ||z,bz,...,bn]||. MésfelSl a Cauchy-Schwarz -egyenlGtlenség felhaszndldsa-

val
|T (X>b2) oo )bn)| - |<X)Z|b2) oo >bn>| S

IN

Hxabb ce )an ' ||Z>b2» oo 3bn|| )

aminek kovetkezménye, hogy

|IT|| = sup IX,z|ba, ... bnl < |lz,bay ... byl
IIX»bZ)"‘)bT\||:1
és ezzel ||T|| = ||z,ba,...,bn|. B
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4. fejezet

Fixponttételek n-Banach-terekben

Ebben a fejezetben a kdvetkezd harom tétel n-Banach-térbeli dltalanositasat kozoljiik:

e Edelstein-féle fixponttétel,
e Weissinger-féle fixponttétel,

e Banach-féle fixponttétel.

4.1. Altalanositott Edelstein-féle fixponttétel

Tétel. Legyen (V| ||-,...,||) n-Banach-tér, H C V halmaz, ¢ : H — H olyan leképezés,
hogy valamilyen b,,...b, € Vésu,v € H,u # v vektorokra:

b (W) = (v),ba, .., bn]| < U —v,by,... s bu]
teljesiil. Ekkor ¢-nek legfeljebb egy fixpontja van H-ban, azaz
u,v e H: o (u)=0d(v)
u = v-t implikalja. Tovabba, ha H kompakt, akkor ez a fixpont egyértelmd.
Bizonyitas.

1. 1épés Tegyiik fel, hogy 1éteznek u,v € H, u # v vektorok tgy, hogy ¢ (u) =ués P (v) =v
fennall. Ekkor kovetkezik, hogy

lu—v,by, ..o \boll < || (W) — ¢ (V) ,ba,y...,bal| = [lu—v,by, ... 0,
ami ellentmondds, igy ¢-nek nem lehet egynél tobb fixpontja.

2. 1épés Most definidljuk f-et a kdvetkezGképpen:
f: VoK, f(x) =[x — b (x),bay...,bu|l.
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Mivel az n-norma folytonos, H kompakt, 1étezik u € H amelyre
f(uw) =|lu—d (u),bs...by|| =inf{f (u): u e H}
teljesiil. Tegyiik fel, hogy ¢ (u) # u. Ekkor
[F(d (W) =lld () = (P (u),ba...,bul| <[[u—d (u),bs,....bnll =1 (u),

ellentmondads lenne, tehdt ¢ (1) = u és ¢ egy fixpontjat kaptuk.

4.2. Altalanositott Weissinger-féle fixponttétel.

Eredeti célunk a Weissinger-féle fixponttétel dltalanositdsa volt (vo. [17], [10]). Sikeresen
kimondtuk és bebizonyitottuk a tételt, azonban késébb az eredeti emlitése nélkiil megtalltuk
[5]-ban. A tétel ezen verzidjaban viszont taldltunk egy hibét. A teljesség kedvéért helyesen
kimondjuk a tételt és kozoljiik a bizonyitasat, tovabba megmutatjuk, a [5]-ben kimondott tétel

miért nem helyes.

Tétel. Legyen (V| ||-,...,||) valamilyen b;,b,, ... b, linedrisan fiiggetlen vektorokkal
b-teljes n-normalt tér és T peidg V-t Gnmagaba képzs leképezés. Tegyiik fel, hogy

1. (n) € 1; valamilyen «, € (0, + c0) (n € Ny) sorozatra;

2. minden m € Ny egészre
||T[m] (w) — T™(v),bs, ... ,an < o [[u— vy b2y ... by | (u,v € V).

Ekkor T-nek 1étezik fixpontja, amely egyértelmd.

Bizonyitas. Legyen tetszGleges xo € V és definidljuk (x,,) sorozatot a kdvetkezSképpen:
Xm = TMx,. A hiromszog egyenl6tlenségbdl tudjuk, hogy minden p,q € N, p > g-ra:

p—1 p-1
Ixp = Xgyb2y - sball < Y I = Xju1,b2y bl = Y ([T — TMxg,by, .. yby || <
m=q m=q

p—1
S Z (0.0 ”Xo - thZ) oo ,an
m=q

Legyen r € N olyan, hogy ||xo — x1,bz,...,b,s|| < r. Mivel («,) € &, minden € > 0-hoz
1étezik m, pozitiv egész, hogy minden p > q > my-ra

—1
4 €
E Ky < —.
T

m=q
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Innen kovetkezik, hogy
[Xp —Xq,b2, . bl < = HXo—anz, Hbnl <€

azaz (x,, ) b-Cauchy. Mivel V b-teljes, ezASrt 1étezik olyan x* € V vektor, amelyre lim x,, = x*
m—oo

igaz.

Ix* — Tx* b2y ..o yball < |IX — X1, b2y« ooyl + [ Xmar — TS\ ba, .o by =
= X" = Xmi1,02y -« oy bn || + [ T — TX b2y .o by || <

S HX* — Xm+],b2, cee ,an + me — X*,bz, e ,an

hm (xm) = x* miatt tudjuk, hogy hm (xm —x*) =0, vagyis az 6sszeg mindkét tagja nulldhoz
tart ~Ebbél |Ix* — Tx*,ba,...,b || = O kovetkezik, és mivel by, ...,b, linedrisan fliggetlenek,
ez Tx* = x*-t jelent. Ezzel megmutattuk, hogy létezik legalabb egy fixpont. Az egyértelmiség
bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy x*,y* T fixpontjai. Kis szdmoldssal

HX* _y*abl» ce )an = ||T[m]xjk o T[m]y*)bly .. an < Qm HX* _y*abb ce )an .

Tudjuk, hogy ||x* —y*,by,...,b,|| véges, illetve (&) € £ és lim («,,) = O; innen kovetkezik,
hogy ||x* —y*,ba,...,by|| < € minden € > 0, azaz x* = y*. &

Megjegyezziik, hogy a by, ...,b, vektorrendszer fliggetlensége sziikséges feltétel: Tekintsiik
az (R3], - ,+||) 3-normalt teret. amennyiben b, € R3 és b3 € linedrisan Osszefiiggsek, a
normaaxiomakbol kovetkezik, hogy tetszSleges r € R3 vektorra

Hr>b2)b3H =0 /pl det [r,bz,b3] = 0/

teljesiil. Ennek kovetkezményeként tetszSleges sorozat b-Cauchy, egyuttal b-konvergens is, és
igy R3 b-teljes. Kovetkezésképp tetszSleges T : R3 — R3 leképezésre és tetszbleges m € Ny
egészre a

HT[m}u — T[m]V,bz,bgH < oy [Ju— v,by,bs||

feltétel tetszSleges (ay) € 1; sorozattal igaz. Viszont a
T,: RS = RS, r—r+a

leképezéseknek nyilvdnvaldéan nincs fixpontja a £ 0 esetén, ugyanis T,r =r,azazr+a=r
amely implikélja a = 0-t.
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4.3. Altalanositott Banach-féle fixponttétel.

Lemma. Legyen (V| ||-,...,||) egy n-Banach-tér és () # A, .1 C A, C V zért halmazok
antiton sorozata, ugy, hogy
lim (diam (A,)) =0.

n—oo

Ekkor -
[ An # 0.
n=1

Bizonyitas. Legyen (a, ), olyan sorozat, hogy minden q; tetszéleges eleme A; (j € N)-nek.
Egyszertien lathatd, hogy ez egy Cauchy-sorozat és a feltételek miatt V n-Banach-tér, azaz a
sorozat konvergens is. Ebbdl kovetkezden 1étezik egy egyértelmd o« € V gy, hogy « = lim (a,).
Megmutatjuk, hogy minden n € N egészre « € A,,. Val6ban, méskiilonben lenne valamilyen
N € N egész, amelyre « € A§. AY nyilt halmaz, tehdt 1étezik olyan U () kirnyezet amely
U (o) C A§-t teljesiti. Kovetkezésképp

U(x) cAS  (N<neN).
Mivel & = lim (a,,), 1étezik M € N amire
anGU(OC) (MSTLGN)

Ha n > max{M,N} valasztassal éliink, akkor a, € A,, N AE és ellentmondara jutottunk. Ezdltal
az alabbi kovetkeztetés fennall:

ae (A, = [JA#0 =

neN neN
Tétel. Legyen (V, ||-,...,:||) n-Banach-tér, ¢ : V — V b-kontrakcid, médsszéval 1étezik
q € [0,1) dgy, hogy
Hd) (u) — d) (V) ,b2> 000 )an < q ||u _V>b2> coo )an (LL,V € V)

Ekkor ¢-nek 1étezik egyértelmd fixpontja.

Bizonyitas.
1. 1épés megmutatjuk, hogy a

f:V%V) f(X) = HX—d)(X)»bz,---,an
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leképezés egyenletesen folytonos. tetszdleges x,y € V vektorokra

f(x)=f(y) = [x—=(x),bs...;bnll = [ly = (y),bsy...,bn| <
< lx=ybay .. bl + [ly — & (y),bay ... bl +
+ld (y) — b (x),ba, .. 5bnl = lly = b (y),boy . bu]| =
=[x =y,boy bl + | (Y) = & (x) )by ybu]| <

< (] + q) ||X_y>b2>'°°)bn||

Hasonl6an
fly) —f(x) < (T+q)[[x —y,bs...,bn].
Igy tetszdleges x,y € V vektorokra

I () = F (Yl < (T +a) [[x —y,ba, ... ,bull
teljesiil, amelybdl f egyenletes folytonossaga kovetkezik.

2. 1épés Az el6zGek nyomdn a

An:Z{XGVZ

“f

halmaz minden n € N-re zart. Tovabba vilagos, hogy (A, )nen) antiton, illetve minden
x € V-re

f(™M(x) = [|¢™ (%) — ™" (x),bs,... bu

:a‘l—*

< q[o™ " (x) — d™ (x) )by .. ba]| < g I — P (x) )by, .. |

n — oo mellett g™ nulldhoz tart, igy minden x € V vektorra teljesiil, hogy ¢p™ (x) —
0 € V (n — o0o). Ezdltal minden n € N egészre A,, nemiires halmaz.

3. 1épés A haromszog egyenlStlenségbdl minden n € N és x,y € A, -re a kovetkez§ becslés
adédik:

|’X_y>b2>-°°)bn” < ”X_d)(x)»bb-“)bnu+”(I)(X)_d)(y))bZ)---)an+

14 (y) —y,bay .. bl S F(x) + qllx —y,ba, ..y ball + F (y)

1 1
= E+q||x—y,b2,...,bn\|+ﬁ

ami azt jelenti, hogy
2

by bl <
HX Y,02, H—n“_q)
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azaz lim diam(A,) = 0. Mivel V n-Banach-tér,
n—oo

(e}

A::ﬂAn#Q.

n=1

Ha o, 3 € A, o # {3, akkor tudjuk, hogy
loc— B,ba, ... byl < diam (A) = lim (diam (A,)) = 0.

Emiatt o« = 3, igy 1étezik egyértelmd o € A amely teljesiti f («) = 0-t, masképpen:
() =«x. N
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5. fejezet

n-Hilbert-terek

A kovetkezGekben a funkciondlanalizis tovabbi harom fontos tételét altaldnositjuk.

5.1. A linearis Lax-Milgram-tétel
Tétel. Legyen T egy
H x H x (by) x -+ x (b,) = K

b-korlatos, b-elliptikus, b-szeszkvilinearis forma, és olyan k,K € R, 0 < k < K < o0
szamok, amelyekkel az aldbbiak igazak:

L. [T (uyv,by,... b)) < K|u,by, ... 04 |V,b2y...,bu|l;
2. [T (waw,by, ..., byl >k |lu,ba, . .. ba”.

Ekkor pontosan egy bijektiv A € L (H,H) operator létezik, amelyre ||A| < K becslés
teljesiil s barmely u,v € H vektorokra

T (wyv,by,...,bn) = (Au,v|by, ... by).

Szintén igaz, hogy A~ € L (H,H) és

|ATT| < 1 teljesill.

Bizonyitas.
1. 1épés Definidljuk @,-t az alabbi médon:
@, :Hx (by) x...(by) = K, @, (u,by,...,by):=T(uwby...,by).
Mivel T b-korlatos
D, (W) = [T (wyv,by,...,by)| < K|wba ... by [|[v,b2y...,bn| =
= Ky |[v,bz,...,bull,
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ennélfogva @, € T* és
|D|| = ||T (yv,bz2,...,b)|| < K|v,bay...,bu]l.

A Riesz reprezentdcios tétel dltaldnositasat felhaszndlva, tudjuk hogy létezik egy egyértelmi

a € H, a,b,,...,b, linedrisan fliggetlenek és
Q, (u,by,...,by) = (w,alby,...by) ill. |Dy|| = ||a,bay ... byl -
2. 1épés T b-szeszkvilinedris, igy
C:H-H,C(v)=a
operdtor linedris. Valdban, tetszleges u,v;,v, € H vektorokra és minden A € K skaldrra

<U,C (V1 + VZ) |b2> s )bn =T (LL,CL] + aZabZ) s )bn) -
=T (LL,(I] »b2> v ))bn) +T (u)abe» oo )bn) =

= (u,Cw |b2, v ,bn> —+ <u,CV2|b2, e ,bn>
(u,C (M) [by,...,by) = T(wAa,by,...,by) = AT (u,a,bs,...,b,) =

= AMu,Cw,by,...,by) = (WACV,by, ... by)

Ezenfeliil
[Cv]l = [lall = Du]l = IT (-,,b2, .. ,bu) | < K[[v,ba, .. bul
amivel megkaptuk, hogy C € L (H,H), ||C|| < K. A = C* operdtorra:
T (wyv,by,...,by) = (Auyvlby, ... \by) Vuv e H
3. 1épés T b-elliptikus, amelybdl
K[[uybay . yball? < R(T (Wybyy ... ,by)) = R (AU, ... b)) <

< [(Auyulb,...,by)| < ||Aw,by. .. by [[w,bz, ... byl

4. 1épés Minden
ueH:k

‘uabZ) <o >bn” < HAu>b2> cee nan )
amelybdl tudjuk, hogy R (A) zért altér, A injektiv, rdaddsul ||A~"|| < {.
5. 1épés Tegyiik fel, hogy R(A) # H x (by) x ...(by). A zértsdgbdl tudjuk, hogy létezik
&EeR (A)L \ {0}, és legyen a := A&.
k[[&b2, ... bl <R (T (&,&,b2,...,bn)) = R ((AE,E]by,...,by)) =0

kovetkezésképp & = 0, és ellentmonddsra jutottunk. Ez azt jelenti, hogy A bijektiv és

éppen ezt kellett megmutatni. H
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5.2. A Zarantonello-tétel

Tétel. Legyen (H,(-,-|-,...,) valés n-Hilbert-téra |-, ... || = v/(*,...,") n-norméval
és tegyiik fel, hogy A : H — H operator olyan, hogy megfelel6 0 < o« < 1ésL > 0
konstansokkal tetsz6leges x,y € H vektorokra a kdvetkezd tulajdonsdgok teljestilnek:

1. <AX — AY,x — y|b2> 000 )bn> > ”X —Yy,by,... )an;
2. ||Ax — Ay,ba, ..., b < L|lx —y,ba, ... byl
Ekkor minden v € H vektorhoz pontosan egy u € H vektor 1étezik, amelyekkel Au = v

teljesiil (masképpen: az Au = v feladat korrekt kitlizési).

Bizonyitas. Létezik egyértelmd u € H : Au = v pontosan akkor, ha valamilyen € > 0-ra u
fixpontja a
®,:H — H, D,(x) =x—€e(Ax—vV).

leképezésnek. Minden x,y € H vektorparra

1Dy (x) — Dy (Y) ,bay e ,bull” = [[x —y,bay...,bull” — 26(Ax — Ay,x —y|ba, ... by )+

+e? [[Ax — Ay,by, ... by || <

IA

x —y,ba, ... ,bn [ — 2ex ||x —y,bay ... ,bull* +
+ell? |x —y,bay ... by =

= (1—2eo0+ €’L?) ||x —y,byy...ba|.

Vegyiik észre, hogy
k:=1—2ex+ e’L* >0,

és € ;= %—3‘ vélasztassal k = 1. Ekkor minden e € R, 0 < € < %—3‘ szamhoz ( := Vk eleme a

[0,1) intervallumnak és
Hq)v (X) - @, (y) abZ) o )an < q ||X _y)bZ) . . bn” )

ennélfogva minden v € H-re @, b-kontrakcid. Az dltaldnositott Banach-féle fixponttétel nyoman
minden v € H-hez létezik pontosan egyu € H vektor, amely teljesiti a

O, (u)y=u=u—€e(Au—v)

feltételt, azaz: Au=v. i
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5.3. A nemlinearis Lax-Milgram-tétel

Tétel. Legyen (H,(-,...,-)) valés n-Hilbert-tér a ||-,...,-|| = \/(,...,") n-normdval és
legyen T : H x H x (by) x --- x (by) — Rill. S:H x (b;) x --- x (b,) — R olyan

linedris funkciondlok, amelyek kielégitik a kdvetkezdeket:
1. minden o € H az
fo: H—oR, fy:=T/(xx,b2,...,by,)

funkciondl b-folytonos, linearis;

2. létezik y > 0, hogy minden x,y € H vektorra
YIx =uybzy .. sbnl < T (xx —y,ba, ... ,by) — T (Y,x —y,by, ... bn);
3. létezik L > 0 ugy, hogy minden x,y,z € H vektorra
IT (x,2,b2,...,b0) — T (y,z,b2,...,by)| < L||x —y,ba,...ba|l |lz,b2y...,ball;
4. S linedris, folytonos.

Ekkor minden v € H-hez 1étezik egyértelmd w € H gy, hogy T (v,u,by,...,b,) =
S (u,bz, S ,bn).

Bizonyitas. A linedris Lax-Milgram-tételbdl tudjuk, hogy minden z € H vektorhoz létezik
egyértelmd R € L (H,H) operator, amely minden y € H vektorra kielégiti a

T (z,y,ba,...,by) = (Rz,y|by, ... ,by)
feltételt, azaz a masodik €s a harmadik feltevésekbdl
1. y|x —u,bay...,ba]|* < (Rx — Ry,x —ylbs, ...,by);
2. [(Rx — Rx,z|by, ... by)| < L||x —y|| ¥V x,y € H.

Mindezekbdl
IRx — Ry,by,...bn|| = sup{(Rx — Ry,alby,...,by) o € H,|let,bs,...,bu|l <

< L HX —Y,b,... »bn” :

Még egyszer haszndlva az 4ltaldnositott Riesz reprezentacios tételt kapunk egy egyértelmdi v € H
vektort, amely minden u € H vektor esetén eleget tesz a S (u,by,...,b,) = (vyulb,,...,by)
feltételnek. Kovetkezésképp T (u,v,bs,...,b,) =S (u,by,...b,) pontosan akkor, ha Ru = v,
amely feladat az éltalanositott Zarantonello-tétel kovetkezményeként korrekt kitizés(, ezzel az
allitast belattuk. W
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