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Koszonetnyilvanitas

Elsésorban szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Csikvari Péternek a téma
ajanlasat, az egész éves kozos munkdt, a rendszeres konzultacidkat és a rengeteg
észrevételt a dolgozatommal kapcsolatban. Tovabba koszoném neki, hogy bizonyita-
saimat figyelmesen atnézte, a hidnyosagokra felhivta a figyelmemet és szdmos olyan
otlettel és tandccsal latott el, amelyek nélkiil ez a szakdolgozat nem johetett volna
létre.

Koszonom a tanulmanyaim alatt kapott sok tamogatast barataimnak. Halaval
tartozom nekik a mindennapokban kapott rengeteg segitségért és felém iranyulo
tirelmiikért. Végiil nem utolsé sorban szeretném megkoszoni csalddomnak, hogy
végig tamogattak tanulmanyaimban és mar kiskoromban felkeltették érdeklodésem

a matematika irant.



1. fejezet

Bevezetés

Az erosen reguldris grafok egy kiilonleges struktiraval rendelkez6 csoportjat alkot-
jak a grafoknak. A grafelméletben hasznalatos regularitas fogalmat egyes forrasok
Julius Petersenhez kotik, akinek a nevét egy graf is viseli. Az erdsen reguléris gra-
fokat Raj Chandra Bose vezette be az 1963-as [1] cikkében. Bose mellett jelentds
eredményeket ért el a témaban Alan Hoffman is, aki a grafok sajatértékeinek tanul-
manyozasaval foglalkozott. Napjainkban Andries Brouwer a tertilet egyik kiemelked6
alakja. Andries Brouwer és Hendrik Van Maldeghem konyve [2] minden bizonnyal a
téma alapmiivének tekintheté. A konyv mellett Brouwer honlapjan jelentés mennyi-
ségli dokumentacié is talalhato, mint példaul a legtobb ismert erdsen regularis graf
konstrukciéjanak leirasa.

Szakdolgozatom célja az erGsen regularis grafok osztalydanak bemutatisa. A mé-
sodik fejezetben definidlom a szomszédsagi méatrixot és annak sajatértékeit. A graf
sajatértékei és tovabbi paraméterei kozotti osszefliggéseket bizonyitok be, valamint
hozok par példat kiilonleges feltételekkel rendelkez6 csaladokra. Példaul megadom
azon paraméterek halmazat, amik esetén az erdsen regularis graf legkisebb sajatér-
téke —2-vel egyenlo.

A harmadik fejezetben azt az alapvetd problémat tekintem, hogy miért nem
lehetséges a K7 éldiszjunkt fedése harom Petersen-graffal. A tétel bizonyitasanak
alapotlete lehetéséget teremt arra, hogy altalaban vizsgaljam egy teljes graf harom
erosen regularis graffal valo éldiszjunkt fedéseit. Fontos eszkozként definidlom az or-
togonalis tomb és Latin négyzet fogalmat. A fedéshez kapcsoléddan érdekességképp
megadom az R(3,3,3) Ramsey-szdmot is.

Szakdolgozatom utols6 negyedik fejezetében is teljes grafok erdsen reguldris gra-
fokkal valo fedését vizsgalom, de az el6z0 fejezetekkel ellentétben itt mar nem feltétel,

hogy a grafok izomorfak legyenek.



2. fejezet

Erosen regularis grafok

Ebben a fejezetben definidlom az erésen regularis grafok fogalmat, majd par tételben
a téma alapveto Osszefiiggéseit mutatom be. Par példa csaldd bemutatasra keriil
tételeken keresztiil, amik adott szempontbdl kiilonlegesnek szamitanak. A fejezet
zardsaként belatom a Krein-feltételt és az abszolut korlatot, amik tovabbi feltételek

az erosen regularis grafokra.

2.1. Eroésen regularis grafok tulajdonsagai

Elsének definidlom, hogy mit értiink erésen regularis graf alatt.

2.1.1. Definicié. Egy G egyszert; graf erésen reguldris (n,d,a,b) paraméterekkel,
ha n csicsa van, d-requldris, két szomszédos csucsnak pontosan a kézés szomszédja

van és két nem szomszédos csiucsnak pontosan b kozos szomszédja van.

A (10,3,0, 1) paraméterekkel rendelkez$ Petersen-graf.
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A definicié és a példa graf alapjan lathatd, hogy egy szimmetrikus és eléggé

egyedi graf csalad.

2.1.2. Lemma. Legyen G egy nem dsszefiiggd erdsen requldris graf. Ekkor G k darab

K, teljes graf unicjaként dall eld.

Bizonyitas. Mivel tudjuk a G grafrél, hogy nem oOsszefiiggsd, emiatt két nem egy
komponensben 1év6 csticsanak pontosan 0 kozos szomszédja van. Minden csticsnak
ugyanannyi a foka és az egy komponensben 1év6 nem szomszédos csticsoknak is 0
kozos szomszédjuk van, emiatt egy csicsnak a komponensbeli csticsai vagy szomszé-
dai vagy legalabb 3 tavolsagra helyezkednek el. Ez természetesen nem lehet, mert ha
van legalabb 3 tavolsagra 1évo cstcs, akkor kell lennie olyannak is, ami 2 tavolsagra
helyezkedik el. Ez nem lehetséges, mert az azt jelentené, hogy van legalabb egy kézos
szomszédjuk és nem szomszédosak.

Egy komponensben minden cstics szomszédja minden mas csicsnak, vagyis az
Osszes komponens teljes graf és mivel az 6sszes csicsnak ugyanannyi a foka, emiatt

minden teljes graf azonos méretii. Ez alapjan k darab K, graf uni6éjaként all el6. [

Az alabbi részben paramétereinek kapcsolatat fogom ismertetni. Az elsé allitas-

ban a graf 4 paramétere kozotti kapcsolat kertil megadasra.

2.1.3. Tétel. Legyen G erdsen requldris graf (n,d,a,b) paraméterekkel, ekkor
dd—a—-1)=bn—d—-1)
egyenldség fenndll.

Bizonyitas. Ha nem 6sszefiiggé a G graf, akkor a legutobbi lemmabdl tudjuk, hogy
K41 komponensekbdl all a graf. Ez alapjan igaz b = 0 és d = a + 1 egyenl6ségek,
vagyis mindkét oldal nullaval egyenlo.

Ha G = K, akkor a (n,n — 1,n — 2,b) paraméteri GG, ahol b barmi lehet, mert
nincs olyan cstucspar, ami ne lenne szomszédos, de a masik harom paraméter alapjan
fennall az egyenléség.

Ha G 0sszefiiggo és nem teljes graf, akkor legyen v egy altalunk valasztott csicsa
G-nek. Szamoljuk meg, hogy hény olyan csics van a grafban, ami nem szomszédja
v-nek, legyen ezen cstcsok halmaza K. Ismert az 6sszes csics szdma, emiatt | K| =
n—d-—1.

Szamoljuk ki K elemeinek szamat masképp is. Ezen csticsok csak v szomszéda-
inak a szomszédai lehetnek, mivel ezen erdsen regularis grafok atmérdje ketto. A

v csucsnak d szomszédja van és ezen cstucsoknak d — a — 1 ilyen szomszédja van,
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mert szomszédaibdél nem szamit v és azzal k6zos szomszédok. Masrészrol egy K-beli
csucsnak és v-nek b kozos szomszédja van, vagyis minden K-beli cstcsot b-szer sza-

moltunk. Tehat n —d — 1 = 4==1 egyenletet kaptuk a kétféle szdmolds sordn. [

A kovetkez6 tételekben az erGsen regularis grafok tovabbi paramétereit defini-
alom és ezen értékekre vonatkozé feltételeket mutatok meg, ami elsGsorban a graf
adjacencia matrixa koré fog épiilni. Ezt a matrixot magyarosabb szohasznalattal

szomszédsagi matrixnak hivjuk.

2.1.4. Definici6. Legyen G egyn csiucsbol dallo eqyszeri grdf, ekkor Ag-nek nevezzik
a grif adjacencia matrizdt. Ha graf csicsai V- = {v1, v, ..., v,} halmazt alkotjak,
akkor
1 hawv; éswv; csiucsok kozt van él,
(Ac)ij = o
0  hav; ésvj cstucsok kozt nincs é€l.
2.1.5. Allitas. Minden G egyszerd grifhoz tartozd Aq adjacencia mdtriz dsszes

sajatértéke és sajdatvektoranak osszes koordindtdja valos szam.

2.1.6. Megjegyzés. Sajdatérték és sajdatvektor definiciéja alapjan egy vektor pon-
tosan, akkor lesz sajatvektora eqy grafnak, ha a grif csicsainak értékeket adva azt
kapjuk, hogy minden csicson a szomszédainak 0sszege pontosan A-szorosa a csucsra

irt szamnak.

A (6,3,0,3) paraméterekkel rendelkez6 graf.

Az alabbi példa esetén jol lathatd, hogy az (1, ..., 1) sajatvektora a grafnak, amihez
a d = 3 sajatérték tartozik.
A kovetkezo lemmaban kihaszndlom a grafrél azt, hogy ismerjik két cstcs kozos

szomszédjainak szamat, amely az adjacencia matrix négyzetében jelenik meg.
2.1.7. Lemma. A G erdsen requldris grdif adjacencia mdtrizdra fenndll, hogy
A% =bJ + (a—b)Ag + (d —b)I,

ahol J a csupa egyesbol dallo madtriz, mig I az identitas mdtrix.
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Bizonyitas. Az Ag matrix egyes oszlopai vagy sorai konkrét csicsokat jelolnek a
grafban, emiatt A%-ben a (Ag)i; érték a v; és v; csticsok kozti 2 hosszt sétét adjak
meg. Ez alapjdn a kovetkezdk ismertek A%-rél. Az AZ méatrix f64tldjdban rendre d
all és a matrix tobbi eleme a vagy b attol fiiggéen, hogy az i és j csicsok szom-
szédok vagy sem. Az A%-t szeretnénk megkapni linedris kombinéci6jaként Ag, J és
I matrixoknak. A matrix foatlojat és azon elemeit, ahol Ag-ben 0 &ll csak I és J
matrixokkal tudjuk megkapni, a féatloban d all, mig a tobbi helyen b-nek kell allnia.
Ez bJ + (d — b)1 6sszegként allithat6 el6. A tovabbi értékeket pedig Ag-vel allitjuk

megfelel6 értékre, aminek szitkségképpen (a — b) Ag-nek kell lennie. ]

Ezen lemma alapjan a kovetkezd tételben megadjuk az erésen reguldris grafok

sajatértékeit.

2.1.8. Tétel. Legyen G dsszefiiggd, erésen reguldris graf (n,d, a,b) paraméterekkel,

ekkor 3 sajatértéke van G-nek

e b+ /(a —26)2+4(d—b)

rendre az alabbi multiplicitisokkal

. (n_ljF 2d+(n—1)(a—b)>‘
V(@ —b)2+4(d—b)

Bizonyitds. Legyen v, A\, az Ag-hez tartozo sajatvektor és a hozzatartozo sajatérték.

A legutobbi lemmaban taldlhato egyenletet megszorozva v-vel a kovetkezo egyenletet
kapjuk:
AZv =bJv+ (a —b)Agv + (d — b)Iv,

amiben bJv = (b1, v;)1. Tekintsiik kiilon koordinatékra:

bzn:vi =N+ (b—a)\, + (b—ad))v;.
i=1
Ha A2+ (b—a)\,+ (b—d) # 0, akkor minden koordindta esetén megegyezik a bal
oldal, de a jobb oldal fiigg, hogy melyik koordinatara nézziik, emiatt v; = v; minden
1 és j-re. Ez alapjan ebben az esetben megkaptuk a legnagyobb sajatértéket, ami a
A=d.
Kiilonben A2 + (b — a)\, + (b — d) 6sszeg megegyezik 0-val, vagyis van egy mé-

sodfoki egyenlet \,-re, aminek megoldasa a

L a—bty/(a—b)’+4(d-b)

At 5 .
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Meggondolhatd, hogy a d sajatérték multiplicitasa 1, ha G 6sszefiiged. Legyen
tovabba a masik kettd sajatérték multiplicitasa f és g. Matrix sajatértékeinek szama
n és azoknak Osszege megegyezik a matrix nyomaval, emiatt az alabbiakat tudjuk
felirni:

1+ f+g=n,

a—b+\(a—b2+4d-b) a-b—\/(a—b2+4(d-b)
2 9 2

=0.

d+f
Ebbol azt kapjuk, hogy:

le(n_l_ 2d+(n—1)(a—b))
2 Jla=b2+4d-1))

és

1 . 2d+ (n—1)(a —b)
g_2< 1+\/(a—b)2+4(d—b)>'
O

Az egyértelmii, hogy a multiplicitdsok nemnegativ egész szamok, ami egy erés
feltételt ad a paraméterekre, amelyre kés6bb még ki fogok térni a 2.2.3 tételben. A
sajatértékek Osszefliggése alapjan lathato, hogy az egyik pozitiv, mig a masik negativ
lesz a legtobb esetben, ezt fogalmazza meg a kovetkezo tétel.

Legyen a tovabbiakban A1 > A\ a két sajatérték, ami nem egyezik meg d-vel.

2.1.9. Lemma. Egy G erdsen requldris grifra akkor és csak akkor dll fenn, hogy

A > 0> Xy, ha G = Ky, vagy G 1ires egyike sem dll fenn.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy A\ > 0. Tudjuk, hogy egy matrix sajatértékeinek ossze-
ge a nyomaval egyezik meg, amely adjacencia matrix esetében 0. Ez akkor lehetséges,
ha minden sajatérték 0, vagyis G fires.

Tegyiik fel, hogy 0 > A;. Hasznaljuk fel a legutébbi tételben kapott képletet

Ai-re.

a—>b+ —0)24+4(d—-0
Jla-bprad—n
5 <
amibol lathato, hogy b > a és ha tovabb rendezziik, akkor azt kapjuk, hogy
(b—a)?>+4(d—b) < (b—a)?, vagyis d < b. Mivel a definicié alapjan tudjuk, hogy

b < d is fenndll, emiatt b = d all fenn. Itt grafelméleti indoklasra van sziikségilink.

Vegyiik egy cstuicsat a grafnak, ez legyen h, ekkor h-nak van d darab szomszédja és
a tobbi n — d — 1 darab cstcs, amivel h nem szomszédos. A h-val nem szomszédos

csucsok mindegyike is szomszédos h szomszédaival, mivel G d-regularis. Legyen Ay,
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azon csucsok halmaza, amely vagy h vagy nem szomszédos h-val. Masképpen azon
csucsok, amik vagy h vagy azonos csucsokkal szomszédosak, mint h. Mivel G nem
Osszes csucsa eleme Ap-nak, emiatt van egy tovabbi cstcs, amire ismételhetd az el-
jaras. Ez addig folytatodik, amig minden csics nem szerepel egy halmazban, amit
el tudunk érni, mert ha van csics, ami nincs egyben sem, akkor azzal folytatjuk.
Minden cstics pontosan egy halmazban szerepel, mivel a masodik megfogalmazas egy
tranzitiv tulajdonsag, emiatt ha legalabb kettében szerepelne, akkor azonos lenne
Azonos elemszamuak, mivel minden csicsnak d szomszédja van és azokon felil min-
den mas csics a halmazban szerepel, vagyis n — d elemszamuak a halmazok. Egy
A; halmaz eleme szomszédos az Osszes G-beli csticesal, ami nem A;-beli, vagyis G
pontosan egy K, _4 . n—q grafnak felel meg. Ebben az esetben A; = 0 egyenldség all
fenn.

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy G = K k.. €s ures graf esetek kivételével minden
esetben fennall, hogy Ay > 0 > A.. O

2.1.10. Megjegyzés. Ha G grif eqy teljes graf, akkor 1 darabn —1 ésn—1 darab
—1 sajdatértéke van.

A 2.1.2 tételben emlitett nem dsszefiiggd grdf esetén a k darab teljes grif sajat-
értékeinek kell venni az unidjdat, ami ebben esetben k darabn — 1 és k(n — 1) darab
—1 sajdtértéket ad.

Ha G grdf eqgy tres grif, akkor minden sajdatérték 0, mivel az adjacencia matriz

a 0 mdtrix. Ezekben az esetekben nincs feltétlen 3 kilonbozo sajdtérték.
A kovetkez6 feladat a [3] feladatgytijteményben taldlhaté meg.

2.1.11. Lemma. Legyen a G grif erdsen requldris a szokdsos paraméterezéssel és
d> X > Xy a G grdf harom kilonbézo sajatértéke. Ekkor fenndll a kévetkezd

Bizonyitds. Az 2.1.8 tételben egy masodfoki egyenlet megoldasa a tovabbi két sa-
jatérték. A masodfoku egyenlet Viéte-formulai miatt tudjuk, hogy A\ + As = b —a
és MAy = b —d. A tételben szerepl6 egyenlet bal oldaldt kibontva azt kapjuk, hogy
(d—=X)(d—=Xg) = d*+ (b—a—1)d+ b, amely a 2.1.3 tétel miatt megegyezik
nb-vel. O
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2.2. Specialis csaladok

Ebben a fejezetben egyszerii feltételekkel megkaphato graf csaladok szereplnek. Van
olyan csalad, ami tobbszor is szoba keriil.
Az elso tétel azokrol a grafokrol szol, ahol barmely két cstics szomszédos vagy

pontosan egy kozos szomszédja van.

Egy cstics szempontjabdl igy néz ki a tobbi cstcs helyzete. Az dbran a d = 3 eset
lathato.

2.2.1. Tétel (Hoffman-Singleton). Legyen G egy erdsen requldris graf (d*+1,d,0,1)
paraméterrel, ahol d > 2. Ekkor d € {2,3,7,57}.

Bizonyitds. Az konnyen meggondolhatd, hogy barmely két cstcs szomszédos vagy
pontosan egy kozos szomszédja feltétel megegyezik a tételben leirt paraméterekkel,
mivel ha fenti feltételben a graf d-regularis, akkor 14+d+(d—1)d csicsa van a grafnak
és az utolso két paraméter meg pontosan azt jelenti, hogy két cstics szomszédos vagy

pontosan egy kozos szomszédja van. Tekintsiik a graf sajatértékeinek multiplicitdsait.

1 < o 2d— d2>
T
2 Vid -3
Mivel a multiplicitas egy egész szam, emiatt a képletben szerepld tortnek egésznek
kell lennie, ami alapjan két eset lehetséges.
Ha 2d — d? = 0 fenndll, akkor d = 2 az egyetlen lehetséges megold4s.
Kiilonben 2d—d? # 0, akkor v/4d — 3 raciondlis szam lehet, vagyis 4d— 3 négyzet-
szam. Legyen s? = 4d — 3, ahol s nemnegativ egész szam. Ezt felhaszndlva alakitsuk
at korabbi képletiinket

le <52+3>2_25T—(5iﬁ)2
2 4

s+ st 4+ 652 —2s2+9s — 15
s N 32s '

Egy sajatérték multiplicitasarél van sz, emiatt a szamlaloban allo6 polinomot

osztja s, ami alapjan 1;3;5; 15 szamok valamelyike lehet. Behelyettesitve ezen érté-
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keket azt kapjuk, hogy d lehetséges értekei 1;3;7;57, ami kozil az 1 nem felel meg
a feltételnek. N

A fenti esetekrol az alabbiakat tudjuk:
o ha d =2, akkor a (5,2,0, 1) paramétereket kapjuk, ami az 5 csticsu korgraf,
o ha d =3, akkor a (10, 3,0, 1) paramétereket kapjuk, ami a Petersen-graf,

e had =7, akkor a (50,7,0,1) paramétereket kapjuk, ami a Hoffman—Singleton
graf,

o ha d = 57, akkor a (3250,57,0,1) paramétereket kapjuk. Ebben az esetben

nem ismert, hogy létezik ilyen paraméterti erésen regularis graf.

2.2.2. Lemma. FEqgy G erdsen requldris grdaf akkor és csak akkor konferenciagrdf,
azaz (4t + 1,2t,t — 1,t) paraméterrel rendelkezd erésen regquldris grif, ha fenndll,

hogy 3(n — 1) a multiplicitdsa A\ -nek és Ay-nek is.

Bizonyitds. Legyen \; és Ao multiplicitasa f és g.

Ha G konferenciagraf, akkor a 2.1.8 tétel alapjan lathatjuk, hogy

B (P Gl | el WO Y PR ok N IO VU Vo
f_2( 1 \/(a—b)2+4<d—b)> 2<4t (1)2+4t) #oan

és g-re is hasonl6 szamolas végén ezt kapjuk, vagyis konferenciagraf esetén tényleg

fennall az egyenloség.

Ha tudjuk, hogy f = g = 3(n—1), akkor a 2.1.8 tétel alapjn % tort
0-val egyezik meg, ami csak akkor lehetséges, ha 2d+ (n — 1)(a — b) = 0. Ez alapjan
lathat6, hogy (n — 1) | 2d, mig 1 < d < n — 1 és igy az aladbbi két eset lehetséges.

Ha d = n — 1, akkor G = K,,. Ekkor —1 multiplicitasa n — 1.

Ha d = 5% és emellett fennéll, hogy 2d + (n — 1)(a — b) = 0, akkor b —a = 1.

Ezeket beirva a 2.1.3 Osszefiiggésbe kapjuk, hogy

n—1/m-—1 n—1
—a—1) = — —1).
2 ( 2 ¢ ) b(” 2 )

Rendezve kapjuk, hogy a + b = ”T_g Az a = ”7_5, b = ”T_l megoldast adja a két

ismeretlenes egyenletrendszer, ami a konferenciagrafok paraméterei. ]

A kovetkez6 tétel a mar kordbban emlitett feltételt hasznaja ki, hogy a sajatér-

tékek multiplicitasa egész szam.
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2.2.3. Tétel. Legyen a G grdf erdsen requldris (n,d, a,b) paraméterekkel, ekkor min-

den sajdatérték egész szam, vagy G konferenciagrdf.

Bizonyitds. Legyen A a nem egész sajatértéke a G grafnak és m multiplicitasa ennek

a sajatértéknek. Tudjuk, hogy A\ # d, mivel d egész. A 2.1.8 tétel alapjan

a—b+/(a—b)?+4(d—b) 1( &H(n—UM—M)
A= ,m=—-[n—-1-
2 V(@ —b)2+4(d—b)

2

fennall.

Tegyiik fel, hogy (a—b)?+4(b—d) egy négyzetszdm. Ekkor \ = G VA G

2
egy racionalis szam. Mivel X\ egy 1 fGegyiitthatoju masodfoku kifejezésnek a gyoke,

emiatt ha tudjuk, hogy racionalis, akkor annak mindenképp egésznek is kell lennie.
Tegyiik fel, hogy (a — b)> + 4(b — d) nem négyzetszam. Ekkor az egyenletet
atrendezve azt kapjuk, hogy

n—1  2d+4(n—1)(a—b)
2 2 fla—b2+ad—b)

m —

A bal oldal egy tort szam, mig a jobb oldal egy egész szam osztva egy irracionalis
szammal, amely csak abban az esetben lehetséges, ha a tort szamlaléja 0, vagyis
2d+ (n—1)(a—0b) = 0. Ez pedig a 2.2.2 lemma bizonyitdsdban latszik, hogy konfe-
renciagrafot ad az egyenlet megoldasa. Megkaptuk, hogy tényleg a konferenciagrafok

csaladja az egyetlen erésen regularis graf csalad, ahol nem egészek a sajatértékek. [

Tovabbi feltételt tudunk adni, amely azt adja, hogy a konferenciagraf egy egyedi

graf csalad az erdsen regularis grafok korében is.

2.2.4. Tétel. Legyen a G grif erdsen reguldris (p,d,a,b) paraméterekkel, ahol p

prim és G nem tres vagy teljes graf. Fkkor G konferenciagrdf.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik olyan G graf, ami teljesiti a feltételeket és nem

konferenciagraf. A 2.2.3 tétel alapjan minden sajatértéke egész szam.

egyenletet tudjuk a 2.1.11 lemma alapjan, vagyis p|(d — A1)(d — A2). A gréaf sajat-
értékeirol tudjuk a 2.1.9 lemma alapjan, hogy p — 1 > d > Ay > 0, ami alapjan azt
kapjuk, hogy p = d — Ay és b = d — \;. Ezeket 6sszeadva és rendezve azt kapjuk,
hogy a = 2d — p. Vegyiik a 2.1.3 tétel egyenletét és a helyett irjuk bele az elobb
kapott értéket, ami alapjan az adédik, hogy



SPECIALIS CSALADOK 12

d(d—(2d—p)—1) =b(p—d— 1),

vagyis b = d, amirdl tudjuk a 2.1.9 lemma bizonyitasa alapjan, hogy csak a Kj
esetén allhat fenn. Kovetkezik, hogy k|p, amely alapjan k € {1, p}. Vagyis a tételben

kimondott teljes vagy iires graf esete. O]

A 2.2.3 tétel alapjan az lathatd, hogy az erGsen reguléris grafok egy csaladot
leszamitva egész sajatértékekkel rendelkeznek, emiatt a legkisebb sajatérték vizsga-
lata érdekes lehet. Tudjuk, hogy negativnak kell lennie, emiatt van esély arra, hogy
karakterizaljuk kis értékekre a grafokat.

Ha —1 a legkisebb sajatérték, akkor meggondolhatd, hogy csak a diszjunkt teljes
grafok unidja lehetséges, mig konferencia grafok esetén teljes 6tszog esetén _1%‘/5 a
legkisebb sajatérték. Minden mas erésen regularis graf legkisebb sajatértéke legfel-
jebb —2 és a kovetkez6 tételben megadom az Osszes paramétert, amely esetén eléri
a graf ezt a felso korlatot.

Az aldbbi tétel tobb cikkben is megjelent, én a [2] cikkben megtalalhat6 bizonyi-

tast fogom feldolgozni a kovetkezokben.

2.2.5. Tétel. Ha egy erdsen reguldris grafnak a legkisebb sajdatértéke -2, akkor ezen

paraméterek eqyike:

(i) (2k,2k —2,2k—4,2k —2) paraméterek, k > 2-re, ami a Ko teljes k-osztdlyos

graf paramétere,
(ii) (k* 2(k — 1),k — 2,2) paraméterek, k > 3-ra, ami Lo(k) rdcsgrdf paramétere,

(ii1) ((g),Q(/ﬁ — 2),k — 2,4) paraméterek, k > 5-re, ami T(k) hdromsziog grafok

paramétere,
(iv) (16,6,2,2) paraméter, ami a Shrikhande-graf paramétere,
(v) (28,12,6,4) paraméter, ami a hdarom Chang-grdif paramétere,
(vi) (10,3,0,1) paraméter, ami a Petersen-graf paramétere,
(vii) (16,10,6,6) paraméter, ami a Clebsch-grif komplementerének paramétere,
(viii) (27,16,10,8) paraméter, ami a Schlafli-graf paramétere.

Bizonyitas. A 2.1.8 tételben két sajatértéket az alapjan kapjuk meg, hogy egy ma-

sodfoki egyenletet oldunk meg. Igy arra alkalmazva a Viéte-formulédkat azt kapjuk,
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hogy A —2=a—0bés —2\; = —d + b. A két egyenletet \i-re rendezve és egyiket a
masikba helyettesitve azt kapjuk, hogy d = 2a — b+ 4.

Ha b = 2, akkor azt kapjuk, hogy A\ = a és d = 2a + 2, amit ha beirunk a 2.1.3
tételbe, akkor azt kapjuk, hogy (a+1)? = (n—2a—3). Ezt n-re rendezve azt kapjuk,
hogy (a+2)? = n, vagyis a G graf megegyezik Lo(k) paramétereivel (k = \; + 2-re).

Ha b = 4, akkor azt kapjuk, hogy \; = a — 2 és d = 2a, amit ha beirunk

a 2.1.3 tételbe, akkor azt kapjuk, hogy a(a — 1) = 2(n — 2a — 1). Ezt n-re rendezve

(a+2)(a+1)
2

(k = M1 + 4-re), vagyis tovabbiakban b # 2, 4.

Legyen \; sajatérték multiplicitasa f, mig —2 multiplicitasa g, amikrol tudjuk,

azt kapjuk, hogy n = , vagyis a G graf megegyezik a T'(k) paramétereivel

hogy n = 1+ f 4 g, mert n darab sajatérték van. A sajatértékek osszege nulla, emiatt
tudjuk, hogy 0 = d + fA; — 2¢g, mig a 2.1.11 lemma alapjan (d — A\;)(d + 2) = nb,
amiket rendezve kapjuk, hogy

m-d-2 n-d-1 d _ 2dd—a—1)+db

= — + —
/ A+ 2 M2 N F2 b(A\1 + 2)
d@2d+b—2a—-2)  (b+2X\)(d+2)  (b+2A)(b+ 2\ +2)
b(A +2) b +2) b(A\ +2)

Ad=b+2)\,d=2a— b+ 4 kordbban megadott Osszefiiggéseket és a 2.1.3 tétel
egyenletét hasznaltuk fel az egyenloségek soran.

Legyen m-karom egy G gréaf eleme, ha G-nek feszitett részgrafja K ,, és legyen
négyszog egy G graf eleme, ha G-nek feszitett részgrafja Cy.

Legyen x a grafunk egy csicsa ugy, hogy szomszédja y és z cstcs és kozben y és
z nem szomszédok. Tegyiik fel, hogy {x,y, 2} benne van ¢ darab 3-karomban és ¢
darab négyszogben. Ekkor z-nek olyan szomszédai lehetnek benne egy 3-karomban,
amik y-nal és z-vel sincsenek Osszekotve. A négyszogek szama attél fiigg, hogy y-
nak és z-nek hany kozos szomszédja van z-en feliil és ezen csicsok ne legyenek
szomszédosak z-szel. Ezek alapjan irjuk fel, hogy ¢ mivel egyenlé. Van kezdetben
d darab szomszédja x-nek, ebbdl ketto kiesik, mert ezek y és z. Ki kell vonni még
x-nek y-nal és z-vel kozos cstucsainak szamat, ami 2a, de lehetnek olyan csticsok,
ami szomszédai mindharom csticsnak, agy hogy ezek szamat hozza kell adni. Ebbdl
pontosan annyi van, ahany koézos szomszédja van y-nak és z-nek, ami b darab, de
nem az Osszes szomszédja x-nek is, mert ami vagy x vagy nem szomszédja x-nek és

az pontosan benne van egy négyszogben, ami tartalmazza {x,y, z} csucsokat. Vagyis
d—2—-2a+(b—-1—¢q)=c

egyenletet kaptuk, amihez ha hasznéljuk a d = 2a — b + 4 egyenl6séget, akkor azt
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kapjuk, hogy ¢+ ¢ = 1, ami azt jelenti, hogy egy adott {z,y, z} harmas a fentebb
leirt feltételekkel egy 3-karomban vagy egy négyszoghen van benne.

Elsének vizsgaljuk azt, hogy a graf tartalmaz 3-karmot. Maradva az eddigi jelo-
lésnél legyen x szomszédja y, z, w cstucsok, ugy hogy ezen harom csics kozil egyik
sem szomszédos a masikkal. Ebben az esetben belatjuk, hogy n = 2d 44, amely par
példat is ad.

Ha Z a csuicsok egy halmaza, akkor N(Z) legyen azon csuicsok halmaza, amelyek
szomszédosak minden Z-beli csticesal és F/(Z) az olyan csticsok halmaza, amelyek
nem szomszédosak egyik Z-beli csticesal sem és nem elemei Z-nek.

Elsének belatjuk, hogy A\; = b ebben az esetben. Vizsgaljunk meg két halmazpéart,
amikben az egyik tartalmazza a méasikat. Az egyik ilyen halmazpar N(z) N F(y) és
{z,w} UN(z,w)\ {z}, ahol a masodik halmaz tartalmazza az els6t. Az elsé halmaz
azon elemeket tartalmazza, ami x-nek szomszédja, de nem szomszédja y-nak vagy
nem y. Az konnyen lathato, hogy z és w benne van az els6 halmazban és hogy nincs
x benne az els6 halmazban.

Vegytink egy u csticsot az N(z) N F(y) halmazbdl, ami nem z vagy w. Ekkor u
szomszédos x-szel és nem szomszédos y-nal, vagyis ha z-vel vagy w-vel nincs Ossze-
kotve, akkor z-vel vagy w-vel benne lenne u egy 3-karomban, de tudjuk, hogy ezek
kozil egyik sem lehet benne mar masik 3-karomban, vagyis a kivalasztott cstcs
szomszédja z-nek és w-nek is, vagyis belattuk a tartalmazast.

N(x) N F(y) halmazban d — a — 1 elem van, mert olyan szomszédjai z-nek, ami
nem y vagy y szomszédja, mig {z,w} U N(z,w) \ {z}-nak b+ 1 eleme van. Fentebbi
egyenlOségeket hasznalva azt kapjuk, hogy Ay +1=d —a — 1, vagyis Ay < 0.

A mésodik halmazpar (N(y) N F(z)) U{y} és F(z,w), amelyek koziil a masodik
tartalmazza megint az elsét. Az els6 halmazban azon elemek vannak benne, ami y
szomszédja és nem szomszédja z-nek vagy y. A lathatd, hogy y eleme a masodik
halmaznak is.

Vegyiik az els6 halmaz egy elemét, ami nem y, ekkor errdl tudjuk, hogy nincs
benne egy {y,z,w} vagy {y,z,z} csicsokat tartalmazé négyszogben, mert vagy
egy 3-karomban vagy egy négyszogben szerepelnek az el6bb felsorolt harmasok és
feltettiik, hogy 3-karom van a grafban. Ez csak abban az esetben tud teljestilni, ha
nem szomszédos z-vel és w-vel sem, mivel olyan csticsunk van, ami nem szomszédos
x-szel, vagyis minden ilyen elem benne van a masodik halmazban is.

(N(y)NF(z))U{y} halmazban d—a csics van, mig F'(z, w)-nak n—2d+b—2 eleme
van hasonl6 gondolatok alapjan, mint fentebb. Korabbi egyenloségek és a legutobbi

egyenl6séget hasznalva azt kapjuk, hogy n > 5A\; + b+ 4. A 2.1.11 alapjan tudjuk,
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hogy (d — A\1)(d + 2) = nb és a bizonyités legelejérdl tudjuk, hogy d = b+ 2X;. Ha a
masodik egyenletet behelyetesitjiik az elsoben d-k helyére és leosztunk b-vel, akkor
azt kapjuk, hogy n = w =3 +b+2+ w Az n-nel kapcsolatos
legutébbi két egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy Ay > b.

A két egyenl6tlenség alapjan azt kaptuk, hogy A\; = b. Ez alapjan a tobbi para-
méterrol azt tudjuk, hogy a =2X\ —2,d =3\, n =06\ +4=2d+4, f =9— /\11_2&,
ami alapjan \; € {1,2,4,10}. Ha \; = 1,2,4, akkor az vagy Petersen-graf, vagy

Shrikhande-graf, vagy a harom Chang-graf paramétereivel egyezik meg. Ha A\; = 10
esetén (64,30, 18, 10) paraméterii graf kéne, de ez nem létezik a 2.3.8 lemma miatt.

Most azt vizsgaljuk meg, hogy G nem tartalmaz 3-karmot. Mivel ¢ + ¢ = 1,
minden 2-karom pontosan egy négyszogbhen van benne. Vagyis a 2-karom végén allo
csucsokat tekintve a kozos szomszédok parba szedhetéek, vagyis ezek alapjan b paros,
emiatt legyen b = 2m és ha y nem szomszédos z-vel, akkor N (y, z) megegyezik K,
graffal. Rdadasul ha egy w cstcs szomszédos y-nal és nem szomszédos z-vel, akkor
w szomszédos m darab cstcesal N(y, z)-b6l. Ha k,1 € N(y, z) és k nem szomszédos
I-lel, akkor w szomszédja k-nak vagy l-nek, mivel {y; k; [; w} egy 3-karom lenne, ha w
egyiknek sem lenne a szomszédja és w nem lehet szomszédja egyszerre k-nak és [-nek,
mert akkor {z, k, [} harmas két négyszogben is benne lenne. Vagyis vegyiik N (y, z)
nem szomszédos parokra bontasat és ilyen bontds létezik, mivel K,,yo felbonthato

igy. El6bbi gondolatmenetbdl kdévetkezik, hogy w minden parbél csak az egyikkel
b
2
Legyen x egy cstcs és nézziik az dltala indukélt F'(x) részgrafot. F(x) vagy eré-

szomszédos, vagyis Osszesen o szomszédja van innen.

sen reguldris vagy teljes vagy tres graf, az (n/,d’,a/,b') = (n—d—1,d —b,a — %,b)
paraméterekkel. Természetesen n —d — 1 csticsa marad, mivel az egész csucshalmaz-
bol kivessziik x-t és x szomszédait. Minden csticsnak d — b szomszédja lesz, mivel
alapvetéen volt d darab, de azok koziil b darab az N(z) halmazba megy. Két nem
szomszédos cstcsnak alapvet&en volt b kozos szomszédja és ezen mindegyike F'(x)-be
is esik, mert kiilonben N (x)-be es6 ilyen cstcsok egy 3-karmot alkotndnak z-szel.
Két szomszédos cstcsnak pedig a — % kozos szomszédja lesz a részgrafban, mert
el6z6 bekezdésben leirt y, z és w cstuicsokkal kapcsolatos megjegyzés alkalmazhato.

Tekintsiik ezen eseteket:

o Ha iires graf, akkor d = b, tehat G = Ky, ,. .k, de mivel regularis, emiatt

csak a Ky, i lehet, vagyis az (7) esetbe esik.

o Ha teljes graf, akkorn—d—1=d—b+1. A 2.1.3 tétel egyenletébol induljunk
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ki. A bal oldalat rendezve elsének azt kapjuk, hogy
dd—a—-1)=0b+2\)2a—-b+4—a—1)=(b+2\)(A\ + 1),

a jobb oldalat rendezve azt kapjuk, hogy b(n—d—1) = b(d—b+1) = b(2\;+1),
vagyis fennall a (b+2X1)(A1+1) = b(2A;+1) egyenldség. Ha ezt b-re megoldjuk,
akkor b = 2(A; + 1)-t kapunk és ha ezt beirjuk f-re kapott képletiinkbe, akkor
azt kapjuk, hogy f =8— #i?, ami alapjan \; € {1,2,4,10}. Ha A\; = 1, akkor
T'(5) kapjuk ((7i7) eset), Ay = 2 esetén Clebsch-graf komplementerének para-
métereit kapjuk ((vii) eset) és Ay = 4,10 esetekben hasonléan ellentmondést

kapunk, mint fentebb is a 2.3.8 tétel miatt.

» Utoljara tekintsiik azt az esetet, hogy F(x) egy erésen regularis graf, ez a graf
legyen A. Mivel ez a graf részgrafja az eredeti grafnak, emiatt tudjuk, hogy
ebben is specidlis csucsharmasokra egy négyszog és nulla darab 3-karom van.
Nem lehetséges nulla négyszog, mert a részgrafban is b darab kozos szomszédja
van két nem szomszédos cstcsnak, amik kozott volt az eddigi négyzet. Vagyis
d' —2—2d'+ (b —1—q) = c egyenlet fenndll, ami azt adja, hogy d’ = 24’ — ' +4.

al_b/i\/m, akkor A

legkisebb sajétértéke Ny = —2 és N} = A, — £ a harmadik sajatérték 21+Y

b(A1—2+2)
multiplicitassal, amit korabbi f = W egyenl6ségbdl kapunk meg.

A részgrafja G-nek, emiatt tudunk csicsszamra nézve indukciot alkalmazni.

Ha ezt a részgraf sajatértékeibe beirjuk, ami

Tegyiik fel, hogy az n cstuccsal rendelkezé G grafokrél akarjuk belatni, ekkor
feltehetjiik, hogy a maximum n — 1 cstccsal rendelkezo grafokrol tudjuk, hogy
igaz a tételiink. A egy —2 sajatértékkel rendelkez6 erdsen regularis graf, vagyis
a fenti par eset egyike. Az esetek koziil nem kell megvizsgalni azt, amikor A
vagy (it) és (iii) esetekbe esik, mivel ezt az elején altaldnosan beldttuk és mivel
nincs benne 3-karom, emiatt nem lehet (iv)—(vi) esetek egyike sem. Ez alapjan
csak a b’ € {6,8} (mivel ilyen esetek maradtak mar és tudjuk, hogy ¢ = b)
vagy A megegyezik Kj.o-vel eseteket kell vizsgalnunk. Ha b = 6, akkor nincsen
ilyen erdsen regularis graf. Ha b = 8, akkor (vi) eset paramétereit kapjuk. Ha
A megegyezik Kjyo-vel, akkor (n,d,a,b) = (6k — 3,4k — 4,3k — 5,2k — 2)
paramétert kapjuk, tehat ki tudjuk szamolni A\;-t és annak multiplicitdsat a
kordbbiakhoz hasonlé képletekbdl.
12

A1 +2

értékeket kapjuk. Korabbi esetekhez hasonléan oszthatdésag miatt Ay €
{1,2,4,10} esetek lehetnek csak. Ha \; = 1, akkor Ly(3) paramétereit kapjuk,

M=k—1,f=8—




EGYEB FELTETELEK 17

ami (77) paramétereinek esete. Ha A\ = 2, akkor T'(6) paramétereit kapjuk,
ami (i7i) esete. Ha A\ = 4, akkor (viii) eset paramétereit kapjuk és A; = 10

esetén hasonldan ellentmondast kapunk, mint fentebb is a 2.3.8 tétel miatt.

O

2.3. Egyéb feltételek

A fejezet els6 részében mar par Osszefiiggést belattam, hogy milyen algebrai felté-
telekkel kell rendelkeznie egy erdsen regularis grathoz tartozé szamnégyesnek. Most
azokon tul is szeretnék par feltételt bizonyitani, amivel tobb szamnégyesrél meg
tudjuk mutatni, hogy nem létezhet ilyen erésen reguléris graf.

Egy G erdsen reguldris grafnak 20 Bose-Mesner algebrajat ugy definialjuk, hogy a
3 dimenzios algebraja 2A-nak az I, J és A linearis kombinacidi. Ez valéban egy algeb-
ra, mivel a 2.1.7 lemmanak az egyenlete fennall. Mivel ez az algebra szimmetrikus
kommutativ matrixokbdl 4ll, emiatt 1étezik egy ortogondlis matrix, amely egyszerre
diagonalizalja ¢ket. Ez elemi modon a 2.1.7 lemménak az egyenletébdl is lathatd. A
Bose-Mesner algebra kapcsolatban all az asszociacios sémakkal, amikkel a 4.1-ben
fogunk foglalkozni, de jelenleg elég ennyi a tételhez. Tovabba a tételhez sziikséges

definidlni a Hadamard szorzatot.

2.3.1. Definicié. Két azonos mxn dimenzidji A és B matrizok esetén a Hadamard

szorzatuk A o B, amely azonos dimenzioji, mint A és B és elemeire fenndll, hogy
(A e} B)U = Angz]

2.3.2. Megjegyzés. A Hadamard szorzat a Kronecker szorzat eqyik almdtriza, ahol

A ® B szorzatot értjik a Kronecker szorzat alatt.

2.3.3. Példa. Két példa 3 x 3-as mdtrix Hadamard szorzata. Lentebb a két mdtrix
Kronecker szorzata ldathato, ahol az elsd, az otodik és a kilencedik sorok és oszlopok

metszete adja meg a Hamamard szorzatot.

0 2 3 1 0 8 0 0 24
4 5 00| 6 6 0|=|24 30 0
6 0 7 2 5 3 120 21
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o 0 0 2] 0116 3 0|24
0 0 0 12 12 0 18 18 O
0 O 10 6 6 15 9
4 032 5 040 O 0
24124 0 30(30] 0 O 0
20 12 10 25 15 O 0

0 48 0 0 O 7 0 56

36 36 0 0 0 0 42 42 0
12130 18 0] 0| 0 14 35|21

2.3.4. Megjegyzés. Két pozitiv szemidefinit matriz Hadamard szorzata is pozitiv

szemidefinit.
A kovetkezd par lemma a kovetkezo tétel elokésziilete.

2.3.5. Lemma. Legyen A egy valds szimmetrikus mdtriz, ekkor

x'"Ax | . x'Ax
Al =max———— és A, = min
x#0 ||z |2 x#0 ||z|[?

egyenletek fenndllnak.

Bizonyitds. Mivel A-nak van sajatvektorokbdl all6 ortonormalt bazisa, emiatt legyen
X = a1V] + aoVy + - - - + a,,v,,. Ez alapjan felirhatjuk a Ax szorzatot, ami A\jayv; +
Ao Vo + -+ -+ A, v, értéket adja. Ezt balrdl szorozva x ' -szel kapjuk meg a fentebb
keresett tort szamldlojat, ami Aja? +Xoas +- - -+ N\, a2 értékii, mivel a v; vektoroknak
v;-vel vett skaldrszorzata 1, mig minden mas v;-vel 0 lesz a skalarszorzata. Ezt tudjuk
feliilr8l illetve alulrél becsiilni Ay (o + a3+ - -+ a2) = M||z]]? és Ap(f + a3+ -+

a?) = \,||z||* értékekkel, amivel megkaptuk a bizonyitand6 &llitast. O

2.3.6. Lemma. Legyen A és B két pozitiv szemidefinit mdtriz, amiknek sajdtértékei
[, ag] €s [y, Pa] kozé esnek, ahol mind a 4 nemnegativ szam. Ekkor A-nak és B-nek

a Hadamard szorzatdnak sajatértékei [ 31, agfBs] kizé esnek.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy fenndll a Ax = Ax és By = py egyenlet a két matrixra.
Most tekintsitk A ® B matrixnak a [y1X, y2X, . .., y,X| oszlopvektorral jobbrél vald

szorzasat. Tekintsiik az els6 sorban kapott értéket:
Y1011 AX+YobioAX+- -+ ynbin AX = (y1bi1 +y2b12+ - -+ Ynbin) AX = i AX = pdyix.

A szorzas tobbi sorban is hasonlé eredményt ad, csak természetesen masik y;-vel,
vagyis azt kaptuk, hogy ez pontosan A\u-szorose az eredetileg vett oszlopvektornak,

vagyis A és B matrixok Kronecker szorzatanak sajatértékei \;x; alakban allnak eld.
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Most nézziik AoB szorzatnak sajatértékeit, mivel tudjuk, hogy Hadamard szorzat
a Kronecker szorzat egy almatrixa, emiatt a 2.3 lemma alapjan megtehetjiik, hogy

A ® B matrixra nézve becsiiljik felilrol a sajatértékeket. Ez alapjan azt kapjuk,

hogy
x' (Ao B)x x'(A® B)x

) — L —
jax Ai{A e B) = max = S max T

= max(Aify;).

A kozépso egyenlétlenség, amiatt all fenn, mert a Hadamard szorzat almatrixja a
Kronecker szorzat matrixanak és a tobbi vektorérték nullaval egyezik meg a ki-
terjesztés soran. Vagyis megkaptuk az allitasunk egyik oldalat és a masik oldal is

ugyanilyen modszerrel kaphaté meg. n
A kovetkezo tételt a témaban Krein feltételnek szoktdk hivni.

2.3.7. Tétel. Legyen G egy erdsen reguldris grdf, amelynek az adjacencia mdtriza

A ésd, \y és \y sajatértékei vannak. Ekkor

AL+ D)(d+ A +200) < (d+ M) (Mg +1)?

(A2 + 1)(d+ Ay + 20 A9) < (d+ X)) (M1 + 1)?
egyenliotlenségek fenndllnak.

Bizonyitds. Legyen B := J — I — A. Tudjuk, hogy 2 matrixoknak harom kozos
sajataltere van, melyeknek 1, f és g a dimenzidjuak. Nevezziik ezeknek az altereit V),
Vi és Vs, altereknek. Itt Vg a 1 altal kifeszitett altér, mig V; és Vs az A matrix A1 és Ay
sajatértékeihez tartozé sajatalterek. Legyen ¢ = 0, 1,2 esetén F; a Vi-re val6 vetités
matrixa, azaz F; sajatértéke Vi-n egy és a masik két sajataltéren pedig nulla. Ezeket
a matrixokat nevezziik 2 minimalis idempotens bazisanak. Tekintsiik most ugyanazt
az 2 halmazt, de szorzasként vegylik a Hadamard szorzatukat. Nyilvanvalo, hogy
I, A és B kozil barmely kettonek 0 a szorzata. Minden (0, 1)-méatrix idempotens a
Hadamard szorzatra, emiatt 2 zart a Hadamard szorzasra, és az I, A és B matrixok
alkotjak a minimélis idempotenseknek béazisat.

Az E;, ahol i € {0,1,2}, definicigja alapjan fenndll, hogy I = Eq + E; + Es,
A=dEy+ME1+XFEyés B=(n—d—1)Ey+ (=A\1 — 1)E1 + (= Xy — 1) Ey. Ezekbél
pedig megkapjuk E;-ket I, A és B fiiggvényében.

A Hadamard szorzat adja FE; matrixok masik kifejezését. Mivel ezek a bézisai

2A-nak, emiatt tudjuk, hogy

2

k=0
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ahol qu a sajatértéke a I; o Ej-nek a Vi-n. Ez egy hosszas szamolds, de a qu értékek
kifejezheték a GG paramétereinek segitségével a fenti egyenletek alapjan.

Tudjuk, hogy a Hadamard szorzat a Kronecker szorzat egyik alméatrixa. Ez a
métrix idempotens, vagyis minden sajatértéke 0 vagy 1. Igy tudjuk, hogy a qu sa-
jatértékeknek 0 és 1 kozott kell lennitik a 2.3.6 lemma miatt.

Miutan elvégeztiik az 0sszes szamitast azt kapjuk, hogy az egyenlotlenségek koziil
kettd kivételével mindegyik teljesiil. Ez a kettd g, > 0 és ¢35 > 0. Ha ezeket a két
egyenletet kifejezziik, akkor megkapjuk a tételbeli allitasokat. O

A 2.2.5 tétel bizonyitasa soran tobbszor hivatkoztunk egy gy nevezett abszolit

korlat nevii egyenlétlenségre, amely megtalalhaté a [7] cikkben.

2.3.8. Lemma. Ha egy erdsen requldris grifnak Ai-hez és Ao-hoz tartozo multip-
licitdsaik f és g, akkor mindig fenndlinak az n < $f(f +3) ésn < 1g(g + 3)

egyenliotlenségek.

Bizonyitds. Legyen B := J — I — A és legyenek FE; matrixok az el6z6 bizonyitasban

szerepl6 idompotens matrixok ¢ = 0,1, 2 esetén. Legyen
Ey=al +PBA+~B.

Mivel az F; szimmetrikus, emiatt van olyan (H 1 K 1) ortogonalis matrix, amire

I 0\ (H/ T
Ey = (Hl Kl) (0 0) (Kf) = H\H,

ahol H; egy nx f matrix, amire igaz, hogy H H, = I. A H, sorait az R/-bél v darab

teljesiil, hogy

vektornak tekintjiik. Ebbdl kovetkezik, hogy a vektorok mindegyike oz hosszusag,
és barmely két kiillonboz6 vektoranak (nevezziik S-nek) bels6 szorzata (8 vagy v. Az
ilyen halmazt gdmbi 2-tavolsagti halmaznak nevezziik, mert S-t igy értelmezhetjiik,
mint a géomb olyan pontjainak halmazat, amelyek csak két kiillonbozo tavolsaggal
rendelkeznek. Meg kell mutatnunk, hogy S szamossaga legfeljebb % f(f+3).
Normaljuk le éket és ekkor kapunk egy S’ halmazt a v vektorokbél az Rf-beli Q
egységgombon, és legyen a két belsd szorzata b és c¢. Minden v € S’-re definidlunk

egy f,: 2 — R fiiggvényt a kévetkezok szerint

(<U7 $> B b)(<va :L‘> B C).

fol@) = 1—0)(1—c)
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Ha f,(z) fuggvényt kifejtve azt kapjuk, hogy

1 f
fv(xhl'%-n,l‘n) W (ZUZJJZ ) (Zlez —C) =
= Z%x +22%sz% +Z5:r2 +e.

=1 j=1

Most belatjuk, hogy az n darab kiillonb6z6 fiiggvényiink linearisan fiiggetlen egy-
mastol. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan konstansok, amire fennall, hogy a fliggvé-

nyeink linearisan 6sszefiiggok

ay fo, (1,0 xn) F Qo fo (1, 20) + -+ an fo, (X1, ..., x,) = 0.

Ha barmely v;-t helyettesittiink az egyenletbe azt kapjuk, hogy «; = 0, mert
fo,(vi) =1 és f,,(v;) = 0, amely alapjan ellentmonddast kaptunk.

Ez alapjan fiiggvények linearisan fiiggetlenek, emiatt meg kell nézni, hogy maxi-
mum hany dimenziés lehet az ilyen fliggvények tere. A masodfoku tag és a linearis
tag szintén f dimenzids lehet, mig a dupla szorzattal rendelkez6 tagok (5) dimenzi-
6val rendelkeznek, mig a konstans 1 dimenzids, amit szépen ki tudunk titni az altal,
hogy feltettiik, hogy a vektoraink egy egységgdmbben vannak, vagyis a konstanst
fel lehet irni, mint Z _, o7 = 1 tébbszorése. A dimenzidkat Gsszegezve azt kapjuk,
hogy $f(f + 3) dimenzids, vagyis maximum ennyiféle f,(z) fiiggvény lehet, vagyis
n < 3f(f+3). O

A. Neumaier 1980-ban javitott ezen az eredményen és azt kapta, hogy

f(F+1),

l\')\»—

hacsak nem ¢j; = 0 és természetesen a masik egyenlet is hasonléan néz ki.



3. fejezet

Teljes grafok fedései erosen

regularis grafokkal

A téma alapédtletét az aldbbi 3.1.1 ismert tétel adta. Erdemesnek tiint megnézni
a tétel kapcsan, hogy mely n esetén tudunk fedni éldiszjunktan 3 izomorf erdsen
regularis graffal egy n cstucsu teljes grafot. A fejezetben féleg jol ismert allitasok

lesznek kezdetben, majd zarasként sajat eredményeimet mutatom be.

3.1. K, fedése harom Petersen-graffal

Ahogy fentebb is irtam a kovetkezo tétel az alapja témanak, amire két bizonyitds is

olvashato.
3.1.1. Tétel. Ky nem fedheté harom éldiszjunkt Petersen-griffal.

Elsé bizonyitds. Tegytik fel, hogy mégis lefedheté harom Petersen-graffal a K. Le-
gyen Ag,, a Ko adjacencia matrixa, mig Ay, A, és A; a Petersen-grafok adjacencia
matrixai. A fedhetoség miatt fennall, hogy Ax,, = J — I = A; + Az + Az, ahol J a
csupa egy matrix, mig [ az identitds matrix.

Mivel a Petersen-graf regularis, emiatt sajatvektora az 1 vektor és konnyen kisza-
molhatd, hogy a 1 sajatérték 5-szoros multiplicitasi, ami a graf spektrumat nézve
azt jelenti, hogy az 1-hez tartozo6 sajataltér 5 dimenzids. Legyen az A;-hez tartozo
altér V; és hasonléan A,-hoz tartozé altér Vs.

A spektrumot nézve tudjuk, hogy Vi, Vo C 1+, mert kiilonbozé sajaértékekhez
tartozo sajatvektorok merdlegesek egymasra és A; és A, esetén is sajatvektor az 1
vektor. A dim(V;) = 5, mivel 5-sz6rds sajatérték az 1, mig dim(1+) = 9, mert 1,

csak egyszeres sajatvektor, amik alapjan felirhaté, hogy dim(V;NV3) > 1. Ez alapjan
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létezik x € V) NV, vektor, amire igaz, hogy x # 0. Ezzel az x vektorral szorozzuk
be Ag,, matrixot.
Jx — Ix = A1x + Aox + Asx,

amit rendezve azt kapjuk, hogy

Asx = Jx —Ix —Aix—Apx=0—-x—-X—X = —3X.

Ez azonban nem lehet, mert a —3 nem sajatértéke a Petersen-grafnak, vagyis ellent-

mondast kaptunk. O

3.1.2. Megjegyzés. Be lehet pakolni éldiszjunktan két Petersen-grdafot a Kqg-be,
gy, hogy természetesen maradnak fedetlen élek. A fentebbi bizonyitdsban ldthato,
hogy a kimarado élek dltal kifeszitett H grdf 3-reqularis és sajatértéke —3. Megmu-
tathato, hogy H oOsszefiiggé. Ez alapjin azt kapjuk, hogy H eqy paros graf.

Masodik bizonyitas. Indirekt modon tegytik fel, hogy a K;q teljes graf felbonthaté
3 éldiszjunkt Petersen-graf unidjara. Szinezziik ezen Petersen-grafok éleit kékkel,
pirossal és zolddel. Legyen v egy cstuicsa Kjp-nek és legyenek ki, ko, k3 a v szomszédai
a kék grafban. Hasonlban legyenek p1, po, p3, 21, 22, 23 a v szomszédai a piros és zold
grafban.

Nézzik meg a ky, ko, k3 és p1, pa, p3 csucsosztalyokbol allo paros grafot. Tudjuk,
hogy a (v, p1) él piros, vagyis a kék Petersen-grafban v és p; kozott kettd hosszu ut
van. Ez azt jelenti, hogy p; és ki, ko, k3 ko0z0tt pontosan egy kék él megy. Hasonléan
P2 és p3 pontosan egy éllel csatlakozik ki, ko, k3 csticsokhoz, vagyis pontosan 3 kék él
megy ki, ko, k3 és pi1, pe, p3 csucsosztalyok kozt. Ugyanezen gondolatmenet alapjan
lathato, hogy pontosan 3 piros él megy ki, ko, k3 és pi, po, p3 csucsosztalyok kozt,
tehat 3 zold él megy.

Most a z6ld Petersen-grafot nézziik. Toroljik v, 21, 29, 23 csticsokat ebbdl a graf-
bol, igy a maradék 6 csics egy kort feszit. A korabbi bekezdés alapjan ennek a 6
hosszu kornek van olyan vagasa, amely pontosan 3 élt tartalmaz. Ez azonban nem le-
hetséges, mert egy 6 hosszi kor minden vagasa paros sok élt tartalmaz hiszen ahogy
korbemegyiink a koron paros sokszor kell a vagason atmenni, hogy visszaérjiink arra
az oldalra ahonnan elindultunk.

Ez ellentmondas, tehat nem bonthaté fel K teljes graf 3 éldiszjunkt Petersen-

graf uni6jara. [

3.1.3. Megjegyzés. Hat Petersen-griffal le tudjuk fedni kétszeresen a Kig-et.
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3.2. Ky; fedése harom Clebsch-graftal és kovetkez-
ménye
Tovabbra is 3 éldiszjunkt graffal valo fedésnél maradva Clebsch-graffal fogunk fedni.

3.2.1. Definicié. Clebsch-grifnak hivjuk a (16,5,0,2) paraméter négyessel rendel-

kezd erdsen requldris grdfot.
3.2.2. Tétel. K¢ teljes grdf lefedheto harom éldiszjunkt Clebsch-grdffal.

3.2.3. Megjegyzés. Ha eqy csucsot és szomszédait eltavolitjuk a Clebsch-grifbol,
akkor eqy Petersen-grdfot kapunk.

A kovetkezo tétel egy Ramsey szam megadasa, ami els6 hangzasra eltér a tématol,

de a bizonyitas soran vilagossa valik, hogy miben kapcsolodik hozza.

3.2.4. Definicié. Ha 7, ki, ks, ... ks pozitiv egész szamok, akkor van olyan legki-
sebb R,(ky, ..., ks) pozitiv egész szam, hogy igaz a kévetkezd dllitds: ha tetszdleges S
halmazra |S| = R, (k1, ..., ks) és S dsszes r elemi részhalmazdnak halmazdt s szin-

nel szinezziik akkor valamelyik i-re igaz, hogy van az alaphalmaznak olyan k;-elemi

részhalmaza, aminek osszes v elemi részhalmaza az i-edik szint kapja.
A matematikdban R,.(ky,...,ks) szdm Ramsey szdmként ismeretes.

3.2.5. Tétel. R(3,3,3) =17, amely azt mondja ki, hogy ha egy 17 csicsi teljes graf
éleit 3 szinnel szinezziik, akkor van benne eqyszinid hdromszdg, de 16 cstcs esetén

nem minden esetben létezik ilyen szinezés.

Bizonyitas. A 3.2.2 tételben szereplo Clebsch-grafban nincsen haromszoég, mivel a
harmadik paraméter 0. Ez alapjan ha a 3 éldiszjunkt részgrafot megszinezziik kii-
16nb6z6 szinekkel, akkor ez egy ellenpélda, arra hogy nem lehet R(3,3,3) = 16.
Legyen a K7 egy tetszoleges cstuicsa p. Legyen P kék, piros és zold szomszédainak
halmaza rendre A, Ay, A3. Mivel minden cstcs valamelyik halmazba tartozik, emiatt
1+ |A1]| + |As] + |As| = 17. Skatulya-elv miatt létezik olyan i, hogy |A;| > 6. Mivel
nem hasznaltuk ki egyes szinek tulajdonsagait, emiatt legyen ebben az esetben ¢ = 1,
amire ez teljestl. Az A;-ben emiatt 1-es szinli él nem lehet, vagyis a masik ketto
szin van csak abban a legaldbb 6 cstcsu teljes grafban. Tudjuk, hogy R(3,3) = 6,

emiatt van benne haromszog. O]
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3.3. Fedés két izomorf erdésen regularis graffal

Eddigi tételek 3 részgraffal vald fedéssel foglalkoztak, de miel6tt ebben jobban el-

mélyednénk, azel6tt érdemes megvizsgalni a 2 részgraf esetét.

3.3.1. Lemma. Legyen G eqy erdsen reqularis graf, ekkor G komplementere is erd-

sen requldris és (n,n —d —1,n—2d+b—2,n — 2d + a) paraméterekkel rendelkezik.

Bizonyitds. A fokszam meggondolhatd, hogy minden csticsra ennyi lesz, mert nem
lesz 6sszekotve magaval és az eredeti grafban 16vo szomszédaival.

A komplementer grafban két szomszédos cstucsnak a kozos szomszédairdl a ko-
vetkez6t tudjuk. Az eredeti grafban nem volt szomszédos a két cstics és volt b darab
ottani kozos szomszéd és ezen feliil 2d — 2b darab cstcs van, ami pontosan az egyik
csicesal szomszédos az eredeti grafban, vagyis az eredeti grafban n— (2d —2b) —b—2
olyan cstcs van, ami nem a két kivalasztott cstcs és egyikkel sem szomszédos. Ezen
csucsok a komplementer grafban lesznek pont a kozos szomszédok. A negyedik pa-
raméter ehhez hasonléan jon ki, vagyis a komplementer graf tényleg erésen regularis
graf. m

3.3.2. Tétel. Legyen G eqy erdsen reqularis graf. Ha G két éldiszjunkt darabja lefed
eqy teljes grafot, akkor G konferencia graf.

Bizonyitas. Mivel két darab erdsen regularis graffal fediink, ebbdl kifolyélag egymas
komplementerei, ugy hogy (n,d,a,b) = (n,n —d —1,n —2d+b—2,n — 2d + a)
egyenloség fennall. A fokszamok alapjan d = ”T’l, mig a két masik paraméterbdl azt
kapjuk, hogy a =n —2d 4+ b — 2 és b = n — 2d + a, amik alapjan azt kapjuk, hogy
a="b-—1.

Most az eredeti grafra hasznaljuk a 2.1.3-ben szereplo egyenlGséget.

n—1/n-3 n—1
_q) = 1
2 ( 2 a) (a1
Az egyenletet megoldjuk a-ra, amelybdl azt kapjuk, hogy a = "T_‘r’ és b = "T_l,
amelyek valoban a konferencia grafok paramétereinek felelnek meg. m

3.4. Harom izomorf erdsen regularis graf unidja

Szeretnénk altaldnosan alkalmazni azt a sajatértékes moddszert, amely alapja volt
a 3.1.1 tétel els6 bizonyitasanak.
Tegytik fel, hogy egy adott n-re lefedhet6 K, teljes graf 3 darab éldiszjunkt erésen

regularis G graffal. Hasonléan legyenek az adjacencia matrixok Ag, , Ay, Ay és As.
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A fedhet6ség miatt ebben az esetben is fenndll, hogy Ay, = J — 1 = Ay + Ay + Az,
ahol J a csupa egyes matrix, mig [ az identitas matrix. Tudjuk, hogy az 1 vektor
sajatvektora mindharom adjacencia matrixnak.

Mivel G-nek 3 sajatértéke van, amik koziil egyszeres sajatérték d, akkor tovabbi

sajatértékek koziil az egyik multiplicitdsa legalabb %.

n—1
2

a 2.2.2 lemma alapjan konferencia grafokrol van szo és a legutébbi tételben belattuk

Ez akkor nem all fenn, ha a mindketto multiplicitasi, de ebben az esetben
két darab konferencia graffal tudunk fedni egy teljes grafot, igy természetesen nem
lehetséges harommal valé fedés.

A spektrumot nézve tudjuk, hogy az egyik sajatértéknek van olyan Vj és V,
sajataltere A;-hez és Ay-hoz, hogy azok legalabb § dimenzidésak. A dim(1t) = n—1,
amely tartalmazza V) és V5 sajataltereket, mert természetesen nem annak a sajat-

értéknek sajatvektora az 1. Vagyis dim (V) N V3) > 1, emiatt legyen x € V) N V5.
Jx — Ix = A1x + Agx + Asx,
amit rendezve azt kapjuk, hogy
Asx=Jx—Ix—Ax—Ax=0—x—Mx—\x=—-(2\ +1)x.

Vagyis abban az esetben lehetséges a fedés, ha Ao = —(2\; + 1) egyenl6ség fennall
a két sajatérték kozt és ezek koziil az egyik sem lehet d, mivel annak nem lehet x a
sajatvektora.

Mivel minden élet pontosan egyszer fogunk fedni, emiatt % = @ Rendezve
d= ”T’l egyenloség adodik.

Korabbiakhoz hasonlbéan legyen f és g rendre A\ és A\ multiplicitdsa és irjuk fel,

hogy multiplicitasok Osszege n, mig a sajatértékek osszege 0.

1+ f+g=n=3d+1

Ezen egyenleteket rendezve azt kapjuk, hogy f = 2d és g = d és a 2.1.3 tételt
rendezve azt kapjuk, hogy d = 2b+ a + 1.

A 2.1.8 tételben két sajatértéket az alapjan adodik, hogy egy masodfoki egyen-
letet oldunk meg. Arra alkalmazva a Viéte-formulakat azt kapjuk, hogy A\ = b—d
és A1+ Ay = a—b és ha ebben korabbi ¢sszefiiggéseket hasznaljuk, akkor azt kapjuk,

hogy

b=(a+1)£t+Va+ 1
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Legyen a +1 = k2, ahol k € N, ekkor @ = k* — 1, b = k? + k. Az egyszerliség
kedvéért inkabb szedjiik szét a kettd esetet és ez alapjan mar az Osszes paraméter
kifejezhet6 k fiiggvényében.

Az egyik ilyen csaldd paraméterei az aldbbiak n = (3k + 1)?, d = 3k* + 2k,
a =k —14é b= k*+k, amibél azt kapjuk, hogy \; = k, Ay = —(2k + 1),
f = 6k* + 4k és g = 3k%* 4+ 2k. A masik ilyen csaldd paraméterei az aldbbiak
n=Bk—-12%d=3k-2k, a =k —1¢é b= k*>—k, amibél azt kapjuk,
hogy Ay = —k, Ay =2k + 1, f = 6k* — 4k és g = 3k* — 2k.

Foglaljuk 6ssze az eredménytinket egy tételben, amit kaptunk.

3.4.1. Tétel. Ha egy n csiuccsal rendelkezo teljes grifot éldiszjunktan fediink harom
erdosen requldris graffal és legyen k € N, akkor az az erdsen requldris graf az alabbiak

eqyikébe esik:
(i) A ((3k 4+ 1)%,3k* + 2k, k* — 1,k* + k) paraméterekkel rendelkezd csaldd,
(ii) A ((3k — 1)%,3k* — 2k, k* — 1,k* — k) paraméterekkel rendelkez6 csaldd.

Bizonyitast a fentebb lathato, de természetesen attél, hogy adott paraméter né-
gyest elméleti iton nem zartuk ki, attél még nem vilagos, hogy léteznek-e, illetve

hogy lehet-e veliik fedni.

3.5. Ortogonalis tombok és Latin-négyzetek

Az alabbiakban egy specialis grafosztalyt mutatunk be, az gy nevezett ortogonalis

tombot, amit elsonek definialok.

3.5.1. Definicid. Legyen A egy k x N-es matriz, amelynek elemei az 0, ..., (s—1)
halmazbol szdrmaznak, ahol s > 2. Ezt mdtrizot eqy t ereji ortogondlis témbnek
hivjuk, ha minden t X N részmdtrizban szerepel az osszes lehetséges t x 1 oszlopvektor

A-szor. A \-t a tomb indexének hivjuk és vildgos, hogy N = \s'.

3.5.2. Példa. Az OA(18,7,3,2) paraméterii ortogondlis tomb létezik 2 in-
dexszel. Azt konnyd ldtni, hogy minden 2 x 18 méretd részmdtrizhan a
(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) oszlopvektorok mindegyike

kétszer szerepel.
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Minket csak az az eset érdekel, amikor ¢ = 2 és A = 1, tovabbiakban az ilyen
ortogonalis tombot OA(n, k)-val jeloljikk. Ekkor ha adott egy OA(n, k), akkor ez
definidl egy G grafot a kévetkezoképpen:

(i) A G csticsai az n? darab oszlopvektora az O A(n, k)-nak,

(ii) Két cstcs szomszédos, akkor és csak akkor, ha a hozzajuk tartozé vektorok

pontosan egy koordinataban egyeznek meg.

3.5.3. Tétel. A graf, amit fentebb definialtunk az valdjaban egy erdsen requldris graf
(n*, (n—1k,n—2+ (k—1)(k —2),k(k — 1)) paraméterekkel.

Bizonyitds. Legyen X az OA(n,k) ortogonalis tomb oszlopvektorainak halmaza.
Elsének megadasra kertil, hogy mennyi a regularitasi szama a grafnak. Legyen x =
(x1,...,2x) € X és legyen y = (y1,...,yx) egy szomszédja z-nek akkor és csak
akkor, ha x; = y; egyetlen i-re és x; # y; az Osszes j-re, ami nem egyezik i-vel. Egy
i-re pontosan n — 1 darab olyan y cstcs van, amik az ¢ koordinataban egyeznek meg
x-szel, vagyis 6sszesen k(n — 1) darab csiics van, ami szomszédos vele és kettd ilyen
nem eshet egybe.

Legyen x és y két szomszédos cstics és feltehetjiik, hogy az els6é koordinataban
egyeznek meg, mivel nincs kitiintetett szerepe az elsé sornak, emiatt a tobbi koor-
dindtara is igazak a tovdbbiak, ekkor (a, s, ..., xx) és (a,ys,. .., y,) alakban allnak
el6, ahol z; # y; minden 2 < ¢ < k. Legyen z szomszédja x-nek és y-nak, ekkor z

oszlopvektora a ketto lehetdség koziil az egyik:
(i) (a,za,...,2x), ahol x; # z; # y; fennéll minden 2 < ¢ < k,

(ii) (z1,22,...,2k), ahol 21 # a, z; = x; és z; = y;, ahol j # ¢ és minden tovabbi

l-re x; # 21 # Y-

Az (1) lehet6ség pontosan n—2 oszlopra igaz, mivel dsszesen n darab oszlop kezdé-

dik azonos értékkel. Pontosan (k—1)(k —2) darab olyan oszlop van, amire a (i7) eset
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teljestil, mivel az elsé koordindta kivételével barmely masik ketté koordinataban le-
het az egyezés, mivel az ortogonalis tomb definiciéja miatt barmely két oszlopvektor
pontosan egy koordinataban egyezik meg. Emellett szamit, hogy melyik koordina-
taban egyezik meg x-szel és melyikben y-nal. Vagyis 0sszesen n — 2+ (k—1)(k — 2)
csucs szomszédja egyszerre x-nek és y-nak, ahol 6k szomszédosak. Hasonlo elv alap-
jan szamolhat6, hogy két nem szomszédos csicsnak pontosan k(k — 1) cstcs kozos

szomszédja. O]

3.5.4. Kovetkezmény. A 3.4.1 tételben szereplé mdsodik csaldd paraméterei meg-
eqyeznek a fentebbi tétel alapjin a OA(3k — 1, k) paraméterd ortogondlis tomb dltal

definialt graf paramétereivel.

3.5.5. Definicié. FEgy n x n mdtriz Latin négyzet, ha elemei az 0,1,...,n — 1
halmazbol valok és ezen felil minden sorban és oszlopban minden elem pontosan
egyszer taldlhato meg.

Két Latin négyzet, akkor meréleges eqymdsra, ha az n* darab azonos helyen lévé

szamparok mindegyike kiilonbozo.

3.5.6. Definicié. Ly, ..., Ly pironként merdleges eqymasra, vagy mdsnéven MOLS
("Mutually orthogonal Latin square’) halmaza, ha minden 1 < i < j < k-ra L; és

L; merdleges eqgymdsra.

3.5.7. Allitas ([7]). A OA(n,k + 2) ortogondlis tomb létezése kombinatorilag ekvi-

valens k darab pdronként merdleges Latin négyzet létezésével.

Bizonyitds. Legyen a k darab négyzet Lq,..., Ly és feltehet6 azonos S halmazbdl

vannak kivalasztva, ekkor az ortogondlis tomb oszlopai igy fognak kinézni:
i, 4, L(i, ), -, Li(i, )] T, 4,5 € S.
O

3.5.8. Példa. Lentebb a OA(3,4) ortogondlis tomb ldthatd, amit kettd Latin négy-

zetbol a lequtobbi bizonyitdsban szereplé modon dllitottunk elo.

000111222
01 2012¢01 2
0122011220
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3.5.9. Allitas. Ha q prim vagy primhatviny, akkor a g méretii eqymdsra meréleges

Latin négyzetek maximalis szdma q — 1.

Bizonyitds. A F, véges testbdl kovetkezd konstrukeiobdl jon a bizonyitdsunk. A F,
multiplikativ csoportja ciklikus csoport, tehét van egy generatora, ami legyen A, ami
azt jelenti, hogy a test minden nem nulla eleme kifejezheto \ kiillonb6z6 hatvanyaival.

Legyen F, véges test ¢ darab eleme a kévetkezd:
Qg = O,a1 = 1,042 = )\,O./g = )\2,...,aq_1 = )\q_Q.

Tudjuk, hogy N~ ! = 1 és az a-kra vonatkozé szorzdst is, ami nem més, mint
a5 = ag, ahol [ = 7+ 5 —1 mod ¢ — 1. Legyenek L,-ek a Latin négyzeteink,
ahol r # 0, és a Latin négyzet (i, j)-edik eleme L, (i, 7). Ezek alapjan a Latin négy-
zeteink megadhatéak L, (i, j) = a;+ oo Osszegként, ahol minden miivelet a F,-beli.
Abban az esetben, ha a ¢ = p prim, ahol a test elemeit a szokasos médon, egész sza-
mokként, modulo p-hez viszonyitva nevezziik el, akkor a fenti elnevezés elhagyhato,
és egyszeriisithet6é a megadés L, (i, j) =i+ rj-re, ahol r # 0 és i, j és r a [, elemei,

és minden mivelet a F,-beli. O

Eddigi allitasaink eredménye az, hogy létezik 3k —1 alakd prim vagy primhatvany
esetén 3k — 2 darab Latin négyzet, amik merolegesek egymas a 3.5.9 allitas alapjéan,
amibdl kovetkezik a 3.5.7 allitas miatt, hogy van OA(3k — 1, 3k) ortogonélis tomb.
Most mar tudjuk, hogy felbonthaté harom diszjunkt részre, amik erdsen reguléris
grafot alkotnak. Ezt megtehetjik, gy hogy az ortogonalis tombot harom egyenlo

részre felvagjuk a sorai mentén. Ez alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezményitink.

3.5.10. Kovetkezmény. Ha 3k—1 alakid szam prim vagy primhatvany, akkor létezik
((3k — 1)2,3k? — 2k, k?* — 1,k* — k) paraméterii erdsen requldris grdf és hdrom ilyen

graffal tudunk éldiszjunktan fedni eqy teljes grafot.

Zarasul pedig itt lathaté a Ko teljes graf fedése harom darab (25,8, 3,2) para-
méteri er6sen regularis graffal. A jobb atlathatésag miatt inkdbb a harom erdsen

regularis grafot nem egy abrara tettem.
*—9




ORTOGONALIS TOMBOK ES LATIN-NEGYZETEK 31

Természetesen az dbrak tgy értenddk, hogy az egy egyenesen 1évo csticsok K-t

alkotnak és nem csak a ketté egymas mellett 1év6 csics szomszédos.

A piros és zold élek mentén is igaz az, hogy az egyenesen 1év6 csicsok K-t alkotnak
és itt kilon kiemelendd, hogy a félkorivek az egyenesek folytatasaik és azok, csak a
két széls6 ponton mennek at és ha metszenek més pontot az nem helyezkedik el a

grafban azon az egyenesen.

s
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4. fejezet

Teljes gratok fedései nem feltétlen

azonos erosen regularis grafokkal

A kovetkezékben az [5] cikket fogom feldolgozni, amiben harom vagy négy erdsen

reguléaris graffal val6 fedéssel kapcsolatos tételek szerepelnek.

4.1. Asszociacios séma

4.1.1. Definicié. Eqgy d-osztalyi asszocidcios séma eqy X halmazbol és az X x X
eqy S particiojabol all, amely Ry, Ry ..., Rg halmazokat tartalmazza és teljesilnek rd
az alabbi feltételek:

(i) Ro={(z,z):x € X}, amit identitds reldicionak hivunk.
(i) R* :={(z,y) : (y,x) € R}, ha R benne van S-ben, akkor R* is.

(i1i) Ha (x,y) € Ry, akkor az olyan z € X szama, amire (x,z) € R; és (z,y) € R;

a konstans pfj szam, ami fiigg t, j, k-tol, de nem fiigg x és y-tol.

Mivel a fejezetben csak szimmetrikus asszociacios sémak lesznek, emiatt itt ol-

vashaté a definicidja.

4.1.2. Definicié. Egy asszociacios séma szimmetrikus, ha minden R;-re teljestil,

hogy ha (x,y) € R;, akkor (y,x) € R;.

4.1.3. Megjegyzés. Eqgy asszocidcios séma kommutativ, ha pfj = p;?i egyenldség
fenndll minden 1, 7, k-ra és ha eqy asszocidcios séma szimmetrikus, akkor kommutativ

1S.
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Egy szimmetrikus asszocidcios séma vizualizalhatd egy teljes grafként, amelynek
élei megvannak jelolve.

A graf csucsai az X halmaz elemei, x és y csics kozt futd €l i-vel van megjelolve,
ha (z,y) € R;. Minden él pontosan egy cimkével rendelkezik. A kapcsolatok felir-
hatok egy adjacencia matrixban. Legyen A; az adjacencia matrixa R;-nek minden
1=20,1,...,d-re:

L,
(Ai)ay = o
0, egyébként.

ha (x7y) S Ri7

Mivel a szimmetrikus asszociacids séma ekvivalens ezen adjacencia matrixokkal,

emiatt fenndllnak a kovetkezok:
(i) A; szimmetrikus,
(i) >, A; = J, ahol J a csupa egy matrix,
(iii) Ay = I,
(iv) AiA; = Xi_o i A = AjA;, ahol 4,5 € {0,1,...d}.

Tekintsiik egy fedését a teljes grafnak az A; adjacencia matrixokkal, ahol i =
1,2,...,d és legyen Ay = I. Ezek a matrixok egytutt diagonizalhatok és igy van
kozos ortonormalt sajatvektorokbdl all6 bazisuk, vagyis a RY felbonthaté maximalis
kozos V; sajatalterekre, i = 0,1, ...t (adott t esetén). Mivel az 6sszes graf reguldris,
emiatt az egyik maximalis k6zos sajataltér az 1 vektor, amit jeloljiink Vj-nal. Legyen
E; egy idempotens matrix, ami reprezentalja azt az ortogonalis vetitést, amely V;
sajataltérre vetit ¢« = 0,1,...,¢ esetén, ekkor E;F; = J;;F;, ahol ¢;; a Kronecker-
delta. Tovabbd a A; matrixokat ki tudjuk fejezni az E; matrixokkal, azaz A; =

§'=0 PjE;, ahol i = 0,1...,d és Pj; a sajatértéke A;-nek a Vj; sajataltérben. A P

matrixot a dekompozicié sajatmatrixanak hivjuk. A kovetkez6 lemma P-rol szol:

4.1.4. Lemma. Legyen {G1, Go,...,Gq} egy kommutativ fedése teljes grifnak és E
idempotens mdtrix és j = 0,1,...,d-re és P sajatmatriza, ahogy fentebb definidltuk.
Ekkort > d, ahol az eqyenldség, akkor és csak akkor dall fenn, ha a fedés asszocidcios

séma. Ha fenndll a t = d, akkor P nem szinguldris.

4.2. Két erosen regularis graf unidja

Vegyiink kett6 éldiszjunkt erdsen regularis grafot, amiknek azonos a csicshalmazuk,

ezek legyenek G és Go. Tegyiik fel, hogy a két graf nem komplementere egymasnak,



KET EROSEN REGULARIS GRAF UNIOJA 34

vagyis van egy harmadik grafunk is G3 = G U G5 és az adjacencia matrixa Az =
J—1—A;— A, ahol Ay és Ay rendre a G, G4 grafok adjacencia matrixai. A kérdés
ezzel kapcsolatban az, hogy mikor alkot ez a harom graf egy asszociacios sémat. Az

vildgos, hogy feltétel az A; és Ay kommutativsiga.

4.2.1. Lemma. Legyen Gy és Go éldiszjunkt erdsen requldris grafok n csiuccsal,
legyen G; adjacencia mdatriza A;, regularitdsi szdma d;, tovdbbi sajdtértékei r; és
Si, © = 1,2-re. Ha Ay és Ay kommutal, akkor A, + A, sajdtértékei 91 = s1 + Sa,

Vo = 81 4+ 19, U3 =11+ 89 €s ¥y =11 + 19 €S a hozzdjuk tartozo multiplicitdsok

. nriro — (d1 — Tl)(dQ — 7’2) . nriSq — (dl — T1)<d2 — Sg)

my = ) mo = )
(11— s1)(r2 — s2) (11— s1)(r2 — 82)
— (dy — s1)(dy — — (dy — s1)(dy —

s = nsiry ( 1 51)( 2 7’2)’ My = nsi1so ( 1 31)( 2 82)

(r1 = s1)(r2 — 52) (r1 = s1)(r2 — $2)
Ha r; > s; fennall i = 1,2 esetén, akkor ms > 0 és mz > 0.

Megjegyezziik tovabba, hogyha r; > s;, akkor ¢ = 2, 3 esetén fennall 9, > o; > 1

és 19 = 13, akkor és csak akkor, ha ri — 51 = ry — s9.

4.2.2. Definicié. Eqgy erdsen requldris graf Latin négyzet tipusi vagy negativ Latin
négyzet tipusi, ha vannak n ést egész szamok (tipustdl fiiggden pozitiv vagy negativ),

amelynek n? csicsa, fokszdma t(n — 1) és a tovdbbi sajatértékek n —t és —t.
A 4.2.1 lemma kozvetlen kévetkezményével folytatjuk.

4.2.3. Kovetkezmény. Legyen G és Gy éldiszjunkt erdsen requldris grafok és mind-
ketté Latin négyzet tipusi vagy negativ Latin négyzet tipusi. Ha a két adjacencia
mdtriz kommutativ, akkor az unidja a két grifnak erdsen requldris és Latin négyzet

tipust vagy negativ Latin négyzet tipusi.

Bizonyitds. Vannak n, t; és ty egész szamok (pozitiv vagy negativ attél fiiggden,
hogy milyen Latin négyzet tipusi a graf), dgy hogy G és Ga-nek n? csticsa van,
t1(n — 1) és ta(n — 1) fokszamu és tovabbi sajatértékei r; = n —t; és s; = —t;, ahol
i=1,2. A 4.2.1 alapjan kovetkezik, hogy m4 = 0. Ebbol kovetkezik, hogy G U Go
regularitdsa (n—1)(t; +1t2) és a tovabbi sajatértékei 2n —t; —ty és —t; —to, tehat az
unio is erdsen regularis és azon beliil is a Latin négyzet tipust vagy negativ Latin
négyzet tipusu graf. O]
4.2.4. Tétel. Legyen G, és Gy kommutativ, éldiszjunkt erésen requldris grdafok n
csucesal, fokszamaik dy és dy < n — 1 — dy, tovdbbi sajatértékei r1 > sq €s ro > So.
Akkor {G1, GQ,M} asszocidcios séma akkor és csak akkor, ha nriry = (dy —

r1)(d2 — 72) vagy nsise = (di — s1)(dy — $2).
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Bizonyitdas. Legyen Ay, Ay és A3 = J — 1 — A; — Ay az adjacencia matrixai G,
G, és Gz = G UGy grafoknak. Mivel G; reguldris grafok i = 1,2, 3-ra és tudjuk,
hogy az A; és Ay kommutativ, emiatt a {G1,Gs, G3} fedés kommutativ. Tovabba
G5 fokszama d3 = n — 1 — dy — dy és a tovabbi sajatértékei 6, = —1 — 9J; a m;
multiplicitasokkal, ahol ¢ = 1,2, 3,4 és a ¥;-k a 4.2.1 lemma&ban szerepld sajatértékek.

Legyen Vy = 1 és legyen V; a tovabbi sajatalterei 1J; sajatértéknek A; + A,
matrixra nézve, ahol ¢ = 1,2, 3,4, vagyis pontosabban a V) az megegyezik az s; és
s sajatértékekhez (rendre Aj-hez és Ay-hoz) tartozd sajatalterek metszeteivel és a
tobbi is hasonléan. Legyen P a dekompozicio sajatmatrixa, ahogy fentebb definidltuk

és ez a kovetkezot adja

1 d do d3=n—1—d; —ds
1 84 89 0 =—-1—58;— 89
P=11 s ro 6Oy=—-1—35—1r9
1 rg s 01 =—-1—1r1—s
1 r rg OGh=—1—1r—1r9

Kovetkeztetésképp my és ms pozitivak (4.2.1 lemma alapjin) és a 4.1.4 alapjan ha az
my vagy my koziil legfeljebb az egyik 0, de ha az egyik tényleg az, akkor {G1, Go, G3}
az tényleg egy 3-osztalyt asszociacios séma. Az eredmény a 4.2.1 lemma my és my-re

vonatkozo részeibdl jon ki. O]

Az imént bizonyitott tétel az elso 1épés afelé, hogy barmely harom erésen regula-
ris graf éldiszjunkt fedése egy teljes grafnak az egy amorf asszocidcios séma. A tobbi
1épés olvashaté az [5] cikkben.

Akkor beszéliink amorf asszociaciés séméardl, ha minden fazidja is asszociicids
séma, amely azt jelenti, hogy particidiknak vehetjiik uniéit és akkor tovabbra is
asszociacios sémat kapunk. Ha az asszociacioés sémank szimmetrikus, akkor az amorf
tulajdonsagra igaz, hogy minden gréafja erésen reguldris. Ennél tobbet is tudunk,
vagyis minden grafja pozitiv vagy negativ Latin négyzet tipust, ennek a bizonyitasa
megtaldlhaté a [6] cikkben. Erre egy trividlis példa egy erdsen regularis graf és annak
a komplementere, amik két grafbol allo fedését adjak egy teljes grafnak. Ez a példa
természetesen egy amorf asszocidciés séma. Az amorf asszociacios sémak hattérének

megértésében a [6] cikk tud segitségiil szolgdlni.

4.2.5. Kovetkezmény. Ha egy teljes grif éldiszjunkt fedése {G,Gs,G3} erdsen

requldris grafokkal kommutativ, akkor ez eqy amorf asszocidcios séma.
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4.3. Harom vagy négy erdsen regularis graf unidja

4.3.1. Tétel. Legyenek {G1,Ga, G3} erdsen requldris grafok, amelyek eqy teljes grdf
fedését alkotjdk. Ekkor {G1,Ga, Gs} egy amorf asszocidcios séma.

A kovetkezonek kimondjuk, hogy barmely (esetleg haromnal tébb) Latin négy-
zet tipust erdsen regularis grafokkal és barmely negativ Latin négyzet tipusi erdsen
regularis grafokkal valo fedés egy amorf asszocidciés sémat alkot. A [4]-ben meg-
mutatték, hogy egy amorf asszocidcids séméaban (legaldbb harom graffal) az Gsszes
graf pozitiv latin négyzet tipusi, vagy minden graf negativ latin négyzet tipusu. A
[5]-ben megmutattak, hogy a teljes grafnak nincs mas olyan erdsen regularis grafok
altali fedése, amelyben minden graf latin négyzet tipust, vagy amelyben minden

graf negativ latin négyzet tipusa.

4.3.2. Tétel. Legyen {G1,Gs,...,Gq} eqy erdsen reqularis grafokbol dllé fedése egy
n csucesal rendelkezd teljes grafnak, ahol minden graf vagy Latin négyzet tipusi vagy

negativ Latin négyzet tipusu. Ekkor a fedés eqy amorf asszocidcios séma.

Természetes lenne megkérdezni, hogy a Latin négyzet tipusu grafok és a negativ
Latin négyzet tipusu grafok keverékének lehetséges egy teljes graf lefedése, és ha
igen, akkor ezek alkotnak-e (alkothatnak-e) asszocidcios séméat. A kovetkez6 részben
olyan (kommutativ) fedésekre latunk példakat, amelyek valoban tartalmaznak ilyen
keveréket. Ezek a dekompoziciok nem asszociaciés sémak azonban.

Egy teljes graf harom erdsen regularis graffal torténo fedése sziikségszertien egy
asszociacios séma. Ezutan vizsgaljuk meg egy teljes graf fedését négy erdsen regularis
graffal. El6szor is, azokat a fedéseket fogjuk osztalyozni, amelyekben a négy erdsen
regularis grafbél legalabb harom graf nem 0Osszefliggd. Mindenekel6tt definidljuk a
Ly 11(n) Latin négyzetes sémakat, n > 2 esetén. Egy ilyen amorf asszociaciés séma
egy n oldali Latin négyzetbdl a kovetkezoképpen épiil fel. A csticsok a Latin négyzet
n? eleme. Az els6 grafban az n? darab cstics koziil kettd szomszédos, ha ugyanabban
a sorban vannak a Latin négyzetben, mig a masodik grafban akkor szomszédosak,
ha ugyanabban az oszlopban van a Latin négyzetben, és a harmadik grafban ak-
kor szomszédosak, ha ugyanazzal az értékkel rendelkeznek a Latin négyzetben. A
negyedik graf, pedig a fennmarado éleket tartalmazza a teljes grafbol.

Van egy példacsaldd, amely a kovetkezOkbdl all: az egyik graf a Kya4 4 teljes
tobbrészes graf, a masik harom graf pedig parositdas a 4 elemi részeken beliil, gy
hogy az unidjuk a teljes graf legyen. Ez a négy graf egy asszocidcids sémat alkot és
megkaphatjuk 6ket egy teljes graf és Ly 11(2) graf koszortuszorzataként. Megjegyez-

zik, hogy ez az asszociacids séma nem amorf.
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Koszoruszorzat alatt azt értjiik, hogy vessziik az elsé grafot és annak a cstcsai
helyére berajzoljuk a masodik gréafot és megmaradnak a masodik grafban 1évo élek
és 0sszekotjiitk minden olyan csticesal, ami a elsé grafban szomszédos volt vele, mivel
azok a szomszédos csiucsok mar tobb csticsbdl allnak, emiatt az dsszes abbdl keletkezo
csuccesal 6sszekotjiik.

Végiil van egy példa 6 cstuicsra, amelyben mind a négy graf nem Osszefliggo: a
négybdl harom teljes parositas, a negyedik pedig két haromszog diszjunkt unidja.
Ebben a példaban a teljes parositas nem kommutativ, ezért nem ad asszocidcios

sémat.

4.3.3. Tétel. Legyen {G1,G,Gs, G4} egy erdsen reqularis grafokbdl dlld fedése a
teljes griafnak négy erdsen requldris grdafra, amelyek kézil legaldbb hdrom nem dssze-
fiiggo. Ekkor a fenti példa szerinti felbontds 6 csicson, vagy egy koszoruszorzata egy
teljes grifnak és az Ly 111(2)-nek, vagy egy Latin négyzetes asszocidcids séma, ami
Ly11(n), aholn > 2.

gy a négy grafbdl allo, erésen reguldris fedés barmely més példajdban legaldbb
kettonek osszefiiggének kell lennie. Feltételezziik, hogy az amorf asszociacios sémak
kivételével nincs olyan négy erésen regularis grafra valo felbontasa egy teljes grafnak,
amelybdl pontosan ketto Osszefliggo.

Egy teljes graf négy erdsen regularis graffal valé fedése kommutativ, akkor a

kovetkezot kapjuk.

4.3.4. Tétel. Legyen {G1, G2, G3,G4} erdsen requldris grafokkal valé fedése a K,
teljes grafnak kommutativ. Legyen G; reqularitasi szdima d; és tovabbi sajdtérté-
kei r; és s; (ahol nem feltételezzik, hogy r; > s;), minden i = 1,2,3,4-re. Akkor
{G1,G2,G3,G4} fedés (i) egy amorf asszocidcids séma; vagy (it) egy olyan asszo-
cidcios séma, amelyben hdrom graf, mondjuk Go, Gs, G4 azonos paraméterekkel

rendelkezik és amelynek sajatmdtriza a kévetkezo alaki

di dy dy dy
S1 T2 T2 T2
L S2 S22 Tof;

rn Sz T2 S2

s
I
e T e

rn T2 S22 S2
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vagy (iii) nem asszocidcids séma, amely esetben a sajatmdtriz a kovetkezd

di dy d3 dy
S1 S2 T3 T4
m T2 S3 T4
. T2 T3 S4f,
. S22 S3 T4

rn S2 T3 54

|
Il
g g SO —y

rn To 83 84

ahol esetleg eqy sort el lehet hagyni.
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