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Bevezetés

Az eldgazo folyamatok eredete a XIX. szazadra nyulik vissza, mikor Sir Francis Galton,
angol polihisztor, a csaladnevek kihalasat tanulmanyozta sztochasztikus folyamatokkal.
A viktoridanus Anglidban ugyanis aggodalom téargya lett az arisztokratikus csaladnevek
elttinése. A patrilinearis — apardl fitira 6rokl6dé — modell alapjan egy csaladnév kihal, ha
egy nemzedéknek nem sziiletik fia leszarmazottja. Tegyiik fel, hogy minden férfi tagjanak
a nemzedéknek azonos eloszlassal sziiletik nulla, egy, kettd . . . stb. szamu fitgyermeke, aki
orokli majd az adott vezetéknevet. Galton 1873-ban vetette fel a kihalassal kapcsolatos
matematika kérdést, melyre Henry William Watson vélaszolt megoldasaval, és egy évre
ré, kettdjiikk kozos munkajaként jelent meg az "On the probability of the extinction of fa-
mily names"” cimi cikk. F6 matematikai eredményként azt mondhatjuk, ha egy apanak
atlagosan kevesebb mint egy fia sziiletik, akkor a csaladnév szinte biztosan kihal idével.
I16]

Szakdolgozatomban célom az eldgazé folyamatok széleskort bemutatasa. Az elsé fejezet-
ben a téméhoz elengedhetetlen matematikai elGismereteket gytijtottem Gssze, Gsszponto-
sitva olyan allitasokra és fogalmakra, amik szorosan kapcsolédnak a tovabbiak megértésé-
hez valamint eredmények belatasahoz. A masodik és harmadik fejezetben az egy—, illetve
tobbtipusi elagazd folyamatok alapos ismertetése torténik, mind a két esetben megvizs-
galjuk a kihalas valoszintiségét. Az egytipusu esetben mutatok egy masfajta szemléletet
is elagaz6 folyamatokra. Kiemelném, hogy az elsé harom fejezetben tobbszor martinga-
lelméletbeli eszkozokkel latok be fontos tételeket és allitasokat. A negyedik fejetben a
sokréti alkalmazast szeretném bemutatni, egy grafelméleti vonatkozasi, valamint tobb
a matematikan kiviili ezek koziil — természettudomanyos jelenségek leirasara az elagazo
folyamatok sokszor alkalmas modellt hatdroznak meg. Megoldok alkalmazasokhoz kap-
csolodo problémakat, valamint a dolgozatban szereplé eredmények segitségével tovabb is
gondolok forrasokban feldolgozott eredményeket. Végiil mutatok egy nemrégiben megje-

lent cikket, mely bepillantast ad a téméban jelenleg zajlo egy lehetséges kutatési iranyba.



1. fejezet

Matematikal eszkozok

Az elagazo folyamatok megértéséhez valamint megalapozasihoz sziikségiink lesz nélkii-
16zhetetlen fogalmakra a valoszintiségszamitas elméletébdl. Dolgozatomban elsGként ezek
ismertetésével inditok, koncentralva olyan allitasokra, fogalmakra, amik hasznosak lesznek

a tovabbiakban ismertetett eredmények belatédsahoz.

1.1. Generatorfiiggvények

A generétorfiiggvény nagyon fontos eszkoziink lesz a valdszintiségi valtozokkal leirt, idében
végbemend folyamatok lefrasara, emiatt érdemes els6 1épésben megismerni ezeket. Ebben
a részben a generatorfiiggvényekkel kapcesolatos alapvets ismereteket targyalom. A [2] orai

jegyzetet vettem segitségiil forrasként.

o0

1.1.1. Definicié. Az ag, a1, as... valds szamsorozat generdtorfliggvényén a g(z)zz anz"
n=0
fiigguényt értjik.

Specialisan, mivel a késébbickben ilyenekkel foglalkozunk: a (p,)22, valoszintségeloszlas:

o0
gp(2) = Z pnz", ha z € R és a sor konvergens. Legyen X nemnegativ egész értéki valo-
n=0

szintiségi valtozo. Ekkor X generatorfiiggvénye: gx(z) = ZIP’(X =n)-2" = E(z¥), ha
n=0

z € R és a sor konvergens.

(o]
Legyen a hatvanysor konvergenciahalmaza: K = {z € R : Z pezt < oo}
k=0



1.1.2. Allitds. A K halmazhoz létezik R € [0, oo] konvergenciasugdr, amire (—R, R) C

K C [—R, R]. Specidlisan, feltehetjik mostantol: an <1, igy R > 1. Ebben az esetben a
n=0
gp(2) abszolit konvergens [—1, 1]-en, és a (—1, 1) intervallumon lehet tagonként derivdlni.

Eqgy valosziniségi vdltozo eloszldsdt egyértelmien megadja generdtorfiggvénye.

A tovabbiakban még kimondok néhany hasznos allitast a generdtorfiiggvénnyel és a vé-

letlen tagszamu 6sszeggel kapcsolatban:

1.1.3. Allitas. X és Y figgetlen valdszintségi viltozok esetén, azon z szamokra, amelyek-
re X valamint Y generdtorfigguénye véges, teljesiil, hogy az 6sszeq generdtorfiigguénye is

véges és a kovetkezd alakban dll el6: gx1y(2) = g.(2) - gy (2).
1.1.4. Allitas. Legyen X valdszintségi vdltozo, és B(X) < oco. Ekkor
E(X) = g.(1).
Tegytik fel, hogy D(X) < oo is teljesiil, ekkor
D*(X) = g7(1) + g,(1) — [g-(1)].

A fenti allitassal formulat nyerhetiink egy adott X valoszintségi valtozd varhatod értékére
és szorasara, mely erdsiti a tényt, hogy a generdtorfiiggvény mennyire erételjes eszkéznek

bizonyul X leiraséra.

Most nézziik meg azt a lehetGséget, mikor az 6sszeadandoé tagok szamat is valamely N
valoszintdségi véaltozd adja. Legyenek X, X,,... fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ

valészintiségi valtozok gy generatorfliggvénnyel, és N az X; -ktdl fliggetlen nemnegativ,
N

egészértéki valoszintiségi valtozo, generatorfiiggvénye gy. Vegyik az S = Sy = ZXZ'
i=1
véletlen tagszamu Osszeget.

1.1.5. Tétel. Sy generdtorfiigguénye: gs = gn © gx.

1.1.6. Kovetkezmény. (Wald-azonossdg) Az S véletlen tagszdmi dsszeg vdrhato értéke

€S szordsa:
E(S) = E(X,) - E(N)

D*(S) = D*(Xy) - E(N) + D*(N) -(E(X))?



1.2. Martingalok és sztochasztikus folyamatok

A martingalelmélet kdzponti szerepet jatszik a sztochasztikus folyamatok leirasaban, emi-
att mindenképpen érdemes lesz megismerni a martingélok f6bb tulajdonsigait, hiszen
ezek a késGbbiekben is gyakran hasznalt eszkozeink lesznek. Ebben a szakaszban olyan
allitasokat is belatok, amikre késébb hivatkozni is fogok, valamint tételeket is tobbszor
martingalokkal fogjuk bebizonyitani. Ez a fejezet a [I3] melléklet és a [8] konyv 3. fejezete

alapjan késziilt.

1.2.1. Definicid. Legyen (2, F,P) egy valdsziniségi mezdé és I egy inderhalmaz teljes
rendezéssel < (dltaldban N), és minden i € I esetén F; eqy o-algebra. Filtracionak nevez-
2k az (F;)ier sorozatot, ahol Fi, C F; minden k < [ esetén. Az (Q, F, (F;)icr, P) négyest

filtrdlt valdsziniiségi térnek hivjuk.

I = N esetén a fogalomra tgy gondolhatunk, hogy n € N valamilyen folyamat idébeli

indexelése, és F,, az n-edik id6pontban elérheté informacio.

1.2.2. Definicioé. (Diszkrét esetben) valdsziniségi vailtozok { X, }nen sorozatdt sztochasz-

tikus folyamatnak nevezzik.

Sztochasztikus folyamatokra dgy is tekinthetiink, mint egy végtelen dimenzids valos ér-
tékd vektorra. Minden w € Q elemi eseményre az (Xo(w), Xi(w), Xa(w),...) sorozat a

sztochasztikus folyamat trajektoriaja.

1.2.3. Definicio. Az { X, }nen sztochasztikus folyamat a (F,)nen filtracidra nézve adap-

talt, ha X,, minden ne N esetén JF,-mérhetd.

1.2.4. Megjegyzés. Sokszor F, = o(Xo, X1,...,X,). Ezt természetes filtracionak ne-

vezzik.

1.2.5. Definicié. Legyen (F,)nen egy filtracio, amire nézve az { X, }nen Sztochasztikus
folyamat martingdl, ha

1. { X }nen (Fn)nen-adaptdlt

2. X,, € LY minden n € N esetén

3. E[Xi1|Fn] = X,y minden n € N esetén

(X, Fn)nen sztochasztikus folyamatot szuper,-illetve szubmartingdlnak nevezzik, ha a mar-
tingdl definicigjaban ismertetett 1., 2. feltétel mellett B[ X,41|F,] < X, lletve E[ X, 11| Fn] >

X, teljesiil minden n € N esetén.



1.2.6. Definicio. Legyen 7 € {0,1,2,...,00} valdsziniiségi valtozo. Azt mondjuk, hogy T

megalldsi 1d6 (Fy,)nen-ra nézve, ha
{r < n} € F, minden m € N-re.

Az intuicié a definici6 mogott, hogy minden ¢ € N-re a 7 = t bekovetkezése az F; informé-

ciotol fiigg, tehat barmely ¢ idGpillanatban eldonthetjiik, hogy megallitjuk-e a sorozatot.

1.2.7. Megjegyzés. Legyen (X, F,)nen martingdl, és 7 megdlldsi idd. Ekkor a megdlli-
tott folyamat (Xpnr, Fn)nen 18 martingdl.

1.2.8. Tétel (Martingal konvergencia tétel). Legyen (X,,, F,)nen L' -ben korldtos szub-

martingdl, ekkor X, eqy valdsziniséggel konvergens.

A kovetkezd fontos tétel belatasahoz sziikségiink lesz az alabbi lemma allitasara:

1.2.9. Lemma. E KXO + Zn:(Xk - Xkl)ﬂ = E[(X0)?] + i E[(Xx — Xx_1)?]

k=1 k=1
Bizonyitas. Els6ként bontsuk fel a belsé zarojelet, és alkalmazzuk a varhato érték addi-

tivitasat, majd alkalmazzuk a martingalokrol tanultakat.

E [(XO + Zn:(xk — Xk_l)ﬂ = E[(X0)?] + 2E[Xo(X) — Xi_1)] +

k=1

+ ) EIX = X)) +2) Y BN — Xonet) (X — X))
k=1 m#k k=1

Vizsgaljuk az E[Xo(X, — Xj_1)] kifejezést.

A teljes varhato érték tétele szerint E[Xo( Xy — Xi—1)] = E[E(Xo(Xg — Xg—1)|Fr-1)], ahol
Fo € Fj_1 miatt Xy Fi_; -mérhetd.

ley E[E(Xo(Xr—Xp_1)|Fr_1)] = E[E((Xp—Xp_1)|Fr_1)Xo] Alkalmazva a feltételes varha-
t6 érték linearitasat, a martingdl definicié 3. pontjat valamint, hogy Xy 1 Fr_1 -mérhetd,

megkapjuk, hogy
E((Xr — Xp-1)|Fro1) = E[Xp| Froa] = Xpo1 = Xy — X1 = 0.

Tehat E[E((Xk - Xk_1)|./_"k_1)X0] = 0.
Hasonléan indokolva a E[(X,,, — X,,—1) (X — Xk_1)] alaka tényezdk is nullat adnak értékiil,

hiszen a varhato érték tulajdonsagait alkalmazva:



E[(Xm — Xin-1)(Xp = Xp—1)] = E[E(Xin — Xin-1)(Xk — Xi—1)[Fin1)] =
EE( X — Xim—1)|Fm-1)( Xk — Xi—1)], feltéve, hogy m > k.

Ekkor a martingal definiciojabol kovetkezik, hogy
E((Xm - m71)|fm71> = E((Xmﬂfmfl) - E((melﬂfmfl) = mel - mel =0.

ey E[(X, — Xpm1)(Xx — Xz_1)] = 0 szintén.

Végiil a nemnulla tagokat meghagyva, a kovetkez6 alakot kapjuk:

EKXO + é(xk - Xkl)ﬂ ~E[(X0)] ¢ iEKXk X

Ezzel belattuk a lemma allitasat. O

1.2.10. Tétel (L%-ben korlatos martingalok konvergenciaja). Legyen (X, F)nen €
L? martingdl, ekkor X,, egy valdszindséggel konvergens, valamint E[X,] — E[X,].

Bizonyitas. X,-t alakitsuk teleszkopos Gsszeggé:

E[(Xn)?] = E[(Xo+) (X = Xi-1))7]
k=1
A 1.2.9. lemma miatt E[(X,,)?] = E[(X0)?] + E[(Xx — Xx_1)?], igy a tétel els6 allitasat az
ekvivalenciarol belattuk.
Az LP norma monotonitasabol kovetkezik, ha (X,,) korlatos £2-ben = (X,,) korlatos
L'-ben. Ekkor a martingédl konvergencia tétel (1.2.10. tétel) miatt X,, — X egy valo-
szintiséggel, ahol E|X | < oco. Ekkor az 1.2.9. lemma é&llitasaban X, = 0 valasztassal,

kovetkezik, hogy rogzitett k indexre

E[(Xprs — X0l = D E[(Xi = Xim1)7]
k+1<i<k+s
Majd alkalmazva a Fatou-lemmat:

E[(Xeo — X)?] < ) E[(Xi — Xim1)7)

k4+1<i



A k — oo hatardtmenetbdl a jobb oldal a 0-hoz tart, hiszen a sorozat korlatos. Ezzel
belattuk az £2-es konvergenciét.

Veégil E[X,] — E[X.] kovetkezik a Lebesgue dominélt konvergencia tételbdl, hiszen
| Xoo| < 00 &s E[(Xo — Xz)? — 0. O

Lassunk be egy tovabbi martingélos allitast, amit a késébbiekben felhasznalhatunk.

1.2.11. Allitas. (Nemnegativ szupermartingdlok konvergencidja) Ha (M) nemnegativ
szupermartingdl, akkor M, — My, egy valdszindséggel, ahol My, véges és B[My| < E[My]

teljestil.
Bizonyitas. A szupermartingal tulajdonsag miatt
E|X,| = E[X,] < E[X], V¢

Tehat (M;) L£L'-ben korlatos, igy alkalmazhatjuk a martingal konvergencia tételt (1.2.10.
tétel), hiszen ekkor supE[M, | < oo is igaz, ahol M, = —min(M,,0), igy M, egy valo-
teN

szintiséggel tart egy véges limeszhez. Végil E[M] < E[M;] belatasahoz a Fatou-lemmat
hasznaljuk: E[M] = E[liminf, ., M;] < liminf, . E[M;] < E[M,]. O

1.2.1. Markov-lancok

Az elagaz6 folyamatok leirasdhoz felhasznalunk néhéany egyszeriibb allitdst a Markov-
lancok elméletébdl, célom az alapok tisztazéasa itt. A fejezethez a [9] konyv 1. fejezetének

elsé felét hasznaltam fel.

Valoszintiségi valtozok Xy, X1, ... sorozatat Markov lancnak hivjuk, ha a valtozok érték-
készlete megszamlalhatd és barmely n. pillanatban a jovébeli X,,11, X410, ... allapotok

egylittes eloszlasa csak a jelenlegi X, allapottol fiigg (hiszen tovabbra is véletlenszertien

alakul a folyamat).

1.2.12. Definicié. Legyen X = {X, : n > 0} sztochasztikus folyamat értelmezve egy

megszamldlhato S halmazon. X Markov-lanc, ha barmely i,j € S ésn > 0 esetén

P( X1 =j|Xo,..., Xp) = P( X1 = 71 X5) és
P(Xns1 = j|Xn = 1) = pij,
ahol p;; jeloli annak a valdsziniségét, hogy a Markov-ldnc az i-edik dllapotbol a j-edikre ug-
rik. Valamant teljesil, hogy ZjeS pij =1,1€ S, igy a P = (p;;) matrizot adtmenetvaldsziniség-

matriznak nevezzik.

10



1.2.13. Megjegyzés. A P(X,11 = j|Xo,...,X,) = P(X,1 = j|X,) feltételt teljesits

sztochasztikus folyamatot Markov-folyamatnak nevezziik.

1.2.14. Allitas. Legyen X,, Markov-linc S halmazon pi; dtmenetvalosziniségekkel és a; =

P(Xo = i) kezdeti eloszldssal. Ekkor barmely iy, ..., i, € S ésn >0 esetén
P(Xo =0, Xn =in) = QigPig,ir - - - Pin_1in-

1.2.15. Allitas. Legyenek Yi,Ys, ... azonos eloszldsi, egész értéki figgetlen valdszindséqi

valtozok. Ekkor ha teljesil, hogy Xo = 0 és

Xn:zn:Ym,n21

m=1

Akkor X,, véletlen bolyongds az egész szamok halmazdn, ahol'Y,, jeléli az n. lépés mértékét.

1.2.16. Megjegyzés. A fent definidlt bolyongds esetén teljesiil, hogy X1 = X, + Yoi1,
ahol Y, 1 figgetlen az X, ..., X, vdltozoktdl, igy barmely i,j egészre és n > 0-ra

P(Xp1=4|Xo,...,. Xp=1) =P(X,, + Vo] X, =0) =P(Y1 =7 — 1)

Tehdat X,, Markov-lanc a nemnegativ egészeken, p;; = P(Y) = j — i) dtmenetvaldszinisé-

gekkel.

1.3. Pozitiv matrixok

A tobbtipust elagazo folyamatok vizsgalatahoz sziikséges lesz kimondanunk egy fontos
tételt a pozitiv matrixok sajatértékeivel kapcsolatosan. Ehhez a részhez az [5] forrasbol

meritettem ismereteket, a 2. illetve 3. fejezetekbdl.

1.3.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy A = (a; ;) € M,(R) mdtriz pozitiv, ha a;; > 0
minden 1] esetén. Tovdbbd legyenek

o(A) :={X € R: X sajdtértéke A-nak}

p(A) :=max{|A| : A € 0(A)}

o(A) halmazt az A madtriz spektrumdnak, p(A) értéket pedig a spektrdlsugdrnak nevezzik.

1.3.2. Allitas. Az A, B € M, (R) mdtrivok A < B rendezése jelentse, hogy (a;;) < (b;;)

minden t,7 < n esetén.

11



1.3.3. Tétel. Ha A < B, akkor p(A) < p(B).

1.3.4. Tétel. (Perron-tétel) Legyen A > 0 négyzetes matriz, ekkor
1. p(A) >0

2. p(A) € o(A), algebrai multiplicitasa megegyezik a geometriai multiplicitasdval, és

értékiik eqy.

3. Egyértelmien létezik eqy p jobboldali sajdtvektora A-nak, amirdl feltehetd, hogy po-
zittv és Ap=p(A)p és |lplli =p1+p2+...+pr=1.

4. Egyértelmien létezik eqy q baloldali sajatvektora A-nak, amirdl feltehetd, hogy pozitiv
és ¢ A=q"p(A) és @'p=qpi +@p2+ ...+ gupn =1

5. |A\ < p(A) minden N € o(A) \ {p(A)}-ra

1 n
6. lim —A) =q'p
nroo (p(A)

1.3.5. Megjegyzés. p és q az egyediili sajdtvektorok, amik vdlaszthatok pozitivnak. A p
vektort a jobboldali, mig q-t a baloldali Perron vektornak nevezzik, p(A) a Perron-gydk.

12



2. fejezet
Egytipusu elagazé folyamatok

A témamhoz sziikséges matematikai eszkozok attekintése utan ratérek az eldgazo folya-
matok bemutatésira. Tekintsiik a kovetkezd sztochasztikus modellt: kezdetben van egy
egyed (vagy nevezhetjiik részecskének is), ami alkossa a 0. nemzedéket. O létrehoz bizo-
nyos szami utodot, akik alkotjak az elsé nemzedéket. Altalanositva a lépéseket, a t-edik
l1épés soran a t — 1-edik nemzedék minden tagja egymastol, és az eldz6 generacioktol fiig-
getleniil, azonos eloszlassal hoz 1étre véletlen szamu utédot. Ezen utodok alkotjak az t-edik
nemzedéket, és a folyamat igy megy tovabb. Els6ként olyan elagazd folyamatokat vizs-
galunk, ahol egyféle részecsketipus szerepel, kivetkezésképpen a létrejott utédokat nem

kiillonboztetjik meg. Ezen rész megirasahoz a [§] forras 6. fejezetét hasznaltam fel.

2.0.1. Definicié. (Galton—Watson eldgazo folyamat)
o Legyen Zy:= 1.
o Legyenek X (i,t),i,t > 1, azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozok, és m = E[X(1,1)] <
00. Definidljuk a kovetkezd sorozatot:

Zy= > X(it)

1<i<Z;

Ezzel a megadassal Z; jeloli a t-edik lépésben (avagy t-edik id@pillanatban) a nemzedék
létszamat. A (pr)5e, valoszintségeloszlas irja le, hogy X (1,1) mekkora eséllyel hoz létre
k =0,1,2,... darab utédot, akik alkotjak az els6 nemzedéket. Az X (i,t) valoszintiségi
valtozo adja meg a t — 1-edik nemzedékbdl az i-edik egyed utoédszaménak eloszlasat. A
t-edik nemzedék generatorfiiggvénye legyen ¢,(z), az utodszamé g(z), varhato értéke p,

szorasnégyzete o2,
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Most nézziik meg mit mondhatunk egyes generaciok létszamanak varhato értékérsl, szo-
rasarol, valamint hogyan irhatjuk fel a generatorfiiggvényt az utodszamét leird g(z) isme-

retében.

2.0.2. Tétel. A t-edik nemzedik létszamdanak generdtorfiggvénye, vdrhato értéke és szo-
rasnégyzete:
gt=gogo...og (t-szeres kompozicid)
E(Z) = p'
D2(Z,) = o2(ut=" + gt + ..+ 2
A Galton—Watson-folyamattal kapcsolatban elmondhatjuk, hogy névekedése a t val-

tozoban exponencialis:
2.0.3. Lemma. (Exponencidlis novekedés) Legyen
W, :=m~tZ,
Ekkor (Wy) nemnegativ martingdl az Fy = 0(Zy, Z1, . .., Z) filtrdciora nézve.

Bizonyitas. El6szor lassuk be, hogy E[Z;] = m'. Ehhez alkalmazzunk ¢ szerinti teljes
indukciot. A kezdeti ¢ = 0 és t = 1 esetek trividlisak. Ezutan az indukcits feltevésben
feltessziik, hogy E[Z; ;] = m'™'. Vizsgaljuk a Z, feltételes varhato értéket az F; 1 o-
algebrara nézve:
E[Z,|F, 1] :E{ > X(j,t)\]—"t_l] =mZ_. (2.1)
1<j<Z; 1

Alkalmazva a feltételes varhato érték linearitasat, valamint, hogy X (4, t) barmely j esetén

fiiggetlen a F;_; o-algebratol = E[X (j,t)|Fi—1] = E[X(j,t)] = m minden j esetén.

A (W,) sztochasztikus folyamatra kell ezutan ellendérizni a martingal definici6 pontja-
it: mivel m egy véges konstans ¢és (Z;) Fi-adaptalt, gy (W;) is. W; € £! minden t € N
esetén, hiszen E|Z,| < oo = Elm™'Z,| = E|W;| < co. Valamint a (2.1) egyenlet alapjan

E[Wt+1|ft] = m_t_lE[Zt+1|.7:t] = m_t_lmZt = Wt

g

2.0.4. Lemma. Azt mondhatjuk, hogy Wy — W, egy valdsziniséggel, ahol Wy, nemne-
gativ, véges valdsziniségi vdltozd, Wy, € o(UpFy) és E[W4] < 1.
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2.1. Kihalas

Elsfordulhat, hogy egy lépésben a nemzedék egyik egyede sem hoz létre utdédot. Tehét
{3t : Z, = 0} esemény bekovetkezik, ekkor azt mondjuk, hogy a folyamat kihal. Jeloljuk
T-vel a kihalas id6pontjat: T = inf{t : Z, = 0}; és T = oo, ha nem hal ki. Legyen 1 a
kihalas valoszintisége, és a trivialitasok elkeriilése végett tegyiik fel, hogy py > 0 és p; < 1.
Ebben a részben a kihalassal kapcsolatos allitasokat, tételeket foglaltam ossze a [8] forras

6. fejezete alapjan.
2.1.1. Lemma. Egy valosziniséggel teljesiil, hogy Z; — 0 vagy Z; — o0.

Bizonyitas. (Z;) olyan egészértéki folyamat, amelynek 0 az egyetlen fixpontja. Tekint-
siink egy olyan allapotot, amikor k egyed van az adott nemzedékben. Ekkor annak a
valoszintisége barmely k£ > 0 esetén, hogy nem tériink vissza egy ugyanilyen allapothoz,
tehat k egyeddel rendelkezé nemzedékhez, legalabb pf > 0 (hiszen ez a valdszintisége,
hogy a folyamat rogton a kovetkezs lépésben kihal, és k pozitiv egész volt), igy kisebb
mint 1 valdszintiséggel tériink vissza barmely k-ra. Ha Z; — 0 vagy Z; — oo koziil egyik
sem teljesiilne, az azt jelentené, hogy van olyan k£ > 0, ami végtelen sokszor szerepel,
mint egy adott generacié egyedszdma. Rogzitsiink egy ilyen k-t, ekkor vizsgaljuk csak
a k utodszamu allapotokat. Ezeket felfoghatjuk tgy, mint végtelen sok fliggetlen kisér-
let, melynél a folyamat q := pf > 0 valoszintiséggel kihal, 1 — ¢ valoszintiséggel pedig
visszatér k-ba. Igy tetszdleges M porzitiv szam esetén, annak a valoszintisége, hogy M-
szer visszatériink k-ba éppen (1 — ¢)™, ami nyilvanvaléan szigortian monoton csokken,
ahogy M nd. Tehét a végtelen visszatérés esélyére adhatunk felsg becslést: P(k végtelen
sokszor szerepel)< (1 —¢)™, ami igaz barmely pozitiv M esetén, tehat ha M — oo, akkor

(1—q)™ — 0, igy P(k végtelen sokszor szerepel)= 0 barmely rogzitett k > 0 szamra. Most
vegylink minden pozitiv egész k szamot: P(U2 ; k végtelen sokszor szerepel) < Z P(k vég-
=1

k=
telen sokszor szerepel)= 0 teljesiil a o-szubadditivitas miatt, igy nem létezhet olyan k > 0,
ami végtelen sokszor fordul el. Mindebbdl adodik, hogy t — oo esetén 1 valészintiséggel

Zy — 0 vagy Z; — oo koziil valamelyik kévetkezik be . [

2.1.2. Tétel. A kihalds n valdszintiségét a g(z) = z egyenlet legkisebb, nemnegativ gyike
adja meg.

(1) ha pn < 1, akkor n = 1 (szubkritikus eset),
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(11) ha p =1, akkor n = 1 (kritikus eset),
(11i) ha p > 1, akkor n < 1 (szuperkritikus eset).

Bizonyitas. (Kritikus eset) p = 1 esetén a tételt martingél segitségével bizonyitom be.
Ekkor ugyanis (Z;) martingal a természetes filtraciora nézve. Ehhez a definici6 harom
pontjat sziikséges ellendrizni: az adaptaltsag nyilvan teljesiil, u = 1 miatt Z, € £! minden
t € N esetén. Mivel 1 a varhato értek és Fy = o(Zy, Z1,...,2;), igy a t + 1-edik nem-
zedékben a varhatd utddszam, megszoritva a F; o-algebrara, éppen uZ;, tehat 7, lesz.
Igy E[Z,11|Fi] = Z; is igaz, tehat martingal. Alkalmazhatjuk a martingal konvergencia
tételt, igy Z; sorozat egy valoszintiséggel konvergal egy véges varhato értékd valoszintiségi
valtozohoz. Az el6z6 lemma alapjan Z; — 0 kovetkezik be 1 valoszintiséggel, tehat n = 1.
O

Térjiink vissza a 2.0.3 lemméban ismertetett (W;) martingalhoz és vizsgaljuk meg egyes
tulajdonsagait felhasznélva a kihalassal kapcsolatos észrevételeinket. Idézziik fel a defini-
ciojat:

Wy =m™tZ,

2.1.3. Lemma. Tekintsik a (W;) martingdlt, ekkor vagy We = 0 vagy W, > 0 1 vald-
szintdséggel. Kovetkezésképpen P[W,, = 0] € {0,n}.

2.1.4. Lemma. Legyen (Z;) egy Galton—Watson eldagazo folyamat, melyre m = E[X (1, 1)] >
1 és 0* = Var[X(1,1)] < co. Ekkor (W) konvergens L*-ben. Valamint E[W,] = 1 és
PWy =0] =n.

Bizonyitas. Célunk belatni, hogy E[W?] korlatos £2-ben, ezt ¢ szerinti teljes indukcioval
fogjuk bebizonyitani. A kezdeti esetekre ez valoban teljesiil: E[Wy| = E[Zy] = 1 és E[W;] =
Em=Z| =m™'-mZy = Zy = 1. Most tegyiik fel, hogy E[W2 ]-re tudjuk, hogy korlatos
L%-ben.
Azt allitom, hogy az

E[W2) = E[W2,) + E[(W; — Wi 1)) 22)

egyenldség teljesil. Ez igazolhato lesz az egyenlet jobb oldalan 1évé tagok kibontésaval és

a varhato érték linearis tulajdonsagéval:
E[WZ,] +E[(W; = Wir)?] = E[W?] + 2E[W2, — Wi W
Be kell latnunk, hogy E[W?2 ; — W,_W;] = 0, ehhez alkalmazzuk, hogy W, := m~'Z,
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E[W2 =W Wy] = Elm=2 22  —m™ Z,_ym™ ' Z)) = Elm~ "2 22 | —m %7, Z,] =
m 2 HE[mZ2 | — Zy_ 1 Zy) = m— 2t (E[me_ﬂ — E[Zt_th])

Alkalmazzuk a toronyszabalyt: E[Z,_17Z;] = E[E[Z,_1Z;|Fi_1]] = E[Zi1E[Z|Fi1]] =
E[Z, 1E[Z]] = E[Z;1 - mZ,_1] = E[mZ? ], hiszen korabban megallapitottuk, hogy
E[Z,] = m!

Igy belattuk, hogy E[mZ?2 || = E[Z;_1Z,], tehat E[W?2 | — W,_;W,] = 0 valéban.

Az indukci6 alapjan tudjuk, hogy E[W? ] korlatos, célunk belatni, hogy E[(W; — W;_1)?]
is. Vehetiink feltételes varhato értéket, megszoritva a F;_; szigma-algebrara, amit az in-

dukcios 1épések miatt megtehetiink.
A martingél definiciobol E[W;|F_1] = Wy_4, gy

E[(W,—Wie1 )| Fict] = Var[Wi| Fioa] = m™Var[Z|Fioa) = m™Var] Y X(i )| Fi]

1<i<Zia
=m 2Z,_0° (2.3)

A (2.2) egyenletben a jobb oldalon szereplé masodik tagnal vegyiink feltételes varhato

—t

értéket, valamint helyettesitsiik be a (2.3) eredményt, és hasznaljuk, hogy E[(Z;)] = m
EW?] = E[W2,] +m~"1o?

Mivel E[WW,] = 1, igy indukcidval belathato, hogy altalanos tag:

t+1
E[Wt2] =1+0? Zmii

1=2

t
Ugyanis, ha t — 1 esetén megsejtjiik, hogy az alak: E[W?,] = 1 + 02Zm’i, akkor

t+1
EW?] = E[WZ, ] +m ™" 1o? =1+ 02 Zm +m e =1 +022m_i valoban.
=2
Azt kaptuk, hogy E[W}?] egyenletesen korlatos ha m > 1.

Végiil alkalmazhatjuk a (W;) martingalra az £2-ben korlatos martingal konvergencia té-
telt: (W) egy valoszintiséggel konvergal £L2-ben egy véges W, hatarértékhez, és a 2.1.4

lemma miatt:

1 =E[W,] = E[Wx]
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Ezzel belattuk az allitast. O

Most oldjunk meg egy konkrét elagazd folyamatos feladatot, hogy lassuk, a gyakorlat-
ba hogyan is tiltethetjiik at a tanultakat. A példa a [14] forrasbol szarmazik.

2.1.5. Példa. Egy nemzedék minden tagja eqymdstol fiiggetleniil hoz létre utddokat, és

jelolje X waldsziniiségi valtozo az utodok szamdt, ekkor

P(X = 0) = 0.375
P(X =1)=0.125
P(X =2)=05
P(X >3) =0

Jelenleg 6 egyed alkotja a populdciot, hatarozzuk meg a kihalds valdsziniségét, ha tudjuk,

hogy manden eqyed képes reprodukdlodna.

Megoldas
Hatérozzuk meg X véirhato értékét: E[X] = iP(X =i) =1:0.12542-0.5 = 1.125 > 1.
=0

Tehat ebbdl adodik, hogy a kihalas Val(’)szin?isége minden egyednél egynél kisebb lehet,
tehét szuperkritikus a folyamat. A megoldashoz ezt nem volt sziikséges meghatarozni, de
hasznos lehet elére ellenérizni a végeredményt, valamint, ha csak a kritikussag eldontése

a kérdés, akkor ennyit elegendd is megnézni.
oo

Az utddeloszlas generatorfiiggvénye: Z Z'P(X =1) = 0.375 + 0.125z + 0.52*

A 2.1.2 tétel alapjan tudjuk, hogy a léfll()alés n valoszintiségét a z = 0.375 + 0.1252 + 0.522
egyenlet legkisebb nemnegativ gytke adja meg. A méasodfoki egyenlet két gyoke:

21 =0.75

29 =1

Tehat n = 0.75. Ez minden egyedre a kihalas esélye. Mivel 6-an alkotjdk a nemzedéket,
igy annak a valoszintisége, hogy a populacié kihal:

n® = 0.75% = 0.178.
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2.2. Véletlen bolyongas - mint szemlélet az elagazé fo-

lyamatokra

Az elagazo folyamatok tanulméanyozésa soran, vizsgalhatjuk egy adott nemzedékben egyes
egyedekek utodainak szamat, s6t akar a folyamat leirasara is alkalmas perspektivat biztosit
az ilyen jellegi megkozelités. Nézziik meg miként irhatjuk le az eldgazé folyamatokat, mint
véletlen bolyongast, amihez a [12] konyv 3. fejezetét és a [§] konyv 6. fejezetét hasznaltam
fel.

Legyenek X7, X, ... fliiggetlen, azonos eloszlasu valoszintdségi valtozok, melyek eloszlasa
megegyezik a Galton—Watson-folyamatban ismertetett X (1,1) valtozoéval. Definialjuk az

0,51, - .. folyamatot az alabbi rekurzidval

Sy =1,
Si=S_  +X-1=X]+..+ X —(—-1).

(2

Tovabba legyen
T'=inf{t: S, =0} =inf{t : X|+ ...+ X =t -1}

Ha ilyen t nem létezik, akkor 1" = +o0.

Ez a fajta leiras valojaban megegyezik az eldgazo folyamatok klasszikus megadaséaval.
A folyamatra tekinthetiink tgy, mint egy csticsbdél indulé fagréafra, melynél akkor kotiink
Ossze két csucsot, ha az egyik utoédja a masiknak. Ezt a grafot szélességi vagy mélységi
kereséssel bejarva vizsgaljuk:

Legyen G = (V, E) lokalisan véges graf, és kezdjiink egy tetszbleges v € V cstcesal.
Jeloljiik tovabba a t. idgpillanatban

o A;: aktiv csucsok, melyeket elértiink, de még nem vizsgaltuk minden szomszédjat
e F;: elért cstuicsok, amik szomszédjait mind bejartuk
e N;: még el nem ért "neutralis" csicsok

Kezdetben Ag = v, Ey = 0, N; = V' \ {v}. Ha valamikor A; ; = (), akkor (A, E;, N;) =
(A4_1, Ey—1, Ny_1). Kiilonben vesziink egy w € A;_; cstcsot, igy a t. id6ben aktiv csiucsok

halmazat dgy kapjuk, hogy A; 1-bdl elvessziik w-t és hozzdadjuk w éppen ekkor elért
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szomszédait. Az inaktiv elért csicsok halmaza F; ; \ {w} lesz. A neutralis cstcsok hal-
maza igy w tjonnan felfedezett szomszédaival lesz sziikebb, mint az el6z6 1épésben.

A populacio egy egyeddel indul, az i. idGpillanatban kivalasztunk egy aktiv egyedet, és
hozzéarendeliink X! szamt utédot. Igy a kivalasztott egyed inaktivva, utédai (ha vannak)
pedig aktivva valnak, és a folyamat addig folytatodik, amig vannak aktiv részecskék. Ek-
kor S} adja meg az aktiv egyedek szamat, az elsé ¢ darab egyed (akiket tekinthetiink tgy

mint a graf csucsai) felfedezése utan. A folyamat megall, amikor S; = 0.

Vizsgaljuk a bolyongas lehetséges kimeneteleit a T = t id6pontig. Legyen H = (X1, Xs, ... X7)
valészintiségi valtozokbol képezett vektor. Ha T = oo, akkor H végtelen hosszi vektor. Az
(x1, 9, ...,x;) sorozat (ahol X; >0, i=1,2,...,t) pontosan akkor lehetséges kimentel,
ha s; > 0 minden i < ¢ esetén, és s, = 0, valamint s; = 21 + 22 + ...+ 2; — (i — 1). Ekkor

Vt < oo-re
¢
P(H = (x1,...,21)) = pri,
i=1

ahol (pg)r>o0 olyan utodeloszésa egy elagazd folyamatnak, ahol < 1 a kihalas valoszind-

sége. Ekkor azt mondjuk, hogy (px)r>0 és (p).)k>0 eloszlasok konjugaltak, ha
P = 0"""pi.

2.2.1. Tétel. (Dualitds elve eldgazd folyamatokra) Legyenek (pg)k>o €s (D))k>0 konjugdlt
utddeloszlasok, tovabbd (Z;) (pr)k>o utddeloszldsi eldgazo folyamat n < 1 kihaldsi valdszi-
niséggel, arra feltételesen, hogy kihal a folyamat. Ekkor (Z;) ugyanolyan eloszldsu, mint

a (py)k>o0-hez tartozo (Z!) eldgazo folyamat. Ezt a dudlis eldgazo folyamatnak hivjuk.

Bizonyitas. Legyenek H = (X1, Xs, ..., Xr) és H = (X], X}, ..., X}) a (Z;) illetve (Z))

folyamatokhoz tartozo események, és (a kihalasi feltétel miatt) H véges hosszu vektor.

“ e,

Alkalmazzuk a feltételes valoszintiség definicidjat egy (1, xa,...,2;) eseményre és véges
t-re:
]P’[H = (.7517 To, ... ,xt)|T < OO} PH=(z1,22,--,%t)] __ 77—1 prs

T P[I<oo]

Mivel (zy — 1)+ ...+ (2 — 1) = —1:

t t
77*1 prs = n_l H 1- mgpmg prs = (I’l, X, It)]
s=1 s=1
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Ez igaz tetszbleges eseményre, igy a két eloszlas megegyezik. [

A tovabbiakban az utdédok szaménak eloszlasara adunk képletet, felhasznalva a bolyon-
gashoz tartozd megallasi id6t. Tegyiik fel, hogy az elagazé folyamat k egyeddel indul,
legyenek (Y;);>1 azonos eloszlasi valoszintségi valtozok, melyek a bolyongas lépései lesz-
nek. Legyen tovabba S, = k+ Y1 + ... + Y, a bolyongas helyzete n lépés utan. Ekkor
legyen

Hy =inf{n : S, = 0} a 0 els6 elérésének idGpontja.
Mindennek kovetkeztében kimondunk egy fontos tételt.

2.2.2. Tétel. Ha egy véletlen bolyongds azonos eloszlasi (Y;)i>1 lépésekkel teljesiti, hogy

eqgészértéki és

akkor Hy eloszlasdra elmondhatjuk, hogy
Py(Ho = n) = EPy(S, = 0).

Bizonyitas. A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval latjuk be minden nemnegativ
egész k-ra. Vegyiik észre, hogy n = 1 esetén a tételben szerepls egyenlGtlenség mindkét
oldala 0 lesz k = 0 és & > 1 esetén. Ha pedig k = 1, akkor az egyenlet két oldala éppen
a P(Y; = —1) valoszintiséggel lesz egyenld, hiszen ahhoz, hogy 1-r6l indulé bolyongas az
els6 lépésben elérje a 0-at, gy lehetséges, ha —1 értékid az elsd 1épés.

Tehat az n = 1 eset teljesiilésével, most feltehetjiik az indukcios sejtésiinket. Nézziik
tovabba n > 2-re, valamint £ = 0 esetén mivel a mindkét oldal 0, igy a & > 1 esetre

vizsgaljuk tovabb. A teljes valoszintség tételét alkalmazva

Pu(Hy =n) = Y  Pi(Ho=n|Y; = s)P(Y; = s).

s=—1

Alkalmazva a bolyongéas Markov-tulajdonsagat:

Pu(Ho =nlY; = s) = Ppss(Ho =n — 1) = 2P, (5,1 = 0).

n—

Az utolsd egyenlGségben az indukcios feltevést hasznaltuk fel, amit megtehetiink, hiszen
k>0,s>—1, tehat k + s > 0. A tételben 1évs P(Y; > —1) = 1 feltételbdl kovetkezik
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'] k-+
Pp(Hy=n)= Y j Pris(Sur = 0)P(Y; = s).

s=—1 o
A teljes valoszintség tételébdl felhasznalva a Pyis(S,—1 = 0) = Pp(S, = 0]Y; = )

Osszefiiggést:

k+
Py(Hy = n) = Z — ‘im(s = 0]Y; = s)P(Y; = 5) =

s=—1

-y zfipkqsn:o}ﬂ{lﬁ:s}):

s=—1

_2 [Pe({S0 = 0N Y = s} + 3 - Pa({Sa = 0} N {Yi = 5}) =
= L Pu(S, =0) + -1 i sP(Y; = 5|S, = 0)P(S, =0) =

s=—1

= _LPy(S, =0) (k; + i SP(Y; = 5|8, = 0)>

s=—1

= L P.(S, =0) (k: + Ep[Y1|S, = 01)‘

Az utolso egyenl&ségben Ei[Y1]S,, = 0] feltételes valoszintiséget irhatjuk a szummés kife-

jezés helyére. Vegyiik észre, hogy a Ei[Y;|S,] érték fiiggetlen i valasztasatol, igy
B V]S ZEk WS, = 1 %S| = -
i=1

teljestil, hiszen ZY S, —k=—Fk, ha S, =0, ekkor

=1

g

A fent belatott tételnek nézziik egy fontos kovetkezményét elagazo folyamatokra, még-

pedig a teljes populacié szamanak meghatarozasaban.

2.2.3. Tétel. Fiiggetlen, azonos eloszldsu utddszdmmal rendelkezd eldgazo folyamatokra

(legyen X = Z; az eloszds)
P(T=n)=+P(X;+...+ X, =n—1),

ahol (X)), az X fiiggetlen, azonos eloszldsi mdsolatai.
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3. fejezet

Tobbtipust elagazé folyamatok

Az eddigiekben olyan folyamatokkal foglalkoztunk, amelyekben csak egytipusi egyedek
voltak csak jelen, most ennek egy altaldnositasat szeretnénk megvizsgalni. Hasonl6an
feltehetjiik, hogy kezdetben egy kiindulasi egyediink van vagy megadhatunk kezdeti né-
pességszamot is. Tovabbra is lefektetjiik, hogy az egyedek egyméstol fiiggetleniil hoznak
létre utodokat. Az ismertetett Galton—Watson-folyamathoz hasonléan jarunk el, amde
most minden részecskéhez tarsithatunk egy jellemzét: az elére megadott véges sok tipus
koziil, minden egyedhez pontosan egy ilyet hozzarendeliink. Ebben a részben a [§| forras

6. fejezetét hasznalom fel.

Lassuk a pontos definiciot:

3.0.1. Definicié. Tobbtipusi eldgazo folyamatban minden egyedhez hozzdrendeliink egy
« € [7] tipust, ahol [T] jelenti a kévetkezd halmazt: 1] = {1,2,...,7}. Minden « tipusnak
van eqy ugynevezett utodeloszldsa, amely megadja, hogy az adott eqyed mekkora eséllyel hoz
létre k = 0,1,2,...,7 szamu utodot. A folyamat eqy tobbudltozos valosziniségi eloszlds,

gy kényelmes lesz sorvektorokkal dolgoznunk. Minden o € [1] esetén legyen
X©)(i,¢) = (Xl(“)(i,t), . ,Xﬁ‘”(z’,t)) Vit > 1
Vagyis T szamu 27 -értéki vektorral irhatjuk le az egyes tipusok szerinti eloszldst
XD, t) = (X}”(z', £),..., X0, t))

X@(, ) = (X{”(i, £),...,. X%, t))
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XM (i) = (X@(z', t),..., X0, t))
Azonos eloszldsi 77 -értékd sorvektorok {p}} valdsziniségi eloszldssal. Tovdbbd legyen
Zy = ko € Z,

jeldlje a kiinduldsi népességet a nulladik iddpillanatban. Ezt sorvektor formdjaban adtuk
meg, tehdt leolvashato, hogy az egyes tipusokbol hany részecske van kezdetben. Rekurzivan

a tovabbi iddpillanatokban is felirhatjuk a megfeleld vektort.
Zy = (Zia, .y Zuy) € LT,

Amit felirhatunk 6sszeg alakban is, mégpedig:

T Zi-1,x

Zy=Y Y Xt

a=1 i=1
Tehat a t—1. generacioban 1év6 a tipust i-edik részecske [ tipust, t. generacios utodjainak
eloszlasat X[ga) (1,t) jeloli.

3.1. Kapcsolat a martingalokkal

Ugyanugy, mint az egytipust esetben, most is vehetjiik az utdédok eloszlasat leird valo-
szintiségi valtozok varhato értékét. Célunk lesz megvizsgalni, hogy ez milyen 6sszefliggést
biztosit a martingalelméleti megallapitdsokkal. Tébbtipusu folyamatok esetén ezittal egy
matrixba irhatjuk be az értékeket. Legyen M = (m, ) négyzetes matrix, ahol m, 3 egy
a tipusi egyed, (B tipust utddszamanak varhato értéke, amirdl feltessziik a végességet,

vagyis

(Mag) =E [Xg”u, 1)} Vo, 8 € [7]

A 2.0.3. lemmaéahoz adott bizonyitédshoz hasonléan altalanositsunk tobbtipusi folyamatok-

ra, és vizsgaljuk a lépésenkénti novekedést.

T Zi—1,x T Zt-1,2
E(Z/|Fi-1] = [Z > X, 1)|Fe 1}: E[X“zt]]—} 1}:

a=1 =1 a=1 =1

Z thl,a]E [XQ(L 1)} =Zy M
a=1

S6t, elmondhato, hogy M barmely u sajatvektora és nemnulla A\ sajatértéke esetén
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Ut = A_tZtU, t Z 0
martingal a természetes filtraciora, hiszen

E[UAE,l] = E[)\_tZtU’.thl] = )\_tE[Zt‘]:t,l]u = )\_tZtMU =
)\_tZt)\U = Utfl

3.2. Kihalas

Egytipust esetén lattuk, hogy az utdédok szamanak varhato értékébsl kovetkeztethetiink a
kimenetelre, nézziik meg hogyan altalanosithato elagazo folyamatokra a kihalas valoszini-
sége. Ebben a szakaszban eredményeket, valamint ezek beladtasahoz sziikséges fogalmakat
és allitasokat mutatok be bizonyitas nélkiil. Kordbban kitértiink a pozitiv matrixokkal
kapcsolatban a Perron-tételre (1.3.3. tétel), melynek kovetkezmeényei fontosak lesznek a
tébbtipust folyamat kihalasanak leirdsdhoz. Legyen p := p(M) a spektralsugar, ahol M
az el6z6 részben ismertetett, a varhatd értékekbdl képezett matrix, és w a jobboldali
Perron vektor, amirgl tudjuk, hogy pozitiv. Mig egytipust folyamatnal a varhato ér-
ték, tobbtipusunal a spektralsugar értéke lesz szamunkra mérvadé a kihalas valoszintsége

szempontjabol. Tehét a
Wy = ptZiw, t>0

martingal nemnegativ, igy az 1.2.11. allitas értelmében egy valoszintiséggel tart egy £!-ben
korlatos valoszintiségi valtozohoz. Ha p < 1, akkor meggondolhato a Markov-egyenlGtlenség
segitségével, hogy a folyamat egy valoszintiséggel kihal.

Rogzitsiik a kihalasi valoszintiség formalizalasat tobbtipusu folyamatok esetén. Tegyiik
fel, hogy kezdetben egy egyed alkotja a 0. nemzedéket, jelolje ¢* a kihalas valoszintiségét,

ha « tipusi részecskébdl indulunk ki.
¢ :=P[Z, = 0 valamely t esetén|Z, = e,]

ahol e, € ZT az «. koordinataban 1 értéket felvevs standard béazisvektor. Igy képezzik a

q:= (¢W,¢?, ..., ¢7) sorvektort. Tehat az eddick alapjan elmondhato, ha
p < 1 akkor q = 1.

Ehhez a részhez kapcsolodo fontos tételiinkhéz még hivatkoznunk kell Z; elagazo folya-

matot leirdé generatorfiiggvényre, legyen ez f. A tobbtipust eset miatt tudjuk, hogy
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f: R™ — R".

Lattuk, hogy X valoszintiségi valtozora a generatorfiiggvény: gy (s) = E[s*] alakban irhat6

fel és s € [0,1] az egydimenzios esetben. Most altalanositsuk tébb dimenziora:

x5 )

f@(s) .= E[ngl Sg ], s € [0,1]7
6s £= (fO, f@ . ),

3.2.1. Tétel. Legyen (Z); pozitiv requldris, nem szinguldris tébbtipusi eldgazo folyamat

véges, amihez tartozo M madtriz véges.
1. Ha p < 1 akkor q=1.

2. Ha p > 1 akkor q <1 és az egyértelmid megolddsa az f(s) = s egyenletnek [0.1)"-ban
q.

3. lim p ' Z, = vW egy valdszintiséggel, ahol W, nemnegativ valdsziniiségi vdltozo.
t—o0

4. Ha teljesiil, hogy Var {Xéa)(l, 1)| < 400,Va, 5 esetén, akkor

EWa|Zo = €] €s
¢ =P[Wo = 0|2y = €], Va € 7).
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4. fejezet

Alkalmazasok és kitekintés

A kovetkezSkben kitériink olyan matematikai és természettudomanyos problémékra, me-
lyeket visszavezethetiink elagazé folyamatokra, valamint konkrét feladatokat is megoldunk
ezek segitségével. Tovabba megvizsgalok egy friss, 2020-ban megjelent, cikket is, amivel
ratekintést nyerhetiink, hogy napjainkban az elagazé folyamatok terén milyen lehetséges

kutatasi iranyok vannak.

4.1. Erdés-Rényi véletlen graf

Ennél a matematikai alkalmazasnal a [12] konyv 1.8., 2.4.2., illetve 4. fejezetét hasznal-
tam fel. A véletlen grafok tanulményozasanak kezdete az 1950-60-as évekre nytulik vissza.
Tobb cikk is megjelent ebben az idgszakban, amde a teriilet megalapozasat Erdés és Ré-
nyi 1960-ban megjelent munkaja biztositotta, akik a legegyszertibb véletlen graf modelljét
irtak le: a grafnak legyen n cstcsa, és minden cstucspart egymaéstol fiiggetleniil adott p
valoszintséggel kosson Ossze él.

Az emlitett p valoszintiséget élvaloszintiségnek nevezhetjiik, és legyen ER,(p) a kelet-
kezett véletlen graf. Erdekes lesz megvizsgalni, hogy p véltoztatasaval hogyan alakul a
graf, mégpedig a legnagyobb 0Osszefiiggd komponenst fogjuk mi részletesebben megnézni.
Ugynevezett fazisatmenetrsl beszélhetiink, ami azt jelenti, hogy torténik egy éles atala-
kulas a legnagyobb Osszefiiggé komponens esetében. Valoban, intuitivan latszik, mig az
atlagos szama a szomszédoknak kicsi, tehat egynél kisebb, addig az 6sszefliggd komponen-
sek kicsik, viszont ha ez a szam egynél nagyobb akkor elképzelhets egy nagy, Gsszefiiggsd
komponens létrejotte. Ez a fajta gondolat emlékeztet minket az elagazd folyamatoknél

a kihalas valoszintiségénel felismert feltételre, ott az utdédok szamanak varhato értékébsl
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kovetkeztettiink arra, hogy kihal-e a folyamat. A fizikaban észlelt fazisdtmeneteket is ezen
graf segitségével ismerhetjiik meg jobban matematikailag, p paraméter valtoztatasaval,
mint példaul a viz szilard-folyékony halmazéllapotvéltozasa 0°C koérnyékén: intermoleku-
laris kotések létrejotte vezet egy szabalyosabb racsszerkezethez.

Legyen a graf ER,(2), ekkor egy cstcs fokszama binomialis eloszlast lesz p = 2 élval6-
szintiséggel és n — 1 kisérlettel. Valamint ERn(%) eloszlasara a Py jelolést alkalmazzuk.
A kovetkezSkben az Erdés—Rényi-graf és az elagazo folyamatok kozotti kapcesolatot fogjuk
feltarni, pontosabban a legnagyobb 6sszefiiggd komponens targyaldsaval. ElGszor beveze-
tiink néhany jelolést. A csticsok halmaza legyen [n] = {1,...,n}, és minden s,t € [n]

csucsra, st él p valoszintiséggel, valamint legyen s <— ¢, ha s és t csiicsok kozott 1étezik

séta. Jelolje a v csucsbol sétaval elérhetd csucsok halmazat (komponensét)
C(v)={zen]:v+— x}

Igy a v csticsbol sétaval elérhetd csticsok szamét |€(v)| adja meg, és legyen €pae a
legnagyobb Osszefiiggé komponens, igy

|Cgmax| = ma}}( |Cg(v)|

vE[n

Eszrevehetjiik, hogy . nincs egyértelmtien definidlva, mig |%)n..| igen, hiszen akér
tobb azonos méreti maximalis komponens is lehet, ekkor fogalmazhatunk tgy, hogy véve
a csucsok egy rendezését, a legkisebb sorszamu v csticshoz tartozot tekintsiik a maximalis
komponensek koziil 6;,.,-nak.

Keressiink eljarast a €' (v) osszefliggd komponens megtalalasara, adott v esetén. Hasonloan
jarhatunk el, mint az elagaz6 folyamatoknél ismertetett bolyongas esetén: a cstucsokat
minden lépésben 3 osztélyba sorolhatjuk: aktiv, inaktiv, neutralis. Szélességi kereséssel
bejatjuk a grafot. Kezdetben egyediil v aktiv, minden més cstcs neutrélis, igy Sy = 1.
A t. lépésben kivalasztunk egy aktiv w csticsot és minden, eddig el nem ért, szomszédjat
hozzavessziik az aktiv csticsokhoz, w inaktiv, minden mas neutralis marad. .S; jeloli a t.

idében aktivva valt cstcsok szaméat.
So=1, 5 =S5_1+X;,—1,

ahol X, a t-edik aktiv cstuicsbol felfedezett csiicsok szama. Ez a rekurziés formula nagyon
hasonlit az eldgazo folyamatoknal vett bolyongaséhoz. A folyamat akkor all meg, ha va-

lamely ¢ esetén elészor S; = 0, ekkor az Osszes inaktiv cstcs halmaza €'(v), és |6 (v)| = t.
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Specialisan, az Erdés—Rényi-grafra X; az S;_; szamatol fiigg, hiszen minden, ¢t — 1. pilla-
natban neutralis w’ cstcs p valoszintiséggel valik a ¢. id6ben aktivva. Valamint w legyen
aktiv a t. id6pont el6tt, ekkor minden ww’ tipusi csticsot pontosan egyszer vizsgalunk,
tehat a feltételes valoszintsége, hogy ww' él ER,(p)-ben éppen p. Vegyiik a ¢t — 1. pilla-
natot, ekkor S;_; aktiv, t — 1 inaktiv, és igy n — (¢t — 1) — S;_1 neutralis cstcs van, igy
S;_1-re feltételesen
X, ~ Bm(n —(t—1)— Stl,p)

Vegyiik észre, hogy a binomiélis eloszlas elsé paramétere idGvel csckken, ez nem meglepd,
hiszen a felfedezett cstcsokkal egyre kevesebb marad neutralis.

Intuitivan megsejthetd, hogy p novelésével - vagy mondhatunk A-t is, hiszen p = % - az

Erdés—Rényi-graf komponensei is nének, ezt az alabbi definicié segitségével fogalmazhat-

juk meg pontosabban.

4.1.1. Definicidé. (Néovekvd események és valdsziniiségi vdltozok) Azt mondjuk, hogy egy
véletlen grdafokra vonatkozo esemény névekvd, ha az aldbbi igaz: ha eqy G grdfra teljestil
az esemény, €s G-hez tovabbi éleket adunk hozzd, akkor az igy kapott grdfra is teljesil az
esemény. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniségi vdltozo novekvd, ha a {X > x} események

minden © € R esetén nonek.

Peéldaul {s +— t} esemény novekvs, hiszen tobb él behtizasaval (amit p novelésével érhe-
tiink el) nagyobb valoszintiséggel lesz két csics kozott séta. | (v)| egy novekvs valoszind-

ségi valtozo, hiszen tobb élet a grathoz véve a v-t tartalmazé maximalis komponens né.

A tovabbiakban megvizsgéljuk és formalizaljuk ER,L(%) Osszefliged komponensei és a bi-
nomialis elagazo folyamat (tehat az utédok szdma binomiéalis eloszlast) kozotti kapesola-
tot. Pontosabban sztochasztikus felss és also becslést adunk & (v)-ra, majd a legnagyobb

Osszefliggd komponensei tesziink megallapitasokat.
4.1.2. Tétel. (Sztochasztikus felsd becslés) Minden k > 1 esetén
Pup(1€(1)] > k) < Poy(T= > k),
ahol T'= jeloli az n,p paraméterti binomialis eloszlast elagazo folyamatban a teljes nem-
zedék nagysagat.
Most nézziik meg, hogy alulrél hogyan tudjuk kozeliteni a legalabb k nagysigi Ossze-

fliged komponens létezésének valoszintségét az ErdGs—Rényi-graftban.
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4.1.3. Tétel. (Alsc becslés) Minden k > 1 esetén
Po(E(1)] 2 B) 2 Py p(T< 2 B),

ahol TS jeléli az n — k,p paramétertd binomidlis eloszldsi eldgazo folyamatban a teljes

nemzedék nagysdgadt.

Végiil nézziikk meg, hogy a szubkritikus Erdés—Rényi-gratban a legnagyobb Osszefiiggd
komponens méretére milyen becsléseket adhatunk.
Szubkritikus esetben tudjuk, hogy A = np < 1 teljesiil. Ekkor jelolje I, az alabbi fiigg-
vényt:

Iy=X—1-1log(\),
ahol I, Poisson-eloszlasi, A varhato értéki valoszintiségi valtozok nagy eltérési ratafiigg-

vénye, amelyrdl a kovetkezé tételben leirtakat lesz nekiink érdemes tudni.

4.1.4. Tétel. Legyen (X;)i>1 fiiggetlen azonos eloszldsi valdszindségi valtozok. Ekkor min-

den a > E[X4]-re létezik eqy a — I(a) fiigguény, melyre

IP’(ZXi > na) < e (@)

=1

valamint a < E[X] esetén

P(ZXZ- < na> < g la)
i=1

Az igy definidlt I1(a) fiigguény kiszdmithatd, minden a > E[X;]-re az aldbbi mddon

I(a) = sup (m — log E[etXl]),

t>0

a < E[X;] esetén pedig
I(a) = sup (ta — log E[etXl]).

t<0
Visszatérve az Erdgs—Rényi-grathoz, nézziik meg, hogy ekkor a legnagyobb Osszefiiggs

komponens méretérsl milyen becsléseket adhatunk, felhasznélva I fiiggvényt.

4.1.5. Tétel. (Felsd becslés szubkritikus komponensen)

Legyen A < 1, ekkor minden a > %—m létezik 6 = d(a, ) > 0, hogy
PA(|%maz| > alogn) = O(n™°).

4.1.6. Tétel. (Also becslés szubkritikus komponensen)
Legyen A < 1, ekkor minden a < %-m létezik 6 = 6(a, \) > 0, hogy

Py (|G az| < alogn) = O(n_5).
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4.2. Nuklearis lancreakcio6

E valoszintiségi modell alkalmazasa a fizikdban az atombomba kapcsan valt ismertté, még-
pedig a maghasadés és az igy elindult lancreakcié matematika leirasa reményében. Ezen
szakasz magjat a [10] forras biztositotta, ami a [6] konyv 12. fejezete alapjan késziilt. A
fizikai hattértudashoz a 7] konyv 4. fejezetét hasznaltam fel. A kovetkezs leiras a valosag
egy leegyszertisitett modellje lesz, feltessziik, hogy minden neutron azonos energiaval ren-
delkezik, és mozgasanak irdnya egyenletes eloszlasi az egységgombon. Tovabbé barmely
pillanatban eltalalhat egy atommagot, ekkor energidjabol veszitve, kisebb atommagokat
hoz létre, a felszabadulé energia soran pedig tovabbi neutronok szabadulnak fel. Eléfor-
dulhat, hogy a neutron elnyel¢dik a magban, ekkor nem biztos, hogy hasit, az egyszertiség
kedvéért ilyen esettel nem foglalkozunk, és feltessziik, hogy a részecskék egymastol fiigget-
leniil {itk6znek atommaggal. Nézziik a matematikajat a jelenségnek: az elagazo folyamat-
ban szerepld részecskék tehat a neutronok lesznek. Ahogy a neutron atommaggal iitkozik,
az ennek kovetkeztében széthasad, és a folyamatban tovabbi neutronok keletkeznek, akik
alkotjak az utédokat a kovetkez6 nemzedékben. Jeldlje Z,, ; az n. nemzedék j. egyedét,
tegyiik fel, hogy ez a neutron p valoszintiséggel iitkozik atommaggal, és ekkor m tovabbi
neutron keletkezik. Tehat ekkor 1 — p valdszintiséggel nem hasit atommagot, és 0 tovabbi

utéd jon létre.

P 1=m
P Z,; =1] = 1—p 1=0
0 kiilonben

Tovabba elmondhato, hogy E[Z, ;] = mp+0- (1 —p) = mp és az n. nemzedékben varha-
toan E[Z,, ;| = m"p" részecske van.

Megjegyezendd, hogy mig matematikailag igaz, hogy ha sok részecske van és p kozel 1,
akkor a neutronok szama nagyon gyorsan ndvekszik és szamuk tart a végtelenbe, valoja-
ban azonban nem tehetjiik fel, hogy a folyamatban egyméstol fiiggetleniil keletkeznének

1j neutronok. Fizikailag lehetetlen, hogy a folyamat idével ne legyen konstans.

Nézziink egy konkrét példat lancreakciora, mely megoldhato elagazd folyamatokkal. A
feladat szovegét a [14] forras ihlette, az abrakat a Wolfram Alpha segitségével készitet-

tem.

4.2.1. Példa. Egy atomreaktor tegyiik fel, hogy tetszdlegesen nagy szdamai atommagot tar-

31



talmaz, melyek neutronok befogdsdval kettéhasadnak. A maghasadds folyamdn tovdbbi ne-

utronok szabadulnak fel, eqy ilyen részecske sorsa a kovetkezd:

e p valosziniséggel elnyelddik eqy atommagban, ami nem hasad;

o 1 — p valosziniséggel hasit, ekkor egyenletes eloszldssal 1, 2 vagy 3 tovabbi neutron

jon létre.

Tételezziik fel tovdabbd, hogy a neutronok sorsa eqymdstol fiiggetlen, és elnyelddés utdin a
neutron tébbet nem hasit. Kezdetben egy neutront loviink be a reaktorba. A p paramétertdl

fiiggden miket mondhatunk a lancreakcioban szerepld neutronokrol?

A példat modellezhetjiik egytipusi elagazé folyamattal, ahol a nulladik nemzedék legyen
a kezdetben bel6tt egy neutron, tehat Xy = 1. Az els6 nemzedéket azon neutronok al-
kotjak, amik a kezdeti neutron altal kivaltott maghasadés soran keletkeztek (ha tortént

hasadas), szamukat jelolje X7, és igy tovabb, altalanosan a k. nemzedék szama legyen Xj.

Hatarozzuk meg X; és X, generatorfiiggvényét.
Az els6 nemzedék szamat jelols X, valoszintiségi valtozd generatorfiiggvénye meghatéaroz-

hato az utddeloszlasbol az 1.1.1 definiciot felirva:

3
9x, :Zzip()ﬁ:i):p%— p(z+z2+z3).
i=0

X, generatorfiiggvénye a 2.0.2. tétel alapjan a

x4 = 09X, ©9x; ©9x; ©dx,

kompozicioval adhatd meg.

Adjuk meg X; és Xig varhato értékét p = 0.25 esetén.
Az els6 nemzedék esetén diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értékének definicidja alap-
jan

1—-0.25

E(X,) = Zﬂp(xl =i)=———(1+2+3)=15=p.

Szintén a 2.0.2. tételre hivatkozva, a 10. nemzedék esetén a varhato érték:

E(Xy9) = ' = 15" ~ 57.7.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4.1. abra. A 10. nemzedék szamanak varhato értéke p értékének valtoztataséaval

Mennyi a P(X,; = 0) valosziniiség p = 0.7 esetén? Tovabba mekkora va-

l6szintiséggel all le a lancreakci6 éppen a masodik nemzedék neutronjainak
elnyel6désével?
A P(X,; = 0) valoszintiséget az X, valoszintségi valtozo generatorfiiggvénye adja meg
a 0 helyen, ekkor ugyanis a konstans tag kivételével minden egyiitthatot nullaval szor-
zunk. A generatorfliggvényt felirjuk gx, = gx, o gx, kompoziciés alakban, ahol gx, =
p+ (2 + 22+ 2% =0.740.1(2 + 2% + 2°). Tehat

gx,(0) = 0.7+ 0.1(0.7 + 0.7* + 0.7%) = 0.8533.

Annak a valoszintisége, hogy éppen a masodik nemzedékkel all le a lancreakeié (jeldljiik ezt
az eseményt A-val), az éppen annak a valoszintisége, hogy az elagazd folyamat a mésodik
generacioban hal ki. Meghataroztuk, hogy mekkora valoszintiséggel lesz Xy = 0, igy ebbdl
le kell vonnunk annak a valoszintiségét, hogy méar az elsé nemzedékkel kihalt a folyamat

(azt tudjuk, hogy kezdetben volt egy neutron amit bel6ttiink). Tehat

P(A) =P(X, =0) —P(X; = 0) = gx,(0) — p = 0.8533 — 0.7 = 0.1533.
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4.2. abra. Kihalas valészintisége a 2. nemzedékben p értékének valtoztatésaval

Jelblje N az Osszes neutron szaméat a reaktorban, amely a folyamatban részt
vett. Mennyi E(N) értéke?
A teljes nemzedék szamanak varhato értéke az egyes generdciok szamanak varhato érté-
kének Osszege: E(N) = ZE(Xz)
i=0

Mivel az egyes generaciok szaménak varhato értéke nemnegativ, igy alkalmazhatjuk a

Fubini-tételt, tehat » E(X;) =E ( > XZ-) .
=0 =0
Megoldéasként pedig pedig egy p hdnyadost mértani sor 6sszegét kapjuk:

e 1 1
EN)=ES Xi=14ptpt.. =+ "
U

=0

(AVARRVAN

1

g

4.3. Kozmikus sugarzas

A Fold atmoszférajat folyamatosan, tobbnyire a Naprendszeren kiviilrsl érkezs, magas
energiaju részecskék Osszessége éri, ez tulnyomorészt hidrogén atommag, a fentmarado
részt fotonok, elektronok, nehezebb elemek alkotjak. Mikor ezen részecskék kolesonhatas-
ba keriilnek az atmoszféra molekulaival, tovabbi részecskék keletkeznek. Ezt a folyamatot
tobbtipust elagazo folyamattal irhatjuk le, aminek ismertetéséhez a [I1] forrast vettem
alapul. A valos fizikai modell komplex, idében folytonos folyamat, sokkal bonyolultabb,

mint a dolgozatban ismertetett diszkrét eset. A részecskearadatot irja le egy N(E,x)
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fiiggvény, ahol x az atmoszféra vastagsaga, FE pedig a Ty, ..., T, tipustu részecskék ener-
giai. Minden T; részecskéhez hozzarendelhetiink 7; élettartamot, amit az atmoszféraban
végbemend interakciok hataroznak meg. Az elagazé folyamatot minden részecskére kii-
16n irjuk fel, és a létrejovs részecskék energiaszintjére teljesiil, hogy az utodé legfeljebb
akkora, mint a sziilgé, végig figyelembe véve az energiamegmaradas torvényét, tehat az
utodok energidinak Osszege megegyezik a sziil§ energidjaval. Négy lehetséges kimenetelt
kiilénboztessiink meg: rugalmas és rugalmatlan iitkozés, kihalas és szabad tt az atmoszfé-
raban. Rugalmas titkozéskor a részecske, bar iitkozik molekulaval, de mozgasi energiajat
megtartva, irdnyvaltoztatassal halad tovabb, rugalmatlan esetben tobb kisebb energidju
utod jon létre, a sziil6 pedig veszit energiajabol. A kihalast ezektdl az kiilonbozteti meg,
hogy a kolcsonhatas kdvetkeztében a kezdeti részecske eltiinik, és 14j egyedek jonnek létre.
A 0. id6pillanat kozelében legyen o(h) — 0 és hasznéljuk az alabbi jeloléseket a kiilonb6zé

esetek valoszintiségére:

Prugaimas (£, 2)h + o(h)
Prugatmatian (£, )R + o(h)
Prinat(E, x)h + o(h)
A =1 — (Prugatmas + Prugatmatian + Prihat) + 0(h)

Annak a valdszintisége, hogy a részecske kolecsonhatas nélkiil halad at = mélységi atmosz-

féran dx hosszu ut megtételével:

exp(=a/)
dx /A

Ha a részecske nem tud kolesonhatéas nélkiil tal athaladni az x mélységii atmoszféran,

P(E,x) =

akkor 1j részecskék jonnek létre. Interakciok soran létrejové k tipusi részecske sziiletési
valoszintiségére alkalmazzuk a kévetkezd jelolést: wg(E', z). Itt E' adja meg a részecske
energiajat, és ez legfeljebb akkora lehet mint a sziil6 E energiaja. Olyan tobbtipusi fo-
lyamatrol beszéliink, ahol nem csak a részecskék fajtaja, de energiaszintjiikk alapjan is
tehetlink megkiilonboztetést. Egy részecske energiajat a fizika csak bizonyos pontossaggal
tudja megmondani, igy val6jaban az energiaszinteket, mint intervallum adhatjuk meg.
Legyenek igy ezek
(Eo, Eo 4+ Do), ..., (En, En + Ay)

Al+... +A2 =0

Ekkor egy i tipusu részecskének, ha az energidja a j-edik intervallumbol szérmazik, ak-

kor arra hasznaljuk a Tij jelolést (ezen intervallumban beliil barmely megegyezs tipust
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azonosnak vehetiink). Tehat ezen kétindexes jeloléssel adjuk meg a parhuzamosan két
tulajdonsag alapjan megkiilonboztetett egyedeket a tobbtipusi folyamatban. Minden Tij
tipust egyedhez tartozik 77 kihalasi id6, melynek eloszlasa P(7/ < t) = Ffj )(t). Ha ennek
a részecskének az utddainak tipusai szerinti szaméat az oo = (o, . . ., i) sorvektor kodolja
és mindegyik beleesik még valamely energia intervallumba, akkor a leszarmazottak elosza-

sat w’ (E;,x) forméban frhatjuk le, valamint teljesiil, hogy Z w’ = 1. Irjuk fel tovabba

(03
az egyes tipusok generatorfliiggvényét és szamanak varhato értékeét:
hi(s) =Y wy(Ej,x)s”
(0%

E(Num(T7)) = 2,

ahol a = (v, ..., ) és s = (s1,..., k) esetén jeloljik az alabbi vektort a kévetkezdkép-
pen:

a a1 ag
S =5 "'Sk'

4.4. Gének és mutacidok

Az élgvilagban az 6rokldés jelensége és a gének, melyek a szervezet miikodéséhez sziik-
séges informéciot tartalmazzéak, lefrhatoak szintén elagazo folyamatokkal, amit én a [10]
forras alapjan tettem meg. Vegylink ugyanis egy organizmust, mely rendelkezik valamely
tulajdonsagat kodolo génnel, ekkor a genetika szabélyai figyelembevételével, bizonyos el-
oszlassal ez felbukkan a kozvetlen leszarmazottak szervezetében, tehat megadhatjuk, mek-
kora valoszintiséggel oroklsdik 0,1, 2, ... utédnal. Kiilondsen fontos lesz ezt megvizsgalni
spontan mutacioknal, mikor a génszerkezet megvéltozik. Ekkor ez az tjfajta gént hordozo
egyed alkotja a folyamatban a nulladik nemzedéket, és elagazo folyamatként modellezve,
megbecsiilhetdk a mutécio tulélésének és terjedésének esélyei. Példaul vegyiink egy bakté-

riumfajt, és tegyiik fel, hogy minden egyed osztodéaskor 200 utoédot hoz létre, és egy adott

L
200

n = 200, p = 555 paraméterrekkel. Valamint E(Z, ;) = 200 - 51z = 1, emiatt az adott gén

tulajdonsagu gént valoszintséggel tovabbit, ekkor nyilvan Z, ; binomiélis eloszlast

egy valoszintiséggel kihal.

Most lassunk egy konkrét biologiai példat, a [4] forrasu cikkbol:
A Becker-féle izomdisztrofia egy X kromoszomahoz koétott recessziven 6rokl6ds be-

tegség, mely az izomsejtek fokozatos karosodaséaval jar. Ezt a betegséget 2-tipusu eldgazo
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folyamattal modellezhetjiik, ahol az els¢ tipus legyen a hordozé nd, masodik pedig az
érintett férfi egyed. Tegyiik fel, hogy a gyerekek egyenld valoszintiséggel lehetnek fiuk és
lanyok, és a hordoz6 nének varhatéan 2 gyereke, az érintett férfinak pedig 20 gyereke
sziiletik, ahol © < 1 (ebben a korban szenveddk esetében © = %) Orcklédés esetén, mivel
az érintett férfi rendelkezik X és Y kromoszoméval, igy fitgyermekének csak az Y-t adja
at, igy 6 nem lesz beteg. A mutéciot vivé X kromoszéméat csak a lanya kaphatja meg, igy
6 hordozova valik. Hordozo nék két X kromoszomaval rendelkeznek, és % valoszintiséggel
adjak tovabb a betegséget (tehat a mutéciot hordozo egyik kromoszomat) az utodnak,
nemtdl fiiggetleniil. Ekkor a tobbtipust folyamatoknal ismertetett M = (m; ;) négyzetes
matrixot, i, j € 1,2 (emlékeztetsiil: m; ; jelenti, hogy egy ¢ tipust egyed varhatéan hany

j tipust utédot hoz létre) ennél az alkalmazéasnél is konnyen meghatéarozhatjuk:

11
M=|? 7|
e 0

A tobbtipust folyamatoknal szerepls 3.2.1. Tétel alapjén, az M matrix ismeretével, néz-
ziik, mit mondhatunk a kihalas valoszintiségérsl © értékétsl fiiggsen.

Az M matrix karakterisztikus polinomja:

N =

kn(A) = det
W) =det |2 72

-\ 1
2l =XN—--)\—--0.
|-
A métrix sajatértékei:

\ 1++v1+86 1-+v1+86
1= —

4 B 4

Emlékeztetsil p = max |\;], és p < 1 esetén a kihalas valoszintsége 1 (kiilonben kisebb
mint 1 a Val()szinﬁségé), tehat a betegséget hordozo6 gén idével szinte biztosan nem jelenik
meg egy generaciotol kezdve. Nézziik meg, milyennek kell © értékét valasztani, hogy 1
valdszintiséggel kihaljon a folyamat.

Kideriil, hogy p = A, lehet, hiszen ha 1 — /1 + 80 nemnegativ, akkor nem lehet 1 -+
V1 + 86 értékénél nagyobb. Ha pedig negativ, akkor abszoltt értéket véve |[1—+/1 + 80| =
—14+/1 + 86 és [1+/1 + 80| = 14++/1 + 8O kéziil, hogy valoban \; a nagyobb. Valamint
egyenlGek sem lehetnek, hiszen © nemnegativ. Tehat p = ;.

Ekkor mivel A\; mindig nemnegativ, igy a kovetkez6 egyenlGtlenséget kell megoldanunk:

1+\/1+8@<1
4 Y
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melyre © < 1 adodik.

A tovabbiakban a generatorfliiggvények felirdsat gondoljuk meg. Fontos megkiilonboztetni
a gyerekek szamat leir6 fiiggvényt és az elagazd folyamatban az utoédok eloszlasat meg-
ado generatorfiiggvényt, hiszen minden sziilének sziilethet egészséges gyereke is. Legyenek
O1, Oy generatorfiiggvények (kiilon a lanyoké és a fiuké) a gyerekek szaméanak leirasara. Az
elagazo folyamat generatorfiiggvényei legyenek Py és P, melyek azon utdédok szamat irjak
le, akik megkapték a betegséget hordozo gént. A gyerekek szamat leir6 generatorfiiggveé-
nyekbdél meghatarozhatjuk Pi-et és Ps-t, felhasznélva, hogy 6roklédés esetén a hordozéd né
% valoszintiséggel adja tovabb a betegséget, és ebben az esetben az utdd egyenld eséllyel
lesz lany vagy fii. Ugyanekkor az érintett férfi % valoszintiséggel felelGs a hibas gén tovab-
bitasaért, amit csak lany utodja kaphat meg. Igy ezen informéaciok birtokaban felirhatjuk

az elagazo folyamat (két valtozos) generatorfiiggvényeit:
Pl(Sl, 82) = 01<% + }151 —+ ng)
PQ(Sl, 82) = 02(% + %Sl>,

ahol s; jeloli a mutaciot hordozo nék, s, a betegséghen érintett férfiak szamat és feltéte-
lezziik, hogy a gyerekek egyenl§ eséllyel fitk vagy lanyok.
Most nézziink egy olyan példat, amelynél O; és Oy Ay = 2 illetve Ay = 20 paramétert

Poisson generétorfiiggvények, tehét

O1(s) = 3 (k) (s)"

k>0
Os(s) = Y pa(k)(s)",
k>0
ahol i = 1, 2-re barmely k£ € N esetén
e MNP
pi(k) = —
Tehat Ak (o)t
67 ' ) —Ag 7/8 1 S — A iS
Oz(s)— o PU AZZ o — e Niph e~ NitA
k>0 k>0

Igy az Gsszes gyerek szaméanak generatorfiiggvényei
Ol (S) — 6—2+23
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02(8) — €—2®+263

Nézziik ekkor mik lesznek az elagazo folyamat generatorfiiggvényei, és Wolfram Alpha-val

abrazoljuk a P, generdtorfiiggvényt © = % érték esetén.

Pl(sla 82) = Ol(% + }181 + }132) = e_2+2(%+%81+%52) _ 6_14‘%314‘%82
1 1 —20+20(5+351) —0+40s
Py(s1,82) = Oa(5 + 581) = e 3t3s) — ¢ !

4.3. abra. P, generatorfiiggvény © = 0.5 esetén

4.5. Jarvanyok

A koronavirus-jarvany kirobbanasaval a fert6z6 betegségek terjedésének modellezése egyre
nagyobb figyelmet kapott. Ehhez a részhez a 2021-ben megjelent [1] cikket hasznaltam for-
rasként. Fontos megérteni, hogy milyen koriilmények vezethetnek egy nagyméreti jarvany
kialakulasahoz, és a prevenciés modszerek, mint a véddoltasok, maszkviselés, szocialis ta-
volsdgtartds, milyen mértékben segitheti eld ezek lecsengését. A jarvanyszakértk altal
gyakran hasznalt, ugynevezett alapvets reprodukcios szam (legyen ez Ry), megadja, hogy

varhatoan hany embert fert6z meg egy beteg egyén. Ez a mérdszam kapcsolatban all azzal
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is, hogy mekkora eséllyel torhet ki egy nagyobb, akar vilagméretd, jarvany. A kovetkezok-
ben megismerjiik a leird valoszintiségi modellt, melyet f6ként a jarvany kezdeti fazisaiban
lesz hasznos alkalmaznunk, annak eldontésére, mekkora mértékiivé fajulhat a fertézés. A
késébbi szakaszokban a népesség nagymértékl immunitasa alakitja jelent&sen a fertézések
szamat.

A legegyszeriibb leirast az angol roviditésti SIR-modell biztositja, a népességet 3 osztalyba

sorolhatjuk:

(S) egészséges (fertézhetd)
(I) fertszott
(R) gyogyult

Egy adott ember S allapotboél I-be, valamint I-b&l R-be keriilhet, azonban R allapot méar
valtozatlan marad (feltessziik, hogy immunisséa valik a korral szemben, vagy elhalalozik).
A fert6zés az egyedek kozotti interakcioval terjed, melyre a legéltalanosabb megadés a
homogén keveredés, tehat barmely két ember egyenlé valoszintiséggel 1ép kapcsolatba.
Ezen megadas természetesen nem tiikrozi helyesen a valésagot, hiszen a populacié elosz-
lasa egyenl6tlen, egy haztartason beliil az interakciok stiriibbek, viszont egy nagyvarost
kozelitGen jol leir a modell.

Alljon a populacio N f6bél, és az egyes osztalyokban lévék szamat jellemezzék az S(t), 1(t),
R(t) fiiggvények, ahol ¢ az eltelt idg, és t = 0 pontban S(0) = N —1,1(0) = 1, R(0) = 0.
Valamint tegyiik fel, hogy a fert6z6 kontaktok szama ¢ id§ alatt A\t paraméterd Poisson-
eloszlasi, és a meghetegedés az S osztalybol egyenletes elszlassal torténik. Minden ember

egy véletlenszertien megadott 7' ideig marad fertézott, hogy E[T] = <. (T eloszlasat pél-

1
>
déaul valaszthatjuk exponencialisnak vagy konstansnak).

Jelolje Y egy adott fert6zott ember altal megbetegitettek szamat, tehat E[Y] = Ry, va-
lamint 7' = ¢ megszoritassal tudjuk a Poisson-eloszlas miatt, hogy E[Y|T = t] = At

Alkalmazzuk a toronyszabalyt Ry meghatarozasara:

A

Ry =E[Y] =E[E[Y|T]] = E[NT] = —.

fy
Mar emlitettiik, hogy a jarvany kezdetén a fert6z6 kontaktok szama megkozelitéleg meg-
egyezik az adott ember altal megbetegitettek szamaval, melynek varhato értéke Ry. Igy
azt mondhatjuk, hogy a Galton—Waltson-folyamat egy megfelel6 modellezést jelent ad a
fert6z6 kontaktok szdmanak meghatarozasara a jarvany kezdeti szakaszaban. Induljunk ki

egy fertézott egyénbdl N népességszam esetén, ekkor a kovetkezd megallapitést tehetjiik:
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4.5.1. Lemma. Annak a valdszinisége, hogy az elséd n fertdzd kontakt kovetkeztében to-

vabbi eqyedek lesznek betegek, tart az 1-hez, mindaddig amig n < v/'N.

Tovabbé az elagazd folyamatokkal meglévs kapcesolatbol még fontos koévetkezmény-
ként kiemelhetjiik, hogy nagy népességszam esetén a jarvany kirobbanasanak (vagyis a
betegség nagy mértéki elterjedésének) esélye kozel 0, ha Ry < 1 és pozitiv valoszintiségii,
ha Ry > 1. Jelolje az Y valoszintiségi valtozd generatorfiiggvényét gy, és p pedig legyen
a gy(t) = t egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Ekkor a Galton—Waltson-folyamatnal
megéallapitottuk, hogy a kihalas valoszintisége éppen p lesz, tehat a jarvany nagyméreti
kitorése 1 — p1 valoszintséggel varhato. Igy elmondhatjuk, hogy egynél nagyobb értéki R,

reprodukcios szam esetén szinte biztosan szamithatunk a jarvany kirobbanaséra.

4.6. Kitekintés - egy friss cikk bemutatasa

Az elagazo folyamat tanulmanyozasa koriilbeliil 200 évre nyulik vissza, a kutatas ben-
ne napjainkig aktiv. A kovetkezd részben feldolgozok egy 2020-ban megjelent cikket [3],
mellyel kitekintést nyerhetiink, hogy jelenleg milyen iranyban haladhat tovabb ezen szto-
chasztikus folyamatok vizsgalata. A cikk magyar szerzék munkija: Barczy Méatyas és
Pap Gyula a Szegedi Tudoméanyegyetemen, Bésze Zsuzsanna a gottingeni Georg-August-

Universitat-en végezte kutatasat.

Vizsgéljunk olyan elagaz6 folyamatokat, mikor a népességet nem csupan a megsziiletett
utodok, hanem adott idépontokban érkezd — tigynevezett bevandorlé — egyedek alkotjak.
Els6rendii esetben feltessziik, hogy minden egyed egyszer hoz létre utodokat, életének az
elsé évében, majd meghal. A kezdeti népességszam legyen X, és ekkor a populaciot az
n. idépontban az n. generacioban sziiletett utédok, valamint ebben az idépontban érkezé
bevandorlo egyedek alkotjak. Jelolje &, ,; az n. id6pontban az n — 1. generaci6 . egyede
utodainak szamat, e, pedig az ekkor érkezd bevandorlok szamat minden i,n € N esetén.
Feltehetjiik, hogy {&,: : n,i € N} és {e, : n € N} egész értékd, nemnegativ, azonos
eloszlasu valoszintiségi valtozok.

Ekkor az n. generaci6 létszama:

anl
Xy = an,i‘l'gna n € N.
=1
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Hasonl6é m6don nézziink masodrendid Galton-Watson-folyamatot: ekkor ugyanis egy adott
egyed életének els6 és masodik évében is hoz létre utédokat, majd meghal. Jeloljik &, ;
valoszintiségi valtozoval az n. idépontban az n — 1. generaci6 . egyedének, 7, ; pedig
ugyanekkor az n — 2. generéicié j. egyedének utoédszémat minden i, j,n € N esetén. ¢,
hasonléan a bevandorlok szdmat jelenti az n. idében. (Tovabbra is ezen valoszintiségi
valtozok kiilon-kiilon azonos eloszlasiuak.) A kezdeti népesség szaméat ezuttal jelolje X
és Xy nemnegativ valoszintiségi valtozok.

Az n-edik generécioé népessége ekkor:

Xno1 Xn_o
X, = Z Eni + Z Nnj + €n, nEN.
=1 =1

A masodrend Galton—Watson-folyamatokat felirhatjuk, mint kéttipusi eldgazé folyama-

tokat. Legyen (X,,),>—1 masodrendd folyamat bevandorlassal. Tovabba

Ynl Xn ]
Y = o= :
Yn,2 Xn—l_
Ekkor
Yn-11 é_ 4 Yn-1,2 n N ¢
v o] S e e
= 1 = 0 | 0

Ekkor (Y,,)nez, egy kéttipust Galton-Watson-folyamat (bevandorléassal), ahol a kezdeti

Xo
X .|

A két tipusnak tehat ezzel a leifrassal a 0 illetve 1 életkori egyedek felelnek meg. Példaul

népesség:

Yo =

az n — 1. generacioban az i. els6 tipust egyed &, ; elsd tipusut és egyetlen (sajat maga)
mésodik tipusit, mig ebben a generaciéban a j. mésodik tipusi egyed 7, ; els6 tipusit és

nulla mésodik tipusut hoz létre.

A cikk kimond két tételt az elsd, illetve méasodrendi folyamattal kapcsolatban. Kézponti
szerepet a masodrendi eset jatszik, hiszen a cikk erésen ezen bizonyitasara épiil. El6-
szOr azonban lassunk néhany fontos definiciot, melyek sziikségesek lesznek a tovabbiak

megértéséhez.
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4.6.1. Definici6. Legyen U : (0,00) — (0,00) mérhetd figgvény. Azt mondjuk, hogy U
requldrisan vdltozo a végtelenben p € R indexre nézve, ha minden q € (0,00) esetén,

o Ulal) _

200 U(x)
4.6.2. Definicié. Legyen X nemnegativ valdsziniségi vdltozo. Azt mondjuk, hogy X re-
guldrisan vdltozé o € Ry indexre, ha U(z) :== P(X > z) € (0,00) minden x € (0,00)-re,

és U reguldrisan vdltozo a —a indexre nézve a végtelenben.

4.6.3. Definicid. Legyen (z;) sztochasztikus folyamat, és legyen F( Xy, yry Xtgirs -« s Xt 4+7)
(X}) egyiittes eloszlasfigguénye ati+7,t1+7,...,t1+7 helyeken véve. Ekkor azt mondjuk,

hogy (X;) erdsen staciondrius, ha
F(XtH-Ta Xt2+T> s ath+T) = F(Xt17Xt27 s ath)
minden T,ty,ts,... 1, E R ésn € N esetén

Nézziink egy fontos tételt az elsérendii folyamatrol. Az aldbbi bizonyitasat a cikk nem

részletezi.

4.6.4. Tétel. Legyen (xn)nez, elsdrendd Galton-Watson folyamat bevindorldssal, vala-
mint teljesil, hogy me € (0,1) és legyen tovdbbd € reguldrisan vdltozé o € (0,2) indezzel.
Abban az esetben, ha o € [1,2) tegyiik fel, hogy E(£%) < co. Legyen az Xy kezdeti népes-
ségszdmot leiro valdsziniségi vdltozo eloszldasa olyan, hogy a folyamat erdsen staciondrius.
Ekkor

1
P(Xy > x) ~ Zm (e > x) =1 ma]P’(s>a:) T — 00
%

A kovetkezs tétel jétssza a [3] cikkben a kozponti szerepet, hiszen ennek a bizonyité—

mondhatunk a masodrendi esetrél.

4.6.5. Tétel. Legyen (x,,),>—1 mdsodrendd Galton—Watson-folyamat bevindorldssal, va-
lamint teljesiil, hogy me, m, € (0,1) és me+m, < 1. Legyen tovdbbd € reguldrisan vdltozo
a € (0,2) indexzel. Abban az esetben, ha o € [1,2), tegyiik fel, hogy E(£?) < oo és

E(n?) < oo. Legyen az (Xo, X_1) kezdeti népességszimot leird valdsziniségi vdltozd elosz-

ldsa olyan, hogy a folyamat erdsen staciondrius. Ekkor

P(Xy > x) ~ Zm“P5>x T — 00,
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AR+ \k-1
+ —

CLhOlmo = 1, my ‘= DV kEN, és
mg—i—,/mg—l—élmn mg—,/mg+4mn
* 2 ’ 2

A kovetkez6kben a cikk a masodik tétel belatasat részletezi. Ehhez felhasznal harom
lemmat, ebbdl kettét nem lat be, ezek segitségével tud megfelel§ felsé becslést adni X,
és X2 varhato értékekre. A harmadik lemma X-t irja fel eloszlasban egyenlé kifejezéssel,

mint valoszintiségi valtozok végtelen Gsszege.
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