EOTvOs LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

GYORFFI ADAM GYORGY

Spektralis sorozatok és

alkalmazasaik

Szakdolgozat
Matematika BSc

Témavezeto:

TERPAI TAMAS

Budapest, 2024



Tartalomjegyzék

. Bevezetés

L1 Hopf-fibralds . . o o o oo

. Homolégia

2.1. Szimplicidlis homolégia . . . . . . . .. ..o oo
2.2. Szingularis homolégia . . . . . . . . ... oo
2.3. Homotopiainvariancia . . . . . . . . .. ...
2.4, Kivagas . . . . e
2.5. A szimplicialis és szingularis homolégia ekvivalencidja . . . . . . . . .

2.6. Cellahomoldégia . . . . . . . .. ...

. Kohomolégia

3.1. Definicidk . . . . . . . ..
3.2. Az univerzalis egytitthato tétel . . . . . . . .. ... L.
3.3. Relativ kohomologia . . . . . . . ... ... oL

3.4. CSESZESZOTZAS . . o v v i

. Spektralis sorozatok
4.1. Spektralis sorozatok homologidkra . . . . . . . ... ... ... ...

4.2. Spektralis sorozatok kohomolégidkra . . . . . . ... ..o L

. Gombok homotopikus csoportjai

5.1. Eilenberg-Maclane terek . . . . . . .. .. ... oo
5.2. Relativ homotépia . . . . . . . . ... oo
5.3. Fibralasok . . . . . . . .. ..
5.4. A Hurewicz-tétel . . . . . . . . . ...
5.5. Gombok homotopikus csoportjai . . . . . . .. ..o

10
13
22
26

31
31
32
41
42

44
44
47



Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom a témavezetémnek, Terpai Taméasnak a rengeteg segitségért,
tirelemért és odaadd munkajaért a szakdolgozatom elkészitése kozben. Halas va-
gyok a csalddomnak, mivel lehet6vé tették, hogy egyetemre jarhassak és amiért ta-
mogattak a tanulmanyaimat. Koszonom a baratnémnek, hogy végig mellettem &llt

és tamogatott az alapképzés évei alatt.



1. fejezet

Bevezetés

A topologikus terek osztalyozasara kézenfekvd megoldas a terek homotopikus cso-
portjainak meghatarozasa: az n-edik homotopikus csoport kiszamitasdhoz vesziink
egy n-dimenzios gombfeliiletet, valasztunk ezen egy bazispontot, a gombfeliiletet a
térbe képezziik, majd az ilyen leképezések ekvivalenciaosztalyait vizsgaljuk aszerint,
hogy melyek viheték egymésba a bazispontot helybenhagyé homotdpiaval. Ezeket
a csoportokat viszonylag konnyen tudjuk definidlni, azonban Oket vizsgalva egy fur-
csasagot vehetiink észre. A kétdimenziés gombfeliilet harmadik homotopiacsoportja
nem a trivialis csoport, azaz olyan, mintha a kétdimenzos gombfeliiletben lenne egy

"haromdimenziés lyuk".

1.1. Hopf-fibralas

Ennek a furcsasagnak a megmutatasahoz Heinz Hopf 1931-es konstrukciéjanak egy
médositott valtozatit fogjuk hasznélni. [5, 3. oldal] Ez egy olyan S* — S? folytonos
leképezés, amely nem nullhomotdp, igy a m3(S?) csoportnak egy nemnulla elemét

reprezentalja.

1.1.1. Definicié. A Hopf-fibrdldst a kévetkezé médon definidlhatjuk: S pontjait
azonositsuk az R*-ben vett koordindtdival, S* pontjait pedig az R3-ben vett koordind-

tdival. Igy a h Hopf-leképezés:

h:(a,b,c,d) = (a® +b* — & — d* 2(ad + be), 2(bd — ac))
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1.1.2. Megjegyzés. Ldthatjuk, hogy ez a leképezés folytonos és valéban S?-be képez,

maivel

2

(a +0* = - d2)2 + (2(ad + bo))® + (2(bd — ac))* = (a® +0* + 2 + d?) =1

1.1.3. Allités. A h: S — 52 leképezés nem nullhomotdp.

Ezt belathatjuk példiul a kovetkezOképp: Definidljuk az S® — S? differencialhaté le-
képezéseken a hurkolédasi szamot. Vegytik a leképezés két regularis értékét, ezek Osei
1-sokasdgok lesznek. A két Osképet tavolitsuk egymastol homotopiaval. Legyen az
atmetszési szam az 6s6k homotodpia kozben surolt képeik metszéspontjainak algebrai

Osszege az iranyitasok szerint vett eldjelekkel.

Belathato, hogy ez az atmetszési szam invarians a regularis értékek valasztasara néz-
ve és homotopiainvarians is. Mivel a konstans leképezésnek 0, a h Hopf-fibralasnak

pedig 1 az atmetszési szama, megkapjuk az allitast.

Innen mar sejthetjiik, hogy a magasabb dimenziés gombok magasabb dimenziés
homotopikus csoportjainak kiszamitasa nem egyszeri feladat és komoly differenci-
altopologiai eszkozoket igényel. Olyannyira, hogy az Osszes m,,(S™) csoport méig
nem ismert. Részeredményeink vannak, példaul m < n esetén m,,(S™) = 0, illetve
altalaban véve 7,(S™) = Z. Ezek bizonyitasa megtalalhaté példaul Sziics Andras
topolégiajegyzetében. [1, 14.2.5. és 15.2.6. kovetkezmény| Van azonban egy mésik
lehet6ségiink is. Egyes homotopikus csoportok kiszamitasat felépithetjiik algebrai

topologiai eszkozokkel a homoldgia- és kohomologiaelméleten keresztiil.



2. fejezet
Homolbgia

A homotopikus csoportokkal szemben a homologiacsoportok felépitése valamivel bo-
nyolultabb, azonban kiszamitasuk egyszeribb és jobban megfelel az elvarasainknak
(példaul H,,(S™) pontosan akkor lesz Z, ha m = n, kiilénben 0). Ez a fejezet nagy-
részt Allan Hatcher Algebraic Topology cimii konyvének 2. fejezetére fog tamasz-
kodni. [3, Chapter 2.]

2.1. Szimplicialis homolégia

A homolégiat el6szor specialis topoldgiai terekre fogjuk definidlni, ezek lesznek a

A-komplexusok. Ehhez viszont még sziikségiink lesz néhany definiciéra.

2.1.1. Definicié. Ha a wvy,...,v, € R™ pontok dltal kifeszitett affin altér n-

dimenzios, akkor a vy, ..., v, pontok konvex burkdt n-szimplexnek nevezzik.

2.1.2. Definicié. Standard n-szimplexnek nevezziik R"-ben a bdzisvektorok dltal

meghatdrozott n-szimplezet.

A homolégia definidlasdhoz fontos lesz nyomon kdévetniink a szimplexek csiicsainak
rendezését, széval az "n-szimplex" kifejezés igazabodl az n-szimplexet és a csiicsain
valé rendezést egyiitt fogja jelenteni. A csicsokon vald rendezés megadéasa definidl
egy kanonikus linearis homeomorfizmust a standard n-szimplexrdl barmelyik mésik

[vo, - - ., U] n-szimplexre, mégpedig

(t(), . ,tn) — Ztﬂil
1=0
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2.1.3. Definicid. Definidljuk még az n-szimplexhez a kovetkezoket:

e Ha eqy n-szimplex csiucsai kozil egyet kihagyunk, akkor a maradék n darab
csucs meghatdroz eqy (n — 1)-szimplexet, ezt az n-szimplex egy lapjanak ne-
vezziik. Itt élink azzal a konvencioval, hogy eqy lap vagy barmely részszimplex

csucsainak rendezése megegyezik az eredeti szimplex csiucsainak rendezésével.

o Az n-szimplex lapjainak unidja a szimplex hatdara, a A™ n-szimplex esetén OA™

jelolést haszndljuk rd.
o Nyilt szimplexnek a szimplex belsejét, azaz An = A"\ OA"™-t nevezziik.

2.1.4. Definicio. Az X topologikus téren vett A-komplexus struktiranak nevezzik

a o, A" — X leképezések dsszességét, amik teljesitik a kovetkezoket:

(i) A JQ|A” megszoritds injektiv és X minden pontja pontosan eqy ilyen megszo-

ritasban dall elo képként.

(ii) o, megszoritdsa valamelyik lapjdra éppen eqy o : A" — X leképezés. Itt A™
lapjdt azonositiuk A" '-gyel a kanonikus linedris homeomorfizmuson keresztiil

ugy, hogy megtartjuk csiucsok rendezését.

(iii) Egy A C X halmaz pontosan akkor nyilt, ha o' (A) nyilt A"-ben, minden o,

esetén.

Mostmar készen allunk a szimplicialis homologiacsoporthoz kell6 algebrai elemek

definidlasahoz.

2.1.5. Definicié. Legyen X A-komplexus. Legyen C,(X) az X € nyilt n-szimplexei
dltal generdlt szabad Abel-csoport. C,(X) elemeit n-lancoknak nevezzik és formdlisan
felirhatok a generatorelemek véges osszegeként: Y, naos (ahol o, az a leképezés,

amely bedgyazza a megfelelé nyilt n-szimplexet és n, € Z).

2.1.6. Definicié. Definidljuk a 0, : C,,(X) — Cp—1(X) hatdrleképezést a kivetkezd

modon. A [vy, ..., v, n-szimplexen a leképezés értéke legyen
On([vo, -y vn)) == (=1)"[vg, .., Diy ..., )
i=0
majd terjesszik ki ezt linedrisan a teljes C,(X)-re. A fenti definicicban 0; azt jeldli,

hogy v;-t kihagyjuk a felsoroldsbol.
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2.1.7. Lemma. 0, 10, =0, azaz a "hatdr hatdra tres’.

Bizonyitds. Legyen o = [vg, ...,v,] az X A-komplexus egy n-szimplexe. Ekkor

On([vo, ... vn)) = zn:(—l)i[vo, ey gy U]

=0
igy
8n_18n([v0, e ,Un]) = Z(_l)l(_l)J [Uo, e ,@j, e ,@i, P ,Un]+
7<i
+Z(—1)i<—1)j_1[vo, ce ,’(AJZ‘, ce ,QAJ]‘, <o ,’Un]

1<j

Ha a masodik szummaban kicseréljiik -t és j-t, akkor az elsé szumma ellentettjét
kapjuk. Mivel az n-szimplexek generaljak C),(X)-et, és a hatédrleképezések homo-

morfizmusok, a lemméat bizonyitottuk. O

Igy a hatérleképezéseket a 0 : Cy — 0 trivialis leképezéssel kiegészitve a kovetkezd

sorozatot kapjuk:

On On o 0
"'—>Cn+1—+1>Cn—+2>Cn_1—>"'—>Cl—l>Co—o>0

ahol 0, 10, = 0. Az ilyen tulajdonsagu sorozatokat lanckomplexusoknak nevezziik.
Az, hogy ez a kompozicié 0, éppen azt jelenti, hogy Imd,.1 C Kerd,, s6t, mivel
ezek homomorfizmusok, {gy Im 9,41 nem csak részhalmaz, hanem részcsoport is. Igy

értelmes a kovetkezé definicié:

2.1.8. Definicié. A fenti lanckomplexus n-edik homologiacsoportjanak nevezziik a
H, = Kerd,/Im0,,; faktorcsoportot. Specidlisan, ha a lanckomplezus eqy X A-
komplexusbol szarmazik, akkor ezt a A-komplexus n-edik szimplicidlis homolégiacso-

portjinak nevezzik és HS(X)-val jeléljiik.

2.1.9. Megjegyzés. A Ker 0, elemeit ciklusoknak, Im 0,1 elemeit pedig hatdroknak

nevezzuk.
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2.1.10. Példa. Szdmitsuk ki az S? gombfeliilet szimplicidlis homoldgiacsoportjait.

Az dbrdn ldthatunk egy S*-n vett A-komplexus struktirdt.

-~

v

Ez hdrom 0-szimplexbdl, hdrom 1-szimplexbdl és két 2-szimplexbdl dall, az azonos

szimplexeket az irdnyitdsuknak megfelelé modon azonositjuk és lathatjuk, hogy a

e /ey

komplexust kapjuk:

84 83 82 81 80

0 72 A VA 0

Mivel 8y = 0, igy H§(S?) = Z3(u,v,w)/Im ;. Az Imd; csoportot a d1(a) = v — u,
01(b) =v —w és 01(c) = w — u elemek generdljak. Mivel 0y(c) = d1(a) — 01(b), igy
valéban mdr {v—u,v—w} is eqy megfeleld generdtorhalmaz. Ugyanakkor Z3(u, v, w)-
t generdlja {v — u,v — w,v} s, amibdl lathatjuk, hogy a faktor, azaz a nulladik

szimplicidlis homoldgiacsoport HS (S?) ~ Z(v).

A Cy lancai kya + kb + ksc alakban dlinak eld (ky, ko, ks € Z), ebbdl pedig lathatjuk,
hogy egy ilyen elem pontosan akkor lesz ciklus, ha ky = —ke = —ks, mert 01(kia +
kob + ksc) = (—ky — ks)u + (k1 + ko)v + (=ko + k3)w. Igy viszont a ciklusok mind
elédllnak képként 0, dltal, mivel O(P) = —a + b+ c. Tehdt HA(S?) = 0.

h(P) = —a+ b+ c = 0(Q), azaz a Cy-beli ciklusok k(P — Q) alakiak (k € Z).
Mivel 03 mdr a konstans 0 leképezés, igy HR(S?) ~ Z(P — Q). A nagyobb indexii

lanccsoportok pedig mind trivialisak, igy a szimplicidlis homologiacsoportok is azok.
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2.2. Szingularis homoldgia

Ezzel a homolégiacsoportokat definialtuk A-komplexusokra, de olyan terekre még
nem, amelyeken nem létezik A-komplexus struktura, illetve azt sem latjuk még,
hogy ugyanazon téren vett kiilonbozé A-komplexus struktirak ugyanazon homolo-

giacsoportokat adjék meg. Igy definidljuk a homolégidkat dltalanosabb értelemben.

2.2.1. Definicié. Az X téren vett szinguldris n-szimplexnek neveziink eqy folytonos

o: A" — X leképezést.

2.2.2. Definicid. Legyen C,(X) az X tér szinguldris n-szimplezei dltal generdlt
szabad Abel-csoport. Ekkor C,(X) elemeit n-ldncoknak, pontosabban szinguldris n-
lancoknak nevezziik €s formdalisan felirhatok, mint a generdtorelemekbdl képzett vé-
ges dsszegek: Y., na0s (hasonléan a szimplicidlis ldncokhoz, a o4-k szinguldris n-

szimplexek és n, € Z).

A fentiekhez hasonlbéan definialjuk a szingularis n-lancok kozotti hatarleképezéseket
is.

2.2.3. Definicié. A 0, : C,(X) — C,_1(X) hatdrleképezés értéke a szinguldris

szimplexeken legyen

On([vo, -, vp]) == Zn:(—l)i[vo, ey gy, U]

=0
ahol [vg, ..., 05 ... 0,] @ Vo, ..., v,] Szinguldris szimplex megszoritdisa arra a lapra,
amely a v; csicsot nem tartalmazza. Majd terjesszik ki a leképezést C,(X) egészére
linedrisan.
gy meg is kaptuk a
On+1 On+2 O1 do

= O — 0, —Chg— - =01 = Chp — 0

szingularis lanckomplexust, amire mar fent definialtuk a homoldgiacsoportot.

2.2.4. Allitas. Vegyiink eqy X teret, amely elédll, mint az utdsszefiggdségi kom-
ponenseinek unidja: X = UyX,. Fkkor a H,(X) homoldgiacsoport elddll, mint az

utosszefiiggoségi komponensek homologiacsoportjainak direktosszege:

H,(X) ~@®.H,(X,)
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Bizonyitds. Mivel egy szingularis szimplex utosszefiiggd, igy C,(X) felbomlik az
utosszefiiggbségi komponensek direkosszegére: @©,C, (X, ). Ez minden n-re elmond-
hato és a megszoritas nem valtoztat a szimplex komponensén, igy a hatarleképezé-
sek, tehat Ker 0, és Im 0,41 is megtartja ezt a felbontast. Ebbdl lathatjuk, hogy a
homolé6giacsoport is ugyantgy felbomlik: H,(X) ~ &, H,(X,). ]

2.2.5. Allitds. Ha X nemiires és itisszefiggd, akkor Hy(X) ~ Z.

Bizonyitds. Hy(X) = Cy(X)/Im 9y, mivel dy = 0. Legyen ¢ : Cy(X) — Z a kovet-
kez6képp definidlt homomortfizmus: € (3, n;0;) = >-; n;. Mivel X nemtres, igy ez a
homomorfizmus sziirjektiv. Igy elegendé azt belatnunk, hogy Kere = Im 0y, hiszen

ekkor € indukal egy Hy(X) — Z izomorfizmust.

Vegyiink egy tetszbleges o : Al — X szinguldris 1-szimplexet. Erre €0,(c) =
e(o|lvg] — ol[v1]) = 1 — 1 = 0. Mivel 0;-et linedrisan terjesztjik ki, ezért €0, = 0,
tehat Im 0; C Kere.

Masrészt legyen >, n;o; € Kere, azaz olyan lanc, amelyre >, n; = 0. (Itt a o;-
k valgjaban pontok.) Valasszunk az X-ben egy tetszéleges bazispontot, legyen
ez To, majd minden i-re legyen 7; egy xo-t o; képével Osszekoto gorbe. Az ut-
Osszefiiggbség miatt ilyenek mindig léteznek és tekinthetiink rajuk szingularis 1-
szimplexként is. Legyen tovabba oy az a szingularis O-szimplex, amelynek képe zq
Ekkor 01 (3, ni1i) = i ni(0i—00) = X nioi—Y niog = >; ni0;. gy 32 nio; € Tm Oy,
tehat Kere C Im 0y, amivel belattuk az allitast. O

2.2.6. Kovetkezmény. Az eldzo két dllitasbol ldtszik, hogy eqy X topologikus tér
Ho(X) homolégiacsoportja elddll annyi Z direktosszegeként, ahdany iutésszefiggdségi

komponense van X -nek.

Az allitas masik kovetkezménye, hogy érdemes bevezetniink a redukalt homolégia-
csoport fogalmat, mely a késébbiekben segitségiinkre lesz, hogy az allitdsainknal ne

kelljen az n = 0 esetet kiilon kezelntink.

2.2.7. Definicid. Tekintsik az X tér kiegészitett lanckomplezusdt:

D Oy(X) 2 O(X) 2 (X)) —= 0

ahol £(X; nio;) = Y, ni. Az ebbél a ldnckomplezusbdl kapott H,(X) homoldgiacso-

portokat az X tér redukdlt homologiacsoportjainak nevezziik.
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2.2.8. Megjegyzés. Konnyen ldthatd, hogy ha X nemires, akkor Hy(X) =
Ho(X)®Z és Hy(X) = Hy(X), han > 0.

2.2.9. Allitas. Ha X egyetlen pontbdl dll, akkor H,(X) =0, han > 0 és Hy(X) ~
Z.

Bizonyitas. Ha X egyetlen pontbdl all, akkor minden n-re pontosan egy szingularis
n-szimplex létezik (mely egésze az X egyetlen pontjaba képzodik), legyen ez a,,. gy
a hatdrleképezés: 9,0, = >;(—=1)'0,_1 Ez paros n-ekre 0-t, paratlan n-ekre pedig

on—1-et ad, tehat X lanckomplexusa igy néz ki:

zZ =7 - Y,7 =,7_-9,9

Ebbol pedig mar konnyen lathatd az allitas. O

2.3. Homotoépiainvariancia

A homolégiacsoportok fontos tulajdonsaga, hogy homotopikusan ekvivalens terek

homologiacsoportjai megegyeznek. Az alabbiakban ezt fogjuk belatni.

Az f: X — Y folytonos leképezés indukal egy homomorfizmust a C,,(X) lancairdl
Cn(Y) lancaira. Az indukalt fu : C,(X) — C,(Y) homomorfizmust az eddigiek-
hez hasonléan C),(X) generatorain definidljuk, majd linedrisan kiterjesztjiik. Legyen
o A" — X egy X-beli szinguldris n-szimplex. Ekkor fx (o) legyen az fo : A" =Y

kompozici6 altal megadott Y-beli szingularis n-szimplex.

2.3.1. Definicié. Legyenek {C!} és {C?} lanckomplezusok 0y ds Oy hatdrleképe-
zésekkel. Ekkor a h, : C} — C? homomorfizmusok egy lincleképezést adnak meg
{CY-r6l {C?}-re, ha a hd; = ah egyenldséq fenndll (h = U, h, jeldlés mellett).

2.3.2. Allitas. Az f : X — Y folytonos leképezés dltal a terek ldncain indukdlt

homomorfizmusok eqy lancleképezést adnak meg a terek ldnckomplexusain.
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Bizonyitdas. Legyen az X és Y lanckomplexusain a hatarleképezés 0:

D o (X)) —25 0 (X)) -2 O (X)) —— -

[ |7 |7

D Crn (V) =2 C(X) =2 Oy (X)) —— -+

fgy azt kell ellendriznink, hogy fx0 = Of4, azaz a fenti diagram kommutativ. Le-
gyen o : A" — X egy szingularis n-szimplex. o-nak az 0 szerinti képe a o lapjainak
cldjeles Osszege, majd erre alkalmazva fyu-et, az Osszeg tagjait az f szerinti képiikre
cseréljik. Masrészt o-ra a 0f4-t alkalmazva fo lapjainak el6jeles osszegét kapjuk,
igy az egyenl6ség valoban fennall, mivel f és a megszoritas a lapokra felcserélhe-
t6 miiveletek. SOt, az el6jeles Osszeget is éppen ugy vessziik, hogy az megtartja a

megfelel Y-beli (n — 1)-szimplexek el6jeleit. O

2.3.3. Allitas. Egy ldncleképezés homomorfizmusokat indukdl a két linckomplezus

homologiacsoportjai kozott.

Bizonyitds. Az elébb belattuk, hogy fx0 = 0fx, azaz a fenti diagram kommutativ.
Ha o € (), ciklus, tehdt da = 0, akkor Ofyza = fz0a = 0, igy fua is ciklus.
Ha pedig 08 hatar, akkor f.08 = 0f4f is hatéar, igy fu ciklust ciklusba és hatart
hatarba visz. Tehat valoban indukal egy f. : H,(X) — H,(Y) homomorfizmust. [

2.3.4. Tétel. Hao az f : X = Y ésg: X — Y folytonos leképezések homotopok,

akkor ugyanazt a homomorfizmust indukdljik a homologiacsoportokon.

Bizonyitds. Legyen F' : X x I — Y homotépia f és g kozott (F|X x {0} = f,
F|X x{1} = g). Ekkor egy adott X-beli o n-szimplex segitségével F' beleképzi a Ax I
prizmat Y-ba , mégpedig a G, = Fo(ox1): A" x [ — X x I — Y kompoziciéval,
ahol 1 az identitds. Igy ennek segitségével definidlhatjuk a P : C\(X) — Chyy(Y)

prizmaleképezést.

A prizma geometriailag két parhuzamos hipersikon 1évé n-szimplex konvex burka,
igy egy olyan poliéder, melynek csticsait éppen e két n-szimplex adja. Legyenek ezek
a csucsok vy, . .., Up, Wy, - . ., Wy A csticsok kozil barmely n+2-t kivalasztva vehetjitk
ezek konvex burkat, és igy egy A" x [-beli szingularis (n + 1)-szimplexet kapunk,

majd erre alkalmazva G,-t egy Y-beli (n + 1)-szimplexet.
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Igy a prizmaleképezés legyen egy o X-beli szinguldris n-szimplexre
P(o) => (=1)'Gol[vo, . .., vi,wy, . . ., wy)

majd terjessziik ki ezt a szokdsos modon linearisan.

Belatjuk, hogy a P, fu4, g4, 0 leképezések kozott fenndll a OP = g4 — fu — PO
egyenlGség. A bal oldalt tekintve
8P(a) = Z(—l)l(—l)JGa—H’Uo, e ,/()Aj, ey Ui, Why . ,U}n]+
1<t

+Z J—HG |[vg,...,vi,wi,,...,zﬁj,...,wn]

j>t
A két Osszeg azon tagjait tekintve, melyekben ¢ = j, egy teleszkopikus Osszeget
kapunk, igy ezek koziil csak a G, |[wo, ..., w,]| és a —G,|[vy,...,v,], amik éppen
gu(0) =goo-t és —fu(o) = —f oo-t jelentik. A maradék tagok pedig éppen PO(0)
ellentettjét adjak meg:
Pa(a) = Z(—l)z(—l)jGUHUo, c. ,’UAj, ey Ui, Wiy e ,wn]—l—
j<i

—|—Z JG HU(),...,’Uz‘,wi,,...,’lﬁj,...,wn]

7>t
amivel belattuk ezt az egyenloséget.

Egy a € C,,(X) ciklusra ezt alkalmazva lathatjuk, hogy gx(a) — f4(a) = 0P(a) +
Po(a)) = OP(«), mivel 0o = 0, igy fu(a) és gu(a) csak valamilyen C),41(Y)-beli
lanc hataraval térnek el egymastol, tehat a H,(Y') homolégiacsoportban ugyanazt

az elemet reprezentaljak, amivel belattuk az allitast. n

2.3.5. Kovetkezmény. Az f : X — Y homotopikus ekvivalencia dltal indukalt
fo: Ho(X) — H,(Y) leképezés izomorfizmus.

Bizonyitds. Mivel f homotopikus ekvivalencia, ezért 1étezik egy olyan g : ¥ — X
folytonos leképezés, melyre g o f homotép X identitasleképezésével, f o g pedig Y
identitasaval. Mivel az identitasleképezés a homoldgiakon is az identitast indukalja,

igy a kovetkezd kompoziciok az el6zé tétel miatt izomorfizmusok:

f#

Ho(X) =2 H,(Y) -2 H,(X)

Ho(Y) 25 H (X)) 5 1y (V)
Az els6 miatt fy injektiv, a masodik miatt pedig fy sziirjektiv, tehdt fy izomorfiz-

mus. ]
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2.4. Kivagas

A kovetkezdkben bevezetjiik a relativ homoldgiacsoport fogalmat. Ez segitségiinkre
lesz abban, hogy kapcsolatot teremtsiink egy tér kiillonboz6 indexii homologiacso-

portjai kozott.

2.4.1. Definicié. Vegyink eqy X teret és az 6 A alterét. Legyen C,(X,A) =
Cn(X)/Ch(A). Az igy kapott relativ lanccsoportok a 0 : Cp(X) — Ch_1(X) ha-
tarleképezés dltal indukdlt O : Cp,(X, A) — C,—1(X, A) relativ hatdrleképezéssel rela-

tiv lanckomplezust alkotnak. Ez valoban lanckomplexus lesz, mivel a hatdrleképezés
Cn(A)-t Cpi1(A)-ba viszi.

2.4.2. Definicié. Az indukdlt hatdrleképezésre nézve 0% = 0 tovdbbra is fenndll, igy
a kévetkezd definiciok értelmesek:
o A fenti relativ ldnckomplexusbdl kapott H,(X, A) = Kerd,,/ Im 0,1 csoportot

az (X, A) par relativ homoldgiacsoportjanak nevezziik.

o A H,(X,A) elemeit a relativ ciklusok reprezentdaljak: o € C,(X) pontosan
akkor relativ ciklus, ha Oa € C,_1(A).

o Az « relativ ciklus pontosan akkor trividlis a H, (X, A) csoportban, ha relativ
hatdr, azaz o = Of + y alakban irhatd, ahol 5 € Cpir(X) és vy € C,(A).

2.4.3. Tétel. Legyen X eqy topologikus tér, A pedig egy altere, i, : H,(A) — H,(X)
és ju: Hy(X) — Hp(X, A) a ldncokon vett i természetes bedgyazds és j faktorleké-
pezés dltal indukdlt leképezések. Ekkor létezik eqy olyan O homomorfizmus, amivel az

aldbbi homologiacsoportokbol dllo sorozat egzakt:

D Hy(A) — Hy(X) —2 Hy (X, A) —2 H,_((A) —2 ..

C—— Ho(X,4) —— 0
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Bizonyitas. Eloszor definidljuk 0-t, majd belatjuk, hogy ezzel a leképezéssel a sorozat

valéban egzakt. Tekintsiik a kovetkezé kommutativ diagramot:

0 0 0

e Oy (A) — 2 (A — 2 Oy (A) ——— -

D Ot (X) — 2 Cu(X) — 2 Cpy(X) —— -+
J J J

D Ot (X, A) —2 CL(X,A) —2 Oy (X A) —— -

0 0 0

Ez definicié szerint valéban kommutativ, az oszlopai pedig révid egzakt sorozatok,

mivel j éppen C,(A) elemeit viszi a 0-ba.

0 definialasahoz vegytink egy tetszéleges, ¢ € C, (X, A)-beli ciklust. A j: C,(X) —
Ch(X, A) faktorleképezésnél ez valamely b € C,,(X)-beli elem képe, igy ¢ = j(b).
0b € C,_1(X) benne van j magjaban, mivel j(0b) = 0j(b) = dc = 0, ¢ pedig
ciklus. Az oszlop egzakt sorozat tulajdonsigdbdl adédéan 9b = i(a) valamely a €
Ch—1(A)-beli elem képe. i(0a) = Ji(a) = 00b = 0, igy i injektivitdsa miatt da =
0, tehat a ciklus. Definidljuk a 0 : H,(X,A) — H,_1(A) leképezést tgy, hogy a
[c] ekvivalenciaosztalyhoz az [a] ekvivalenciaosztalyt rendelje. Ekkor 0 jéldefinialt,

mivel:

« ¢ injektivitasa miatt a egyértelmiien meghatérozott egy adott b-re.

o Legyen b, € C,_1(X) olyan elemek, melyeket j egyarant c-be visz. Ekkor
b' — b € Ker j, tehat 1étezik egy olyan a’ € C,,(A)-beli elem, amelyre b’ — b =
i(a'). Igy b = b+i(a'), tehat b'-hoz az a+ da’ elemet kapjuk a fenti eljardsban,
mivel 00’ = 9b + di(a’) = i(a) +i(0a") = i(a+ da’). Viszont az [a] és [a + 0d']

ekvivalenciaosztalyok megegyeznek, mivel da’ hatar a C,,_1(A) ldnccsoportban.

o Vegylunk egy maésik reprezentalé elemet a [c] ekvivalenciaosztalybdl. Ekkor
ez eléall ¢ + 0c alakban, ahol ¢ € C,;1(X,A). Ekkor ¢ = j(0') valamely
b € Cpi1(X)-beli elem képe. Ebbél lathatjuk, hogy ¢ + 9¢ = ¢+ 9j(b') =
J(b) + j(0b') = j(b+ OV'). Ekkor viszont a fenti eljarassal ugyanazt az a-t
kapjuk ¢ 4+ 0c’-hoz, mint c-hez, mivel 9(b+ 9V') = 9b + 00" = Ob.
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A0 : Hy,(X,A) — H, 1(A) leképezés homomorfizmus, mivel ha J[c;] = a; és
O[ca] = [az], by és by pedig a c1-hez és co-hoz megfelels C,,(X)-beli elemek a fenti
eljarasban, akkor ¢; 4+ co = j(by) + j(ba) = j(by + b2) és i(a1 + as) = i(ay) + i(az) =
Oby + Oby = O(by + by), igy O([c1] + [ca]) = [a1] + [as].

Igy még azt kell beldtnunk, hogy a fenti sorozat valéban egzakt. Ez kovetkezik az
alabbi hat allitds bizonyitasabol:

e Imi, C Kerj,: Mivel j a C,(X) C,(A)-beli elemeit a 0-ba viszi, igy ji = 0,
tehat az indukalt leképezés j,i, = 0.

o Kerj, C Imi,: Legyen b € C,,(X) ciklus, amely egy homolégiaosztélyt repre-
zental Ker j,-ben, tehat j(b) hatér. Igy j(b) = 0¢ valamilyen ¢’ € C, 1 (X, A)-
ra. j szirjektivitdsa miatt ¢ = j(b') valamely ¥ € C,.1(X) elemre. Ekkor
jb—=0V) = j(b) — 0j(b') = O — O = 0, tehdt b — O el6all mint valami-
lyen a € C,(A) elem i szerinti képe. Ezen a-ra i(da) = di(a) = (b — ') =
b — A0 = 0, tehét a ciklus 4 injektivitasa miatt. Igy i.[a] = [b — O] = [b],
amivel belattuk, hogy Im1, = Ker j,.

e Imj, C Kerd: Legyen [c] € Im j,. Ekkor J definicidjaban a c-hez tartoz6 b-re
Ob = 0, mivel azon b-k, amelyekre j(b) = ¢, valéjdban ciklusok. Igy 7,0 = 0.

e Kerd C Imj,: Ha ¢ egy Ker0-beli homolégiaosztalyt reprezental, akkor az
a € C,_1(A) reprezentél6 elem, amelyre [a] = 0[c], hatar, igy el6all a = dd’
alakban valamely ' € C,,(A)-ra. Ekkor egy c-hez megfelel6 b-vel 9(b—i(a’)) =
0b—i(0a’) = db—i(a) = 0, igy b—i(a’) ciklus. Ekkor j(b—i(a’)) = j(b)—ji(a') =
j(b) = ¢ miatt j,.[b —i(a’)] = [c]. Ezzel belattuk, hogy Im j, = Ker 0.

e Im0 C Keri,: i.0[c] = i.]a] = [i(a)] = [0b] = 0, mivel b € C,,_1(X) hatéar.
fgy i,0 = 0.

o Keri, CImd: Haa € C,_1(A) egy Keri,-beli ciklus, akkor i(a) = 0b valamely
b € Cn(X)-re. Ekkor j(b) ciklus, mivel 0j(b) = j(0b) = ji(a) = 0, tehat
d[j(b)] = [a]. Igy Im 0 = Keri,.

Ezzel belattuk a tételt. O

2.4.4. Kévetkezmény. Ha o € X egy pont az X térben, akkor H,(X, xo) ~ H,(X)

minden n-re.
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Bizonyitds. A fenti tételt az (X, xy) parra alkalmazva kapjuk, hogy a
H,(z0) —— Ho(X) —2— H,(X,20) —2— H, ()
sorozat egzakt. n > 1 esetén H,(x¢) ~ H,_1(z9) = 0, igy az
0 —— Hy(X) —2 Hy(X,29) — 0

egzakt sorozatot kapjuk, amibdl lathatjuk, hogy j,. izomorfizmus. Ha n = 1, akkor

a kovetkezo egzakt sorozatot kapjuk:
Hi(zo) —— Hy(X) —2 Hy(X,20) —2— Ho(zo) —=— Ho(X)

Ebb8l Hy(xg) = 0, Ho(zo) ~ Z és Ho(X) ~ ZF, ahol k az X utosszefiiggdségi
komponenseinek szdma. Ugyanakkor i, : Ho(zg) — Ho(X) injektiv, mivel Hy(zo)
kiilonbozé elemei Ho(X)-ben is kiilonbozé ekvivalenciaosztalyokat adnak meg. Igy
viszont 0 : Hy(X,x9) — Ho(zo) képe csak a 0, amibdl kapjuk, hogy a kovetkezd

sorozat egzakt:
0 —— Hy(X) 2 Hy(X,20) —— 0
Igy j, itt is izomorfizmus. A n = O-ra pedig:

Holzo) —=— Ho(X) —2— Ho(X,29) — 0

Ahogy az el6bb lattuk, Ho(zo) ~ Z és i : Ho(xg) — Ho(X) injektiv, igy kiegészit-

hetjiik ezt az alabbi rovid egzakt sorozatta:

0 Z —" s Ho(X) —2 Hy(X,20) —— 0

Mivel Ho(X) egy X tutosszefligg6ségi komponensei altal generalt szabad Abel-
csoport, Ho(X,xo) pedig ennek az xy komponense dltal generélt szabad csoporttal
vett faktora, igy ez nem mas, mint az X zy-t nem tartalmazé komponensei altal gene-
ralt szabad Abel csoport. Igy 1étezik egy természetes g : Hy(X, z9) — Hy(X) bedgya-
zés, amelyre j, o g megegyezik a Hy(X, zg) identitasaval, igy a rovid egzakt sorozat
hasad és Hy(X) ~ Z @ Hy(X, zo). Igy mindharom esetben H,(X,z¢) ~ H,(X). O
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Ennek a fejezetnek a f6 eredménye a kivagasi tétel lesz, ehhez azonban sziikségiink

van néhany 1j fogalomra és egy technikai lemmara.

2.4.5. Definicié. Egy X topologikus térre legyen U = {U,} alterek egy olyan csa-
lddja, amelyek belseje X eqy nyilt fedését adja. Ekkor legyen CY¥(X) a C,(X) olyan
részcsoporja, melynek generdtorai pontosan azok a szingularis n szimplexek, amelyek
tartalmazva vannak U valamelyik eleme dltal. Mivel a 0 : C,(X) — Cp_1(X) ha-
tdrleképezés CH(X)-et CY | (X)-be viszi, igy ezen CY(X) csoportok lanckomplezust
alkotnak. Az ebbél a lanckomplezusbdl szarmazé homoldgiacsoportokat HY (X )-szel

fogjuk jeldlni.

2.4.6. Definicié. Ha adott két linckomplexusunk, {C}} és {C%} a O hatdrleképe-
zéssel, illetve az f,g : {C}} — {C?} ldncleképezések, akkor a h = U{h, : C} —
C2 .} leképezések halmazdt linchomotdpidnak nevezzik f és g kozott, amennyiben
f—g = 0h+h0. Ha létezik ilyen h leképezéshalmaz, akkor az f és g ldncleképezéseket
lanchomotopnak mondjuk.

1 9 1 9 1 9
’ CnJrl Cn Cnfl e

o A o L

2 0 2 2 0
S On—l—l Cn On—l —

2.4.7. Megjegyzés. Ldthato, hogy a 2.3.4. Tétel bizonyitasiban a P prizmaleképe-

2€s éppen eqy ldnchomotdpidt adott meg az fu és gy lancleképezések kozott.

2.4.8. Definicié. Az f: {C!} — {C?} lincleképezés lanchomotopikus ekvivalencia,
ha létezik olyan g : {C?} — {C'} ldncleképezés, amelyre az go f és fog leképezések

ldanchomotdpok a {C}} és {C?} lanckomplezusok identitdsaival.

2.4.9. Megjegyzés. Ha az f : {Cl} — {C?} és g : {C%*} — {C}} leképezések egy
ldnchomotopikus ekvivalencidt adnak meg a két lanckomplexus kézott, akkor az f és
g homomorfizmusokat indukdlnak a lanckomplexusbol szarmazo homoldgiacsoportok

kézott és ezek a 2.3.5. Kovetkezmény bizonyitasa szerint izomorfizmusok lesznek.

2.4.10. Lemma. Az 1 : CY(X) — C,(X) természetes bedgyazds ldnchomotopikus

ekvivalencia.

Ennek a lemmaéanak az igazolasa meglehetdsen technikai és tilmutat ezen a dolgoza-
ton. A bizonyitas megtalalhaté az Algebraic Topology cimii konyvben [3, Proposition
2.21.].



KIvAGAS 18

2.4.11. Tétel. (Kivigasi tétel) Ha az A és B olyan alterei X -nek, hogy int A U
int B =X, akkor a (B,AN B) — (X, A) bedgyazis minden n-re izomorfizmusokat
indukdl a H,(B,ANB) — H,(X,A) relativ homoldgiacsoportokon.

Bizonyitds. Legyen U = {A, B}. Azt fogjuk belatni, hogy az i : C4(X)/C,(A) —
Co(X)/C(A) bedgyazds és a j : Cn(B)/Cr(AN B) — CY4(X)/C,(A) természetes
beagyazas altal indukalt leképezések izomorfizmusokat indukalnak a homolégiacso-

portokon.

A 2.4.10. Lemma idézett bizonyitdsdéban megkapjuk, hogy az ¢ : C%(X) — C,(X)
bedgyazashoz létezik egy p : Co(X) — CY(X) ldncleképezés, illetve egy D :
Cr(X) — Chi1(X) lanchomotopia, amelyekre teljesiil, hogy 0D + DO = 1 — ip
és p. = 1, sOt ezen leképezések az A-beli lancokat A-beli lancokba viszik. Emi-
att a leképezéseken vett egyenléségek akkor is igazak maradnak, ha a C,(A)-val
vett faktorcsoportokon tekintjikk &ket. Igy kapjuk, hogy a fenti ¢ bedgyazés, a
p &ltal indukalt r : C,(X)/C,(A) — CY(X) ldncleképezés és a D 4altal indu-
kalt h : Cp(X)/Ch(A) — Chi1(X)/Crir1(A) lanchomotépia ugyanigy teljesitik a
Oh + ho =1 —ir és ri = 1 egyenlOségeket.

Ezek a leképezések lathatoak az aldbbi diagramon:

Cria(B )/Cn+1(A np) —— C"(B)/Cn(A nB) —— Cn_l(B)/Cnfl(A nB)
CTLL{H(X)/CRH A 0 C’f;’(X)/Cn(A) 0 cY (X)/On_1 (A)
ConX), s GlX) 0 GaX),

Azt kell belatnunk, hogy a j és ¢ altal a homoldgiacsoportokon indukalt j, :
H,(B,AN B) — HY(X,A) és i, : H4(X,A) — H,(X, A) homomorfizmusok izo-

morfizmusok.

El8szor is vegyiik észre, hogy C,,(B)/C,(ANB) és CY(X)/C,(A) egyarant azon X-
beli szingularis n-szimplexek altal generdlt szabad csoport, amelyeket B tartalmaz,

de A nem. Igy mér a j leképezés is izomorfizmus, tehét nyilvanvaléan j, is.
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Az i, leképezés nyilvanvaléan injektiv, hiszen bedgyazas. Megmutatjuk, hogy sziir-
jektiv is. Legyen a € C,,(X)/C,,(A) ciklus. Ekkor 0h(a) + hd(a) = a —ir(«). Mivel
« ciklus, igy ho(a) = 0, tehdt a — ir(a) = 0h(a), tehat a és ir(a) csak valamilyen
hatarral térnek el egymastol, igy ugyanazt az elemet reprezentaljak a homoldgia-
csoportban. [ir(a)] = [a] viszont nyilvanvaléan benne van i, képterében, tehat i,

szirjektiv is.

[gy megkaptuk, hogy H, (B, ANB) ~ HY(X,A) ~ H,(X, A), és az i,j, kompozicié
éppen a (B, AN B) < (X, A) bedgyazas altal indukélt, tehat belattuk a tételt. [

2.4.12. Allitas. Ha az f,g: (X, A) — (Y, B) folytonos leképezések (X, A) — (Y, B)
folytonos leképezéseken keresztil homotopok, akkor ugyanazt a homomorfizmust in-
dukdljik a terek relativ homoldgiacsoportjain: f. = g« : H, (X, A) — H,(Y, B).

Bizonyitds. Tekintsiik a 2.3.4. Tétel bizonyitasat. Az itt definidlt prizmaleképezés
Cn(A)-t C,11(B)-be képezi, mivel kikotottik, hogy a homotépia (X, A) — (Y, B)
folytonos leképezéseken keresztill megy. Igy kapunk egy, a faktorcsoportokon értel-
mezett P : C,(X, A) = C,11(Y, B) relativ prizmaleképezést, amelyre a 9P + PO =
g4 — [4 egyenl6ség ugyanugy igaz marad. gy f# és gy a relativ lanccsoportokon
lanchomotoépok, tehat ugyanazt a homomorfizmust indukajak a relativ homoldgia-

csoportokon. O

A parokra vonatkozo hosszi egzakt sorozatot altalanosithatjuk térharmasokra is az

alabbi modon.

2.4.13. Allitas. Legyen (X, A, B) topologikus terek egy hdrmasa, ahol BC A C X.

Ekkor a kovetkezd sorozat egzakt:
-— H,(A,B) - H,(X,B) - H,(X,A) - H,_1(A,B) = ---

Mivel a 0 — C,,(A, B) — C,(X, B) = C,,(X, A) — 0 sorozat az eredeti esethez ha-
sonldan révid egzakt sorozatot alkot, igy az ott elmondott bizonyitas itt is mikodni

fog.

2.4.14. Definicié. Ha X topologikus tér, A pedig eqy memdres, zdrt altere, amely
deformdcics retraktuma valamely X -beli kérnyezetének, akkor az (X, A) pdrt jo par-

nak nevezzik.
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2.4.15. Allitas. Ha (X, A) jo pdr, akkor a q : (X, A) — (X/A, AJA) faktorleképezés
aq.: Hy(X, A) = H,(X/A, AJA) izomorfizmusokat indukdlja minden n-re.

Bizonyitds. Legyen V az A azon kérnyezete X-ben, amelynek deformaciés retrak-

tuma. Ekkor kapjuk a kévetkezo kommutativ diagramot:

Hy(X,A) ———— Hy (X, V) ¢« Hy(X — AV — A)

Jq* lq* Jq*

Hy(X/A, AJA) —— H (X/A,V/A) «—— Hy(X/A— AJAV/A — AJA)

Itt a vizszintes leképezések a természetes bedgyazasok altal indukalt homomorfiz-

musok.

Mivel A deformécios retraktuma V-nek, igy a retrakcié megad egy homotopikus
ekvivalencidt a (V, A) és (A, A) parok kozott. Igy H,(V, A) ~ H, (A, A) ~ 0 minden
n-re. Ekkor viszont az (X,V,A) harmas hosszi egzakt sorozatat felirva kapjuk,
hogy a 0 — H,(X,A) — H,(X,V) — 0 sorozat egzakt, tehat a bal fels6 vizszintes

leképezés izomorfizmus.

Az r:V — A retrakcié egy 7’ : V/A — A/A retrakciét indukal, igy az el6z6 esethez

hasonldéan a bal alsé homomorfizmus is izomorfizmus.

Az X =V UX — A felbontdsra alkalmazva a kivagasi tételt kapjuk, hogy a jobb
felsé leképezés is izomorfizmus. Ha pedig az X/A = V/AU X/A — A/A felbontésra

alkalmazzuk, akkor latszik, hogy a jobb alsé is izomorfizmus.

g-t az A komplemeterére megszoritva egy (X —A) — (X/A—A/A) homeomorfizmust
kapunk. Mivel a jobb oldali fiiggéleges homomorfizmus csak X — A-beli szingularis
n-szimplexeken van értelmezve, igy ez valdjaban izomorfizmus. Ekkor viszont a di-
agram kommutativitasabol kovetkezik, hogy a kozépso, illetve a bal oldali fiiggdleges

leképezések is izomorfizmusok, amivel belattuk az allitast. O
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2.4.16. Tétel. Ha (X, A) jo pdr, akkor egy megfeleld O leképezéssel a

D Hoy(A) — Ho(X) =2 Hy(X/A) —2 H, o (A) —2 -

- —— Hy(X/A) —— 0

sorozat egzakt, ahol i az A — X bedgyazads, j: X — X/A pedig a faktorleképezés.

Bizonyitds. Az el6z6 tételbél lathatjuk, hogy H, (X, A) ~ H,(X/A, A/A). Mésrészt
a 2.2.4. Kovetkezmény miatt H,(X/A, A/A) ~ H(X/A). Igy a 2.4.3. Tételben a
H,(X, A) csoportokat kicserélhetjitk H(X/A)-re, majd némi diszkussziéval a tobbi

homolégiacsoportot is cserélhetjiik a redukélt homologiacsoportokra:

H{(X) —— H{(X,A) —— Hp(A) —— Ho(X) —— Ho(X,A) —— 0

R

ijl(X) — ﬁl(X,A) — I:IO(A) — ~O(X) — I:IO(X/A) — 0

A Hy(X/A) csoporttdl balra minden csoportot egy izomorfra cseréltiink, igy eddig
biztosan teljesiil az egzakt tulajdonsidg. Mivel Hy(X) — Hy(X, A) és igy Hi(X) —
Hi(X, A) is sziirjektiv, igy a Hy(X, A)-bél indulé viszintes leképezés a konstans 0,
tehat a H, (X, A)-bdl indulé is ez lesz, igy a sorozat itt is egzakt. Hy(A) — Ho(X)

nyilvanvaléan injektiv, tehat az egzaktsag itt is teljestl.

Ezutén a Hy(X) — Ho(X/A) leképezés éppen Hy(A) elemeit viszi a 0-ba, igy itt is
megvan az egzaktsig. Végil Hy(X) — Ho(X/A) sziirjektiv, ezzel pedig belattuk az
allitast. O]

2.4.17. Kovetkezmény. A H;(S™) redukdlt homoldgiacsoport i = n esetén Z-vel
izomorf, eqyébként 0.

Bizonyitds. n > 0 esetén vegyilk az (X, A) = (D", S™ ') part. gy X/A = S™.
f[l(D”) ~ 0 minden i-re, mivel D™ pontrahizhaté. Igy a sorozat egzaktsiga miatt
a H;(S™) N H;_1(S™ 1) leképezés izomorfizmus. A 2.2.6. Kovetkezmény és 2.2.8.
Megjegyzés miatt i > 0-ra H;(S™) ~ 0, kiillonben Z, amibél indukciéval kovetkezik

az allitas. OJ
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2.5. A szimplicialis és szingularis homolégia ekvi-

valenciaja

Ahhoz, hogy konnyen szamolhassuk A-komplexus struktirdja terek homologiacso-
portjait, be kell latnunk, hogy a szimplicialis homologiacsoportjaik megegyeznek a
szingularis homolégiacsoportjaikkal. Ezzel egyiitt azt is megkapjuk, hogy két kii-
l6nb6z6 A-komplexus struktira ugyanazon X téren ugyanazokat a szimplicidlis ho-
mologiacsoportokat fogja megadni. Ehhez sziikségiink lesz még néhany allitasra a
kivagasi tétel kovetkezményeként:

Z hai=n

2.5.1. Allitas. H;(D",0D") ~
0 kiilonben

Bizonyitas. A redukalt homologiacsoportokra vonatkozd hosszi egzakt sorozatot
felirva a (D", dD") parra kapjuk, hogy a H;(D"/dD") RN H;_1(S™ 1) leképezések
izomorfizmusok, mivel H;(D") ~ 0 minden i-re. Igy i > 0 esetén H;(D", 0D") ~
Hy(D, /0D" dD"/dD"™) ~ H;(D"/0D") ~ H;_1(S"1). Igy a 2.4.17. Kovetkezmény

miatt teljesiil az allitas. ]

2.5.2. Allitas. H,(A",0A") ~ Z és ezt az i, : A" — A" identitdsleképezésbil

szarmazo szinguldris n-szimplex generdlja.

Bizonyitds. Mivel a (A™, OA™) par homeomorf a (D", 0D"™) parral, igy az allitas els6

fele nyilvanvalbéan igaz.

Az allitds masodik felét teljes indukcioval bizonyitjuk. n = 0-ra A"-nek egyetlen

pontja van, az erre képzodo egyetlen szingularis O-szimplex nyilvan generatora a

Hy(A°, 0A%) = Hy(AY) csoportnak.

Az indukciés 1épésben az allitast n-re fogjuk bizonyitani, feltélve, hogy az allitas
n — l-re mér igaz. Legyen A C A™ a A" valamely n lapjanak unidja (tehat egy
lap belsejét kihagyjuk 0A™-bél). Ekkor A deformdciés retraktuma A™-nek, igy a
(A", A) par homotopikusan ekvivalens (A, A) parral, igy H;(A",A) ~ H;(A,A) ~ 0.
Igy a (A™ OA™, A) harmasra felirva a hosszii egzakt sorozatot, azt kapjuk, hogy
H, (A" 0A™) 2 H,_1(0A™, A) izomorfizmus.
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Masrészt tekintsitk az i : A" — OA™ bedgyazdst A"-nek arra a lapjara, amelyet
nem tartalmaz A. Ez n = 1 esetén egy izomorifizmust indukal a Cy(A° 0A%) —
Co(OA, A) ldncsoportokon és {gy a Ho(A" 0AY) — Hy(0A', A) homoldgiacsopor-
tokon is. n > 1 esetén pedig ¢ egy homeomorfizmust indukdl A"~ /A" és OA™ /A
kozott. Tehdt izomorfizmust is a H, (A" A" 1Y) — H, (A" A) homolégia-

csoportokon. Osszefoglalva a kovetkezd diagramot kapjuk minden n > 0-ra:
H,(A", 0A™) —=— H, 1(0A™,\) «—— H, (A" 1 0A™ 1)

Ezek az izomorfizmusok a bal oldali csoportban 1év6 i, relativ ciklust a 0i,, ciklusba

viszi, ez pedig +i,_1-gyel egyenlé C,,_1(0A™, A)-ban. O]

2.5.3. Allitas. Ha az X tér elédll az Vo X, terek csokraként és a ragasztast az o €
X, bazispontokndl hajtjuk végre, amelyekre (Xo,xq) jo pdrok, akkor az i, : X, —
VaoXq bedgyazisok eqy Balax : @f[n(Xa) — F[n(\/aXa) izomorfizmust indukdlnak.

Bizonyitds. VoXa = (Us Xa)/(Us o), 18y Hy(VaXa) = Hy((Uy Xa)/ (U 2a)). Ez
a kivagasi tétel miatt izomorf H, (|, Xa, L, Ta)-val. Ez a 2.2.4. Allitds miatt elé4ll
a BoH,(Xy, xo) direktosszegként. Végiil a 2.4.4 Kovetkezmény miatt ez megegyezik

®oH, (X, )-val, amivel belattuk az allitast. O

Illetve a bizonyitasban még fel fogjuk hasznalni a kovetkezo két lemmat. Ezek koziil

az egyik tiszan algebrai, a masik pedig egy topologiai allitas.

2.5.4. Lemma. (Ot-lemma) Tekintsiik az aldbbi Abel-csoportok kizti kommutativ

diagramot, amelyben a sorok egzakt sorozatokat alkotnak:

Ekkor:

(i) ha B és & szirjektiv, e pedig injektiv, akkor ~ is szirjektiv.
(1i) ha B és & injektiv, o pedig szirjektiv, akkor v is injektiv.

(1ii) ha o, B, 6 és e izomorfizmus, akkor ~y is izomorfizmus.



A SZIMPLICIALIS ES SZINGULARIS HOMOLOGIA EKVIVALENCIAJA 24

Bizonyitds. (i) Legyen ¢ € C' tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy ekkor C-nek létezik
olyan eleme, amely v szerinti képe ¢’. Legyen d' = k'(¢). § sziirjektiv, igy létezik d €
D, amelyre §(d) = d'. Ezen d-re €(I(d)) = I'(6(d)) = 0, mivel a diagram kommutativ
ésl'(6(d)) =U'(d") =U'(K'(c)) = 0 a sorozat egzaktsidga miatt. Ekkor viszont [(d) = 0,
mivel ¢ injektiv. Igy d € Kerl, tehat létezik ¢ € C, amelyre d = k(c). A diagram
kommutativitdsa miatt &'(vy(c)) = 0(k(c)) = d’, amibdl k' (v(c) — ¢') = 0. Az als6
sorozat egzaktsagat kihaszndlva létezik b € B, amire j'(0') = ~(c) — ¢/. Mivel g
sziirjektiv, igy 1étezik b € B, amelyre 5(b) = b'. Ekkor ~(j(b)) = j'(5(b)) = v(c) —¢.
Ebbdl viszont lathatd, hogy ¢ = v(c — j (b)), amivel belattuk az allitast.

(ii) Tegyiik fel, hogy ¢ € C-re v(c) = 0. Ekkor legyen d = k(c). §(d) = d(k(c)) =
K (y(c)) = 0. Igy & injektivitdsa miatt d = 0. Ekkor mivel a fels§ sor egzakt sorozat,
igy létezik olyan b € B, amire j(b) = c. Legyen b = p(b). 7/(t') = 7 (B(b)) =
~v(5(b)) = 0 a diagram kommutativitdsa miatt, tehdt az als6 sorozat egzaktsdga
miatt 1étezik o' € A’. amire i'(a’) = V. « szirjektiv, igy ekkor létezik a € A,
amelyre a(a) = d'. f(i(a)) = i'(a(a)) = V', tehat i(a) = b, mivel § injektiv. Ekkor
c=j(b) = j(i(a)) = 0, mivel a fels6 sorozat egzakt. Igy ~ szitkségképpen injektiv.

(iii) Ha «, 3, 0 és € izomorfizmusok, akkor, (7) és (ii) feltételei is teljestilnek, igy

sziirjektiv és injektiv, tehat izomorfizmus. m

2.5.5. Lemma. Ha X egy (akdr végtelen dimenzios) A-komplezus, akkor minden

X -beli kompakt halmaz legfeljebb véges sok nyilt szimplexét metszi X -nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C' egy X-beli kompakt halmaz és végtelen sok nyilt
szimplexét metszi X-nek. Ekkor létezik egy olyan C-beli végtelen z; pontsorozat,
hogy mindegyik z; kiilonboz6 nyilt szimplexben van. Igy az U; = X — Uj-;x; halma-
zok nyiltak, mivel karakterisztikus leképezések szerinti 0seik nyiltak, tehat megadtuk

C-nek egy nyilt fedését, aminek nincs véges részfedése, ez pedig ellentmondas. [

A kovetkez6 fogalmat is hasznalni fogjuk:

2.5.6. Definicio. Az X A-komplexus k-vdza az a A-komplexus, amely éppen X

legfeljebb k dimenzids szimplexeit tartalmazza. Ezt X*-val jeloljiik.
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Végiil pedig kovetkezhet a fejezet {6 tétele:

2.5.7. Tétel. Legyen X egy topologikus tér eqy A-komplexus struktirdval elldtva, A
pedig ennek eqy részkomplerusa. Ez a struktira minden n-re megad eqy természetes
homomorfizmust a H>(X, A) — H,(X, A) szimplicidlis és szinguldris homoldgiacso-

portokon. Ez a homomorfizmus valdjaban izomorfizmus.

Bizonyitds. El6szor azt az esetet bizonyitjuk, amikor A iires (azaz az abszolut ho-
molégiacsoportokra bizonyitunk), X pedig véges dimenziés. X*-ra bizonyitunk k-ra

vonatkozo teljes indukcioval.

A teljes indukci6 elétt még érdemes kiilon megvizsgalnunk a HE(X*) — Hy(XF)
leképezéseket, mert ezekre nem fog miikodni az indukci6. Ezek minden esetben sza-
bad Abel-csoportok, melyeknek generatorelemei egy-egy pont (szimplicidlis esetben
egy-egy 0-szimplex) X* titosszefiiggdségi komponenseibdl, {gy a kozottitk futd leké-

pezések izomorfizmusok minden k-ra.

k = 0-ra X° pontok diszjunkt unidja, igy a szimplicialis és szinguldris szimplexei
éppen ugyanazok, tehat H5(X0) ~ H,(X°).

k > 0 esetén az (X%, X*~1) parra felirva a homlégiacsoportokra vonatkozé hosszt
egzakt sorozatokat, a kovetkezo egzakt sorozatok kozti kommutativ diagramot kap-

juk:

Hp o (XP XM — HRp(XPY) — Hp(XF) — Hp(XF,XFY) — Hp (X5
1 1 1 1 1
Hppr (XF, X1 Hy(XF1) — Ho(XF) — Ho(X*, X1 — H,_ (X5

El6szor megmutatjuk, hogy az elsé és negyedik fligglleges leképezés izomorfizmus. A
C,(X*, X*~1) szimplicidlis 1anccsoport n # k-ra 0, n = k-ra pedig az X k-szimplexei
4ltal generalt szabad Abel-csoport. Igy H2(X* X% 1)-re ugyanez teljesiil.

Az X k-szimplexeinek karakterisztikus leképezései &ltal megadott ¢

L. (AR /oAF)Y  — (XK X*1)  leképezés egy homeomorfizmust —indukél
(Ua AF)/ (U, 0AF) ¢ XE/XF1 kozott, igy izomorfizmusokat indukdl a szin-
gularis homoldgiacsoportokon. Igy a 2.5.2. és 2.5.3. 4llitdsok miatt n # k esetén
H, (X% X*k1) ~ 0, ha pedig n = k, akkor Hy(X"*, X*7!) egy szabad Abel-csoport,
amely X k-szimplexei altal generdlt. Igy HA(X*, X*1) — H,(X* X*1) valéban

izomorfizmus minden n-re.
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Az indukciés feltétel miatt a méasodik és 6todik leképezés is izomorfizmus, igy az

ot-lemmat alkalmazva a kozépso is.

A kovetkezo esetiink az lesz, amikor X lehet akar végtelen dimenzids is, A viszont
még mindig iires. Elészér megmutatjuk, hogy a H2(X) — H,(X) sziirjektiv. Le-
gyen z egy szingularis n-ciklus, amely egy tetszoleges H,,(X)-beli elem reprezentan-
sa. FEz véges sok szingularis szimplex linearis kombinacidja, melyek képe kompakt,
igy a 2.5.5. Lemma szerint csak véges sok nyilt n-szimplexet metszenek. fgy ezek
a szimplexek valamely k-ra benne vannak X*-ban. Azt mar megmutattuk, hogy
H2(X*) — H,(X*) izomorfizmus, igy z homoldég valamely X* szimplicidlis ciklus-

sal.

Mésrészt megmutatjuk, hogy H2(X) — H,(X) injektiv. Legyen z egy szimplicidlis
n-lanc, amely szingularis hatar X-ben. Annak a lancnak, melynek a hatara z, a képe
szintén kompakt X-ben, {gy benne van X*-ban valamely k-ra. Ekkor z a HS(X*) —
H,(X*) leképezés magjanak egy elemét reprezentdlja. Ugyanakkor tudjuk, hogy ez
a leképezés injektiv, tehat z homoldg egy szimplicialis hatarral X*-ban és igy X-ben

is.
Az altalanos esetben, amikor A # &, akkor az (X, A) péar szimplicidlis és szingularis
hosszu egzakt sorozatabdl a kovetkezo kommutativ diagramot kapjuk:

HP(A) — HR(X) —— HR(X,A) —— H,(A) —— Hp(X)

n

l J l J J

H,(A) —— H,(X) —— H,(X,A) —— H,1(A) — H,_1(X)

Ebben az els6, masodik, negyedik és 6todik fiiggdleges leképezésrdl belattuk, hogy

izomorfizmusok, igy az 6t-lemma miatt a kozépso is az. O]

2.6. Cellahomoloégia

A szimplicilis és szingularis homoldgia ekvivalencidja miatt a A-komplexusok homo-
igazan hatékony szamolasi modszeriink. A cellahomoldgia egy megoldast ad erre a
problémara, mivel segitségével ki fogjuk tudni szamitani a CW-komplexusok homo-

logiacsoportjait.
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2.6.1. Allitas. Eqy CW-komplezus minden kompakt alterét tartalmazza a komplezus

eqy X" vaza valamely n-re.

Bizonyitds. Legyen X CW-komplexus, C' pedig egy kompakt részhalmaza. El6szor
megmutatjuk, hogy C' az X-nek legfeljebb véges sok celldjat metszi. Tegyiik fel,
hogy végtelen sokat metsz, ekkor ki tudunk valasztani mindegyikbdl egy-egy C-beli
pontot. Legyen egy ilyen pontokbdl &ll6 végtelen sorozat S = {1, xs,...}. Beldtjuk,

hogy S-nek minden részhalmaza zart.

Legyen T' C S tetszéleges részhalmaz. Indukciéval belatjuk, hogy minden X" vazra
TNX"zart, igy TNX =T is zart. n = 0-ra a T'N X" egy diszkrét topologiaval
ellatott tér részhalmaza, tehat zart. Ha n — 1-re feltessziik az allitast, akkor minden
el n-cellara igaz, hogy a @, : D! — X" ragasztoleképezés 0sét nézve D! belsejébe
legfeljebb egy pont esik, igy ®-1(T) zart D"-ben, mivel az indukcids feltétel miatt
a T 6sképének OD"-beli része zart. Igy T N X" zért.

Tehét S minden pontjanak van olyan kérnyezete, amely diszjunkt S tobbi pontjatol,
ezek pedig egy olyan nyilt fedését adjak S-nek, melynek nincs véges részfedése.
Ez viszont ellentmondas, mivel S a C' kompakt halmaz zart részhalmaza, tehat

kompaktnak kellene lennie. Ezzel belattuk, hogy C csak véges sok cellat metszhet.

Mivel C' csak véges sok cellat metsz, igy ha n ezek koziil a legnagyobb dimenzi6ju
cella dimenzidja, akkor C' C X™. m

2.6.2. Lemma. Ha X eqy CW-komplexus és X™ az n-viza, akkor

(i) Hy(X", X" 1) k #n esetén 0, ha k = n, akkor pedig eqy szabad Abel-csoport,

melynek baziselemei megfelelnek X n-cellainak.

(i) k > n esetén Hp(X"™) =0, igy ha X végesdimenzids, akkor k > dim X esetén
Hip(X)=0.

(1ii) Az X™ — X bedgyazds dltal indukalt Hi,(X"™) — Hp(X) leképezés izomorfiz-

mus, ha k < n és szirjektiv, ha k = n.

Bizonyitds. Mivel (X™, X"1) j6 par, igy a 2.4.15. Allitds miatt H,(X" X" 1) =
H,(Xm/ X"t Xn=t/xn=1) X7/ X" homeomorf X n-celldinak megfelels n dimen-
zibs gombok csokraval, igy a 2.5.3. Allitds és 2.4.4. Kovetkezmény alapjan (i)-et be
is lattuk.
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(ii) és (iii) bizonyitasdhoz frjuk fel az (X", X"~!) par hosszi egzakt sorozatdnak egy

részletét:
Hk+1<Xn,Xn_1) _ Hk(Xn_l) _ Hk(Xn> E— Hk(Xn,Xn_l)

Az (i) allitds miatt k # n esetén Hy(X", X" 1) = 0, igy a kozéps6 leképezés sziir-
jektiv, pedig ha k # n — 1, akkor Hy,((X™ X" 1) = 0, tehat a kozépsd leképezés

injektiv. Igy kapjuk a kovetkezd sorozatot:
H(X%) — Hp(X') — ... — Hp(XF 1) — Hpy(XF) — Hp(XFH) — .

Itt a Hp(X*)-ra mend leképezés injektiv, a Hy(X¥)-rél indulé sziirjektiv, a tobbi
pedig izomorfizmus. Mivel k > 0 esetén Hy(X") = 0, {gy (ii)-t be is lattuk.

Ha X végesdimenzids, akkor valamilyen n-re X = X", igy (iii) is teljestil. Ha X
végtelen dimenzids, akkor minden X-beli k-ciklus képe kompakt, igy a 2.6.1. Allitdst
alkalmazva benne van valamely m-re X™-ben. Igy (iii) végesdimenzi6s esete alapjan
minden k-ciklus homolég valamely X™-beli k-ciklussal, tehat Hy(X") — Hi(X)
sziirjektiv. Ha pedig egy X™-beli k-ciklus a hatara valamely X-beli lancnak, akkor
ennek a lancnak a képe kompakt, tehat benne van X™-ben megfelelo m < n-re,
igy a végesdimenziés esetbol kovetkezik, hogy a ciklus valamely X™-beli lancot is
hatarolja n > k esetén. Ezzel belattuk az allitast. O]

Az (X™, X" 1) par hosszi egzakt sorozatdban 16v6 j : H,(X") — H, (X", X" 1)
és 0 1 H, (X", X" 1) — H, (X" 1) leképezéseket jeloljiik j,-nel és O,-nel, illet-
ve legyen d, = 0,j,. Ekkor d,,1d, = 0,417n0njn—1 = 0, mivel a hosszti egzakt

sorozatban mér 5,0, = 0. Igy értelmes a kovetkezd definicié.

2.6.3. Definicié. A d, : H,(X", X" 1) — H, (X" ', X""2) hatdrleképezéssel
ellatott CEW(X) = H,(X™ X""1) csoportokbsl dllé lanckomplerust az X CW-
komplezus cellalanckomplexusinak nevezziik. Az ebbdl a ldnckomplerusbol szdrma-

20 homologiacsoportokat a CW-komplexus cellahomologiacsoportjainak nevezzik és
HSW(X)-szel jeldljiik.

2.6.4. Tétel. HSW (X) ~ H,(X).
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Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi kommutativ diagramot:

0
Hyppr (X7, X7 — 20 [ (X7 Hy(X) —— 0
w) .
In
Hn(Xn,Xn_l)
P x
0 Hn,l(Xn_l) Jn-1 anl(Xn_l,Xn_Q)

Ennek a fels§ sora az (X", X™) par hosszi egzakt sorozatdnak részlete, figyelembe
véve, hogy a 2.6.2. Lemma (iii) &llitdsa miatt H,(X"*) ~ H,(X), illetve az (i)
allitas miatt H, (X" X™) = 0.

A fiiggdleges oszlop szintén egy egzakt sorozat, mégpedig az (X™ X" ') par
hossz egzakt sorozatanak egy részlete. A lemmat felhasznalva ismét kapjuk, hogy
H, (X" 1) =0.

Az alsé sor szintén egzakt, mégpedig az (X", X" 2) paré, ahol alkalmazzuk, hogy
Hn_l(Xn72) = 0.

A felsé sorban a kozéps6 leképezés injektiv, igy H,(X) ~ H,(X™)/Im(0,41). Az osz-
lopot nézve j, injektiv, tehdt Im(0,,11)-et izomorfan képzi Im(5,,0,,41) = Im(d,41)-
be, H,(X")-t pedig Im(j,) = Ker(9,)-be. j,_1 injektivitdsa miatt pedig Ker(0,) =
Ker(d,), igy j, indukal egy izomorfizmust a H,,(X™)/Im(0,+1) és Ker(d,,)/ Im(dp41)

faktorcsoportok kozott, amivel belattuk az allitast. O

2.6.5. Példa. Szamitsuk ki a komplex projektiv terek homolégiacsoportjait. Ehhez
eloszor is szikségiink lesz ezeknek eqy CW-struktirdjara. Az n-dimenzios komplex
projektiv teret ugy kapjuk, mint cH\{0} [~ , ahol ~ az ugyanazon origon dtmend

komplex egyenesen lévd pontok kozotti ekvivalenciareldcio.

Ezzel kapunk egy C"T\{0} — CP" leképezést. Ennek képe a (1,0,...,0) normdlvek-
tori hipersikra megszoritva definicié szerint CP"~-gyel homeomorf, a komplemente-
rére megszoritva pedig C"-nel, mivel minden komplementerben lévd komplex egyenes

eqy pontként vetil rd a zy = 1 hipersikra.
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Tehdt CP™ elédll C" és CP™* unidjaként. Igy ha adott CP" 1 CW-struktirdja, ak-
kor ehhez még eqy 2n-dimenzids cellat megfelelden hozzdaragasztva megkapjuk CP™-t
(hiszen C™ homeomorf D** belsejével). CP! homeomorf S*-vel, tehdt megkaphaté eqy
0-dimenzids és eqy 2-dimenzids celldbdl. Igy induktivan adddik, hogy CP™-nek minden

0 < k < n-re van eqy-eqy 2k-dimenzios celldja.

A CP™ terek felszdllo unidjaként megkaphatjuk a CP* teret. Ennek minden pdros

dimenzidban lesz pontosan eqy celldja. Igy a kévetkezd cellaldnckomplezust kapjuk:

2n+1 2n 2n —1 2 1 0

0 Z. 0 oo —Z —0—7Z — 0

Itt a hatdrleképezés mindenhol csak a konstans O lehet, igy a Ho,(CP>®) ~ Z és
Hop, 1 (CP*) ~ 0 minden n > 0-ra.

Ha valamely végesdimenzios CP™ komplex projektiv tér homologiacsoportjaira va-
gyunk kivancsiak, akkor mindossze annyi valtozik, hogy 2n utan mdr csak 0-k van-

nak, igy m > 2n esetén H,,(CP") ~ 0.



3. fejezet

Kohomolégia

3.1. Definicidk

A kohomolégiacsoportokat eloszor egy lanckomplexusra fogjuk definialni. Mivel bar-
mely nemiires topologikus térnek felirhatjuk a lanckomplexusat, igy ezzel definialjuk

a terek kohomoldgiacsoportjait is.

3.1.1. Definicid. Adott egy szabad Abel-csoportokbol dllo C' lanckomplexus O hatdr-
leképezéssel, illetve eqy G Abel-csoport:

R On-l—l 0 Cn 0 Cn—l A
Ekkor

o A C, lancesoportok C!: = Hom(C,, G) dudlisai adjik a ldnckomplexus koldnc-

csoportjait, ezek elemei a koldncok.

o A O hatdrleképezés dudlisa ¢ : C):_; — C kohatdrleképezés, amellyel eqy o €
Cr_ leképezéshez a a0 € C} leképezést rendeljiik.

o Kerd elemeit kociklusoknak, Im d elemeit kohatdroknak hivjuk.

o Az igy kapott 'forditott" ldnckomplexusbol  kapott H™(C,Q) =
Kerd|c: /Im§

portjainak nevezzik.

cx_, csoportot a  koldnckomplezus n-edik kohomoldgiacso-

3.1.2. Megjegyzés. Mivel 00 = 0, igy 66 = 0 (hiszen 06(a) = «@dd), igy
Imdfc-  C Kerd

cx, tehdt a definicio értelmes.
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3.2. Az univerzalis egyiitthato tétel

Mivel a kohomoldgiacsoportok egyfajta dudlisai a homologiacsoportoknak, ezért azt
gondolhatnank, hogy egy adott lanckomplexushoz tartozé H"(C'; G) csoport izomorf
Hom(H,(C), G)-vel. Ez azonban nem lesz igaz.

3.2.1. Példa. Szdmitsuk ki az RP? tér szimplicidlis homoldgia- és kohomoldgiacso-
portjait (G = Z esetén). Ehhez eldszor hozzunk létre eqy A-komplezus struktirdt
RP2-n:

b

v P u
<

P
a 4 Y a
C

>

Uu v
b

Ez ketto 0-szimplexbdl, harom 1-szimplexbdl és két 2-szimplexbdl dll az dbrdan ldthato

jelolésekkel. Ezeket az iranyitisoknak megfeleloen azonositjuk, ekkor lathato, hogy az

e /e s

84 33 82 81 80

0 72 73 z? 0

Mivel 9y = 0 és 0y képe az u — v dltal generdlt szabad csoport, igy Ho(RP?) ~ Z
generdtora pedig az u és v valamelyike. OoP = —a + b+ c és 0oQQ = a — b+ ¢, igy
Im 0y generdtorainak vdlaszthatjuk a — b+ c-t és 2c-t, illetve Ker 0y generdtorainak
vdlaszhatjuk c-t és a — b+ c-t. Ebbél ldthatjuk, hogy H,(RP?) ~ Z,, ¢ generdtorral.
Végiil O, magja csak a 0, igy Ho(RP?) ~ 0, a magasabb dimenzidkban pedig nincsenek

s szimplexek, igy a tobbi homoldgiacsoport mind 0.

Most nézzik a kolanckomplexust:

-0 & Hom(22,2) &2 Hom(Z%,Z) &~ Hom(Z2,2) & 0
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A 6y leképezés azon o € Hom(Z?(u,v),Z) elemeket viszi a nulldba, melyekre
ad = 0. Ehhez az kell, hogy ad; a Z3(a,b,c) generdtorelemein 0 legyen. Mivel
Oia = b =wu—v és 0ic = 0, igy ez pontosan akkor teljesil, ha a(u —v) = 0,
ez pedig akkor igaz, ha a(u) = a(v). Tehdt kapjuk, hogy H°(RP* Z) = Kerd;, =~
{a € Hom(Z*(u,v)), a(u) = a(v)} ~ Z.

Eqgy dimenzioval feljebb hasonloan kell gondolkodnunk, ha Ker do-t szeretnénk ki-
szamolni. O,P = —a + b 4+ ¢ és 0,QQ = a — b 4+ c. Ahhoz, hogy ezekre eqy
a € Hom(Z3(a,b,c),Z) leképezés nulldt adjon, az kell, hogy a(a) = a(b + c) és
a(b) = ala+ ¢) = a(b) + 2a(c), azaz ezzel ekvivalensen a(a) = a(b) és a(c) = 0.
Ugyanakkor Im 61 azon a leképezésekbdl dll, melyekre a(a) = a(b) és a(c) = 0, mivel
oa=u—v=0b és dic=0. Igy H(RP* Z) = 0.

Végiil Ker 63 = Hom(Z*(P,Q),Z), azaz mdr csak Tm dy-t kell meghatdroznunk. Te-
gyiik fel, hogy o € Tm §y. Ekkor valamilyen 8 € Hom(Z3(a,b,c),Z) leképezésre

a(k1P + kQQ) = (k)g - kl)ﬁ(a - b) + (lﬁ + kg)ﬁ(C)

Ebbdl lathatd, hogy a k1 = ke = 1 helyettesités miatt a(P) + a(Q) pdros, ha viszont
ez teljesil, akkor a(P) = x és a(q) = y értékeket vdlasztva f(a — b) = (y — x)/2
és B(c) = (x +y)/2-vel a elédll képként. Igy Im 6o-t generdljdk az o (ki P + koQ) =
ki + ky és ag(k1 P + koQ) = 2ky leképezések, tehdt H*(RP? Z) ~ Z,.

A nagyobb indexii kohomoldgiacsoportok pedig nyilvin mind 0-k. Igy ldthattuk, hogy
a H*(RP? Z) és Hom(Ho(RP?),Z) csoportok nem izomorfak.

Egyelore azt sem tudjuk, hogy a homologiacsoportok és a G csoport meghatarozzak-
e a kohomoldgiacsoportokat, hiszen azt a lanckomplexusbél vezettiik le, kiilonbo6z6
lanckomplexusok viszont adhatnak ugyanolyan kohomolégiacsoportokat. Erre ha-
marosan valaszt ad nekiink az univerzalis egyiitthatd tétel, aminek bizonyitasat

készitjik el6 a tovabbiakban néhany algebrai fogalommal és lemmaéaval.

3.2.2. Allitas. Létezik egy h - H*(C; G) — Hom(H,(C),G) természetes leképezés,

amely szirjektiv.

Bizonyitds. Jeloljik a C), csoportban 1év6 ciklusok részcsoportjat Z,-nel, a hatarokét
B,-nel. A H"(C; ) egy elemét reprezentdlhatjuk egy « : C),, — G homomorfizmus-
sal, amelyre J, (o) = 0, azaz az ad,1 = 0. Ha ezt Z,-re megszoritjuk, akkor az igy

kapott ag = al|z, homomorfizmus indukal egy @g : Z,,/B, — G homomorfizmust,
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ami pedig Hom(H,,(C), G)-ben van. Ez megadja az a — ag hozzarendelést, ami egy
homomorfizmus a H*(C;G) — Hom(H,(C),G) csoportok kézott. Ez a leképezés
joldefinialt, mivel 0,1 = 0 miatt o B,-en konstans 0, ha pedig « a trivialis ek-
vivalenciaosztalyt reprezentdlja H"(C'; G)-ben, akkor valamilyen § € Hom(C,,_1, G)
leképezésre o = 0,,_1() = 50y, tehdt o Z,-en konstans 0 és igy ag = 0.

Belatjuk, hogy a h homomorfizmus sziirjektiv. Tekintsiik a kévetkez6 rovid egzakt

sorozatot:

0 7, c,—-25B,, ——0

Mivel B,,_; szabad Abel-csoport, igy ez a sorozat hasad, tehat 1étezik egy p : C), —
Z, vetités, amit egy ¢q : Z, — G leképezéssel komponalva egy ¢ = ¢op : C), = G
kiterjesztést kapunk.

Hom(H,(C),G) elemeit kiterjeszthetjik Ker d,-beli elemekre, mivel ezek B,-en el-
tin6 homomorfizmusok, tehat a p-vel vald kiterjesztésiik is ilyen lesz. Ezek utan
Ker §,-re alkalmazhatjuk az &t H™(C; G)-be vivo faktorleképezést, amibél a kovet-
kezo diagramot kapjuk:

Hom(H,(C),G) — Kerd,, —— H™(C;G) —"— Hom(H,(C),G)
Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik egy @ : H,(C') — G leképezéssel, ha alkalmazzuk

c sz

©o : Zn — G, majd egy ¢ € Ker §, leképezéssé. Ez reprezentdl egy elemet H"(C; G)-
ben, igy amikor erre alkalmazzuk h-t, akkor valéjaban a ¢y, majd a @y leképezést
kapjuk vissza, amibél kiindultunk. Igy a hdrom leképezés kompoziciéja az identitas,
tehat h sziirjektiv. O]

3.2.3. Definicié. A H Abel-csoport szabad felolddsinak nevezziik a

hosszi egzakt sorozatot, ahol F,, szabad Abel-csoport minden n-re.
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3.2.4. Lemma. Ha F és F' szabad felolddsai a H és H' Abel-csoportoknak, akkor
minden o : H — H' homomorfizmus kiterjeszthetd eqy F — F' lancleképezéssé. Sot,

barmely két lancleképezés, amely o kiterjesztése, lanchomotop.

F f2 £ fi FO fo H 0
bbb
QL By L N R BN 27 0

Bizonyitas. Mivel az F; csoportok szabadok, igy elegend6 az «; leképezéseket F;
generatorelemein definialni. Mivel f] sziirjektiv, igy minden = € Fj generatorelemhez

létezik olyan 2’ € Fjj, amire f)(2') = a(fo(z)). Legyen ap(x) = '

Innentdl a tobbi «a; leképezést induktivan definidljuk. Tegytik fel, hogy a;_1-et mar
definidltuk. Ekkor minden z € F; generatorelemre «a; 1 fi(x) € Ker f;_1, mivel
ficiai 1 fi = ai_ofi—1fi = 0 a diagram kommutativitasa és a sorozatok egzaktsa-
ga miatt. Igy létezik 2/ € F!, amire f!/(z') = oy_1fi(z). Ekkor legyen o4(z) = 2.
(Itt annyi kiegészitést kell tenniink, hogy a1 = «, illetve f_; és f", a konstans 0

leképezések.)

Most belatjuk, hogy barmely két ilyen kiterjesztett lancleképezés lanchomotop. Te-
gyiik fel, hogy {a}} is ilyen kiterjesztett lancleképezés a fent definidlt {«a;} mellett.
Ekkor elegendd belatnunk, hogy a §; = «a; — o) képlettel definialt lancleképezés
lanchomotép a konstans 0 lancleképezéssel, mivel {3;} a 8 : H — H', f = 0 ho-
momorfizmust terjeszti ki. Igy egy olyan {\; : F; — Fi41} ldnchomotépiat kell

konstrualnunk, ami teljesiti a 3; — 0 = f/,; A; + A\i—1 f; tulajdonsagot.

o jo8 f2 £ f1 Fy fo H 0
/ lﬁz A lﬁl A LBO / X lﬁ:o
. / / ' '
Fy— Fl —— By —— H 0

Legyen A_; = 0, ekkor a 5y = f{\o egyenldségnek kell teljesiilnie. Legyen = az Fj
egy generatoreleme. Ekkor f)fy(z) = B fo(x) a diagram kommutativitdsa miatt, igy
Bo(x) € Ker f§ = Im f]. Tehat 1étezik olyan o’ € F|, amire f|(z') = fBo(z). Legyen
Xo(z) = 2.

Ezutéan definidljuk A;-t induktivan. Ha A;_;-et mar meghataroztuk, akkor \;-nek az

A = Bi—Ai_1 fi egyenl6séget kell teljesitenie. Legyen x az F; egy generatoreleme.
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Ekkor f;(z) — A1 fi(x) € Ker f/, mivel
fi(Bi(x) = N ful@)) = fiBi(x) — fidicifi(x) = Bioa filz) — fidima fi(x) =
= (Bi-1 = fixim1) filz)
Itt hasznalhatjuk az indukeios feltételt, tehét

(51‘71 - le)\zfl)fxx) = (fi/)\ifl + Nicafi1 — fz/)\zfl)fz(l') = >\i72fi71fi($) =0

Ker f = Im f ,, igy 1étezik olyan 2’ € Fj _, amire f/ (2') = Bi(x) — A\i—1 fi(x). Ezt

7

az x'-t vélasztva \;(x)-nek fenndll a 8; = fi |\ + A1 fi egyenléség. gy belattuk a

RN

kilonboz6 kiterjesztések lanchomotopiajat is. O

3.2.5. Megjegyzés. FEgy szabad feloldds eqy lanckomplexust ad meg, amelynek a
homoldgiacsoportjai nem tul érdekesek, hiszen Ker f, = Im f,1 miatt mind 0-k.
A kohomoldgiacsoportjaik viszont nem lesznek mindig trividlisak, mivel eqy egzakt

sorozat dudlisa nem feltétlendil egzakt.

3.2.6. Kovetkezmény. Ha I és F' két kiilonbozé szabad feloldisa H-nak, akkor
minden n-re megadhatunk egy kanonikus H"(F; G) ~ H"(F'; G) izomorfizmust.

Bizonyitds. Az eléz6 lemma szerint az « : H — H’' homomorfizmus kiterjeszthe-
t6 a szabad feloldasok kozotti oy, : F,, — F) homomorfizmusokra. A feloldasokat
dualizalva ezek egy o : F* — F, lancleképezést adnak meg a {Hom(F/, G)} és
{Hom(F),,G)} dudlis komplexusok kozott, ez pedig of : H*(F';G) — H"(F,QG)
homomorfizmusokat indukal a ldnckomplexusok kohomoldgiacsoportjai kozott. (Az
indexelés konnyitésének érdekében a H csoportnal 1étrejovo kohomoldgiacsoportot

—1-es indexszel fogjuk jeldlni.)

Az el6z6 lemméban lathattuk, hogy ha o/, egy masik kiterjesztés, akkor a két kiter-

jesztés lanchomotép egymassal, azaz létezik olyan A, : F,, — F), ., amire a,, — o), =

/

1A+ A1 fr. Bzt dualizalva kapjuk, hogy o —anr = X fr' 4 fx\r . Ezt az azo-
nossagot egy ¢ € F*-beli kociklusra alkalmazva lathatjuk, hogy A% f* (¢) = 0, mi-
vel p € Ker f . Masrészt fi\y_ (@) € Im 7, tehdt o (p) és ol () csak valamilyen
kohatérban térnek el egymadstdl, igy o és a/* ugyanazon o : H*(F'; G) — H"(F, G)
homomorfizmust indukaljak. Ezzel azt lattuk be, hogy a homomorfizmusok nem

fiigenek a kiterjesztés megvalasztasatol.
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Ha van harom Abel-csoportunk koztik a H = H’ Nyl leképezésekkel, akkor a sza-

bad feloldasaikon indukalt aF és B homomorfizmusokra teljesiil, hogy a kompon4lt

Ba leképezés kiterjesztése dltal indukalt (Ba)* homomorfizmus megegyezik o 3*-gal,

s sz

f2 f1 fo

Fy F Ey H 0
P N N
bbb

B-L.op g fon 0

Most alkalmazzuk ezt o = § = 1y szereposztassal gy, hogy a fels6 és als6 H-hoz
az I feloldést, a kozépsohoz pedig az F'-t vessziik. Ekkor az identitasok kompozi-
cidjdnak kiterjesztése lehet maga az identitds, mint lancleképezés, igy o 5% = 1p,
minden n-re. Mivel ezt a két feloldas felcserélésével is elmondhatjuk, igy ez csak

akkor lehetséges, ha az o}, leképezés izomorfizmus. O

3.2.7. Allitas. Bdrmely H Abel-csoportnak létezik 0 — Fy — Fy — H — 0 szabad
feloldasa, ahol i > 1 esetén F; = 0.

Bizonyitas. Legyen Fy a H generatorelemeinek megfelel6 elemek altal generalt sza-
bad Abel csoport és fj olyan, amely Fj generatorelemeit a H megfelel6 generatorele-
meibe viszi. Ekkor Ker f; egy szabad Abel csoport részcsoportja, igy maga is szabad
Abel csoport. Legyen Fy = Ker fo, fi pedig a bedgyazo leképezés. Igy meg is kaptuk
a fenti feltételeknek megfelel6 szabad feloldast. n

fgy azt kaptuk, hogy ha H egy szabad Abel-csoport, F pedig egy szabad feloldésa,
akkor n > 1 esetén H"(F,G) = 0, mivel F' megvalaszthaté ugy, hogy F; = 0, ha
i > 1 és H"(F,G) nem fiigg F-tél, csak H-t6l a 3.2.6. Kovetkezmény miatt. Igy

értelmes a kovetkezd definicid:

3.2.8. Definicié. Ha H Abel-csoport, F' pedig eqy szabad felolddsa, akkor az F-tél
nem fiiggd, H'(F; G) csoportra az Ext(H,G) jeldlést haszndljuk.
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Mivel ez a csoport szerepelni fog az univerzalis egytitthatd tételben, igy az alabbi

tulajdonsagait belatjuk, hogy a késébbiekben konnyebben tudjuk szamolni:

3.2.9. Allitas. Ha H és H' végesen generdlt Abel-csoportok, akkor

(i) Ext(H & H',G) ~ Ext(H,G) ® Ext(H',G).
(ii) Ha H szabad, akkor Ext(H,G) = 0.
(iii) Ext(Z,,G) ~ G/nG
Bizonyitds. (i) H ® H' szabad feloldasa el6all a H és H' csoportok szabad felol-

dasainak direktosszegeként, igy az indukalt kohomolégiacsoportok is megkaphatoak

direktosszegként, amibdl kovetkezik az allitas.

(ii) Ha H szabad, akkor --- — 0 — H = H — 0 egy szabad feloldésa, erre pedig
lathato, hogy Ext(H,G) = 0.

(iii) Z,, egy szabad feloldasa:

0 7 1

Z 2, 0

Itt f az n-nel val6 szorzas, a kovetkezo leképezés pedig a természetes faktorleképezés.

A szabad feloldast dualizalva kapjuk, hogy

0 Hom(Z, G) PEANS Hom(Z,G) «+—— Hom(Z,,G) +—— 0

Ekkor Hom(Z, G) ~ G és f*(Hom(Z,G)) ~ nG, amibdl megkaptuk az allitast. [

3.2.10. Tétel. (Univerzilis egyiitthatd tétel kohomoldgiacsoportokra) Ha C egy Abel-
csoportokbol alls lanckomplezus, melybdl a H,(C') homoldgiacsoportok szirmaznak,
akkor a Hom(C,,, G) kolanckomplezusbdl szirmazé H"(C; G) kohomoldgiacsoporto-

kat meghatdrozza a kovetkezd hasado egzakt sorozat:
0 —— Ext(H,_1(C),G) —— H"(C;G) —— Hom(H,(C),G) —— 0

Azaz H"(C; G) nem figg C-tél, csak a homoldgiacsoportoktol és G-tdl.
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Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezo egzakt sorozatot:
0 —— Kerh —— H"(C;G) —*— Hom(H,(C),G) —— 0

Mivel hA-rél belattuk, hogy sziirjektiv, igy ha a masodik nyil a természetes beagya-
zés, akkor valéban egzakt sorozatot kapunk. Ugyanakkor a 3.2.2. Allitds bizonyi-
tasdban kaptunk egy ¢ : Hom(H,(C),G) — H™(C;G) homomorfizmust, amire
hg = lhom(m,(0),q), tehat ez az egzakt sorozat hasad. gy csak azt kell beldtnunk,
hogy Ext(H,-1(C),G) ~ Ker h.

Tekintsiik a kdvetkezo rovid egzakt sorozatokbdl allo kommutativ diagramot:

0 —— Zyyy —— Copy —2— B, 0
Jo | Jo
0 7. c,—2 B, ——0

Itt a fiiggoleges leképezések a hatarleképezés megszoritasai a megfelelé csoportokra.

Ezt a diagramot dualizalva a kovetkezd diagramot kapjuk:

0¢—— 2 O B, 0
[
0 zZp cr B, +——0

Mivel az eredeti diagram sorai hasadé rovid egzakt sorozatok, igy a dualisok is azok
lesznek, mivel Hom(A & B, G) ~ Hom(A, G) @ Hom(B, G). Ezzel egy, a 2.4.3. Tétel
bizonyitasaban szereplé diagramhoz hasonlé lanckomplexusokbol allé rovid egzakt
sorozatot kapunk. Erre alkalmazva a tételt, mivel a ciklusokon és hatarokon vett

hatarleképezések mind 0-k, igy kapjuk a kévetkezd hosszu egzakt sorozatot:

B zZ* H"(C;G) «—— B | «— ZF | +— -
A Z* — B? leképezések konstrukciojabol lathato, hogy ezek éppen az i, : B, — Z,
bedgyazasok dudlisai. Z* egy g elemét C-ba visszahtuzva a vetitéssel vett ¢ = pop
kompoziciét kapjuk. Erre alkalmazva a d : C — O | leképezést a ¢0 kompoziciot
kapjuk. Ezt utdana B}-ba visszahtuzva a 0-val valé kompoziciét elhagyjuk, majd -t

megszoritjuk B,-re.
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Az el6z6 hosszt egzakt sorozatot H™(C; G) koril rovid egzakt sorozatta tehetjik a

kovetkezoképp:

0 +— Keri} «—— H"(C;G) «+—— Cokeri_; +—— 0

n—1

Itt Cokeri: ; a B ,/Imi’ _, csoportot jeloli és az indukalt leképezéssel valéban
egzakt sorozatot kapunk, mivel Imi¥_, megegyezik a B} , — H"(C;G) leképezés
magjaval. Masrészt Ker ¢} azon Z, — G leképezéseket tartalmazza, melyek eltiinnek
By-en igy az elemei megfeleltethetéek Hom(H,,(C'), G) elemeinek. Ezzel a megfelel-
tetéssel az egzakt sorozatot forditva felirva kapjuk, hogy

0 —— Cokeri;_,

—— H"(C;G) —"— Hom(H,(C),G) —— 0

Err6l mar korabban lattuk, hogy hasad, illetve az is teljesil, hogy Kerh o=~
Cokeri’ . Coker i, meghatarozasahoz irjuk fel a H,,_1(C) = Z,,_1/B,,—1 faktorbdl

adddoé rovid egzakt sorozatot:
0 —— Bn—l & Zn—l —_— Hn—l(c) — 0

Ez egy szabad feloldasa H,_1(C')-nek. Mivel ennek a dudlisa

5k

0 —— B, <" 7t | «— H, 4(C) «—— 0

Igy lathatjuk, hogy Cokeri* | = Ext(H,_,(C),G), amivel belattuk az allitast. [

3.2.11. Kovetkezmény. Ha a C' lanckomplexus H, és H,_1 homologiacsoportjai
végesen generaltak és torziorészcsoportjaik T, C H,, illetve T,,_y C H,_ 1, akkor
H"(C,Z) ~ (H,/T,) ® T,_1.

3.2.12. Kovetkezmény. Az S™ gombok Z egyiitthatos kohomoldgiacsoportjai meg-

egyeznek a homologiacsoportokkal.
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3.3. Relativ kohomolégia

A kés6bbiekben sziikségiink lesz a par, illetve a harmas hosszi egzakt sorozatanak

kohomologikus verzidjara, ebben a részben errol olvashatunk.

3.3.1. Definicié. Legyen X topologikus tér, A egy altere, G pedig eqy csoport.
Tekintsik a C,(X,A) relativ lanckomplexus dualizdldsdval kapott C™*(X, A;G) =
Hom(C, (X, A), G) relativ koldnckomplexust. A kohatdrleképezéseket a relativ hatdr-
leképezések dualizdlasaval kapjuk. Ebbol a kolanckomplexusbol kapott kohomologia-
csoportokat az (X, A) par relativ kohomoldgiacsoportjainak nevezzik és H"(X, A; G)-
vel jeloljik.

3.3.2. Allitas. Legyen X topologikus tér, A egy altere, G pedig egy csoport. Az
1 és j természetes bedagyazasok dltal indukalt leképezésekkel, illetve a homoldgidkndl

definialt O leképezéssel analog modon megadott § leképezéssel az aldbbi sorozat egzakt:
C HY(X,AG) D HY(XGG) D HYAG) 5 H™U(X, A G) —s -
Bizonyitds. Az (X, A) parra tekinthetjiik az aldbbi rovid egzakt sorozatot:
0 — Co(A) -5 C(X) L Cu(X,A) — 0
Ezt dualizalva kapjuk az alabbi sorozatot:
0« C"(A;G) <= C™(X;G) L& C"(X, A;G) «— 0

Ebben i* sziirjektiv mivel minden C,,(A) — G leképezés kiterjesztheté C,(X) — G
leképezéssé. A j* leképezés képét azon C,,(X) — G leképezések adjik, melyek eltiin-
nek C),(A)-n, mésrészt pedig j* nyilvanvaléan injektiv, igy a kapott dudlis sorozat is
egzakt. Ezen mar a 2.4.3. Tételben kapott 0-val analég mdédon definidlhatjuk a o le-
képezést, és az ottani bizonyitas lépéseit végrehajtva lathatjuk, hogy a kohomolégiak

sorozata is egzakt. O

Hasonléan megkaphatjuk a harmas kohomologidinak hosszi egzakt sorozatat is:

3.3.3. Allitas. Legyenek B C A C X topologikus terek, G pedig egy csoport. Ekkor
az i és j természetes beagyazdsok dltal indukdlt leképezésekkel, illetve a megfelelden

megudlasztott § leképezéssel az aldbbi sorozat egzakt:

C— HY(X,A;G) L HY(X,B;G) 2 HY(A, B;G) -5 H™ (X, A4;G) — -+
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3.4. Csészeszorzas

A kohomologiacsoportok elénye, hogy definialhatunk rajtuk egy természetes szor-
zast, ezzel pedig a kohomologiacsoportokat kiterjeszthetjiik egyetlen kohomoldgia-

gyurivé. Az alabbiakban ezt fogjuk definidlni.

3.4.1. Definicié. Legyen R egy gyird, {C™(X; R)} pedig eqy kolanckomplezus. Ek-
kor a komplezus koldncain értelmezett C*(X; R) — CYX; R) — C*(X; R) fiigg-
vényt csészeszorzisnak nevezziik, ahol ¢ € C*(X;R) és ¢ € CYX;R) esetén a

szorzat a o : AM — X szinguldris szimplezhez a kévetkezd értéket rendeli hozzd:

(o —¥)(0) = ¢(a|[vo, - .., v])Y (o] vk, - . ., vrsa])

3.4.2. Lemma. Ha ¢ € C*(X; R) és ¢ € C"Y(X; R) koldncok, akkor a § hatdr-
leképezéssel teljesiil, hogy

5 — ) =dp — 1+ (—1)fp — o9

Bizonyitds. Egy o : A*+1 — X szinguldris szimplexre

(6o —Y)(0) = ;(—1)i¢(0|[voa o Oiy e U DY [kt - Vkpa])
(—1)*(p — dv)(0) = 2 (=1)'e(olvo, ..., v (ol [ve, - -, D, - Vkgi4])

E két kifejezést Osszeadva az elsé Osszeg utolsd tagja és a masodik kifejezés elso
tagja éppen egymads (—1)-szeresei, igy ezek kiejtik egymaést, a tobbi tag Osszege
pedig éppen megadja d(¢ — ¢)(0) = (¢ — ¥)(Jo)-t. O

3.4.3. Kovetkezmény. A lemmdbol adodik, hogy két kociklus szorzata is kociklus,
mivel ha 0 = 0v = 0, akkor (¢ — ¥) =0 — Y+ — 0= 0. Mdsrészt eqy kociklus
és eqy kohatar szorzata mindig kohatdr, mivel ha dp = 0, akkor ¢ — dp = +0(p —
V). Ez a két tag feleserélésével is teljesiil, igy a koldncokon értelmezett csészeszorzds

indukdl eqy csészeszorzast a kohomoldgiacsoportokon is:
H*(X;R) x H(X;R) = H"(X;R)

Ez a szorzds asszociativ, az dsszeaddsra nézve pedig disztributiv, mivel ezek mdr a

kolancokra is teljestlnek.
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3.4.4. Allitas. Ha f: X =Y folytonos leképezés, akkor a kohomologiacsoportokon
indukdlt f*: H"(Y;R) — H"(X;R) leképezés teljesiti az f*(a — ) = f*(a) —
1*(8) egyenldséget.

Bizonyitds. Ha ¢ € C*(Y; R) és ¢ € CY(Y'; R) kolancok, akkor az f# : C"(Y; R) —

C"(X; R) koldncokon indukalt leképezésre és a o : AF — Y szinguldris szimplexre:
(ffo — ff)(o) = fFo(allvo, .., on)) fF(al[vg, - - vpp]) =
= o(fallvo, ..., o)o(follvn, ..., ven]) = (¢ — @) (fo) = 7 (o — ¥)(0)

fgy az allitas teljesiil az indukélt f* leképezésre is a kohomolégiacsoportokon. [

3.4.5. Definicid. Legyen H*(X; R) a H"(X; R) kohomoldgiacsoportok direktissze-
ge. Ekkor H*(X;R) elemei >, oy véges dsszegek. Két ilyen elem szorzata legyen
(X)X, B5) = X0 — B; a korabban definidlt csészeszorzdssal. Az igy kapott

strukturdt az X tér kohomoldgiagyiirijének nevezzik.



4. fejezet

Spektralis sorozatok

A spektralis sorozatok segitséget adnak a homoldgia és kohomoldgiacsoportok kisza-
mitasdhoz. Ezeket tobbféleképpen is felépithetjik, itt Robert M. Switzer definicija
olvashaté [6, Chapter 15], illetve hasonlé felépités szerepel a Homotopic Topology
cimil kényvben is. [2, Chapter III.]

4.1. Spektralis sorozatok homolégiakra

4.1.1. Definicié. Topologikus terek eqy --- ¢ X' ¢ X ¢ Xt ¢ X2 C ---
sorozatdt az X tér filtraldsinak nevezziik, ha U™, X' = X és minden X -beli kompakt

halmazt tartalmazza valamelyik X°.

4.1.2. Megjegyzés. A tovdbbiakban azt is fel fogjuk tenni, hogy i < 0 esetén X* =

(0, mert ez a spektrdlis sorozatok definidldsakor fontos lesz.

4.1.3. Megjegyzés. Ha X eqy CW-komplexus, akkor a k-vizai az X eqy filtraldsdt
adjak meg.

4.1.4. Definicié. Legyen 0 C X° Cc X' C --- az X tér egy filtrdldsa. Te-
kintsiik a Cpyo(XP, XP77) — Cprg(XP, XP7Y) természetes leképezés dltal indukdlt
Hyyo(XP, XP7) = Hy,oo(XP, XP71) leképezést a homoldgiacsoportokon. Ezen leké-
pezés képterének elemeit az X tér homologikus spektralis sorozatinak ciklusainak

nevezzik, magat a képteret pedig Z, -rel jeloljik.
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4.1.5. Definicié. Legyen ) € X° C X' C -+ az X tér eqy filtrdldsa. Tekintsiik az
(XPrr=1 XP XP~1) hdrmas hosszi egzakt sorozatdban lévé H,, g (XPT1 XP) —
H, . (X?, XP~) leképezést. Ennek képterének elemeit X tér homologikus spektrdlis
sorozatdnak hatdrainak nevezzik, magadt a képteret pedig B, ,-rel jeloljik.

/a2 /1 12 . 0 1 ) , 0 1
A definiciokbdl latszik, hogy B, , C Z} ., Z5, D> Z,, D> Z;, D+ ¢ B, C B, C

2 ’ . % /sl 2 X
By, C -+, igy a kovetkezd definiciok értelmesek:

4.1.6. Definicié. Ha r-rel tartunk a végtelenhez, akkor definidalhatjuk a végtelen

indexti ciklusokat és hatarokat is:

[0 o T
* Zp,q T TZOZp,q

[0 O (o) T
o By i=Ut B,

4.1.7. Definicié. Az £}, = Z} /B, , csoportokat az X tér spektralis sorozatdnak
nevezzik. Eqy rogzitett r-re az B - csoportok dsszességét a spektrdlis sorozat r-edik

lapjanak nevezziik.

4.1.8. Megjegyzés. FEzt az r = oo indexre is elmondhatjuk, igy beszélhetink a

spektrdlis sorozat oo-edik lapjarol is.

4.1.9. Allités. Ha X eqy CW-komplezus, tekintjik a k-vdzait, mint filtrdldst és
p <0 wagy g <0, akkor E , = 0.

Bizonyitds. p < 0 esetén XP = (), tehat H, (X7, XP~1) =0, igy E} . =0, ha pedig
q < 0, akkor a 2.6.2. Lemma miatt H,,,(X?) =0 és {gy H,,(X?, X?™1) =0. O

4.1.10. Allitas. A Zr JZY s Byt e /By ey csoportok kizott megadhatd

eqy természetes izomorfizmus.

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi kommutativ diagramot, melyet az (X7, XP~! XP~T)

és (XP, XP~7 XP~=1) hdrmasok hosszii egzakt sorozataibdl kapunk:

HPJFQ(Xp? Xp—T—l)

. J1x
I

Hyyo(XP7H XPTT) —— Hyyg(XP, XP77) ———— Hpp (X7, X771

X} PQ

Hypga (X777, XP771)
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Lathatjuk, hogy itt ZJ /Z/*' = Imjs/Imjy, és Bt /Bl  rgir_1
Im 9,/ Im 8. Azt fogjuk belatni, hogy ezeken a 0yj,' altal indukélt leképezés izo-

morfizmus.

El6szor belatjuk, hogy az indukalt leképezés joldefinialt. Tegyiik fel, hogy az a,b €
H,o(XP, XP77) elemekre a jo, szerinti képeik kiilonbsége Im jy,.-beli. Megmutatjuk,
hogy ekkor a 0y szerinti képeik ugyanazt az elemet reprezentaljak Im 0/ Im 0;-ben.
Mivel jo.(a—b) = jou(a)—jou(b) € Im j1., {gy 16tezik egy olyan ¢ € H,,,(X?, XP~71),
amire j,(c) = a—b. Igy viszont 0y(a) — 0a(b) = Da(a—b) = D2(j.(c)) = 0 a fiiggsleges

oszlop egzaktsaga miatt.

Most belatjuk, hogy a kapott homomorfizmus injektiv. Tegyiik fel, hogy egy a €
H, i o(XP, XP77) elemre dy(a) € Imd;. Ekkor létezik olyan b € H,, (XP~1 XP~7)
elem, amire a = i,(b). Ekkor viszont a vizszintes sor egzaktsidga miatt jo.(a) =
Jox(1+(b)) = 0, azaz az indukalt homomorfizmusban csak akkor képzédhet egy elem

a 0-ba, ha a 0-t prezentalja.

Végiil belatjuk, hogy a kapott leképezés sziirjektiv. Vegyiink egy tetszoleges
Im jo./ Im jy,-beli elemet, amelyet a € Im jo, prezentdl. Ekkor valamilyen b €
H,o(XP, XP77) elemre 05(b) = a. Erre a b-re js.(b) képe az indukalt homomor-

fizmusban éppen a ekvivalenciaosztalya. n

4.1.11. Definici6. Az aldbbi dbran lathaté mddon indukdlt dy, , - B} — E) . .. 4

leképezést az X tér spektrdlis sorozatanak hatdrleképezésének nevezzuk.

r r T r+1 ~ r+1 7" BT
Zp,q/Bp,q Zp, /Z B —r,q+r— 1/ p—r,q+r— p r,q+r— 1/ p—r,q+r—1
T dT‘ J/
T p,q r
Epﬂ Ep rq+r—1
4.1.12. Tétel. d dy, ., .1 =0, illetve fenndll az aldbbi izomorfizmus:
Ker d” / ~ prl
pa /Imd P+rq r+1 Epvq

Bizonyitds. A definici6 felsé soranak elso leképezése sziirjektiv, a mésodik pedig in-
jektiv a Bl C BX C Z% C Zrtlés Byt C B°°Tq+,, 1 C Z2gir C

P
Ly rgir—1 tartalmazasok miatt. Igy lathatjuk, hogy Kerd, , = Z’"“/ gesImd) =
B’”“}, aqir—1/ By gir_1, tehdt Imdy, .., = Byt!'/By . Ebbél lathatjuk, hogy
Imdy,, . .. CKerd) , amibol adodik az éllitds elsd fele, masrészt pedig

Kerd, /Im _ ZTJrl /Br-i—l /BT ~ Z’”rl /B”“ _ Er+1

p+r qg—r+1
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]

4.1.13. Tétel. Jeloljik F, ,-val a Hyo(XP) — Hyyo(X) leképezés képterét. Ekkor
Fp’q /Fp—l,qul = Elc;jl

Bizonyitds. A 73, = M2, , leszallo metszetet és BS = U2 By felszallo uniot
tekintve lathatjuk, hogy Z29 a Hpyq(XP?) = Hpyo(XP, XP71) leképezés képtere, B
pedig a Hyigi1(X, XP) — H,.,(X?, XP~1) képtere.

Az (X, XP) és (XP, XP~1) parok hosszti egzakt sorozatainak részleteibél a kovetkez6

kommutativ diagramot kapjuk:

Hyqr1(X, XP)

Hp+q<Xp_1) — Hp+q(Xp) — Hp+q<Xanp_1>
il* J/7»2*
Hy1q(X)

Ekkor B> = 7> /B> = Im j, /1m0y és F, 4/ Fp 1441 = Imig, / Tmiiy,. Igy az ezek
kozott ig,j0 " altal indukalt leképezésre alkalmazva a 4.1.10. Allitds bizonyitdsanak

gondolatmenetét, megkapjuk a tételt. O

4.2. Spektralis sorozatok kohomologiakra

A kohomologikus spektralis sorozatoknal ugyanugy egy tér filtralasanal a megfelel6
harmasok egzakt sorozatabdl képezziik a spektralis sorozat kociklusait és kohatara-
it. A homologikussal teljesen analog médon definialhatjuk ekkor a spektralis sorozat
elemeit, illetve a kohatarleképezést. A {6 kiillonbség az lesz, hogy a kapott leképe-
zések forditott iranyuak a dualizalas miatt. A kohomologiagytlri struktiraja miatt
pedig a kohomologikus spektralis sorozat lapjai modulusként fognak viselkedni a

kohomolégiagytiriire nézve.
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4.2.1. Definicid. Legyenek p,q € Z ésr € ZT egész szamok. Tekintsik az X tér
eqy filtraldsdbdl kapott (XPT =1 XP XP~1) és (XP, XP~1 XP~) hdrmasok kohomo-
logidinak hossziu egzakt sorozatait. Ekkor a kohomologikus spektrdalis sorozat elemeit

a kovetkezd csoportok adjik meg:

o ZP4 =Tm[i*: Hp+q(Xp+r—1,Xp—1) N HIH—Q(XP,XP—l)]

« BP4 —Tm[§: HPHa-1(XP~1 XP7) — HPta(XP XP-1)]

« Ep1 = Zp9/Bp
A végtelen indexti lap kociklusai és kohatarai itt is a kociklusok, illetve kohatarok
metszetei és unidi lesznek, igy kapjuk a kovetkezot:

4.2.2. Allitas. A kohomologikus spektrdlis sorozat végtelen indexdi lapjdn a ciklusok

és hatarok az aldabbiak:

o 74 =Tm[i* : HPV(X, XP~1) — HPHa(XP, X7 1)
e BP9 =Tm[d: HPHo L (XP1) s HPra(XP, XP1)]
4.2.3. Definicié. A kohomologikus spektralis sorozat dP? : EP9 — EPTHa="1 Lohq-

tdrleképezéseit az alabbi diagram definidlja:

D,q | RD:q p,q [ 7P~ RPTTa—T+l ) pptrg—r+1 p+r,g—r+1 / pp+r,g—r+1
Z'r /Br I Zr /Z7"+l — Br‘-‘rl /Br I Zr /Br

ﬁ |

Epa " Eptrg—r+l
T A

Az alabbi tételek pedig ugyanugy igazak lesznek:

4.2.4. Tétel. dpidp—9t"=1 =0, illetve fenndll az aldbbi izomorfizmus:
Ker dif’q /Im qp—ratr—1 ~ Effl
4.2.5. Tétel. Legyen FP? = Ker[HPT4(X) — HPT(XP~Y]. Ekkor

P, —1 ~ P,q
FP9 | ppia-1 o~ EP
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4.2.6. Megjegyzés. FEzen tételek bizonyitdsdt az aldbbi hosszi egzakt sorozatokbol

nyert kommutativ diagramokbol kapjuk:

Hp+q( XPrr Xp—l)

T

Hrra(Xpr=1 XP) — grra(Xper-l xpol)y  fera( X XPol)

\ J

Hptatl (Xp+r’ Xp+r—1)

A mdsodik tételnél pedig még utolso lépésként azt kell haszndlnunk, hogy a figgdleges,

illetve az also ferde sorozat egzakt:

Hp+q—1(Xp—1>

T

HPT(X, XP) —— HPF(X, Xp—l) N Hp+q(Xp,Xp_1)

T

Hpta (X)

T

Hp+q(Xp—1) Hp+q(Xp)



5. fejezet

Gombok homotopikus csoportjai

Ahhoz, hogy a spektrélis sorozatokat alkalmazni tudjuk gémbok homotopikus cso-

portjainak kiszamitasahoz, még sziikségiink lesz néhany fogalomra, illetve tételre.

5.1. Eilenberg-Maclane terek

5.1.1. Definicié. Legyen G egy csoport, n pedig pozitiv egész. Ekkor eqy X dsszefiig-
gd topologikus teret K(G,n) tipusi Eilenberg-Maclane térnek neveziink, ha az n-edik

homotopikus csoportja izomorf G-vel, a tobbi pedig trividlis.
5.1.2. Példa. S' egy K(Z,1) tipusi tér.

Azt mdr tudjuk, hogy mi(S*) = 1 és ennck egy generdtora az identitds. A magasabb
homotopikus csoportokat megkapjuk abbdl, hogy ap : R — S fedésnéln > 2 esetén a
fedétér és a fedett tér homotopikus csoportjai megegyeznek, igy m,(S*) = m,(R) = 0,
mivel R pontrahizhatd. [3, Proposition 4.1.]

5.1.3. Tétel. Minden G Abel-csoporthoz és n pozitiv egészhez létezik K(G,n)

Filenberg-Maclane tér.

Bizonyitds. A G Abel-csoporthoz konstrudlunk egy megfelel¢ Eilenberg-Maclane te-
ret. A G Abel-csoport el6all egy szabad Abel-csoport faktoraként, igy prezentalhat-
juk a generdtorainak H halmazéval és az ezek kozotti R reldciokkal. (Mivel n > 1
esetén a homotopikus csoportok kommutativak, igy a kommutatorokat csak n = 1

esetén tartalmazza R!)
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Az X K(G,n) tipust teret CW-komplexusként fogjuk elééllitani indukciéval. Az X™
legyen G generatorainak megfelel6 S™-ek egy csokra, azaz alljon egy darab 0 cellabol
és minden g € H-ra egy-egy n-cellabdl, amelyek hatara a 0 celldba képzodik a
ragasztasnal. Ezutan az n+1 cellakat ugy ragasszuk be, hogy minden r € R relaciéra

n+1
az e,

cella hatdra egy olyan szferoid képébe képzédjon, amely m,(X™)-ben r-et
reprezentélja. Ekkor 7, (X" ™) ~ G. Mivel egy CW-komplexus n-edik homotopikus
csoportja csak az (n + 1)-vazan mulik, igy mar csak az a feladatunk, hogy elérjik,

hogy a C'W komplexusunk magasabb homotopikus csoportjai trividlisak legyenek.

Ha a k-vazat mar definialtuk, akkor a k£ + 1 -cellak legyenek olyanok, hogy hataraik
(X ") reprezentdnsaiba képzédnek. Ettd]l mp(X*+1) = 0 fog teljesiilni, ezzel pedig
a k-vazak uni6jaként kaptunk egy K (G, n) tipust Eilenberg-Maclane teret. O

5.1.4. Tétel. Egy adott G Abel-csoportra és n pozitiv egészre, barmely két K(G,n)

FEilenberg-Maclane-tér gyengén homotopikusan ekvivalens.

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha Y egy tetszéleges K (G, n) tipusi tér,
akkor gyengén homotopikusan ekvivalens az el6z6 bizonyitasban megkonstrualt X
térrel. Azaz konstrualni fogunk egy f : X — Y folytonos leképezést, amely f, :
7, (X) = m(Y) izomorfizmusokat indukél a homotépiacsoportok kozott. Ha k # n,

akkor 7, (X) = mp(Y) = 0, igy f. nyilvanval6an izomorfizmus.

f-et induktivan fogjuk definialni az X k-vazain. Mivel X™ homotopikusan ekvivalens
S™-ek egy csokraval, igy egy tetszéleges p : m,(X) — m,(Y) izomorfizmust véve a
g € m,(X) generdtorelem reprezentansat az p(g) reprezentansédba képezve kapunk
egy fn: X™ — Y folytonos leképezést. Ha ennek meg tudjuk adni egy f: X — VY

kiterjesztését, akkor lathatjuk, hogy ez egy gyenge homotopikus ekvivalencia.

Most indukcioval terjessziik f,-et a magasabb dimenzi6ju vazakra. Tegytik fel, hogy
valamilyen k > n vdzra mar definidltuk az f, : X* — Y kiterjesztést. Legyen
P, : S¥ — XF* az eftl celldhoz tartozé ragasztéleképezés. Ekkor fr®, : S*¥ — Y
nullhomotép, mivel £ = n esetén ez adddik f,, konstrukcidjabol, & > n-re pedig

Legyen H : S* x [0,1] — Y egy olyan homotépia, amely f,®,-t pontrahizza. Ez

indukél egy H': (S*¥ x [0,1])/S* x 1 — Y folytonos leképezést. (S* x [0,1])/S* x 1

k+1

homeomorf D**1-gvel, igy az e

cella belsejét azonositva f;, kiterjed erre a cellara.
Ezt minden k+1 celldra elvégezve kapunk egy fry1 : X**1 — Y folytonos leképezést,

amely kiterjesztése fr-nak.
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Az igy kapott leképezések felszall6 unidjaként kapjuk az f : X — Y folytonos

leképezést, ami egy megfelel gyenge homotopikus ekvivalencia. O]

Ezen bizonyitasok részletesebben megtalalhatdak a [7] forrasban. Tovabbi Eilenberg-
Maclane terekre késobb fogunk példakat latni, amikor majd ténylegesen be tudjuk

latni a homotopikus csoportjaikrél, hogy megfelelnek a definiciénak.

5.2. Relativ homotoépia

Konkrét Eilenberg-Maclane tereket csak akkor tudunk megadni, ha azoknak 6sszes
homotoépiacsoportjat ki tudjuk szamitani. Ebben fog nekiink segiteni a homotdpia-
csoportokra vonatkozd hosszu egzakt sorozat. A homoldgidkhoz hasonléan viszont

ezt is relativ homotopiacsoportokkal fogjuk tudni kimondani.

5.2.1. Definicid. Legyen X eqy topologikus tér, A ennek eqy altere, illetve xo € A
eqy bdzispont. Jelolje I™ az n-dimenzids eqységkockdt, I"™1 pedig azon lapjdt, mely-
ben a pontok utolsé koordindtdja 0. Jeldlje J" a OI"\I"™' lezdrtjit. Ekkor az
(I",0I™, J"1) — (X, A, xo) folytonos leképezések dltal meghatdrozott homotdpia-
osztalyokat m,(X, A, xo)-lal jeloljik. n > 2 esetén ezt ellathatjuk eqy természetes

mivelettel, igy relativ homotopiacsoportot kapunk.

5.2.2. Megjegyzés. m,(X, A, xg) néhany eqyszerien lathatd tulajdonsdga:

(X, o, o) = T (X, x0), azaz az abszolit homotdopiacsoport specidlis esete a

relativnak.

e n =1 esetén I' = [0,1], I° = {0} és J° = {1}, igy nem tudunk miveletet

definidlni a m,(X, A, xg) halmazon (kivéve persze az eléz6 A = xq esetet).
e n >3 esetén a m,(X, A, o) csoportok kommutativak.

o Az abszolut esethez hasonléan a definicioban haszndlhatjuk akdr a
(D™, 8"7Y s9) hdrmast is, mivel ez homotopikusan ekvivalens (I", 01", J"1)-

gyel.

o Egy (I",0I", J" 1) — (X, A, xq) leképezés pontosan akkor reprezentdlja a 0-t

(X, A, zg)-ben, ha homotép egy olyannal, amiben I™ képe A-ban van.
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5.2.3. Tétel. A természetes i, €s j, leképezésekkel, illetve a megfeleléen megudlasz-
tott O leképezéssel az alabbi sorozat egzakt:

- — mu(A, x0) LN (X, o) LN (X, A, o) N Tn—1(A, o) — -~

- — 7T0(X, Io)

5.2.4. Megjegyzés. Ugyan m1(X, A, o) nem csoport, de nulleleme ennek is van,

gy a sorozat egzaktsagdnak vizsgdlata értelmes.

Bizonyitds. A O leképezés legyen az, hogy az (I, 01", J"')-en vett leképezésiink
altal reprezentalt homotoépiaosztalyhoz ennek az (I"1, 9" 1)-re vett megszoritdsat
rendeljiikk. Konnyen lathatjuk, hogy ez a leképezés joldefinialt és homomorfizmus.
fgy hat dolgot kell belatnunk:

o Jjuix = 0: Egy m,(A, xo)-beli elemet egy (I",0I™) — (A, ) folytonos leképezés
reprezentél. Erre i,-ot, majd j,-ot alkalmazva a kapott elem (I™,9I™, J"~1) —

(X, A, xy) reprezentansanak képe A-ban van, igy csak a nullelem lehet.

e 0j. = 0: Ha egy (I",0I") — (X, z¢) folytonos leképezést (I™, 01", J"~1) —
(X, A, x¢) leképezésként értelmezve, majd ezt megszoritva az I"~! lapra a kons-

tans leképezést kapjuk.

o 1,0 =0:Egy f:(I"™, 01" J") — (X, A, z0) leképezés I"-re vett megszori-
tasa kototten nullhomotép, mivel f maga egy homotdpiat ad meg (A, xg)-on
beliil.

o Kerj, CImi,: Haegy f: (I",0I") — (X, xg) leképezésre, j.([f]) = 0, akkor f
kototten homotdp egy olyan leképezéssel, melynek képe A-ban van. Igy viszont

ez a leképezés egy olyan 7, (A, zo)-beli elemet reprezentél, amelynek i, szerinti
képe [f].

o Kerd C Imj,: Ha f: (I™,0I",J") — (X, A, xo)-ra I([f]) = 0, akkor létezik
olyan H : I"~! x [0, 1] homotépia, ami kototten behtzza f|n-1 grn-1)-et zo-ba.

fgy az
f(z,2t), haxz e I" t€]0,1/2]

H(z,2t — 1), haz e "' t€[1/2,1]

!/

egy olyan (I"™,0I") — (A, xq) leképezés, amely ekvivalenciaosztalydnak j, sze-

rinti képe [f], mivel H egy homotopiat indukal f és j(f') kozott.
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o Keri, C Im0: Legyen f : (I"™,01") — (A, x¢) olyan folytonos leképezés, amely-
re i.([f]) = 0, akkor 1étezik olyan H : I"™ x [0,1] — X homotépia, amely f-et
kototten behtizza xo-ba. Ez a H homotodpia pedig egy olyan ekvivalenciaosz-

talyt hataroz meg m,,1(X, A, zg)-ben, amelynek i, szerinti képe éppen f.

Ezzel belattuk a sorozat egzaktsagat. [

5.3. Fibralasok

5.3.1. Definicié. Eqgy p : E — B topologikus terek kizti folytonos leképezés teljesiti
a homotépiafelemelési tulajdonsdigot az X térre nézve, ha bdrmely g; : X — B
homotopidhoz, és go-t felemeld gy : X — E folytonos leképezéshez (tehdt amelyre
pdo = go teljesiil), létezik olyan g, : X — E homotdpia, amely felemelése g,-nek
(azaz pgr = gt).

5.3.2. Definicié. Fgyp : E — B topologikus terek kozti folytonos leképezést fibrdalds-
nak nevezink, ha barmely X CW-komplexusra nézve teljesiti a homotopiafelemelési
tulajdonsdgot. Ekkor a B teret a fibrdlds bazisterének nevezzik, az E-t pedig totdlis

térnek.

5.3.3. Példa. Legyen x a K(Z,n) tér ittere, azaz azon utak tere, amelyek a K(Z,n)
eqy adott pontjabol indulnak.

*={7:[0,1] = K(2Z,n),7(0) = zo}
Ekkor a p:x — K(Z,n),y — (1) leképezés fibrdlds.

Legyen X tetszéleges topologikus tér, g, :+ X — K(Z,n) homotdpia, go : X — x*
pedig go-t felemeld folytonos leképezés. Ekkor a Gi(x) = Go(x)gljqx{z} homotopia

eqy felemelése g,-nek, igy ez valoban fibrdlds.

5.3.4. Definicié. Ha p : E — B fibrdlas, akkor B pontjainak p szerinti dsképét a

fibrdlds F, = p~t(b) fibrumainak nevezziik.

5.3.5. Allitds. Ha p : E — B fibrdlds, akkor az F, fibrumok B ttésszefiggdségi

komponensein homotopikusan ekvivalensek.
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha by, by € B egy utosszefliggdségi komponensbeli
pontok, akkor a hozzajuk tartozo fibrumok homotopikusan ekvivalensek. Legyen
I =10,1] v : I — B egy by-et és by-t Gsszekotdé t. Ez megad egy ¢; : Fyo) — B
homotépiat g.(x) = v(t) hozzarendelési szabéllyal. Az F,) — E bedgyazas ezt
t = 0-ra megszoritva felemeli, igy a homotépiafelemelési lemma miatt 1étezik olyan

G : Fy0) — E homotdpia, amely felemeli g-t. Tgy erre teljesiil, hogy §:(Fy0)) C Fy-

Ezzel gy megad egy L, : F) — F,) folytonos leképezést. Beldtjuk, hogy ez az Ly

leképezéssel egyiitt egy homotopikus ekvivalencia.

Tegyiik fel, hogy «v,~" : I — B olyan gorbék, amelyekre v(1) = ~/(0). Ekkor a v és

~" utak altal meghatarozott g; és g; felemelt homotopiak

; Gor, ha 0 < ¢ < 1/2
t:
thflL'W ha 1/2 S t S 1

osszeflizésével egy olyan homotoépiat kapunk, amelybdl lathatd, hogy L. = L./ L.,.

Most legyenek v,v' : I — B a végpontokban kototten homotép gorbék. Megmutat-
juk, hogy ekkor L. és L., is homot6pok. Ehhez fel fogjuk hasznélni, hogy egy fibrélés
az (X x I, X x 0I) alaku parokra is teljesiti a homotopiafelemelési tulajdonségot,
mivel a (I x I,1 x{0}U0I x1I)és (I x1,Ix{0}) parok homeomorfak, igy az X-el

vett szorzataik is azok.

Legyen h : I x I — B homotopia v és 7' kozott. Ez meghataroz egy gs: : Fyo) —
B homotopidt gs.(z) = h(s,t) hozzdrendelési szaballyal. A go: és g1+ felemelések
legyenek azok, amelyek L,-t és L.,-t hatdrozzak meg, g, pedig legyen az I,y — £
bedgyazds. Igy a homotépiafelemelési tulajdonsigot az (Fy x I, Fyqy x OI) pérra
alkalmazva a felemelés kiterjeszti g -t a teljes I x I-re. Ezt ¢ = 1-re megszoritva

homotopiat kapunk L, és L. kozott.

Végil e két részallitast hasznalva adodik az allitas: Mivel a 77y 6sszeftizés nullhomo-
top, ezért a hozzarendelt L.y = LyL, : F,o) — Fyo) leképezés homotop az F )
identitdsdval és ezt forditva is elmondhatjuk. Igy L., valéban homotopikus ekviva-

lencia. O

5.3.6. Megjegyzés. Igy innentdl a fibrum jelolésénél elegendd F-et trnunk a kép-

pont megjeldlése nélkiil.
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5.3.7. Definicié. Az E topologikus téren F fibrummal vett fibralt nyaldb struktird-
nak nevezzik az (E, B, p, F) négyest, ahol p : E — B egy olyan folytonos leképezés,
amely teljesiti a kovetkezo tulajdonsdgot: B minden pontjanak létezik olyan U kor-

nyezete, amelyhez létezik olyan h: p~(U) — U x F homeomorfizmus, amelyre

p|p*1(U) =rh

aholr : U X F — U a természetes vetités. Ekkor a h-t a fibrdlds lokdlis trivializaci-

ojanak nevezzik.

Az E| F, B terekre itt is a totalis tér, bazistér és fibrum elnevezéseket fogjuk hasz-
nalni. A kovetkezd allitasbol lathatjuk, hogy indokolt ugyanezen elnevezéseket hasz-

nalnunk.

5.3.8. Példa. Legyen S**' az eqységgomb C"T'-be dgyazva. Ekkor a CP"
teret megkaphatjuk S*"*  faktoraként, ahol a faktorizdlé ekvalenciareldcid
(20,5 2n) ~ N20,...,20), ahol X\ € S*. Ekkor igy kapott p : S*"*1 — CP" faktor-
leképezés eqy fibrdlt nyaldb struktirdt ad meg S* fibrummal.

Legyen U C CP™ nyilt halmaz, melynek elemei a |z, ..., z,| ekvivalenciaosztalyok.
Errol feltehetjiik, hogy van olyan koordindta, amely U eqyik elemére sem 0, legyen
ez z;. Ekkor a h - p7Y(U) — U x S, h(zo,...,20) = ([20,- - 2a), 2i/|2]) leképe-
kat fibrumokba wviszi. Masrészt ennek a leképezésnek az inverze ([zo,...,2n], A)

Nzilzi (20, . .., 2n), 19y homeomorfizmus is.

Ezt n = oo esetben is elmondhatjuk, igy S' — S — CP™ is eqy fibrdlt nyaldb

strukturdt ad meg.

5.3.9. Allitas. Ha p: E — B eqy fibrdlt nyaldb struktirdt ad meg, akkor p teljesiti

a homotépiafelemelési tulajdonsdgot a D lemezekre minden k > 0 esetén.

Bizonyitds. Mivel a DF lemez homeomorf az I* kockéval, igy elegendd kockakra
belatnunk az allitast. Legyen G : I" x I — B, G(z,t) = ¢g:(x) egy homotdpia, amit
fel szeretnénk emelni gy, hogy go : I — B-hez a §p : I" — F felemelés mar adott.

Mivel p fibralt nyaldb struktirat ad meg, igy B-ben minden pontnak létezik olyan
nyilt kornyezete, ahol létezik lokélis trivializacié. Igy vehetjilk B egy {U,} nyilt
fedését hy : p~1(U,) — U, x F lokélis trivializaciokkal. I* x I kompaktsdga miatt
ennek van olyan véges részfedése, ami fedi G(I" x I)-t. gy I x I feloszthaté kisebb
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C; ((n+ 1)-dimenziés) kockakra gy, hogy minden Cj kocka G szerinti képe a véges
részfedés egyik elemébe esik. A C) kockat a kapott felosztasban meghatarozza az
a csucsa, amiben minden koordinata a lehetd legkisebb. Ezen csiicsok koordinatai
szerinti lexikografikus sorrendben haladva az a rész, melyen mar megkonstrudltuk a

felemelést, mindig pontrahizhato.

Ha a C; kocka néhany lapjan mar definidltuk G-ot, akkor ezen rész pontrahtizhatésa-
ga miatt lathatjuk, hogy a homotdépia kiterjed U, X F-ben, majd erre h-t alkalmazva
megkapjuk a felemelést. Igy kockanként megkaptuk G-ot. [

5.3.10. Definicié. Legyen X topologikus tér, A eqy altere. A p : E — B folytonos
leképezés teljesiti a homotopiafelemelési tulajdonsdigot az (X, A) pdrra, ha barmely
fi + X — B homotépidnak létezik g, felemelése, ha Go : X — E és g : A > E
adottak.

5.3.11. Allitas. Ha eqy p: E — B folytonos leképezés teljesiti a homotdpiafeleme-
lési tulajdonsdgot minden D*, k > 0 lemezre, akkor teljesiti az (X, A) pdrra is, ahol

X CW-komplezxus, A pedig eqy részkomplezusa.

Bizonyitds. Ha p teljesiti a homotdpiafelemelési tulajdonsagot D*-ra, akkor a
(D*, 0D*) parra is, mivel (D¥ x I, D¥ x {0}) homeomorf (D* x I, D* x {0}UdD* x I)-

vel.

X vazain tekintett dimenzi6 szerinti indukcioval belathatjuk, hogy létezik g kiter-
jesztés: Mindig egy tjabb cellat véve egy cella ® : D¥ — X ragasztéleképezésével
lathatjuk, hogy g; erre is kiterjed, mivel (D* 0D*)-ra is teljesiil a felemelési tulaj-
donsag. O]

5.3.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy p : E — B teljesiti a homotopiafelemelési tulaj-
donsdgot minden D* lemezre k > 0 esetén. Legyenck by € B és 9 € F = p~*(by)
bazispontok. Ekkor a p, : m,(E, F,xq) — 7,(B,bg) izomorfizmus minden n > 1-re.

Tovabba ha B utdsszefiiggo, akkor kapjuk az alabbi hossziu egzakt sorozatot:

- — m(Fyxg) — m(E, o) LN (B, by) — mp_1(F,xg) — -+~

- — mo(E,z9) — 0
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Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy p. szirjektiv. A m,(B,by) csoport elemét repre-
zentalja egy f: (I",01") — (B, by) leképezés. A konstans xg-ba képzéds, J*! — E
leképezésre alkalmazva a homotoépiafelemelési tulajdonsagot az (I"~1, 0I"!) parra,
kapunk egy f: (I",0I"™', J""1) — (E, F, ) felemelést. Ez reprezentél egy elemet
mn(E, F, xo)-ban, ennek p, szerinti képe éppen [f] lesz.

Most pedig p. injektivitdsat bizonyitjuk. Legyenek fo, fi : (v, o1, J 1) —
(E, F,xq) folytonos leképezések, amelyekre p,([fo]) = p«([f1]). Legyen G : (I" x
1,0I" x I) — (B, by) egy homotdpia pfy és pfy kozott. Ennek egy részleges felemelé-
sét adja fo az I" x {0}-n, fi az I" x {1}-en, J" ! x I-n pedig a konstans x leképezés.
Az utolsé két koordinatat felcserélve latjuk, hogy az (I, 0I™) parra nézve ez a ho-
mot6pia felemelhetd, igy kapunk egy G : (I x I,0I" x I) — (E, F, 29) homotépiét
fo és fi kozott, azaz [fo] = [f1], igy p. injektiv.

A hosszi egzakt sorozatot abbdl kapjuk, hogy az (F, F,zq) térpar homotopikus
hossziti egzakt sorozataba (5.2.3. Tétel) 7, (E, F, xo) helyére befrjuk 7, (B, bo)-t. Igy
az egzakt sorozatban a p, homomorfizmus val6jaban a 7, (FE, xg) — 7, (E, F, zo) 2
(B, bo) kompoziciot jeloli. A sorozat végén mo(F, xg) — mo(E, zo) szirjektivitdsat
abbdl kapjuk, hogy B utosszefiiggésége miatt egy tetszoéleges x € E pontbdl induld,

F-be érkezé folytonos gorbe el6éll, mint egy p(x) és by kozotti gorbe felemeltje. [

5.3.13. Kovetkezmény. A p: x — K(Z,n) fibrdlds fibruma eqy K(Z,n — 1) tér.

Bizonyitds. A x tér pontrahtizhat6 (hiszen minden K(Z,n)-beli utat behtizhatunk
egy pontba sajat maga mentén), igy az Osszes homotopikus csoportja trivialis. gy
a hosszu egzakt sorozatot tekintve azt kapjuk, hogy a fibrum minden homotopikus
csoportja izomorf a bézis eggyel nagyobb index{i homotopikus csoportjaval. gy F
egy K(Z,n — 1) tipusu tér. O

5.3.14. Lemma. Az S* tér pontrahizhato.

Bizonyitds. Megadunk két 1épésben egy olyan homotépiat, ami az S identitasat
behtizza a konstans (1,0,0,...) leképezésbe. Elészor legyen f : R® x [ — R*®
olyan, amelyre fi(x1,29,...) = (1 — t)(z1,29,...) + t(0,21,22,...). Ez minden
nemnulla vektorra nemnulla értékd, igy f/|f| megad egy homotépiat, amely min-
den (z1,x9,...) pontot elvisz a (0,z1,2,...) pontba. Ezutdn a g,(x1,zs,...) =
(1—t)(xy,xo,...)+1(1,0,0,...) leképezést tekintve g/|g| az el6bb kapott leképezést
behtizza a konstans (1,0,0,...) leképezésbe. O
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5.3.15. Kovetkezmény. CP> egy K(Z,2) tipusi tér.

Bizonyitds. Az S* — S — CP* fibralt nyaldb struktirara alkalmazva a 5.3.13.
Kévetkezmény gondolatmenetét kapjuk, hogy m,(CP*) ~ m,_;(S!) minden n-re,

amibdl kovetkezik az allités. O

5.4. A Hurewicz-tétel

A kovetkezo tétel ahhoz nyujt segitséget, hogy kapcsolatot teremtstink a terek ho-

motopikus és homologikus csoportjai kozott.

5.4.1. Definicié. Legyen wu, a H,(S™) csoport kanonikus generdtoreleme (ezt
a 2.5.2. Allitdsban definidltuk). Ekkor Hurewicz-leképezésnek nevezzik a hy,
(X)) — H,(X) csoporthomomorfizmust, ahol az [f] € m,(X) homotdpiaosztily

képe hn([f]) = fi(un) € Hn(X).

5.4.2. Tétel. (Hurewicz-tétel) Han > 2 és mp(X) = 0 minden k < n esetén, akkor

a h, Hurewicz-leképezés izomorfizmus. [3, Theorem 4.32.]

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy a Hurewicz-leképezés joldefinialt. Vegyiink két
fi, fa 1 (S, s0) = (X, x0) leképezést, amelyek ugyanazt az elemet reprezentaljak
mn(X)-ben, azaz homotépok. Ekkor a ketté kozotti H : S™ x [0,1] — X kotott
homotoépia meghatdroz egy (n + 1)-ldncot, melynek hatdra éppen fo.(u,) — fix(uy,),
azaz a két leképezés képe homoldg, igy a joldefinialtsdgot belattuk.

Most belatjuk a leképezés sziirjektivitasat. Vegytlink egy tetszoleges X-beli n-ciklust.
Megmutatjuk, hogy van olyan homotopiaosztaly, amelyet h, az ¢ homoldgiaoszta-
lyaba képez. Az n-ciklus szinguléris n-szimplexeinek hatarat ad6 (n — 1)-szimplexek
parba allithatéak aszerint, hogy melyek ejtik ki egymast, amikor az n-ciklus hatarat

szamoljuk.

Mivel X els6 n —1 homotépiacsoportja trivialis, igy az n-ciklus szimplexeinek n — 1-
vaza homotopiaval behtuzhato az xg bazispontba, raadasul ezt gy is megtehetjiik,
hogy az Osszeparositott n — 1-szimplexek képe a homotdpidban végig megegyezzen.
Ez a homotdpia kiterjed az n-szimplexekre is az n — 1 vdzak képén. Igy kiterjesztés
t = 1 id6pillanataban egy olyan leképezést ad meg, amelynek h,, szerinti képe egy,

az eredeti n-ciklussal homolodg ciklus. Ezzel belattuk, hogy h,, sziirjektiv.
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Végil belatjuk, hogy h, injektiv. Tegyiik fel, hogy egy [f] homotdpiaosztélyt h, a
H,(X) nullelemébe kiild. Ez azt jelenti, hogy f.(u,) a hatdra egy X-beli (n + 1)-
ciklusnak. Ennek az (n — 1)-vazait az el6bb leirt médon ismét behtzhatjuk a ba-
zispontba. A homotépia utdn kapott leképezés néhany g; : A" — X szinguldris
(n + 1)-szimplex képét adja meg. Ezek hatdrainak Osszege egy, az eredeti f leké-
pezéssel homotop n-szimplex, igy f-et, ezen szimplexeken keresztil behuzhatjuk a
konstans z, leképezésbe. Igy belattuk, hogy ekkor f nullhomotép, azaz h., injek-
tiv. O

5.5. Gombok homotopikus csoportjai

A végs6 eredményiink bizonyitasahoz még fel fogjuk hasznélni az alabbi két allitast.
Ezek bizonyitasa megtalalhato Hatcher Algebraic Topology cimii kényvének Spectral
Sequences kiegészitésében. [4, p. 542-546.]

5.5.1. Tétel. Legyen B egy utisszefiiggo CW-komplezus F — X — B fibrdlds. Ve-
gyiik X -nek eqy olyan filtrdldsdt, amit B p-vdzaibol kapunk: XP leqgyen BP dse. Ekkor
ha 7 (B) trividlisan hat a H*(F'; G) kohomolégiagyirin, akkor az X tér spektrdlis

sorozatanak 2-lapjin az aldabbi csoportok dllnak:
EY? ~ HP(B; HY(F; Q))

5.5.2. Allitas. A H*(B; H*(F,G)) kohomoldgiagyiiriin értelmezett szorzds szorzdst
indukdl az X spektrdlis sorozatdinak E? lapjin. Ezzel a szorzdssal a d kohatdrleképe-
zésre teljesiil, hogy ha x € EPY, akkor d(xy) = (dx)y + (—=1)PTx(dy), a szorzdsi és

kohatdrleképezési tulajdonsag pedig oroklodik a tobbi lapra is.

5.5.3. Tétel. A m,1(S™) csoport n = 1-re trividlis, n = 2-re Z-vel izomorfn > 2
esetén pedig Zs-vel izomorf.

Bizonyitds. n = 1-re mo(S')-r6l mér lattuk, hogy trividlis.

n = 2 esetén tekintsiik a 5.3.8. Példadban definidlt S' — S® — CP! fibralt nyaldb
struktirat. Mivel CP! homeomorf S2-vel, igy ezt tekinthetjiik ST — S® — S%-ként is
(s6t, ez valdjaban a bevezetésben megadott Hopf-fibralas). Erre alkalmazva a 5.3.12.

Tételt, kapjuk, hogy az alabbi sorozat egzakt:

m3(S1) —— m3(S3) —— m3(S?) —— m(Sh)
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Mivel m3(S?) = m(S?) = 0, {gy a kozéps6 leképezés izomorfizmus. Mivel m3(S5%) ~ Z,

fgy m3(S?) ~ Z is teljesiil.

Az n > 2 eset bizonyitdsdhoz el6szor tekintsiikk a K(Z,2) — * — K(Z,3) fibrélas
kohomologikus spektralis sorozatat Z egyttthatokkal. Mivel 7 (K (Z,3)) trividlis,
ezért alkalmazhatjuk az 5.5.1 Tételt. CP> K (Z,2) tipusu tér, igy az univerzalis
egytutthato tételbél megkapjuk, hogy K(Z,2) kohomoldgiai a paros indexen Z-t ad-
nak, a paratlanokon pedig trividlisak. A Hurewicz-tételb6l kovetkezik, hogy K(Z, 3)
0. és 3. kohomoldgiacsoportja Z, a kozottik 1évéek viszont trividlisak. Ezekbol méar

lathatjuk, hogy a spektralis sorozat E5 lapjanak részlete igy néz ki:

CPe

Azt lathatjuk, hogy az Eg’o,ES’Q,ESA,ES’O,ES’Q,ES’A pozicibkban Z van a fentiek
miatt, a tobbi csoport Fa'-ig pedig 0. Mivel K(Z,3) tttere pontrahtizhaté, igy
az E., lapon csak az E%° pozicibban van egy Z, a tobbi csoport 0. foy az Fyn
1év6 csoportokat valamelyik d, kohatarleképezésnek el kell tiintetnie. Mivel a tobbi
siknegyedben csak 0-k vannak, igy ezeket csak a d3 leképezés tudja megolni (ezt

jelzik az dbrén a nyilak).

Legyen ES’Q generatoreleme z, Eg”o—é pedig y. Ekkor a multiplikativ struktirabol
adodnak az abran jelolt generatorelemek. Az E§’2 és ES”O csoportok csak egymast

olhetik ki, igy koztik a d§’” leképezés izomorfizmus, azaz dr = y. fgy az 5.5.2.
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Allitésbol kovetkezéen d(z?) = (dz)x + z(dxr) = 2zy. Ekkor viszont az ES° po-
ziciéban Zs-nek kell lennie, hogy FE3*-t ki tudjuk olni. Ezzel megkaptuk, hogy
HS(K(Z,3),Z) ~ Zs.

Mivel a tobbi nem ismert csoportot semmilyen ismert csoporttal nem tudjuk ki-
6lni, igy a tobbi 0-val jelolt csoportrdl is megéllapithatjuk, hogy trividlisak. Mi-
vel ez elOszor E;l’o—rél és Eg’o—rél allapithaté meg, ezért ezekbdl az is latszik, hogy
HYK(Z,3),7) ~ H*(K(Z,3),Z) = 0.

Most irjuk fel hasonléan a K(Z,3) — * — K(Z,4) fibralasra vonatkozé kohomo-
logikus spektralis sorozatot. A tételt itt is alkalmazhatjuk m(K(Z,4)) = 0 miatt.

Ekkor az F, lapon (a dy® és do® kohatérleképezéssel) a kovetkezét latjuk:

K(Z,3)

A totélis tér most is pontrahizhaté, {gy az E, lapra az E%° pozicion kiviil mindenhol
meg kell halnia az adott csoportnak. EQO’?’—at és E;"O—t megoli a dg73 izomorfizmus.
Az EY° poziciéban 16v8 Zo-t csak abban az atléban 1évé elemek tudjék trividlissa

tenni, hol a p és ¢ koordinitatak Osszege 7. Mivel az E§’3—ban 1év6 Z-be Zo-t nem
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lehet nemtrividlisan beleképezni, igy ez nem tudja megdlni. Az atlé tébbi eleme
mind 0, mivel a fibrum megfelelé kohomoldgiacsoportjai trivialisak, az E27 Y pozicién
kiviil, ahol egyel6re nem tudjuk mi van. Mivel ezt sem 6lheti meg mas elem, ezért
a dY° leképezés is izomorfizmus lesz és Ea° ~ Z,. Az eléz6hoz hasonléan ekkor
By’ ~ ES° = 0 és igy HY(K(Z,4);Z) ~ HS(K(Z,4);Z) = 0.

Innentél ezt a 1épést iterdlva indukcioval lathatjuk, n > 2 esetén a K(Z,n)
tér Z egyiitthatés kohomolodgiacsoportjai 0-tol n + 3 indexig igy néznek Kki:
HY(K(Z,n);Z) ~ H'(K(Z,n);Z) ~ 7, H""3(K(Z,n);Z) ~ Z,, a tobbi pedig trivia-

lis.

Végiil ahhoz, hogy kiszdmitsuk m,,1(S™)-t, vegyitkk a K(Z,n—1) — *x — K(Z,n) fib-
ralast. Tekintsiink egy olyan folytonos leképezést, amely S™-t beleképzi a 7, (K (Z,n))
generatorelemének egy reprezentansdba. Ezen leképezés képét a fibralas szerint
visszahtuizva a totalis térbe, kapunk egy K(Z,n — 1) — S™|, — S" fibrélast. Alkal-
mazzuk erre a fibraldsra a 5.3.12. Tételt. Mivel (K (Z,n—1)) k # n—1 esetén tri-
vialis, gy a kapott hosszu egzakt sorozatb6l rogton latszik, hogy 7y (S™) =~ m(S™|,)
teljesiil, ha k # n,n — 1.

E két homotopiacsoport kiszamitasahoz tekintsiik az ide vonatkozo részletét a hosszi

egzakt sorozatnak:
0 — mu(S"]n) — m(S") — M1 (K(Z,n — 1)) — T (S"[n) — 0

Ha ez ald odairjuk a K(Z,n—1) — x — K(Z,n) fibrdlas homotopikus hosszt egzakt
sorozatanak megfelel6 részét, akkor a bedgyazasok altal indukalt leképezésekkel az

alabbi diagram kommutativ:

0 — o (S"|n) —— m(S") —— T (K(Z,n— 1)) — w1 (S"]n) —

0
| ! ! ! ! |
0

0 — m(x) — (K (Z,n)) — 71 (K(Z,n—1)) — m_1(x) —

« pontrahtzhaté, igy m, (%) = m,_1(*) = 0, amibdl kovetkezik, hogy a m,(K(Z,n)) —
Tn—1(K(Z,n— 1)) leképezés izomorfizmus. Mivel az ezekbe mend bedgyazas altal in-
dukélt leképezések is izomorfizmusok, igy azt kaptuk, hogy 7, (S™) — m,_1(K(Z,n—
1)) is izomorfizmus. Igy csak a fels sort lefrva a mar ismert csoportokkal, kapjuk

az alabbi egzakt sorozatot:

0 — 7 (S™n) — Z = Z — m,_1(S"],) — 0
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Ebbdl pedig mar lathatjuk, hogy 7, (S™|,,) ~ m,—1(S™|,) = 0. Tehat azt kaptuk, hogy
S™|,, homotdpiacsoportjai megegyeznek S™ homotdpiacsoportjaival azzal a kivétellel,

hogy az n-edik csoport trivialis.

frjuk fel a K(Z,n —1) — S"|, — S™ fibralés kohomologikus spektrélis sorozatét Z
egyttthatokkal. Mivel n > 2, ezért m1(S™) = 0 most is igaz, igy alkalmazhatjuk az

E5 lap csoportjaira vonatkozo tételt. Ekkor az Fs lapon ezt latjuk:

K(Z,n—1)
n+ 2 Zs 0
n+1 0 0
n 0 0 0
n—1
n—2 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 -+ n—1 mn n+l1 n+2 n4+3 S

A nulladik sorban csak EY° és Ey? izomorf Z-vel a tbbi csoport trividlis. Az el-

s6 oszlopban a fibrum kohomolégigit latjuk. Az E9" " és Ey” csoportokat kioli a

d%"=1 izomorfizmus. Az Ey™? pozicibban 16v6 Z, csoportot abban az atléban 16vé
elemek tudjak kiolni, ahol a koordinatdk osszege n + 3. Ezek viszont mind nulldk,

gy E9nt2 ~ 7Z,.
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Mivel EPT27P ~ ppnt2=p [pprbntl=p ahol FP4 = Ker[HPT1(X) — HPTI(XP1)]
és ezek koziil a csoportok koziil egyediil EX" 2 ~ 7, a tobbi trivialis, igy lathatjuk,
hogy H""2(S"|,; Z) ~ Z,. Mivel ez alatt az 4tl6 alatt minden csoport 0 az E., lapon
az E%° poziciot kivéve, {gy lathatjuk, hogy H(S"|,;Z) ~ Z, 0 < k < n + 1 esetén
pedig H*(S"|,; Z) = 0. Ezekbdl az univerzilis egyiitthaté tétel alapjan megallapit-
hatjuk, hogy H,.1(S"|,) =~ Zs. Ekkor pedig a Hurewicz-tételb6l kovetkezik, hogy
Tnt1(S™|n) =~ Zs, mivel a S™|,, kisebb homotopikus csoportjai mind trividlisak. Végiil

lathatjuk, hogy n > 2 esetén m,1(S™) ~ Zs. O

Tgy azt kaptuk, hogy a m,.1(S™) csoportok n — oo mellett stabilizalédnak. Freu-
denthal tételébdl kovetkezik [3, Corollary 4.24.], hogy ez barmely m,,;(S™)-re teljesiil
n — oo mellett. S6t, még az is igaz, hogy m,.;(S™) mar n > i+ 1 esetén stabil, tehét
ezek a csoportok mar mind izomorfak egymadssal (rogzitett i esetén). Ezeket a stabil
csoportokat a gombok stabil homotopikus csoportjainak nevezziik és 7;-sel jeloljiik.

A dolgozatban igy azt kaptuk meg, hogy 7j ~ Zs.
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