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1. Bevezetés

A topolégidban az alacsony dimenzids terek megkiilonboztetésének egyik legmegbizhatébb eszkoze a
fundamentélis csoport, m1 (X, 20). Ez a topoldgiai invaridns CW-komplexusokra kénnyen szdmolhatd,
és valamilyen értelemben az egyik legintuitivabb is, azt ragadja meg, hogy egy térben milyen ” mozog-
ni”, milyen lényegileg kiillonb6z6 utakat lehet bejarni. A fundamentdlis csoportnak van azonban egy
komoly hidnyossaga: magasabb dimenziés terek megkiilonboztetéséhez sokkal kevésbé hasznalhaté. Ezt
jol illusztrélja, hogy egy CW-struktira esetében a fundamentélis csoport csak a struktira 2-vézdtdl
flige. Hasznos lenne tehat a fundamentalis csoportnak valamilyen magasabb dimenziés analdgidjat
kidolgozni.

Egy természetes ilyen altaldnositdst adnak a magasabb dimenziés homotopikus csoportok. A fun-
damentalis csportra gondolhatunk 1gy, hogy (S*, p) — (X, x¢) leképezések homotépiaosztélyaibdl all.
Hasonléan, a k-adik homotopikus csoport, (X, z¢) elemei (S*¥,p) — (X, ) leképezések ekviva-
lenciaosztalyai. Ezeken a fundamentdlis csoporthoz hasonléan definidlhaté a csoportmivelet, és igy
az n > 1 esetben mindig Abel-csoportot kapunk. Ez a konstrukcié rendelkezik sok tulajdonsaggal,
amivel a fundamentélis csoport, és valoban hasznos magasabb dimenzids terek megkiilonboztetésében,
példaul k < n esetén 7, (S™, p) = 0, mig 7,(S™, p) = Z. Azonban nehezen szdmolhatd, nincs ugyanis
analégidja a Van-Kampen-tételnek, ami a fundamentélis csoport szdmolasanak {6 eszkoze. Emellett ez
a konstrukcié néhany véaratlan ”anomaéliat” is okoz, példdul az nem igaz minden esetben, hogy k > n
esetén m(S™, p) = 0, példaul k > 2 esetén 71 (S?) sosem lesz trivialis.

Egy maésik, kevésbé természetes, de sok szempontbdl praktikusabb altalanositas azon az észrevételen
alapszik, hogy S' az egyetlen kompakt 1-dimenziés sokasig, tehat a k-adik csoporthoz S!' — X
leképezések helyett érdemes lehet M — X leképezéseket vizsgalni, ahol M egy kompakt k-dimenzids
irdnyithato sokasag. Ekkor azonban, mivel a vizsgalt leképezéseink t6bb kiillonb6zé térbol képeznek,
nem hasznalhatjuk a homotépidt mint ilyen leképezések ekvivalenciajat. Ezt a problémat egy masodik
észrevétel oldja meg: egy v : (S1,p) — (X, z0) leképezés pontosan akkor nullhomotdp, ha létezik
f: D? — X leképezés, amire f|gp2 = . Ebbdl kiindulva a kdvetkezd ekvivalencia-reldciét alkothat-
juk meg: legyen o1 : M — X és 09 : N — X (ahol M, N egy-egy kompakt k-dimenzids irdnyithatd



sokasdg) ekvivalens pontosan akkor, ha létezik K kompakt peremes k + 1-dimenziés irdnyithaté so-
kasdg, amire 0K = M U N, és létezik 7 : K — X leképezés, amire T|gpx = o1 @ o2. Ebben
a konstrukciéban a bazispont fogalméat sem tudjuk haszndlni a csoportmiivelet definidlasara, de ezt
konnyen megoldhatjuk, ha az 6sszes M kompakt k-dimenzids iranyithatd sokasag és M — X leképezés
altal generalt szabad Abel-csoportot tekintjiik, majd ezt faktorizaljuk le a fenti ekvivalencia-relacioval.
fgy kapjuk az dgynevezett k-adik homologikus csoportot, Hy(X)-et. Fontos megjegyezni, hogy bér
a fundamentdlis csoportbdl indultunk ki, ez az ekvivalencia-relaci6 erésebb, mint a homotépia (és a
konstrukeié részletei is mésok) igy Hy(X) végiil a fundamentélis csoport Abelizéltja lesz, és altaldban
is minden homologikus csoport Abel-csoport lesz. A homologikus csoportok sok szempontbdl elérik
azt, amit a fundamentélis csoport altalanositdsatél varnank: kénnyen szamolhatok, és hasznosak a
magasabb dimenzids terek megkiilonboztetésében. Az eléz6 ”anomaliat” is elkeriiltiik, ugyanis k > 1
esetén

7Z k=0,n

R

Egy harmadik &ltaldnositds, amivel ebben a dolgozatban foglalkozunk ismét egy homotdpidval
kapcsolatos megfigyelésbdl indul ki, nevezetesen abbdl, hogy R™ egy nyilt részhalmazan egy sima
vektormezd homotép gorbéken vett integraljai megegyeznek. Ez azt sugallja, hogy a gorbék helyett
lehetne a vektormezoket, és ezeknek valamilyen magasabb dimenzids altaldnositdsait vizsgalni. Ha ezt
altaldnos M (sima) n-dimenzids sokasidgon prébaljuk definidlni, valamilyen olyan integrélfogalomra
lesz sziitkségiink, amivel tudunk k-dimenziés (peremes sima) irdnyithaté részsokasdgokon integralni.
Természetesen ezt az integralfogalmat gy akarnank megalkotni, hogy lokélisan egybeessen az R™-
en torténd integraldssal. Az integraltranszforméciés-formula miatt ahhoz, hogy ez fliggetlen legyen a
térképek megvalasztasatol, a struktira amit integralunk, gy kell hogy megvéltozzon koordinatavaltas
esetén, hogy abba a véaltozasba bele van épitve a koordindtavaltds Jacobi-méatrixa. Erre a masodik
fejezetben definialt differencidlformak lesznek alkalmasak, ezeket vizsgalva pedig megalkothatunk egy
1j topoldgiai invarianst, az tigynevezett de Rahm Kohomoldgiat, H C’fR(M )-et. A fejezet végén beldtjuk
Stokes tételét, ami Osszekapcsolja differencidlformak egy peremes részsokasdgon, és a peremén vett
integraljait. Ez egy kapcsolatot sugall a homologikus csoportok és a de Rahm kohomolégidk kozott,
és valéban, a k-adik de Rahm kohomolégia tisztdn algebrai tton szdmolhaté Hy(M)-bél. A Stokes-
tétel emellett minden analizisb6l ismert integralformula altalanositdsaként is szolgal, mint ahogy ezt a
harmadik fejezet végén latni fogjuk.

A harmadik fejezetben a de Rahm kohomoldgidk kiszémitdasanak mddjait vizsgaljuk, és ki fog
deriilni, hogy a fundamentélis csoporthoz hasonléan ezek is kénnyen szamolhatdak, féleg az igynevezett
Mayer-Vietoris soroknak koszonhetden, amik a Van-Kampen-tétellel analég médon viselkednek. Végiil
a negyedik fejezetben a de Rahm kohomoldgidk segitségével definidljuk leképezések fokat, egy a
topolégia szamtalan teriiletén hasznos fogalmat, amit sok mas moddon is lehet vizsgalni. Ennek
segitségével definidljuk kompakt sokasidgokon értelmezett vektormezok indexét, és belatjuk a Poin-
caré-Hopf-tételt. Ez a gyonyord, és meglepé eredmény azt mondja, hogy egy kompakt sokasigon
minden vektormezd indexe megegyezik, s6t ez az index mindig a sokasag Euler-karakterisztikaja, és
fontos kévetkezményei vannak mind a topoldgidban, mind a matematika egyéb teriiletein.

2. Differencialformak sima sokasagokon

2.1. Alternal6é multilinearis formak

Legyen V egy n-dimenzids vektortér R f6l6tt, és legyen (eq,. .., e,) egy bdzisa. Minden I C {1,...,n}-
re, ahol |I| = k, legyen
wr: VESR (v, o) — det((v7))

(@)

multilinedris k-forma, ahol v;”’ a v; vektor j-edik koordindtdjat jeloli az (e1,...,e,) bézisban, és
I; az I részhalmaz j-edik eleme, névekvd sorrendben. Tehdt wy (vi,...,vx)-hoz az I-nek megfeleld

koordinatakbol alkotott négyzetes matrix determindnsat rendeli. A k& = 0 esetben legyen megegyezés
szerint wyg = 1 € R. A k = 1 esetben (wy1},...,wn}) éppen(er,...,e,) dudlis bazisa V*-ban. A
determinédns tulajdonsdgaibdl azonnal kapjuk a kévetkezot.

2.1.1. Kovetkezmény. Ha i,j <k, i # j és v; = v;, akkor wr(vi,...,vg) =0.



2.1.1. Definicié. Az el6z6 kovetkezményt kielégité w : VF — R multilinedris k-formdkat alterndlonak
nevezzik.

Legyen most k fix, és legyen
A*(V) = span{w;|I C {1,...,n},|I| = k}.

Ekkor A°(V) = R-t wy = 1 generdlja. Ha k > n vagy k < 0, legyen A*(V) megegyezés szerint {0}.
Ekkor AF(V) elemei is alterndlé multilinearis k-formék.

2.1.1. Lemma. A fent megadott generdtor-rendszer bdazisa A*(V)-nek, azaz {wr|I C {1,...,n},|I| =
k} elemei linedrian figgetlenek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy

w = Z )\]UJ[ZO,

IC{1,...n},|I|=k
ahol V I-re A\; € R. Legyen J C {1,...,n},|J| =k fix. Ekkor

1 I=J

wilen, -sen) = {o kiilénben ’

tehdt w(ey,,...,es) = Ay =0. O
2.1.2. Kovetkezmény. Ekkor dim A*(V) = (})).
2.1.2. Lemma. Minden w: V* — R alterndlé multilinedris k-formdra w € A¥(V).

Bizonyitds. Legyen VI C {1,...,n},|I| = k-ra A\; = w(ey,,...,er,), ekkor V J C {1,...,n},|J| = k-ra

w(ejl,...,eJk):)\J: Z )\]W[(eJl,...,GJK),
Ic{1,....n},|I|=k

w = Z )\[W].

I1C{1,....n},|I|=k

tehat

O

Az alternalé multilinedris formdkon definidlhaté egy kétvaltozds bilinedris operécid, az tgynevezett
kiils6 szorzat, a kovetkezo allitas segitségével.

2.1.1. Allitas. Létezik és egyértelmi kétvdltozds bilinedris operdcidk egy { Ak} rendszere, ahol minden
kyl-re Apg: AF(V) x ALV — ARV, amely teljesiti a kévetkezbket:

1LV EilmVYweA(V),ne A (V),ve A™(V) (wAk1N) Nettom V =W Ak itm (1 Atm V),
2.V L JCA{l,....nh|I|=k|J|=1 Viel,jeJ i<j = w;Ngiwj=WwiuJ,
3. Vi, j<n wiiy A1,1 WG = —Wi) A1 Wiy -

A tovdbbiakban az alsé indexeket elhagyva, {Ak} minden elemét egyszerden N-el jeloljik.

Bizonyitds. Ha A a fentieket teljesiti, 1 szerint a miiveleti sorrendet jelzo zaréjeleket elhagyhatjuk. 2-
bél vildgos, hogy V I C {1,...,n}, |I| = k-ra wr = wyr,y A+ Awyrpy. 3-bdl kévetkezik, hogy Vi < n-re
wiiy Awyiy = 0. Ezekbél vildgos, hogy ¥ I, J C {1,...,n}-re

o A InJ#0
! 7 (_1)m(I7J)(U[UJ kiilonben

ahol m(I,J) I és J dtmetszési szdma, azaz m(I, J) = |{(¢, 5)|I; > J;}|-
Ekkor a 2.1.1 Lemma szerint A ennek az egyértelmi bilinedris kiterjesztése, konnyen ellendrizheto,
hogy ez valéban teljesiti az 1-3 tulajdonsigokat. O



2.1.3. Kévetkezmény. Minden w € A*(V),n e AL (V)-re w An = (—1)*n Aw.
2.1.4. Kévetkezmény. Minden w € A*(V)-re ha k pdratlan, akkor w Aw = 0

2.1.1. Megjegyzés. A korabbi definicickbol konnyen levezethetd az alabbi képlet a kilsé szorzatra:
Minden w € A¥(V),n € AY(V)-re

1
WAL ) = D> sgn(0)w(Va(), s Vo) N (Va(ir)s - - > Vo(ett))-
T oeS(k+)

Legyen most W m dimenziés vektortér R {6lott, legyen A € Hom(V, W), és legyen k fix. Ekkor
definidlhaté egy A* € Hom(AF(W), A*(V)) leképezés, amelyre minden w € A¥(W)-re

A*w(vy, ... vg) = w(Avy, ..., Avg).

Koénnyen ellenérizhetd, hogy A*w valéban alternalé multilinedris k-forma, és A* val6ban linearis. A
k = 0 esetben legyen A* =id: R — R.

2.2. Differencialformak sima sokasagon

Legyen M egy n-dimenzids sima sokasag, jelolje T'M az érintényalabjat, és legyen k fix. Legyen
AF(TM) = Upenr A¥(T,M). Ezt el fogjuk latni egy sima sokasdg-struktiraval.

Legyen m : AM(TM) — M (p,w,) — p vetités, ekkor minden p € M-re 7~ 1({p}) = A¥(T,M).
Legyen (¢,U) az M térképe, ekkor ¢ minden p € U-ra meghataroz egy R" =, T, M izomorfizmust,
ahol A, = (¢71).p, és fgy egy AF(T,M) ay R(%) izomorfizmust. Legyen

fi ANTU) = U xRE) (p,wy) o (p, Afwy),

ekkor f bijekcid. Legyen
o=(pxid)of: ANTU)— R"(),

ez is bijekcid.

/qj\

AHTU) L U x RG) 224 gt ()

~_

U—R"

Léssuk el A*(TM)-et M minden (¢, U) térképéhez a ¢ térképpel, ez egy sokasdg-struktiirdt ad meg
A¥(TM)-en. Konnyen ellendrizhets, hogy az igy kapott sokasdg-struktira sima lesz.

2.2.1. Definicié. Egy (sima) differencidl k-forma M-en egyw : M — A*(T M) sima leképezés, amire
mTow = id.

AR(TM)

wuﬂ

M

Tehét egy w differenciél k-forma M minden p pontjdhoz A¥ (T, M) egy elemét rendeli, ezt jeldlje w,.
Ekkor w-ra gy is gondolhatunk, mint egy alterndlé k-lineéris leképezésre a sima vektormezék X(M)
vektorterérdl a sima fiiggvények §(M) vektorterére, ahol w(Xy,..., Xy)(p) = wp(X1(p),..., Xk(p)).
Belathaté, hogy minden ilyen leképezés eldall, mint differencidl k-forma.

A vektortér-miiveleteket pontonként értve a differencidl k-formak is vektorteret alkotnak, ezt jelolje
QF(M). Ak = 0 esetben Q°(M) = F(M). A kordbbi megegyezések szerint ha k > n vagy k < 0,
QF (M) = {0}.

A 2.1.1 Allitdssal definialt kiils6 szorzatot pontonként értelmezve definidlhaté bilinearis operdtorok egy



{Ak.} csalddja, ahol minden k, l-re Ay : QF(M) x Q{(M) — QFFL(M), ezeket a tovabbiakban szintén
az alsé indexet elhagyva A-el jeloljiik. A k = 0 esetben f € Q°(M),w € Q!(M)-re f Aw helyett réviden
fw-t frunk.

Legyen most (¢,U) az M térképe, (z1,...,2,) a ¢ koordindtafiiggvényei, ekkor minden p € U-ra
(3% )p7 ce (ain )p) T,M bézisa. Legyen ennek a dudlis bazisa A (T,M) = T,M*-ben (dz1,...,dz,).
Legyen minden I C {1,...,n},|I| = k-ra dz; = dxy, A--- Adxy,, ekkor a 2.1.1 Lemma és 2.1.1 Allités
szerint minden k-ra {dzr|I C {1,...,n},|I| = k} A*(T,M) bézisa.

Legyen w € A¥(M), ekkor lokalis koordinatédkban

W= Z frdzxy,

IC{1,....n},|I|=k

ahol V I-re f; : U — R fiiggvény. Kénnyen beldthatd, hogy w simasiga ekvivalens az f;-k simasigaval
minden lokalis koordinatarendszerben.

A differencialformakon definidlhaté egy linedris operator, az ugynevezett kiils6 derivalt, a kovetkezd
allitds segitségével.

2.2.1. Allitas. Legyen U C R™ nyilt. Létezik és egyértelmd linedris operdcidk egy {d} rendszere,
ahol minden k-ra dj, : QF(U) — QFTY(U), amely teljesiti a kovetkezbket:

1L.VEIVweQ¥U),neQU) dryi(wAn) =drwAn+ (=1 w Adm,
2.V feQ%U), Xsima vektormezére dof(X) = X(f),
3.V feQU) didof = 0.
A tovdbbiakban az alsé indexeket elhagyva, {dy} minden elemét egyszeriien d-vel jeldljiik.

Bizonyitds. Legyenek (X1,...,X,) minden pontban az R™ standard bazisit megadd vektormezok. Ha
d a fentieket teljesiti, 2-bél V f € Q°(U),j < n-re

0 0 "9
df(X;) = X;(f) = 5 - f = 5~ fdwi(X;) ZZ%fdxi(Xj),
J J i=1 2

tehat
“. 9
df = — fdz;.
F=

Specidlisan V i < n-re da; = dz;. Ekkor 3-bdl ddz; =0, és 1-b81 V I C {1,...,n}-re ddzy = 0.
Legyen most I C {1,...,n}, és legyen w = fdz;, ahol f € Q°(U). Ekkor 1-bsl
dw=df Adxy+ f(ddxy) = df Aday.

Ekkor d ennek az egyértelmi linearis kiterjesztése, konnyen ellenérizhet6, hogy ez valéban teljesiti az
1-3 tulajdonsagokat. O

2.2.1. Kovetkezmény. Létezik és egyértelmd linedris operdcick egy {dy} rendszere, ahol minden k-ra
dp : QF(M) — QFFY(M), amely teljesiti a kivetkezbket:

LY kIVweQF(M),neQ (M) dpa(wAn) =dwwAn+ (—1)FwAdm,
2.V f e QM), X sima vektormezére dof(X) = X(f),
3.V feQU) didof = 0.
A tovdbbiakban az alsé indexeket elhagyva, {di} minden elemét egyszerden d-vel jeléljiik.

Bizonyitds. Legyen A M atlasza, ekkor az el6z6 dllitds szerint V (¢, U) € A-ra lokdlisan egyértelmiien
létezik dy, ami a fenti tulajdonsdgokat teljesiti. Az egyértelmiiség miatt V (¢, U), (¢, V) € A-ra dy és
dy megegyezik U N V-n, tehat az

w = (p = (dUw)P)7 ahol (¢a U) € A,p € U)

leképezés joldefinialt. Konnyen ellendrizhetd, hogy ez valéban teljesiti az 1-3 tulajdonsagokat. O



2.2.2. Allités. Az el6z6 kovetkezményben definidlt d-re d* = 0.

Bizonyitds. Elég az allitdst lokdlisan igazolni. Legyen I C {1,...,n}, és legyen w = fdzy, ahol
f € Q%U), d linearitdsa miatt elég az &llitast ilyen alakd formdkra igazolni. Ekkor

dw =df ANdxy,

tehat
d*w = d*f Adz; — df Addz; =0,

tehat d% = 0. O

2.2.1. Megjegyzés. Legyen most k fiz. A kompakt tartéju differencial k-formdk M -en linedris alterét
alkotjdk QF(M)-nek, ezt az alteret jelslje QF(M). Minden w € QF(M),n € QL(M)-re support(w An) C
support(w) N support(n), tehdt w An € QEFL(M), és support(dw) C support(w), tehdt dw € QETH(M),
tehdt a kompakt tartoju differencidlformdk kozt is értelmezhetd a kilsé szorzat és derivalt.

2.3. Indukalt differencialformak

Legyen M egy m és N egy n-dimenzids sima sokasdg, és legyen k fix. Legyen 6§ : M — N sima
leképezés. Ekkor minden p € M-re 6 indukdl egy 0., € Hom(T,,M,Ty,)N) leképezést, és igy egy
(0.); € Hom(A¥ (T, N), A¥ (T, M)) leképezést. Ezt pontonként értelmezve kapunk egy

6% € Hom(Q"(N), Q¥ (M)) w = (p— (6.)}(we(p)))
leképezést. Jeloljiik ezt a leképezést az Osszes k-ra egyszertien 6*-gal. A k = 0 esetben f € Q°(N)-re
)
2.3.1. Lemma. Minden f € Q°(N)-re 0*df = do* f.
Bizonyitds. Legyen p € M, ¢ =0(p) és v € T,M, w = 0,,v € T,N. Ekkor
(6" f)p(v) = (d(f 0 0))p(v) = v(f 0 0) = w(f) = (df)q(w) = (07d[)p(v).
O

2.3.1. Allitas. A fent definidlt 0*-ra a kévetkez6k teljesiilnek (ahol N lokdlis koordindtdzdsait (yi, ..., Yn)-
nel jeldljik):

1. Yk IVweQF(N),neQ(N) 60 (wAn)=0wA0%,
2.V (¢,U) N térképhezV f € QVU),I€{1,....n},|I|=k
0" (fdyr) = (fo0)d(yr, o0) A--- A d(yr, ©8),
3. VEkVweQ¥N) 0% do= di*w.
(A 2-bdl kovetkezik, hogy simma forma dltal indukdlt forma is sima.)

Bizonyitds. Az 1 a definicikbdl vildgos.
A 2-hoz legyen f € Q°(U),I € {1,...,n}, ekkor 1-bél

0 (fdyr) = 0" f0*dyr, A--- NO*dyr, .
Az el6z6 lemma szerint
0" f0*dyr, A--- N dyr, = 0" fd0*yr, A---ANdOyr, = (fo0)d(yr, 0 0) A--- Ad(yr, ©0).

A 3-at elég lokdlisan igazolni. Legyen (¢,U) N térképe, legyen I C {1,...,n}, és legyen w = fdyj,
ahol f € Q°(U). Ekkor 1-b6l

0*dw = 0% (df Adyr) = 0°df A6 dy;.



Az eléz6 lemma szerint
0*df A0 dy; = d6* f A0 dy; = d(6* f A 0*dy).

Végil ismét 1-et alkalmazva
d(0* f A0 dyy) = dO* (fdyr).

Legyen K sima sokasdg, és ¢ : N — K sima leképezés. A definiciébdl vildgosak a kovetkezdk.
2.3.2. Allitas. Ekkor

1. (Yo 0)* =6 oy,

2. id* =id.

Azaz az (M — QF(M)), (6 + 6*) hozzdrendelések egy kontravarians funktort hatdroznak meg
a sima sokasdgok és sima leképezések kategoriajabol a valds vektorterek és linearis leképezések ka-
tegdridjéba.
2.4. A de Rahm kohomolégia
Legyen M egy n-dimenziés sima sokasdg. A 2.2.2 Allftas szerint d? = 0, azaz Im(d) C Ker(d).

2.4.1. Definicié. Nevexziik w € QF(M)-et zdrtnak, ha w € Ker(d), azaz dw = 0. Nevezziik w-t
egzaktnak, ha w € Im(d), azaz 3 n € QF~Y(M), amire dy = w.

Megegyezés szerint csak a 0 egzakt Q°(M)-ben, vildgos, hogy minden elem zart Q"(M)-ben. Az
QF(M) vektorterek, és koztiik a d operatorok egy félegzakt sort (lanckomplexust) adnak.
0 —— QM) — QM) — ... — Q" (M) —— Q"(M) —— 0
2.4.2. Definicié. M k-adik de Rahm kohomoldgidja legyen

~ Ker(d) N Q*(M)
Hin(M) = Im(d) N Q*(M)

Tehdt HX (M) elemei zart differencidl k-formék ekvivalenciaosztdlyai, ahol két elemet ekviva-
lensnek tekintiink, ha kiilonbségiik egzakt. Az w € QF(M) forma ekvivalenciaosztalyat jeldlje [w].
Az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a kordbban differencidlformakra definidlt operatorok koho-
moldgiaosztalyokon is értelmezhetok.

A konstrukciébél azonnal adédik, hogy H §R(M ) valés vektortér. A 2.2.1 Kovetkezménybél vildgos,

hogy zart formék kiils§ szorzata zart, a 2.3.1 Allitasbol pedig, hogy zart forma altal indukalt forma
zart.

2.4.1. Lemma. Legyen w,n € QF(M) N Ker(d),v,& € QY(M) N Ker(d), és legyen [w] = [n],[v] = €],
ekkor [w Av] = [n AE].

Bizonyitds. Legyen dv = w —n és d( = v — €. Ekkor
WAV—NAE=wAV =8+ (w—-—nAE=wAdl{+dvAE.
Felhaszndlva, hogy dw = 0,d¢ = 0,

WAACHAdvAE=wAdC+ (—D)PdwACH+doAE+ (D) ToAndeE =dwAC+vAE).

Tehat a kiils6 szorzat értelmezhet6 kohomoldgiaosztalyokon.
Legyen most M egy m és N egy n-dimenzids sima sokasdg, és legyen 6 : M — N sima leképezés.

2.4.2. Lemma. Legyen w,n € QF(N) N Ker(d), és legyen [w] = [n], ekkor [0*w] = [6*1].



Bizonyitds. Legyen dv = w — n. Ekkor
0*w —0"n=0"(w—n) =0"dv =db*v.
O

Tehat az indukalds értelmezheté kohomolégiaosztalyokon.

Ekkor az (M ~ HEn(M)), (0 — 0*) hozzdrendelések egy kontravaridns funktort hatdroznak meg
a sima sokasdgok és sima leképezések kategoriajabol a valds vektorterek és linearis leképezések ka-
tegoridjaba.

Sét, a kiils6 szorzat miivelet kiterjesztésével M 6sszes de Rahm kohomolégidjanak direktosszege egy
valés algebra, aminek egységeleme a konstans 1 fliggvény, ezt jelolje Hj,(M). Ekkor 6* kiterjesztése
egy Hip(N) — H}p(M) algebra-homomorfizmus a 2.3.1 Allités miatt, és az (M — Hjn(M)), (0 — 6%)
hozzarendelések szintén kontravaridns funktort hatdroznak meg.

2.4.1. Megjegyzés. A de Rahm kohomoldgia definicidjaban differencidlformdk helyett csak a 2.2.1
Megjegyzésben targyalt kompakt tartoju differencidlformdakat tekintve hasonldan definialhato a kompakt
tartéji formdk de Rahm kohomoldgidja, ennek jele HE(M), ez azonban nem lesz funktoridlis tulaj-
donsdgi.

2.5. Differenciadlformak integralasa

Legyen U C R™ nyilt, és legyen w € Q7(U) (ldsd a 2.2.1 Megjegyzést). Ekkor w = fdxy A -+ Adz,
alakba frhatd, ahol f: U — R sima és support(f) kompakt. Legyen

/w:/-~ fdxy...dx
U R

Az a célunk, hogy megmutassuk, ez az érték invaridns iranyitastarté diffeomorfizmus alatt.
Legyen tehdat V' C R™ nyilt, legyen 6 : V — U irdnyitastarté diffeomorfizmus, és legyen n = 0*w €
Q0"(V), vildgos, hogy ekkor n € Q(V).

2.5.1. Allitas. Ekkor [, n= [, w

Bizonyitds. A 2.3.1 Allit4s szerint
NG, NG,
n=(fod)d(xz100)A---Ad(xp00) = Za—zloﬂdm] Za—asnOdej

Legyen J a 6 Jacobi-matrixa, ekkor V ¢, j < n-re

9
8733'](‘%2 o 9) = Ji’j7
tehat
n=(fo0)Y JijdjA---AD> Jnjdr;=(f00) Y Jiea) . JnemdTeq) A Adiog).
j= j= oceS(n)

Felhasznalva, hogy V o € S(n)-re dzyy A -+ Adagny = sgn(o)dry A -+ A dwy,

n=(fo0) Z sgn(0)(J1,0(1) -+ In,om))dry A - - Aday = (f o 0)det(J)dxy A -+ A da,.
oceS(n)

Ekkor

/ n= // (f oB)det(J)dxy ...dx, = sgn(det(J))/--- fdxy ... dx, = sgn(det(J))/ w.
V n R"L U
Mivel § irdnyitastart6, sgn(det(.J)) = 1, tehat [, n = [, w. O
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Szeretnénk kiterjeszteni az integralds fogalmat sima sokasdgokra. Az el6z6 éllitas azt sugallja, hogy
csak irdnyitott sokasdgokon tudunk egyértelmii integralfogalmat definidlni. Legyen tehat M irdnyitott
n dimenzids sima sokasdg, és legyen w € Q7 (M). Ha support(w) C U, ahol (U,¢) M egy térképe,

legyen
[o=] @e
M #(U)

az el6zé allitds azt mutatja, hogy ez nem fligg (U, ¢) vdlasztdsatol (ha M irdnyitdsdval konzisztens
térképeket vesziink).

Ahhoz, hogy definidlhassuk altalanos differencidlforma integraljat, a kovetkezo lemmara, az igynevezett
egységosztas-tételre lesz sziikséglink, amit most nem bizonyitunk.

2.5.1. Lemma. Legyen M sima sokasdg. Létezik térképek egy {(U;, )}, és sima M — [0, 1] fiiggvények
egy {fi} redszere, amelyekre {U;} lokdlisan véges, V i-re support(f;) C U; és Y . fi = 1.

Legyenek {(U;, ¢:)}, {fi} ilyen tulajdonsdgi rendszerek, ekkor Vi-re support(fiw) C U;, vagyis

értelmes [, fiw. Legyen
W= Jiw = / fiw.
/M Z /M ZZ: M

support(w)NU; 0

Vegyiik észre, hogy {U;} lokélis végessége és support(w) kompaktsidga miatt az elsé szumma véges, és
ezt a masodikban csak 0 tagokkal bovitjiik. Be kell még latnunk, hogy ez az érték nem fiigg {(U;, ¢;)},
{fi} megvélasztdsitol, legyenek tehdt {(V;,v;)}, {g;} is a 2.5.1 Lemmét kielégitd rendszerek. Ekkor

Z;/M fiw= EZ:/M fi(zj:gj)w = EZ:EJ:/M figjw = EJ:/M gj(Ei: fi)w= EJ:/M gjw.

A definiciébdl azonnal adédik, hogy |, v QU(M) — R linedris leképezés. A 2.5.1 Allitasbol az
is azonnal vildgos, hogy [, w értéke invaridns irdnyitéstarté diffeomozfizmus alatt, és —1-szeresére
valtozik irdnyitasvalté diffeomorfizmus alatt.

Legyen most N C M peremes n dimenzids részsokasag, ekkor hasonléan definidlhaté f W (azért nem
altaldnos peremes sokasagra definialjuk, mert peremes sokasagra nem definidltuk a differencialformékat,
de ezt is meg lehet tenni).

2.6. Stokes tétele

Legyen M irédnyitott n-dimenzids sima sokasag és N C M peremes n-dimenzids részsokasag. Legyen N
bedgyazdsai: N — M és N pereme ON. Vilasszuk meg az M sokasig ¢ = (1, ..., x,) térképeit ugy,
hogy ON kornyezetében ON-t {x1 = 0}, N-t {z; < 0} adja. Ekkor (xo,...,x,) a ON sokasig térképe
lesz, és ezek a térképek megadnak egy iranyitast ON-en. Legyen w € Q7~1(M), ekkor i*w € QP 1(ON),
a tovabbiakban ezt is egyszeriien w-val jeloljiik, ha egyértelmii, hogy erre gondolunk.

2.6.1. Tétel. Ekkor [\ dw = [, w.

Bizonyitds. Az integralds definicidja miatt elég olyan w-t vizsgalni, amire support(w) C U, ahol (U, ¢)
az M egy térképe. Ekkor support(w) kompaktsdga miatt 3 a > 0 amire support(w) része a lokélis
koordindtdkban {|z1], ..., |x,| < a} altal adott halmaznak, ez legyen A.

Az integrélés linearitdsa miatt elég

w:fdml/\"'/\dwifl/\dq}i+l/\"'/\d$n
alakba frhaté w-t vizsgalnunk. Ekkor, ha i =1
i*w= flandxa A+ Ndxy,

kiilénben i*w = 0, és

dw = (—1)i+1aifda:1 Ao ANdxy,.
L
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Ha ANN =0, akkor [ dw= [,y w=0.
Ha A C intN, akkor [ dw = [, dw, és

/ dw = (—1)Z+1// 0 fd(Eld{,En = (_1)1+1// |:f($1,...7117n) o dfl...d$i71d$i+1...
M 8$i Ti=—a

Mivel support(f) C A

f(xla'"axi—l,faaxi-&-la-"axn) = f(xla-~~71'i—17aaxi+1;-"axn) = Oa

tehat [, dw = 0. Masrészt ekkor [, w = 0.
Ha ONN A £ ési+# 1, akkor

0 a
/ dw = (—1)i+1 / N / / / ifdl‘idzlddfg PN dxi_ldz:i+1 e dIn =
N R"—2 Jgi=—a Jx;=—a 8552

0 T;=a
= (71)2+1// 2/ |:f(1’17,1'n):| dIldIQ...dl’i_le‘i+1...dl‘n :()7
Rn— r1=—a Ti=—a

az el6zohoz hasonldéan. Masrészt ekkor is f anw =0
Végiil ha ON N A # () és i = 1, akkor

d U2 e "
/]V w/”./Rn—l/ail_aaxlf L xni\/”./Rn—l |:f(xl,.."xn)]ﬁl:*a w2

Felhaszndlva, hogy f(0,22,...,2,) =

0
/dw:/“. f(0,3?27---a33n>dw2"'d$":/ “
N S ON

2.6.1. Kovetkezmény. Han e Q) (M) egzakt (ldsd a 2.4.1 Definiciét), akkor [,, 1 =0.

Bizonyitds. Legyen dv = 7. Ekkor

/77:/ v:/vzo.
M oM 0

dx,,.

O

A fenti tétel olyan analizisbdl ismert integralformuldk altalanositasat adja, mint a Newton-Leibniz

formula (aminek az 1 dimenziés valtozatit persze haszndljuk a bizonyitdsban), a Green tétel, és a

Cauchy tétel.

3. De Rahm Kohomoldégidk kiszamitasa

3.1. A hosszu egzakt sor lemma
3.1.1. Definicid. Nevezziik valds vektorterek és linedris leképezések egy

A%B%C

sordt félegzaktnak, ha go f =0, azaz Im(f) C Ker(g), egzaktnak, ha Im(f) = Ker(g).
Vegyiik észre, hogy a

0*>A$>B

sor egzakt pontosan akkor, ha f injektiv, az

12
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ALB%O

sor pedig pontosan akkor, ha f sziirjektiv.
Nevezziik valés vektorterek, és linearis leképezések egy

do dy do

0 AP Al A?

félegzakt sorat lanckomplexusnak. A tovabbiakban az alsé indexeket elhagyva az Osszes leképezést
egyszerlien d-vel jeloljik. A ldnckomplexus egészét jelolje A*, ha A*, B* lanckomplexus, jeldlje f :
A* — B* linedris leképezések egy {f;} rendszerét ahol V i-re f; : A* — B?, és a tovdbbiakban az alsé
indexeket elhagyva jeloljiik {f;} minden elemét egyszertien f-fel.

Legyen A* lanckomplexus.
3.1.2. Definicié. A* k-adik kohomoldgidja legyen

. Ker(d)n A4*
HYNAY) = L@ mar

Az a € AF elem ekvikalenciaosztalyét jelolje [a]. Vegyiik észre, hogy ha M egy n-dimenziés sima
sokasdg, akkor HX (M) = H*(Q*(M)).
Legyen most A*, B* lanckomplexus és legyen f: A* — B*.

3.1.3. Definicid. Legyen f ldncleképezés, ha fd =df.

A 2.4.2 Lemmaéhoz hasonléan koénnyen belathatd, hogy egy f lancleképezés értelmezhetd koho-
moldgiaosztalyokon.
A fejezet hatraléve részében legyen A*, B* és C* lanckomplexus, és legyen ¢ : A* — B* j: B* — C*
lancleképezés, amelyekre a

00— A"~y B 1,04

sor egzakt.
Ekkor ¢ és j minden k-ra meghatdroz

H*(A*) —is H*B*) —L— H*(C*)
leképezéseket.
Definidlni fogunk V k-ra egy 9y : H¥(C*) — HFT1(A*) leképezést. Ezeket a tovdbbiakban az alsé
indexeket elhagyva egyszertien 0-vel jeloljiikk. Legyen most ¢ € Ker(d) N C*. Mivel j sziirjektiv,
3 b € B amire jb = ¢, ekkor jdb = djb = dc = 0. Mivel
Ar g Lo

egzakt, és i injektiv 3! a € A¥*1 amire ia = db. Legyen 9[c] = [a].

0 s AF+2 i pk+2 I k42 0
I

0 — Ak+1 ¢ , Bk+1 J Ck+1 0
I

0 Ak —2 Bk I, Ok 0
]

0 —— A1 L, gkt 1, k-1 0

Azt, hogy 0 jol definiélt, a kovetkez6 harom lemma mutatja.

3.1.1. Lemma. A fenti jelolésekkel da = 0.

13



Bizonyitds. A fenti jelolésekkel
ida = dia = d*b = 0,

tehat, mivel ¢ injektiv da = 0. O
3.1.2. Lemma. A fenti jelolésekkel O[c] nem figg b vdlasztdsdtdl.

Bizonyitds. Legyen jby = jby = c, legyen a; = i~ 'db; és as = i~ 'dby és legyen b3 = by — by, ekkor
jbs = j(by — ba) = ¢ — ¢ = 0. Mivel

4 g i, o
egzakt, és i injektiv 3! az € A* amire iaz = b3. Ekkor
idas = diag = dbg = d(by — b)) = dby — dby = ia; — ias = i(a; — as),
tehdt, mivel ¢ injektiv dag = a1 — ag, tehdt [a1] = [as). O
3.1.3. Lemma. Ha c;,cy € Ker(d) N CF és [c1] = [ca], akkor Olc1] = Olca).

Bizonyitds. Legyen by, a1, ba, as a b-nek és a-nak megfelel6 elemek ¢ = ¢; illetve ¢ = ¢ esetén. Legyen
des = ¢1 — ¢, mivel j sziirjektiv 3 bs € B¥~! amire jb; = c3. Ekkor

jdbs = djbs = dcg = ¢1 — ca.
Legyen by = (by — by) — dbs, ekkor
Jby = j(by — by — db3) = jby — jby — jdbz =1 —c2 — (c1 — c2) =0,
tehat mivel
Ay gL, o
egzakt, és i injektiv 3! ay € A* amire iay = by. Ekkor
iday = diag = dby = d(by — by — db3) = db; — dby — d%bs = dby — dby = ia; — iay = i(a1 — as),
tehdt mivel ¢ injektiv day = a1 — ag, tehdt [a1] = [asg]. O

A definiciébdl kénnyen belathatd, hogy O linedris lesz.
Ekkor van egy tugynevezett hosszu sorunk:

.2 HF(AY) —s HRM(B*) —L HF(C*) —2 HFFL(AY) —i HFY(BY) —L
3.1.1. Tétel. A fenti hosszi sor egzakt.

A tétel a kovetkezd hirom lemmébdl kovetkezik.

3.1.4. Lemma. Minden k-ra
HR(AY) — H*¥(B*) —L H*(C*)
egzakt.

Bizonyitds. Felhasznélva, hogy joi: A* — C* = 0 vildgos, hogy joi: H¥(A*) — H¥(C*) = 0.
Legyen most b; € Ker(d) N B* és legyen dc = jb;. Mivel j sziirjektiv 3 by € B¥~1 amire jby = ¢, ekkor

]dbg = d]bg =dc= ]bl
Legyen bs = by — dbs, ekkor
Jbz = j(by — dby) = jby — jdba = jby — jby =0,

tehat, mivel

14



A —i, pr L o
egzakt, és i injektiv 3! az € A* amire iag = bs. Ekkor

i[ag] = [bg] = [bg + dbg] = [bl — dbg + dbg] = [bﬂ

3.1.5. Lemma. Minden k-ra
H*(B*) _J H*(C*) _9. HF+1(A%)
egzakt.
Bizonyitds. Legyen elészor b € Ker(d) N B¥, ekkor 0 definiciéjabdl vildgos, hogy
9;j[b] = [i~"db] = [i~'0] = [0].

Legyen most ¢ € Ker(d) N C*, hozza b = by, a = a; gy, mint J definiciéjaban és legyen das = a;.
Legyen by = by — ias, ekkor

jb2 = j(bl — iag) = jbl — jiag = ]b1 =C,

masrészt

dbe = d(by —iag) = dby — diag = dby — idag = dby — ia; = 0,
tehat by € Ker(d) N B* és j[ba] = [c]. O
3.1.6. Lemma. Minden k-ra
Hk(o*) _9. Hk+1(A*) o Hk+1(B*)
egzakt.

Bizonyitds. Legyen elészor ¢ € Ker(d) N C* és hozza b, a gy, mint 0 definiciéjaban. Ekkor

3.2. A Mayer-Vietoris sor

Legyen M n dimenzids sima sokasag, U,V C M nyiltak és U UV = M. Ekkor a komponensenkénti
derivalttal Q*(U) @ Q*(V) is lanckomplexus. Legyen

i QM) - QU@ Q (V) w e idl (w) @ id (w)

és legyen
jr U)eQ(V) > (UNV) weneidyay (w) —idgay ().

3.2.1. Tétel. A kovetkezd sor egzakt:
0 —— Q* (M) —— Q*(U)® Q*(V) —2 Q*(UNV) — 0.
Bizonyitds. A konstrukcidébdl vildgos, hogy ¢ injektiv, és hogy

O (M) — Q*(U) & Q*(V) —L> Q*(UNV)
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egzakt, j sziirjektivitasat kell megmutatni.

Legyen w € Q*(U NV). Tietze tétele szerint 1étezik f: M — [0, 1] sima fiiggvény, amire f|yny = 1
és flawv = 0. Legyen g = fly és h = (1 — f)|v, ekkor g, h sima, support(g),support(h) C UNV és
gunv + huny = 1. Legyen n € Q*(U) ahol V p € U-ra

_Jgwp, peUNV
=0 Kkilénben

és legyen v € Q*(V') ahol V p € V-re

Lo —hw, pelUnV
P70 kiilonben

ekkor
Jn®v) =guvrvw + huavw = w.

O

Konnyen meggondolhaté, hogy V k-ra Q*(U) @ Q*(V) k-adik kohomolégidja HYp(U) & HER(V),
ekkor az el6z6bdl és a 3.1.1 Tételbdl kapjuk a kdvetkezot.

3.2.1. Kovetkezmény. Van egy hossziu egzakt sorunk:

0 HEL (M) — s HE(U) @ HE,(V) —2— HE,(UNV) —2 HN(M) —s

3.3. A Mayer-Vietoris sor kompakt tartéju formakra

Legyen M n dimenzids sima sokasag, U,V C M nyiltak és U UV = M. Ekkor a komponensenkénti
derivalttal Q(U) @ QF (V) is lanckomplexus. Legyen

it UNV)=QU)e(V) w—ndv,

ahol V p € U-ra
wp, peUNV
M =

0  kilénben
ésV peV-re
wp, pelnV
Vp = - 5
0  kiilonben
és legyen

JjrU)eQ(V) = QUM) wdn—v—E,

w eU
b fo

ahol V p € M-re

0 kiilonben
ésV pe M-re
¢ = m peV
P10 Kkiilonben

A kovetkezd tételhez sziikségiink lesz egy lemmadra, amit most nem bizonyitunk (vessiik ¢ssze a 2.5.1
Lemmaéyval).

3.3.1. Lemma. Létezik f,g: M — [0,1] sima figguény, amikre support(f) C U, support(g) C'V és
f+g=1

3.3.1. Tétel. A kovetkezd sor egzakt:

0 —— QUNV) —s QU) & Q5(V) —L— QF (M) —— 0
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Bizonyitds. A konstrukciobdl vilagos, hogy 4 injektiv, és hogy
QUNV) — QU) & (V) —— Q(M)

egzakt, j sziirjektivitdsat kell megmutatni.
Legyen w € Q% (M). Legyenek f,g a 3.3.1 Lemmét kielégité fiiggvények és legyen

n =idy (fw) € Q(U)

és
v = idy(—gw) € Q1(V),

ekkor
jimev)=fwutgw=w

O

Kénnyen meggondolhaté, hogy V k-ra Q2 (U) @ Q* (V) k-adik kohomolégigja HE(U) @ HE(V), ekkor
az el6zobol és a 3.1.1 Tételbdl kapjuk a kovetkezot.

3.3.1. Kovetkezmény. Van egy hosszi egzakt sorunk:

=2 HMNUNV) — HFYU) ® HY(V) —2— H¥M) —2— HY(UNV) —s

3.4. Homotopia
Legyen A*, B* lanckomplexus és f,g: A* — B* ldncleképezés (1dsd a 3.1.3 Definiciét).

3.4.1. Definicié. Legyen f és g ldnchomotdp, ha létezik linedris leképezések {s;} rendszere, ahol ¥ i-re
si: A'— B! és {s;} minden elemét az alsé indexeket elhagyva egyszertien s-el jelélve

ds+sd=f—g.

RSN Vs S N L LN L SN

/ [ A7 T i A
4, gkt _d,pgk_d gkl _d
Koénnyen belathaté, hogy a lanchomotoépia ekvivalencia-relacio.
3.4.1. Lemma. Ha f és g ldnchomotdp, akkor ¥ k-ra f = g: HF(A*) — H*(B*).
Bizonyitds. Legyen a € Ker(d) N A*, ekkor
fa — ga = dsa — sda = dsa,

tehat
fla] - gla] = [fa — ga] = [dsa] = 0.

A kovetkez6 allitdshoz sziikségiink lesz egy lemmaéra, amit most nem bizonyitunk.

3.4.2. Lemma. Legyen M m, N n dimenzids sima sokasdg és f: M — N folytonos leképezés, legyen
tovdbbd A C U C M, ahol A zdrt, U nyilt és f|y sima. FEkkor létezik g : M — N sima leképezés,
amire gla = fla.

Legyen most M m, N n dimenzids sima sokasdg és 6,9 : M — N sima leképezések.

3.4.1. Allitas. Ha 0 ~ ¢, akkor 0* : Q*(N) — Q*(M) és ¢* : Q*(N) — Q*(M) linchomotdp.
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Bizonyitds. Legyen H : M x[0,1] — N homotdpia 6 és ¢ kozott. Terjessziik ki H-t a kovetkez6képpen:
YV p€e M,t <0-ralegyen H(p,t) =0(p) ésV p € M,t > 1-ra legyen H(p,t) = ¥(p). A 3.4.2 Lemmabdl
A=M x ((—o0,—1] U [2,00)), U = M x ((—00,0) U (1,00)) vélasztdsokkal létezik G: M x R — N
sima leképezés, amire G|prx((—oo,—1]U[2,00)) = H|Mx((=00,~1]U[2,00)), €8 €zt dtparaméterezve létezik
G: M xR — N sima leképezés, amire V p € M,t < 0-ra G(p,t) = 6(p) ésV p € M,t > 1l-ra
G(p.t) =¥(p).

Legyenek M lokdlis koordindtdzasai (z1,...,%m,) és M x R lokdlis koordindtdzasai (z1,...,Tm,t) és
legyen w € QF(N), ekkor lokélis koordindtdkban

Gw= Y  fidz+ > gsdt A da;
I1c{1,...,m},|I|=k Jc{1,...,m},|J|=k—1

alakba irhatd. Azt szeretnénk, hogy lokélis koordindtdkban V p € M-re

(sw)p = JC{l,m,g}:,lﬂkl (/tio 9.7(ps t)dt> (dzy)p

Legyen tehat ¢ koordindtavaltds M-en és Vi € {1,...,m}-re y; = z; 0 ¢. Ekkor V p € M-re
(G"W) ) = Z fr(o(p), t)dyr + Z g1(d(p), t)dt A dyy,
Ic{1,...,m},|I|=k Jc{1,..,m},|J|=k—1

és ehhez a felirashoz

= > /_ 9(6(p), 1)t ) (dys), =

JC{1,...,m},|J|=k—1

([ ostorir) ans),

Jc{1,...,m},|J|=k—1

Ekkor a 2.2.1 Kévetkezményhez hasonldéan s értelmes globalisan.
Most ds + sd-t kell kiszdmolnunk, ehhez el6szor

= B 9
G'dw =dG'w =Y > o f1dwi A darp + > o frdt A dwy—
i=1IC{1,...,m},|I|=k i 1c{1,...,m},|I|=k

m

72 Z %ngt/\dﬂjj/\dIJ,

i=1Jc{1,..m},|J|=k—1 7
tehat V p € M-re
1

(sdw), = Z ( . %f;(p, t)dt) dxl—zm: Z 8‘(/109‘](177 t)dt) dzjNdxy =
= m}| =

. Ox;j
IC{1, mb | T|=k J=1 {1, m} | T =k—1

= > (f1(p, 1) = fr(p,0))dxr =) > 8(/t 9 (p. t)dt)dxj Adzy =

ox; _
Ic{1,...m},|I|=k j=1JC{1,...m},|J|=k—1 7 =0

= @ w)p — (0"w)p — i Z 6(/;0 g7 (p, t)dt)da;j Adz .

ox
i=1Jc{1,..m},|J|=k—1 7

Masrészt )
- 0
@=> S ([ )i nds,
J=1JC{1,...om}|J|=k—=1 7 ~Jt=0
tehét
dsw + sdw = Y*w — 0*w.
Konnyen belathatd, hogy s linearis. O

3.4.1. Kévetkezmény. Ha 0 ~ 1, akkor ¥ k-ra 6* = * : HE,(N) — HEL(M).
3.4.2. Kévetkezmény. Ha M ~ N, akkor V' k-ra H%,(M) = HE,(N).
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3.5. S™ kohomolégidinak kiszamitasa
3.5.1. Lemma. Legyen M é&sszefiiggé n dimenzids sima sokasdg, ekkor
HYp(M) = R.

Bizonyitds. Legyen f € Q°(M), ekkor df = 0 potosan akkor teljesiil, ha V i-re %f = 0, ekkor f
lokélisan konstans, tehdt M Gsszefiiggésége miatt f konstans. Ezek szerint H)p (M) = Ker(d)NQO(M)
a konstans M — R fiiggvények tere, ami izomorf R-el. O

3.5.1. Kovetkezmény. Legyen {p} az egyponti tér, ekkor

R k=0
H* v .
ar({p}) {0 kiilonben

A 3.4.2 Kovetkezménybdl kapjuk a kovetkezot.

3.5.2. Kovetkezmény. Legyen M pontrahizhato n dimenzids sima sokasdg, ekkor

R k=0

H‘I;R(M) = {O Kiilonben
SY kohomoldgidit a kovetkezd lemma adja.
3.5.2. Lemma. Legyen M, N n dimenzids sima sokasdg, ekkor ¥ k-ra
Hjp(M UN) = Hjp(M) ® Hip(N).
Bizonyitds. A 3.2.1 Kovetkezménybdl kapjuk a
HY Y (M O N) —2— HEL(MUN) —— HE, (M) @ H5p(N) —— HYo(M N N)
egzakt sort. Mivel M NN = {),
0 —— Hi(MUN) —— H:,(M)® HEG(N) —— 0
egzakt, tehat ¢ izomorfizmus. O

3.5.3. Kovetkezmény. Ekkor

RZ k=0
Hjjp(S°) = .
ar(5") 0 kilonben
3.5.3. Lemma.
R k=01
Hbp(S") = .
ar(S") {0 kiilénben

Bizonyitds. HJx(S') 2 R a 3.5.1 Lemmabdl. Feleltessiik meg S'-et {(z,y) € R?|z? + y* = 1}-nek és
legyen Dy = {(z,y) € Stz > =3} és D_ = {(x,y) € S*|x < 3}, ekkor S' =D, UD_, D,,D_ ~ D"
és D, N D_ ~ S° Ekkor a 3.2.1 Kévetkezménybdl, a 3.4.2, 3.5.2, 3.5.3 Kovetkezményekbdl ismert
kohomolégiakat beirva kapjuk a

0— R ReR 25 R2 25 H1.(5Y) — 080
egzakt sort, tehat Hin(S') = R. O

3.5.1. Allitas. V n > 1-re
R k=0,n

0 kilonben

st >
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Bizonyitds. Az el6z8 allitdshoz hasonléan H(p(S™) = R a 3.5.1 Lemmabdl. Feleltessiikk meg S™-
t {(1,. 0 ) € RSN 02 = 1)nek és legyen Dy = {(21,...,2041) € S™a1 > —3} és

D_ ={(z1,...,Tn41) € S"|z1 < 3}, ekkor S" =Dy UD_, Dy,D_~ D" és D, N D_ ~ S"~L.
Teljes indukciét alkalmazunk n szerint, az n = 1 esetet az el6z6 lemma adja, tehat feltehetjiik, hogy
n > 2 és az allitdst igazoltuk S™!-re. Ekkor a 3.2.1 Kovetkezménybdl, a 3.4.2, 3.5.2, 3.5.3 Kovet-

kezményekbdl és az indukcids feltételbol ismert kohomologiakat beirva kapjuk a
0—R—3>ReR 25 R 25 HL(S") —5 080
egzakt sort, tehdt H,(S™) 22 0, és minden k > 2-re a
0 —— HE-L(sm=1) —25 HE (S7) —— 0

egzakt sort, tehdt HY,(S™) = HYx'(S™1). Ez az indukcids feltételbdl igazolja az &llitast S™-re. O

3.6. H},(M) kiszdmitasa kompakt n dimenziés sima sokasdgokra

Legyen most M irdnyithatd, Gsszefiiged (de nem feltétleniil kompakt) n dimenziés sokasdg, ekkor van
egy sorunk

QM) —4 Qr(M) SEIVING - SN}
3.6.1. Tétel. A fenti sor egzakt.

Bizonyitds. Vilagos, hogy | ,y nem azonosan 0, tehat sziirjektiv. A 2.6.1 Kovetkezménybdl I} yod=0.
Azt kell beldtni, hogy V w € QF(M)-re ha [, w = 0, akkor w egzakt, azaz 3 n € Q7' (M) amire
dn = w. Ezt a kovetkez6 lemmakkal bizonyitjuk. O

3.6.1. Lemma. A 3.6.1 Tétel igaz M = R"™ esetben.
Bizonyitds. Legyen w € Q(R™) és [,, w = 0, ekkor

w= fda:{lw’n}
alakba irhaté, ahol support(f) kompakt, és

/ fdxy...dx, =0.

R™

Ekkor n-t
Zgida:i A Ndxi—1 Ndzip Ndz,
=1

alakban keressiik, ahol V i-re support(g;) kompakt. Ekkor

n

tehat dn = w pontosan akkor, ha
"0
Z 8791' =T
i=1 9T

Ilyen g;-k 1étezését teljes indukcidval bizonyitjuk n szerint. Az n = 1 esetben kénnyen ellendrizhetd,
hogy megfelel a

g1(z) = /_I f)de

fiiggvény, tehét feltehetjiik, hogy n > 2 és mindig 1éteznek megfelel g;-k n—1-re. Legyen support(f) C
[—a,a]™ és legyen

g(xl,...,xn_l):/ flz, ..., xn_1,t)dt,
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ekkor g sima, support(g) C [—a,a]""! és

// gdml...dzn_1:/~~ fdzy...dx, =0.
Rn—1 R™

Az indukcids feltétel szerint léteznek hi,...,hn—1 : R?™! — R sima, kompakt tartéju fiiggvények,
amelyekre
n—1 9 .
87171' i =4

Legyen p: R — R sima, kompakt tartéja fiiggvény, amire ffooo p(t)dt =1, legyen V i < n — 1-re

gi(x1, ... xn) = hi(z1,..., 20—1)p(Tn)

és legyen
n—1 )
h=f-Y g
Lo

ekkor h sima, és support(h) kompakt.
Legyen

ZTp
gn(xl,...,xn):/ h(x1,...,2p_1,t)dt,
—o0

ekkor g,, sima és %gn = h, tehat
n n a
E 759 = -
‘ X
=1

Meg kell még mutatni, hogy support(g,) kompakt, ehhez elég azt megmutatni, hogy

/ h(SCh...,In_l,t)dt:O.

Ehhez
n—1 8
h(xl,...,xn_l,t):f(acl,...,xn_l,t)—;%gi(xl,...,xn_l,t):
n—1 a
:f(xl,...,xn_l,t)—iz:;a—xihi(ml,...,xn_l)p(t):f(xl,...,xn_l,t)—g(xl,...,xn_l)p(t),
tehdt
/ h(a:l,...,xn_l,t)dt:/ f(xl,...,a:n_l,t)dt—g(a:l,...,xn_l)/ p(t)dt =

:/ flz1,. ..., xp_1,t)dt — g(x1,...,2-1) = 0.

O

3.6.2. Lemma. Legyen U C R™ nemiires nyilt halmaz, és w € Q7(R™). Ekkor létezik n € Qn~1(R™)
amire support(w —dn) C U.

Bizonyitds. Legyen v € Q2 (R™) amire support(v) C U és [p, v =1, és legyen a = [, w. Ekkor

[oman=[ omaf o= [ wma=o

tehat az el6z6 lemma szerint 31 € Q271 (R™) amire w—av = dn), ekkor w—dn = av és support(w—dn) C
support(v) C U. O
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3.6.3. Lemma. Legyen U C M nemiires nyilt halmaz, és w € Q"(M). Ekkor létezik n € Q2~1(M)
amire support(w —dn) C U.

Bizonyitds. Elészor vizsgdljunk olyan w-t, amire support(w) C V, ahol (V,v) az M sokasdg egy
térképe. Ekkor konnyen meggondolhatd, hogy taldlhaték M-nek (Vp, ), ..., (Vi,¢y) térképei, amik-
re Vo =V, V, CUé Vire VNV # 0. Az eléz6 lemma tobbszori alkalmazésaval léteznek
N0y -+ Mk—1 € Q27L(M) amikre V i-re

i
support(w — Z dn;) C ViNVigq,
§=0

ekkor Zf;é dn; alkalmas 7.
Altaldnos w-ra legyenek {(V;,4;)}, {fi} a 2.5.1 Lemmadt kielégit6 rendszerek. Mivel support(w) kom-
pakt, a V;-k koziil csak véges sokat metsz, legyenek ezek Vi, ..., V), és a hozzajuk tartozo fliggvények

f17' . '7f7n7 ekkOI‘
W = ijw.
j=1

Mivel V j-re support(f;w) C V;, 3 n; € Q2~1(M) amire support(f;w — dn;) C U, ekkor Z;nzl nj

alkalmas 7, mivel

w—dn=> (fjw—dn),

j=1
tehat

support(w — dn) C U support(fjw —dn;) C U.
j=1

Most mar be tudjuk fejezni a 3.6.1 Tétel bizonyitasat.

Bizonyitds. Legyen tehat w € QP (M) és [,,w = 0. Legyen (U, ¢) M térképe, ekkor a 3.6.3 Lemma
szerint 3 n € Q271 (M), amire support(w — dn) C U. Ekkor a 2.6.1 Kévetkezményt alkalmazva

Jw=an=[ w=[ wm=o

tehat a 3.6.1 Lemma szerint 3 vy € Q7 1(U), amire
(w—dn)|v = dw.

Legyen v € Q"~1(M) ahol V p € M-re

1%

_{(Vo)p peU

7o kiilsnben ’

ekkor

w—dn =dv,
tehat

d(n+v) = w.

O

3.6.1. Kovetkezmény. Ekkor

H (M) =R,

specidlisan ha M kompakt,
Hijp(M) = H2 (M) = R,
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Legyen most M irdnyithatatlan, Osszefiiggd, kompakt n dimenzids sima sokasdg. A kovetkezd
tételhez sziikséglink lesz egy lemmara amit most nem bizonyitunk.

3.6.4. Lemma. Létezik M iranyithato, dsszefiiggd, kompakt n dimenzids sima sokasdg, A : M —
M, ™ : M — M lokdlis diffeomorfizmusokkal, amelyekre A irdnyitdsvdlts, A% = idy, ™ kétrétd
feddleképezés és mo A = .

3.6.2. Tétel. Ekkor
Hj(M) 2 0.

Bizonyitds. Abbdl, hogy = lokdlis diffeomorfizmus, vildgos, hogy 7* : Q*(M) — Q”(M ) injektiv.
Legyen w € Q™ (M) és & = m*w. Ekkor

O=7'w=A"1t"w =A"Q

e f e

tehdt [, @ =0. A 3.6.1 Tétel szerint 3 /) € Q"' (M) amire dij = &. Legyen

és

ekkor
. 1, . 1, . 1, . 1, .~ 1., . .
dI/:d(i(T}+A 77)):§(d77+dA n):i(dnwLA dn):i(erA w):i(erw):w,
& 1 1 1
A= AL+ A0) = S(A0 + (A0)%0) = L0+ A%0) = .

Szeretnénk taldlni, egy v € Q"~1(M)-et, amire 7*v = ©. Legyen most U c M, amire 7| diffeomor-
fizmus és legyen U = 7(U). Legyen

vlio = ((7lp) ™) * @lp)-
Ez j6l definidlt, mivel U helyett A(U) valasztéssal
vlp = (Ao (zly) ™) Plawy) = (7lp) ™) A @] g = (7)™ (@lg) = vlo-

Ekkor az Ekkor a 2.2.1 Kovetkezményhez hasonléan v értelmes globélisan, és a konstrukciébdl vildgos,
hogy m*v = . Ekkor
dy =dr'rv =dv = 0 = 1*w,

tehat dv = w. O

Hasonl6éan beldthatd, hogy M irdnyithatatlan, osszefliggé (nem feltétlentil kompakt) n dimenzids
sima sokasagra
H! (M) =0.
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3.7. Differencialformak a sikon és a térben

Tekintsiik elészor R2-t, itt Q! (R?) elemei w = fdz + gdy, Q?(R?) elemei n = hdx A dy alakba frhatdk,
ahol f,g,h: R? — R sima fiiggvények. Feleltessiik meg w-t az (f,g) : R? — R? sima vektormezdnek,
n-tah: R? — R sima fiiggvénynek. A definiciébél azonnal 14tszik, hogy egy K C R? kompakt

halmazra
/ n= / hdxdy.
K K

Legyen most v : [0,1] — R? sima gérbe, ekkor

Yw=(foy)d(xoy)+ (goy)d(yory) = ((fory)y + (go)vs)dt
és
/[071] Vw = /[071]((f oY)y + (gov)ys)dt = /deg; + gdy.

Legyen most F € Q°(R™), ekkor

0] 0
dF = —Fdx + —Fd
or S dy 4

a grad F' vektormezének megfelel§ 1-forma. Stokes tétele szerint tehdt ha gradF' = (f, g), akkor dF = w
és

/fd:c+gdy=/ 'y*w=/ v*sz/ WF= [ Fory=F(1)-Fx0),
Yy [071] [071] [071] {Oal}

azaz visszakapjuk a 2-dimenzids gorbeintegralokra vonatkozé Newton-Leibniz-formulat.
Maésrészt
9., _
oz”
a rot(f, g)-nek megfelel§ 2-forma. Ha most rot(f, g) = h, akkor dw =7 és

/hdxdy:/n:/dw:/ w = fdx + gdy,
K K K oK oK

ami a 2-dimenziés Stokes-tételt adja, ebbél f = 0 illetve g = 0 valasztassal kaphatjuk a 2-dimenzids
Greene-tételt.

Legyen most U C R? pontrahtizhaté (példaul konvex) nyilt részhalmaza, ekkor a 3.5.2 Kovet-
kezménybdl

dw = ( %f)dx/\dy

R k=0

HY(U) = ,
ar(U) {0 kiilénben

ami a fenti megfeleltetéseket hasznalva azonnal adja a kovetkez6 tételt.

3.7.1. Tétel. 1. Legyen (f,g) : U — R? sima rotdciomentes vektormezd, ekkor 3 F : U — R
sima fiigguény, amire gradF = (f,g).

2. Legyen h: U — R sima fiigguény, ekkor 3 (f,g) : U — R? sima vektormezd, amire rot(f,g) = h.

Hasonléan Q! (R3) elemei w = fdx+gdy+hdz, Q?(R?) elemei n = adx Ady—bdx Adz+cdyNdz és v =
kdx A dy A dz alakba frhatdk, ahol f, g, h,a,b,c,k : R? = R sima fiiggvények, ezeket megfeleltethetjiik
rendre az (f,g,h) és az (a,b, ¢) vektormez8knek illetve a k fliggvénynek.

A fentivel megegyezé médon beldthaté, hogy w egy v : [0,1] — R3 sima gdrbe mentén vald
integraldsa a szokasos gorbeintegralnak felel meg, és innen levezetheté a 3-dimenzids gérbeintegralokra
vonatkozé Newton-Leibniz-formula.

Legyen most K C R? kompakt 2-dimenziés peremes részsokasig, és i : K — R3 sima bedgyazas,
ekkor (R? koordinétdit (s,t)-vel jelolve)

i"n=(aoi)d(zoi)Ad(yoi)— (boi)d(zoi) Ad(z0i)+ (cod)d(yoi)Ad(z01i) =
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L0 0 0 . 0 .
=(ao z)(a 11ds + 5 —i1dt) A (6312ds + amdt)—&—
L0 0 0 0
—(boz)(a i1ds + 5 —i1dt) A (8 i3ds + 5 —igdt)+
L0 0 0 0

+(COZ>(8 iods + 5 —iadt) A (3 izds + 5 —izdt) =

0. 0 0. 0.
=((aoi )(8721&6 %ZQEHH

N, 0. 0. 0. 0.
+(bo l)(&m&h — &”%”H
0 8 0.0

+(coi)(5-iz; '

5525702 %23&22))d8/\dt =

<(a b,c) o 88 X %z>ds/\dt

és
0 0
/ i*n = / a,b,c) 8 —ix §z>dsdtf /i(K)(a,b,c)dA.
Masrészt
0 0 0 0
dw = (axg——f)dw/\dy—l—(afh—a— )dJ:/\dz—F(a h—a—g)dy/\dz

a rot(f, g, h)-nak megfelel§ 2-forma. Ha rot(f, g,h) = (a, b, c), akkor dw = 7 és

/ (a,b,c)dAz/ i*n:/ i*dwz/ di*wz/ i*w:/ fdz + gdy + hdz,
i(K) K K K oK i(OK)

ami a 3-dimenziés Stokes-tételt adja.
Hasonléan

13} 0 s,
dn = (£c+ @b+ aa)da:/\dy/\dz

a div(a, b, ¢)-nek megfelelé 3-forma. Ha most T C R? kompakt és div(a, b, c) = k, akkor dn = v és

/kdxdydz:/yz/dn:/ 17:/ (a,b,c)dA
T T T aT aT

ami a Gauss—Osztrohradszkij-tételt adja.

Legyen most V C R?® pontrahizhaté (példdul konvex) nyilt részhalmaza, ekkor a 3.5.2 Kovet-

kezményhbél
R k=0
HE (V) = ,
ar(V) {0 kiilénben

ami a fenti megfeleltetéseket hasznédlva azonnal adja a kovetkezd tételt.

3.7.2. Tétel. 1. Legyen (f,g,h) : U — R® sima rotdciémentes vektormezd, ekkor 3 F : U — R

sima figguény, amire gradF = (f,g,h).

2. Legyen (a,b,c) : U — R3 sima divergenciamentes vektormezd, ekkor 3 (f,g,h) : U — R3 sima

vektormezd, amire rot(f,g,h) = (a,b,c).

3. Legyen k : U — R sima figguény, ekkor 3 (a,b,c) : U — R® sima vektormezd, amire

div(a,b,c) = k.
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4. Leképezések fokszama és vektormezok indexe

4.1. Leképezés fokszama

Legyen M, N iranyitott, osszefligg6, kompakt n dimenziés sima sokasag és legyen 6 : M — N sima
leképezés. Ekkor a 3.6.1 Tételbdl a kovetkez6 kommutativ diagrammot kapjuk.

Hjp(N) 2 Hpp (M)

I3 L

R—— R

Itt az alsé nyil egy valds szdmmal vald szorzds kell legyen, nevezziik ezt a szdmot deg(6)-nak. Ekkor

tehdt ¥V w € Q"(N)-re
/ 0w = deg(@)/ w.
M N

A definiciébdl, és a 3.4.1 Kovetkezménybdl azonnal kapjuk a kovetkezoket.
4.1.1. Kovetkezmény. Legyen v : M — N, ¢ ~ 0, ekkor deg(v) = deg(6).

4.1.2. Kovetkezmény. Legyen K irdnyitott, dsszefiiggd, kompakt n dimenzios sima sokasdg €s legyen
v : N — K sima leképezés, ekkor

deg(t) 0 0) = deg(16)deg(0).
Legyen q € N a 0 regularis értéke. A kovetkezd tételhez sziikségiink lesz egy lemmara.

4.1.1. Lemma. Ekkor |0~1({q})| véges, és létezik q-nak U kirnyezete, amihez ¢ minden 8sének létezik
V' kérnyezete, amire 0|y diffeomorfizmus, és (V) = U, tovdbbd a kilonbozé 8sékhoz tartozd V -k
diszjunktak.

Bizonyitds. A reguldris érték deifniciéjabdl ¢ minden 6sében 0 lokalis diffeomorfizmus, tehat ¢ minden
Ose izolalt, ekkor M kompaktsiga miatt csak véges 6s lehet.
Legyen 071({q}) = {p1,...,pr}, ekkor ezeknek léteznek W1, ..., W}, kornyezetei, amikre V i-re 6|y,

diffeomorfizmus. Legyen
k k
v=(Nowa)\e(a\Jw),
i=1 i=1

kénnyen ellenérizhetd, hogy ez ¢ nyilt kornyezete, és ekkor V i-re W; N 0~1(U) alkalmas V;. O
Legyen minden p € 071 ({q})-ra

1 Dpf: T,M — T,N irdnyitastartd
—1 Dy0: T,M — T,N irdnyitasvalts

ind(0; p) = {

és legyen 071 ({q}) = {p1, ...,k }
4.1.1. Tétel. A fenti jeldlésekkel

k
deg(6) =Y ind(6;p;).
i=1
Bizonyitds. Legyenek U, Vi, ...,V az eloz6 lemmat kielégitd kornyezetei gq,p1,...,pr-nak. Legyen
w € Q"(N) amire support(w) C U és [ w = 1, ekkor

k
support(0*w) C |_| Vi

i=1
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és
k
0w = E w;
i=1

alakba frhatd, ahol V i-re support(w;) C V; és

(wi)lv; = (0]v.)"(@lv)-
Ekkor
deg(0) = deg(Q)/NW = /M 07w = /M (f:wz) = Ek:/sz— = Zk:/v (wi)lv, = Ek:/v 0v,)" (wlo) =
i=1 i=1 i=17Vi i—1/Vi
k k
= ;ind(e;pi)/ljw[] = ;ind(ﬁ;pi).
O

4.1.3. Kovetkezmény. Tehdt deg(6) egész.

Felhasznalva, hogy minden sima leképezésnek van regularis értéke, ezt a szamitast minden sima
leképezésre el tudjuk végezni, és igy az el6z6 kovetkezmény is mindig érvényes.
A kovetkezd lemmara a kés6ébbiekben lesz sziikségiink. Legyen most K irdanyitott n+ 1 dimenzids sima
sokasig és © : K — N sima leképezés. Legyen P C K kompakt, peremes n+ 1 dimenzids részsokasag,
legyen a pereme M gy irdnyitva, mint a 2.6 Fejezetben és legyen 6 = O|,.

4.1.2. Lemma. A fenti jelolésekkel
deg(d) =0
(ahol deg(0) gy értendd, mint a 7?7 Megjegyzésben,).

Bizonyitds. Legyen w € Q™*(N) amire [, w =1, ekkor a 2.6.1 Tételt hasznalva

deg(@)zdeg(@)/ wz/ G*w:/ d@*wz/ ©*dw = 0.
N M P P

4.2. Vektormezo lokdlis indexe

Legyen n > 2, legyen X : R"™ — R” sima vektormez6 és legyen p € R"™ izoldlt nullhelye. Legyen
B = D" p kérnyezete, amiben nincs méas nullhely és legyen i : S"~! — OB irdnyitdstarté bedgyazas.
Legyen r : R™\ {0} — S ! 2+ f7] normalds, ekkor ro X o : Sn=1 — §7=1 sima leképezés.
Nevezzik 7 o X o fokdt X p-beli lokdlis indexének, jelolje ind(X,p). Ez j6ldefinidlt, mivel minden
igy eloallo ¢ irdnyitastartd bedgyazés homotop ekvivalens, tehat a 4.1.1 Kovetkezmény szerint 7o X o4
foka nem fligg ¢ valasztdsatol.

A fejezet hatralévé részében belatunk néhany hasznos lemmat a lokélis indexroél, ehhez p egy kornye-
zetére szoritkozva és azt dtparaméterezve feltehetjiik, hogy p = 0 és X-nek nincs mas nullhelye.

4.2.1. Lemma. Legyen X invertdlhatd linedris leképezés, ekkor
ind(X,0) = sgn(detX).

Bizonyitds. A Gauss-elimindcié segitségével kénnyen beldthatd, hogy X|gn\(o; homotép ekvivalens
egy

10 ... 0 0

o1 ... 0 0
A= : :

0 0 1 0

0 0 0 sgn(detX)
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matrixd linedris leképezés R™ \ {0}-ra vett megszoritasdval. Ez vagy az identitds, vagy egy hipersikra
valé tiitkrézés, konnyen ellenérizhetd, hogy az utébbi Hy ' (R™\{0}) = H};'(S" 1) = R-ena (—1)-gyel
valé szorzast indukalja. Tehat ez a leképezés Hjn'(R™\ {0}) = R-en a sgn(detX)-szel val szorzast
indukélja és a 3.4.1 Kévetkezmény miatt X|gn\ (o} is. Viszont a kévetkezé kommutativ diagramm
r\ (o} Hir'(R"\ {0}) = R-en az ind(X, 0)-el valé szorzast indukalja:

mutatja, hogy X

(R {0}) S i ®e {o))

* |k |k
TI% ’I‘IZ

nelremety oXlgn0)® T
Hde(S 1) : Hde(S 1)
J/fsnfl J/IS"*I
R R

aholi: S"~! — R™ a szokasos bedgyazds. Itt az als6 nyil definicié szerint az ind(X, 0)-el valé szorzas,
tehat
ind(X,0) = sgn(detX).

O

4.2.1. Definicid. Legyen X sima vektormezd mathbbR™-en, aminek csak a 0-ban van nullhelye. Ne-
vezziik 0-t nemdegenerdlt nullhelynek, ha X Jacobi-mdtriza 0-ban invertdlhato.

4.2.2. Lemma. Ha 0 nemdegenerdlt nullhely, akkor
ind(X,0) = sgn(detJ)
ahol J X Jacobi-mdtriza 0-ban.

Bizonyitds. Legyen
Jx t=20

G: R"x[0,1] - R" (x,t)H{Xm
Xm) 429

és legyen
H=r0G|gn-1xp1: 5" " x[0,1] = 8",
ahol S™~! C R™ szokdsos bedgyazdsat vessziik. Ez megad egy
r OXlSn—l ~7ro Jlsn—l

homotopiat, tehat az el6z6 lemmat és a 4.1.1 Kovetkezményt hasznalva

ind(X,0) = ind(J,0) = sgn(det.J).

O
4.2.3. Lemma. Legyen 0 nemdegenerdlt nullhelye X -nek és legyen
X: R"xRF 5 R xRF  (z,9) — (X(2),y),
ekkor .
ind(X,0) = ind(X, 0).
Bizonyitds. Legyen J, J az X illetve X Jacobi-matrixa 0-ban, ekkor
aue
ahol I € RF¥F identitdsmatrix, tehét J invertalhat6 és
detJ = detJ,
ekkor az el6z6 lemmét hasznélva
ind(X,0) = sgn(det.J) = sgn(det.J) = ind(X,0).
O
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4.2.4. Lemma. Legyen X sima vektormezé mathbbR™-en, aminek csak a 0-ban van nullhelye. Létezik
Y : R” = R™ sima vektormezd, aminek csak izoldlt nemdegenerdlt nullhelyeir vannak, és egy kompakt
halmazon kivil Y = X.

Bizonyitds. Legyen ¢ : R™ — [0, 1] sima, amire

b(z) = {1 =l <1

0 |z|>2

és legyen y € R™, amire
lyl 1§H|1xll\§l2| (2)]

és y X reguldris értéke (ilyen van, mivel ezen a halmazon | X ()| > 0, és a regularis értékek stirtiek).
Legyen
Y =X -9y,

ekkor a 2 sugard zart kérlapon kivill Y = X. Ha xz € R™ és 1 < |z| < 2, akkor
Y (z)] = |X(2) = o(x)y| = |X(2)] — ¢(z)|y| = ¢ —|y| >0,
tehat Y (x) # 0. Ekkor
Y=H({0}) = Bi(0) N X~ ({y})
ahol B1(0) az egységkorlemez. Ekkor Vo € Y~1({0})-ra
Y = J,X

ahol J,Y, J, X Y illetve X Jacobi-matrixa z-ben, tehat mivel y X reguléris értéke J,Y invertalhaté.
O

Legyen most U C R™ nyilt és X : U — R"™ olyan sima vektormez6 aminek csak izoldlt nullhelyei
vannak. Legyen P C U kompakt, peremes n dimenzids részsokasag, legyen a pereme M tgy irdnyitva,
mint a 2.6 Fejezetben és M-en ne legyen X-nek nullhelye. Vegylik észre, hogy ekkor P-ben X-nek
véges sok nullhelye van. Legyen X indexe P-n

ind(X, P) = > ind(X,p).
pEP|p X nullhelye

Legyenek X nullhelyei P-ben {pi,...pk,}, legyen F = ro X : P\ {p1,...,px} — S™7! és legyen
f=F|u.

4.2.5. Lemma. A fenti jelolésekkel
ind(X, P) = deg(f)

Bizonyitds. Vegyiik {p1,...,pr}-nek {By,..., By} a D¥-val homeomorf, diszjunkt, P-beli krnyezeteit.
Ekkor definicié szerint V i-re
ind(X, p;) = deg(F|y3,)-

i=11

) (LJom).

Figyeljiik meg, hogy itt a B; peremeken az ellentétes irdnyitést kell hasznalnunk, mivel a részsokasig
rajtuk kiviil van, tehat azt kapjuk, hogy

A 4.1.2 Lemmadt fogjuk alkalmazni P\ (|_|k 'ntEZ)—re, ennek pereme

k
deg(f) = deg(Fl,z,) =0,
=1

tehat Osszefoglalva
k

k
ind(X, P) =Y ind(X,p;) = > deg(F|y5,) = deg(f).
=1

i=1
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4.2.1. K6évetkezmény. A 4.2./ Lemmdban

> ind(Y, z) = ind(X,0).
z azY nullhelye
4.3. Vektormez6 indexe kompakt sima sokasagon

Legyen M kompakt, irdnyithaté, n dimenziés sima sokasdg, X sima vektormezd M-en és (U, ¢) M
térképe. Legyen V p € U-ra

(¢*X)¢(p) = ¢*p(Xp)a

ekkor ¢, X sima vektormez6 R"™-en. Legyen p € U X izolalt nullhelye, ekkor ¢(p) a ¢.X izolélt
nullhelye. Legyen X lokalis indexe p-ben

nevezzik p-t nemdegenerélt nullhelynek, ha ¢(p) a ¢. X nemdegenerdlt nullhelye. Kénnyen ellenérizhetd,
hogy ezek nem fiiggnek (U, ¢) valasztdsatol.
Legyenek most X-nek csak izolalt nullhelyei, ekkor legfeljebb véges sok lehet, és legyen

ind(X) = > ind(X, p).

pEM|p X nullhelye

A kovetkezo tételhez sziikségiink lesz egy lemmara, az dgynevezett csOszerii-kornyezet-lemmara, amit
most nem bizonyitunk be.

4.3.1. Lemma. Létezik k amire M bedgyazhatd RF-ba, és ha i : M — RF M bedgyazdsa és M -et
azonositjuk Im(i)-vel, akkor létezik p € RT, V C RF nyilt ésr: V — RF sima leképezés, amikre

1. M CV,
. Im(r) = M,

. ’/‘|]\/[ = idM,

2

3

4 VreMyeV |y—r@)l<ly—z

S.VNeeMuyeV |Jy—ry)l=ly—z < rly) ==z,

6.VeeM r~'({z}) = B,(x) NT,M~* (ahol B,(x) az x kézépponti p sugari nyilt gélyd),
7

. Ve: M —(0,p) sima leképezésre {x € V||z — r(z)| = e(r(z))} 1 kodimenzids sima részsokasdg
R*-ban.

Legyenek k, p, V', r ilyen tulajdonsdgiak és legyen V € € (0, p)-ra
Se={z eVl]jz—r(x)] =€}
és
N.={z e Vl]jz —r(z)| < ¢},

ekkor a lemmé&bdl vildgos, hogy N. peremes k dimenziés részsokasig R¥-ban S. peremmel, és hogy
Ve S-ra
x —r(x) € TS+

Legyen € € (0, p) fix és legyen
g: S.— S 2

4.3.1. Tétel. A fenti jelolésekkel
ind(X) = deg(g).
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Bizonyitds. A 4.2.4 Lemma és 4.2.1 Kovetkezmény miatt feltehet6, hogy X-nek csak nemdegeneralt
szingularitasai vannak.
Legyen

Y: VSR ze X(r(x)+z—r(z)

sima vektormez6 V-n. Mivel V « € V-re X(r(z)) L z —r(z), Y(x) = 0 pontosan akkor, ha z = r(x)
azaz ¥ € M és X(r(z)) = X(x) =0, tehdt Y nullhelyei pontosan X nullhelyei M-en. Itt X minden x
nullhelye koriil lokalisan a 4.2.3 Lemma helyzete all fenn, tehat

ind(X,z) = ind(Y, z)

és ekkor
ind(X) = > ind(Y, z) = ind(Y, N).
x€M|xz X nullhelye
Legyen
- Y(x)
f: S — Sk=1 s ,
Y ()]

ekkor a 4.2.5 Lemma szerint
ind(Y, N,) = deg(f).

Mésrészt V x € Se-ra f(x), g(x) Ne-bdl kifelé mutat, tehdt ugyanabban a nyilt félsikban vannak. Ekkor
a
H: S.x[0,1] = R"\ {0} (z,t)—=tf(x)+(1—1t)g(x)

homotépiat ad f és g kozott, tehat a 4.1.1 Kovetkezményt hasznalva
deg(f) = deg(g)-
O

4.3.1. Kovetkezmény. Minden M-en értelmezett sima, csak izoldlt nullhelyekkel rendelkezd vektor-
mezd indexe megeqyezik.

A tovébbiakban ezt az dllandé idexet szeretnénk megtaldlni.

4.4. Morse-fiiggvények

Legyen n fix, M kompakt irdnyithaté n-dimenzids sima sokasdg és f : M — R sima leképezés.

4.4.1. Definicié. Nevezzik ¥ p € M-re p-t f kritikus pontjdnak, ha

(df)p =0.

Legyen p € M az f kritikus pontja, ekkor van egy kvadratikus form&ank, d]% [ T,M — R, amire
Vo (=1,1) = M,~(0) = p sima gérbére

d>f(7'(0)) = (f 07)"(0).
Konnyen ellendrizhetd, hogy ha (U, ¢) M térképe, amire p € U és ¢(p) = g, akkor Dy(¢~!) o df,f a

(X))

matrixhoz tartozé kvadratikus forma.

4.4.2. Definicié. Nevezzik p-t f nemelfajuld kritikus pontjanak, ha a fenti mdtriz invertdlhats (konnyen
belathato, hogy ez nem figg (U, ¢) vdlasztdsdtdl).
Nevezziik f-et Morse-fiigguénynek, ha minden kritikus pontja nemelfejulo.

Legyen p az f nemelfajulé kritikus pontja.
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4.4.3. Definici6. Legyen
ind(f,p) = max{m|3 V <T,M,dim(V) = m amire df,f|v negativ definit}.

4.4.1. Allitas. Létezik M-nek (U, ), ¢ = (x1,...,2,) térképe, amire p € U, ¢(p) =0 és
flo=fp)+ *a3.
i=1

Bizonyitds. Feltehtd, hogy f(p) =0, M =R" és p f egyetlen kritikus pontja.

Legyen V i-re
1

g@) = [ L peaar,

0 axz

n
f= Z Ligi-
i=1

Ekkor V i-re g;(0) = 8& f(0) =0, tehat hasonléan ha V j-re

ekkor

)
gi'(m):/ —gi(tx)dt,
! 0o 0z,
akkor .
9i = Z%‘gmy
=1
tehét

n n
f= Z Zl’iﬁﬂjgz‘j-

i=1 j=1
Legyen V i, j-re hij = 3(gi; + g5i), ekkor ((h;;)) szimmetrikus, és

n n

f = Z inxjhij.

i=1 j=1
Ekkor V i, j-re
82
= 2h.: -

tehat ((hq;(0))) invertalhatd. Tegyiik fel induktivan, hogy

k—1 n
f = Z il‘i + Z.’L‘il‘jhij
i=1 i=k

alakba irtuk, ahol ((h;;(0))) invertdalhaté. Linedris koordinatacserével feltehetd, hogy hir(0) # 0 és
ekkor feltehetd, hogy hir # 0, legyen § = sgn(hyr). Legyen

q=/6hg,

legyen
Yk ZQ(fﬂk+ i hm)
i=kt1 P

és legyen V j # kra y; = x;. Ekkor §%(0) = q # 0, tehdt feltehetd, hogy 5% # 0, ekkor az
(Y1, - - -, Yn) koordindtdzdsra vald dttérés megad egy ¢ diffeomorfizmust. Ekkor

k—1 n n n

foo M (y) = flz) = Z +a7 + xj bk (z) + 2% Z wihik () + Z Z rivjhi(r) =
i=1 i=k+1 i=k+1j=k+1
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k—1 n o () 2 . (o)
:;ﬂ:l’?'f'hkk(l')(xk"‘ > l'ihkl;(m)) —hkk($)(;z: xihkk(x ) Z Z zixihi;(

i=k—+1 i=k+1 j=k+1

_Ziyz + 0yp + Z Z @bz ( Ziyz + 0y + Z Z yiyjhij o o~ (x).

i=k+1j=k+1 i=k+1j=k+1

Ekkor indukcioval kapjuk az allitast. O
Legyen X sima vektormezo M-en.

4.4.4. Definicid. Nevezziik X -et gradiensszeriinek f-hez, ha:
1.V p € M-re, ha p nem kritikus pontja f-nek, akkor (df),(X,) >0,

2.V pe M-re, hap [ kritikus pontja akkor 3 (U ¢) ¢ = (x1,...,2,) térképe M -nek, amire p € U,
o(p) =0, flu = flp) — X075 2 + X1 @7 s 0. X|u = grad(fo¢™1).

Legyen X gradiensszerti f-hez. Ekkor p egy kornyezetében

m n
f=fp) =Y i+ Y
=1 1=m-+1
alakba irhato, itt
gradf = (=221, ..., —2Tm, 2Tt 1, - - - 5 2Tp)

és

((322%_ f(o))) = diag(-2,...,-2,2,...,2)

m darab —2 elemmel. Tehat ekkor
ind(f,p) =m
és
ind(X,p) = (~1)".
Ebb6l azonall kapjuk a kévetkezét.
4.4.1. Tétel. Ekkor

ind(X) =Y (-1)'¢;
1=0

ahol ¥V i-re ¢; az f i indexi kritikus pontjainak szama.

4.5. Morse-fliggvények létezése

Legyen n fix, M kompakt n-dimenziés sima sokasdg, ekkor a 4.3.1 Lemma szerint 3 k& amire M
bedgyazhaté R*-ba. Legyen i : M — R¥ M bedgyazdsa, és azonositsuk M-et Im(i)-vel.

4.5.1. Tétel. Ekkor majdnem minden po € RF-ra
1 2
foM=R peslp—pol

Morse-fligguény.
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Bizonyitds. Legyen (U,¢) M térképe és g = ¢~ : R® — M C R*. Legyen k = n + m, és legyenek
Yi,...,Ym : R® — RF sima leképezések, amik Vo € R™-re Tg(z)MJ‘ bazisat adjék. FElég a tételt
M = U esetben igazolni, mivel megszamlalhaté sok térképpel lefedhetjik M-et.

Legyen

6: R" xR™ - RF (2,9) — g(z) + Zyl}/?(z)
Megmutatjuk, hogy € regularis értékei alkalmas po-k, ez Saard lemmaja értelmében elég az allitas
igazolasahoz.

Legyen tehat pg € M 6 regularis értéke és legyen f gy mint az allitasban, elég azt megmutatni, hogy
h=fog: R"™ — R Morse-fliggvény, ekkor

1
h(z) = 5(9(z) = po, 9(x) = po).
A konstrukcid szerint V i, [-re

0
<%gvyvl> - 07

%

2
<aafaxjg,1ﬁ> = <aiig,ainz>.

aiih = <g - Po, 8%1-9>’

tehat vV j-re

Masrészt V i-re

tehdt V j-re

2 2
05" = a0y 39) 010 5 9)

és V i-re

0
axla(xﬂy) - axz JFZ% . ’L

’L

illetve V j-re

0
— 0=y,
8yj J

Legyen x h kritikus pontja, ekkor V i-re
0 0
<9($) — Po, 87”9@» = %h(f) =0,

tehdt g(x) — po € Tg(I)Ml, ekkor 3 y € R™ amire

—po=—_ 4:Yi(x)
i—1

és O(x,y) = po. Ekkor V i, j-re

2

2
ax?axjh: <(9?;jg(x)’ai > <Zlel  0wi0x;? ($)> -

0 0 0 0
= <87jg(w) > <Zyz a ——9g(@ )> <87j9(w,y), 871_9(96)>-
Legyen A € RF¥* @ Jacobi-métrixa, ekkor A invertalhatd, és a fenti szerint
B
A'D,g=|—
=5
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ahol

2= ((555)

Mivel D, g rangja n, AD, g rangja is n, tehét B invertélhatd, és ekkor x h nemelfajuld kritikus pontja.
O

Legyen f: M — R Morse-fliggvény.
4.5.2. Tétel. Ekkor 3 X sima vektormezé M-en, amire X gradiensszeri f-hez.

Bizonyitds. Létezik M-et lefed térképek egy {(U;, ¢;)} rendszere, amire Vp € M, f kritikus pontjdhoz
3! i amire p € U;, és ekkor ¢;(p) = 0, és fo ¢! olyan alakii, mint a 4.4.1 Allitdsban (ebbél kivetkezik,
hogy V i-re U;-ben legfeljebb 1 kritikus pont van). Legyen V i-re

X; = (07", (grad(fo o™ h)) € TU;.
Legyen {g;} egységosztéas {U; }-hez, és
X = Z 9i X
i

(ahol g; X;-t 0-nak vessziikk U;-n kiviil). Kénnyen ellenérizhetd, hogy X gradiensszer( f-hez. O

4.6. Az Euler-karakterisztika

Legyen n fix, M n-dimenzids sima sokasag.

4.6.1. Definicié. Ha V i < n-re dim Hj,(M) < oo, akkor legyen M Euler-karakterisztikdja

X(8) = 37 (~1)' dim Hg (0.

2

Beldthaté (példdul a fejezet hatralévd részét felhasznélva), hogy ez a definicié egybeesik az Euler-
karakterisztika szokdsos definiciéjaval.

A 3.2.1 Kévetkezmény t6bbszori alkalmazédsaval konnyen beldthaté, hogy ha M kompakt akkor V i-
re dim Hj 5 (M) < oo, tehat x(M) értelmes lesz. Szintén a 3.2.1 Kovetkezménybél kapjuk a kévetkezd
lemmat.

4.6.1. Lemma. Legyen U,V C M nyilt, ekkor ha x(U), x(V) értelmes, akkor x(UUV) és x(UNV)
s az, €s
X(WU)+x(V) =x(UUV)+xUnNV).
Legyen M kompakt, f: M — R Morse-fliggvény, és V ¢t € R-re
M(t) ={p € M|f(p) <t}.
Sziikségiink lesz a kovetkezo két lemmara, amiket most nem bizonyitunk.

4.6.2. Lemma. Ha s <t € R-re f-nek nincs kritikus értéke [s,t]-ben, akkor M(s) és M(t) diffeomor-
fak.

4.6.3. Lemma. Legyen t f kritikus értéke, p1,...,px a kritikus pontok f~1(t)-ben, ésV i-re \; =
ind(f,p;). Ekkor 3 e >0, amire 3 Uy, ..., Uy diszjunkt nyilt kérnyezetei p1, . ..,pg-nak, és I Vi,... Vi
pontrahizhato nyilt részhalmazai R" =t nek, amikre

1. p1,...,px-n kil nincs mds kritikus pont f=1([t — €, t + ¢€])-ban,
2. V i-re U; R™ pontrahizhato nyilt részhalmazdval diffeomorf,
8. Y i-re U\ M(t — €) diffeomorf S~ x V;-vel,

4. M(t+¢€) diffeomorf M(t —e) U (Uf:1 U;)-vel.
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4.6.4. Lemma. Az eldz6 lemma esetében ha x (M (t — €)) értelmes, akkor x(M(t + €)) is az, és

k

X(M(t+€)) = x(M(t =€) + > (=1)™.

i=1

Bizonyitds. Legyen V j-re ¢c; = [{i|\; = j + 1}|. Legyen U = |_|f=1 U;, ekkor a 3.4.2 Kovetkezménybdl,
a 3.5.2 Lemma tobbszori alkalmazésdval, a 3.5.1 Kovetkezményt illetve a 3.5.3 Kévetkezményt és a
3.5.1 Allitast haszndlva V m-re

RF m=0
0 m#0

9

Hy(U) = {

és
RFteo m =0
H™(UNM(t—¢) = m=u
Rem om0
tehat x(U) =k és

k
XUNM(E—e)=k=>Y (-1

=1

A 4.6.1 Lemma szerint

X(M(t+€)) = x(M(t—e)UU) = x(M(t —€)) + x(U) = x(M(t —e) NU) =

O

Legyen V A-ra ¢, f X indexti kritikus pontjainak szama. Ahogy t végigfut R-en az el6z6, és a 4.6.2
Lemmdkbdl kapjuk a kovetkezst (felhaszndlva, hogy 3 ¢ € R amire M (t) = () és amire M (t) = M,
illetve, hogy x(0) = 0).

4.6.1. Allitas. Ekkor
X(M) = Z (—1) e

A=0
4.6.1. Kovetkezmény. Ha n pdratlan, akkor x(M) = 0.

Bizonyitas. A 4.5.1 Tétel szerint 3 f : M — R Morse-fiiggvény, ekkor kénnyen meggondolhatd, hogy
—f is Morse-fliggvény, és p € M pontosan akkor f A index®i kritikus pontja, ha —f n — X\ indext
kritikus pontja. Erre a két fiiggvényre felirva a fenti allitast, felhasznédlva, hogy n paratlan

n n n

XM) =" (1) er =Y (=) e ==Y (-1) er = —x(M),

A=0 A=0 A=0
tehdt x (M) = 0. O
Végiil mindent Osszefoglalva kapjuk a kovetkezd tételt.

4.6.1. Tétel. Legyen M kompakt n-dimenzids sima sokasdg, és X sima vektormezé M-en aminek
csak izoldlt szingularitdsai vannak, ekkor

ind(X) = x(M).
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Bizonyitds. A 4.5.1 Tétel szerint 3 f : M — R Morse-fiiggvény, és a 4.5.2 Tétel szerint 3 Y si-
ma vektormez6 M-en, amire Y gradiensszerii f-hez. Legyen V A-ra ¢, mint az el6bb, ekkor a 4.3.1
Kovetkezmény szerint

ind(X) = ind(Y),
a 4.4.1 Tétel szerint

és a 4.6.1 Allitas szerint

S (=1)en = x(M),

A=0

4.6.2. Kovetkezmény. Ha x(M) # 0, akkor nem létezhet M-en sehol sem 0 sima vektormezd.
Ekkor a 3.5.1 Allitdsbl azonnal kapjuk a kovetkezdt.

4.6.3. Kovetkezmény. Ha n pdros, akkor nem létezhet S™-en sehol sem 0 sima vektormezd.
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