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Koszonetnyilvanitas

Els6sorban szeretném megkoszonni Téthmérész Lilla témevezetémnek a mar harom
éves témavezetést. Szakértelme, tanacsai, valamint a konzultdciok nagyban segitet-
tek, hogy megirjam a szakdolgozatomat. Szeretném tovabba megkdszonni csalddom-

nak és barataimnak a sok-sok tamogatast, és a motivaciét, amit kaptam toliik.






1. fejezet

Bevezetés

A szimmetrikus élpolitép egy grafhoz rendelt racspolitop, amit aktivan kutatnak
szép geometridja, illetve alkalmazasai miatt. Egyik ilyen alkalmazasa a fizikaban
fellelhet6, az tgynevezett Kuramoto szinkronizaciés modellben. Ez a modell osz-
cillatorok viselkedését irja le, ahol az egyes kolcsonhatasok egy graffal vannak mo-
dellezve. Chen és Davis [1] cikkében megmutatték, hogy egy fels6 korlat a stabil
allapotok szamara, meghatarozhato a szimmetrikus élpolitop térfogatabdl.

Dolgozatomban én leginkabb a szimmetrikus élpolitop iranyitott grafokra, illetve
sulyozott iranyitott grafokra valé altalanositasaival fogok foglalkozni, ezen beliil is
a lapok leirasaval, valamint a lapok és a grafstruktira kozotti kapcsolatokkal.

Eloszor egy teljesen grafelméleti fogalommal fogunk foglalkozni, a szép feszitéfak-
kal. Ki fog dertilni, hogy minden 0sszefiiggé iranyitott grafnak 1étezik szép feszitofa-
ja. Ezutan a szép feszitofakat altalanositjuk silyozott iranyitott grafokra. Belatjuk,
hogy egy Osszefiiggd stlyozott iranyitott grafban pontosan akkor lesz szép feszitofa,
ha konzervativan élsulyozott. Végiil pedig belatjuk, hogy minden minimaélis kotésre
létezik azt tartalmazoé szép feszitofa.

A maésodik fejezetben megismerkediink a grafpolitopokkal, és bemutatjuk a szép
feszit6fak geometriai jelentését. Egy graf éleinek megfeleltetiink pontokat a |V| di-
menziés térben, és ezek konvex burka lesz az élpolitoép. Az élpolitopok lapjainak
jellemzése megjelenik a [2], [3] és [4] cikkeben. A lapok jellemzésére adok egy 6nallo-
an kidolgozott bizonyitist adni. Ki fog deriilni, hogy a kiterjesztett élpolitop oldalait
meg tudjuk feleltetni a graf iranyitott vagasainak, vagy éppen a szép feszitéfaknak.

Végil pedig a [5] cikk masodik fejezete alapjan bemutatom a kapcsolatot a szim-
metrikus élpolitop és egy masik politopcesalad kozott. Vershik definialta véges met-
rikus terekhez rendelt Kantorovich-Rubenstein politépot. Megmutatom, hogy ez a

politop megkaphatd a szimmetrikus élpolitépot egy megfelel6 altérrel elmetszve.






2. fejezet

Szép feszitofak

2.1. Iranyitott grafok

2.1.1. Definicié. Adott eqy G = (V, E) iranyitott grif. Ennek leqgyen F = (V, H)
eqy feszitéfdja. Vegyiink eqy e € E\H élet. Ekkor az (V, FUe) grifban az iranyitdstol
eltekintve létrejon pontosan eqy kor, ez legyen K. Ekkor jelolje K, (F,e) azon a K-
ban lévo élek szamat, melyek iranya a kor mentén megegyezik e irdnydval, ezekre az
élekre a késébbiekben éldreélekként hivatkozok. Jelslje K_(F,e) pedig az e-vel ellen-
tétes iranyba dllo K-beli élek szamadt, ezekre az élekre a késsobbiekben hatraélekként
hivatkozok.

2.1.2. Definicié. Egy e € E\H élre azt mondjuk, hogy szép az F feszitdfa szerint,
ha K (F,e)—K_(F,e) > 0, vagyis ha a (V, HUe) grifra, K-ban az elbreélek szima

legalabb annyi, mint a hatrélek szdma.

2.1. abra. Az abran a fekete élek alkotjak a graf feszitofajat, a szaggatottan abrazolt
él pedig a fan kivili él. A 1étrejové K kor élei szinessel vannak jelolve, a pirosak az

elore élek, a kékek pedig a hatraélek.

2.1.3. Definicié. Egy F = (V, H) feszitéfa szép, ha Ve € E\H €l szép.
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2.1.4. Megjegyzés. Az e ¢ H feltételre valdjaban nincs szikségink. Egy e € H
élre, (V,H U e) grifban lévd kir az e él két reprezentdcidjdbdl fog dlni, igy ekkor
K, (F,e) = K_(F,e) = 1. Vagyis Ve € H él szép.

2.1.5. Definicié. Legyen F egqy fenyd v gyokérrel. Ekkor jelolje s,(i) az i cstcs
tdvolsdagat v-tél az F fenyoben, ami eqyenlé a v — i eqyértelmi F-beli it éleinek

szamdval
2.1.6. Tétel. Minden dsszefiiggd iranyitott grafnak van szép feszitofaja
El6szor az alabbi egyszertibb esetet latjuk be:

2.1.7. Lemma. Ha a G grdfban van olyan csics, amibol barmely mdsik csiucs elér-

hetd iranyitott tton, akkor G-nek van szép feszitofdja.

Bizonyitas. Legyen v az a cstcs, amibol barmely masik csics elérheto iranyitott
uton.

Vegytik ezen v csicsbol induld legrovidebb utak fajat, ez legyen F' = (V, H). Azt
fogjuk belatni, hogy ez egy szép feszitofa lesz.

Vegyiink egy tetszoleges e = % élet. Szeretnénk megtudni az (V, H Ue) gratban
1évé K korben az elore- és hatraélek kiilonbségét.

Nézziik meg a legrovidebb utak fajaban futo V4 és % utakat, és legyen c az a
csics, amin dtmegy mindkét ut, és s,(c) maximalis. Jelen esetben hasznalhatjuk az

2.1.5 definiciot, mivel a legrovidebb utak faja egy fenyo.

2.2. abra. Az abran a feszit6fahoz az a? élet vettiik hozza. Az létrjovo kor élei
hasonldéan vannak jelolve, mint a korabbi dbran. Zoélddel van jelolve a vt ut, amit

ketszeresen bevesziink a korbe. (Jelen esetben ez az 1t csak egy élbél 4ll)

Ekkor legyen K’ az a kor (V, H U e)-ben, hogy K-hoz hozzavesszik a va utat
mindkét irdnyba. Ekkor K (F,e) = K (F,e)+s,(c), és K’ (F,e) = K_(F,e)+s,(c),
vagyis K (F,e) — K' (F,e) = K. (F,e) — K_(Fe).
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K'-ben viszont tudjuk az elére- és hatrélek szamat. K’ (F,e) = s,(a) + 1, mert
mert akkor 1épilink el6re, amikor v-bdl a-ba tartunk a legrévidebb tton, valamint
még az ab lesz eléredl. K " (F,e) = s,(b) hasonldan.

Vagyis azt kell ellendrizniink, hogy tetszéleges e élre, ahol e ¢ H, s,(a) + 1 >
sp(b). Ez az egyenl6tlenség viszont fenndll, mert ellenkezé esetben a K'-beli eléreélek,
egy rovidebb % utat biztositanak b-be, mint a legrovidebb utak fajabeli. Vagyis F
tényleg szép feszitofa. O]

Most térjink réd a a 2.1.6 tétel bizonyitasara.

Bizonyitas. Eloszor is valasszunk ki egy tetszoleges x1 csticsot, tovabba jelolje X4
a x1-bol irdnyitott Gton elérhet6 csiicsok halmazat. Legyen Fy = (V, Hy) a 1-b6l
indul6 legrovidebb utak faja Xi-en. Ekkor azon élek, melyek mindkét végpontja
Xi-beli, szép lesz 2.1.7 miatt.

Ha ekkor X; = V| akkor készen vagyunk.

Ha X; # V, akkor nézziik azokat az éleket, amelyek kezdSpontja V\ Xi-beli,
végpontja pedig X;-beli. Ezek koziil valasszuk ki azt az élet, melynek y végpontjara
Sz, (y) maximalis, ha t6bb ilyen is van akkor ezek koziil egyet. Ezen él kezdépontja
legyen x5. Ekkor legyen X, azon csticsok halmzaza, amelyek elérheték xo csticsbol,
de nem X;-beliek.

Legyen Gy = (V, Hy) az x9-b6l indul legrévidebb utak faja. Azt meg kell gon-
dolni, hogy egy z € X5 cstcsra a legrévidebb Tat irdnyitott Ut tényleg csak Xs-beli
csticsokon megy keresztiil. V\ (X7 U X3)-beli csticsot nyilvan nem érinthet, mert az
ut minden csicsa is elérheté Xo-bél. Viszont Xi-beli csticson sem mehet kersztiil,

mert akkor z € X; mar fennallna.

2.1.8. Definicié. Terjessziik ki az s figguényt tetszédleges F fara. Jelolje s,(u) az

F-beli egyértelmi vu 4t sordn érintett elore élek, és hatraélek kilonbségét.

2.1.9. Megjegyzés. Ez tényleg az eddig haszndlt s fligguény kiterjesztése, mivel ha
a fabeli ut nem tartalmaz hdtraélet, akkor csak az eldre élek szamdval lesz eqyenld

az s dltal felvett érték, ami pont megegyezik a kordbbi definicioval.

Ekkor nézzik az Fy = (V, Hy U Hy U 9@) grafot. Ez egy szép fa az X; U X5 cstcs-
halmazon. Ehhez hasznéljuk az ijonnan definialt s fiiggvényt az X; U X5 csticshal-
mazon. Az Fy graf egy fa lesz, mert két diszjunkt fa éleit, és egy azokat Osszekdto
élet tartalmaz.

Nézziink egy tetszoleges a? élet. Ekkor ha mindkét végpont X;-beli, vagy mind-
ketté Xo-beli, akkor 2.1.7 miatt, tudjuk hogy szép élet valasztottunk ki. Az a € X,
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és b € X, esettel nem kell foglalkozni, mert ilyen él nincs, mert ha a elérhet6 x,-bol,
akkor b is. Vagyis maradt az az eset, amikor a € X5 és b € X;.

Néuziik az (V, Hy U Hy U T U ab) grafot, és ennek K krét.

Ugyanazt a gondolatmenetet kévetjiik, mint 2.1.7 bizonyitasaban. Az xia és x1b
utak kozos részét kétszeresen hozzavéve K-hoz, kapjuk a K’ kort, és ezuttal is azt
kell beldtni, hogy s,,(a) +1 > s,, (D).

Tudjuk, hogy s,,(z2) < s4,(a), mivel minden u € X, cstcsra, az xju dtmegy az
yxo élen, de az xou résziton mar csak eléreélek szerepelnek.

Tovabba s, (b) < s, (y), mivel y-t Ggy valasztottuk meg, hogy s,, (y) maximalis
legyen. Viszont s, (y) = sg,(22) + 1

Amibél s, (b) < s4,(a) + 1 egyenlStlenséget kapjuk, és pont ezt akartuk beldtni.

Legyen S; = X, valamint Sy = X7 U Xs. Ezzel sikertilt az S; halmazt Ss-re
boviteni, hogy minden S5-bol Sp-be futéd él szép. Ezutan az S, halmazt bévitjitk
hasonléan Ss3-ra, amit meg is tudunk tenni, mert Fi-r6l azt hasznaltuk, hogy szép
feszit6fa. Es ezt egészen addig ismételve, amig valamelyik S; = V teljesiil. Mivel a
halmaz mérete folyamatosan né, ezért valamikor eljutunk oda, hogy S; = V' fenndll,

és ezzel megkapjuk G egy szép feszitofajat.
]

e e mm e — - — ==

2.3. abra. A szaggatott vonal bal felére esnek az X;-beli csticsok, a baloldalra pedig
az Xo-beli csticsok. A piros élek most is a kor eléreéleit jeloli, a kékek a hatraéleket,
a zolddel pedig a kétszeresen bevett qT?: ut élei. A fels6 sor cstcsaira s,, = 0, a

masodik sor csucsaira s,, = 1, és igy tovabb
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2.2. Elstlyozott irdnyitott grafok

2.2.1. Definicié. Legyen eqy G = (V, E) elsilyozott iranyitott graf. Jeldlje s(ab) az
ab irdnyitott él sulyat. Leqyen F = (V, H) ezen grdf eqy feszitéfdja. Legyen e ¢ H él,
és nézzik a (V, HUe) graf K korét. Ekkor legyen K. (F,e) a K korben e-vel eqyiranyi
elék sulyainak dsszege. Hasonloan legyen K_(F,e) a K kirben e-vel ellentétes iranyba
dallo élek sulyainak osszege. Az e ¢ H €l szép, ha K (F,e) — K_(F,e) >0

Megjegyzés: Ebben az esetben is elmondhaté, hogy minden e € H él szép, mert
ekkor a K kor az e él két reprezentacidjabol all. Ekkor K (F,e) = K_(F,e) vagyis

e tényleg szép.
2.2.2. Definicié. Egy F = (V, H) feszitéfa szép, akkor, ha Ve ¢ H él szép.

2.2.3. Megjegyzés. Felmeriilhet, az olvasoban, hogy nem-e tudunk megszabadulni
a negativ élsulyoktol, és eqy olyan grdfra dttérni, ahol csak pozitis élsulyok vannak.

Adja magdt, a kévetkezd gondolat. Ha van a grafban eqy negativ sulyi €él, csereljik
ki ezt az élet eqy ellwntétes iranyu élre, aminek sulya pedig legyen az eredeti él
sulyanak ellentettje.

Ez ldtszolag nem okoz semmilyen problémadt, hiszen ha ez az €l barmikor is benne
van eqy €l K korében, akkor az wj €l pontosan ugyanigy fog beszamolodni a végsd
osszegbe, hiszen eqyszer az irdny, egyszer pedig az eldjel vdltozds miatt szoroztunk
—1-gyel, amik kiejtik eqgymdst.

A probléma ezzel a gondolattal akkor lép fel, amikor ennek az élnek a korét vizs-
gadljuk. Hiszen ekkor ha tovabbra is az eredeti irdny szerint szamolndnk, akkor az eld-
20hoz hasonloan az dsszeg most sem valtozna. Viszont az éliink mdr a masik iranyba

all, ami az egész kifejezésnek ad eqy —1-es szorzot, ami elrontja az egészet.

A kovetkezokbdl kideriil, hogy a negativ éleknek igenis van jelentéségiik egy szép

feszit6fa 1étezésére vonatkozodan.

2.2.4. Tétel. Egy G = (V, E) élsilyozott iranyitott grifban nincs szép feszitéfa, ha

G nem konzervativan élsulyozott.

Bizonyitds. Vegyink egy G = (V, E) nem konzervativan élstlyozott grafot, és tegyiik
fel indirekt, hogy létezik egy F' = (V, H) szép feszitéfaja. Ekkor legyen ey, e, ..., €,
élek altal alkotott korre Y7 ; s(e;) < 0. Ahol e; = m, és Ay = A,
Definidljuk u;-t a kdvetkezoképpen. Vegytink egy e; élet, ahol 1 < ¢ < n, és nézziik
az (V, H + ¢;) grafban létrejovo K; kort. Legyen U; az az t, amit ugy kapunk, hogy
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K; korbél elhagyjuk az e; élet. Legyen tovabba u; = K; (F,e) — K;_(F,e) — s(e;).
Ezzel valojaban azt kaptuk meg, hogy az F faban futé, A; .1 A; Gton az irdny szerinti
sulyosszeg u;

Mivel Ve € E él szép a feltevésiik miatt, ezért Vi € {1,2,...,n}-re

K (Fe) — K;,_(F,e) =u; + s(e;) > 0

Ekkor viszont nézziik azt az F-beli utat, amit gy kapunk, hogy 0Osszefiizziik
az Uy, Us,...,U,_1 utakat, ez legyen egy U. Ez egy 1t lesz Ay és A, kozott, ahol
valamely éleket akar tobbszor is tartalmazhatunk. Ekkor nézziik meg, hogy milyen
kapcsolat van U, és U kozott. Mivel F' egy feszitofa, ezért U el6allithato tgy, hogy
U,-hez hozzdadunk néhédny oda-visszautat.

Ebbdl viszont azt kapjuk, hogy u, = > ; —u;.

n—1 n—1 n

kni(Fre) — ko (Fre) = u, 4+ s(en) = > —ui +s(en) =Y (—u; — s(e;)) + > s(ey)
i=1 i=1 i=1
Ahol viszont S0 (—u; — s(e;)) < 0 és S s(e;) < 0, vagyis kny (F,e) —
K,_(F,e) <0, vagyis e,, nem egy szép él. Ezzel pedig ellentmondast kaptunk, vagyis
egy nem konzervativan élsilyozott grafban nincs szép feszitofa.
0

2.2.5. Tétel. Minden konzervativan élsiulyozott grifnak létezik szép feszitofdja.

Bizonyitds. Legyen G = (V, E) konzervativan élsilyozott iranyitott graf. A bizonyi-

tas hasonléan fog felépiilni, mint a nem stlyozott esetben.

2.2.6. Definicid. Legyen F' eqy sulyozolt fenyd v gyokérrel. Ekkor jeldlje s,(u) a

vu eqyértelmi uton érintett élek siulyainak dsszegét.

2.2.7. Allitas. Ha az G konzervativan irdnyitott grifban van olyan csics, amibél

barmely madsik csics elérheto, akkor létezik szép feszitofdja.

Bizonyitds. Legyen v az a csucs, amibdl barmely masik cstcs elérheté. Mivel G
konzervativan élstlyozott, ezért létezik a v csticsbdl induld legrévidebb utak faja, ez
legyen F' = (V, H). Azt fogjuk belétni, hogy ez egy szép feszitéfa.

Ekkor nézziink egy tetszéleges % élet, és az (V,h U %) graf K korét. Ekkor
legyen most is k az a cstcs, ami része a legrovidebb 04 és % utaknak, de a k_gz és %

utaknak mar nincs masik k6zos csticsa. Ekkor vegyiik hozza a K korhoz kétszeresen
a vk utat. Ezzel azt kapjuk, hogy hogy K. (F,e) — K_(F,e) = s,(a)+ 8(%) — 8,(b)
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2.4. dbra. A bizonyitasban a fekete élekkel jelolt kort vizsgaltuk, a piros élek pedig

a megfelel6 utakat jelolik

Vagyis azt kell belatni, hogy s,(a) + s(%) > $,(b). Ez az egyenlStlenség viszont
fennéll, mert kilénben az (V, HUab) grafbeli 5+ ab Gt rovidebb lenne, a legrovidebb
utakfaja beli utnal.

]

Ezek utan térjiink ra az altalanos esetre. Valaszzunk ki egy tetszéleges x; csicsot,
és vegyilk a x1-bol elérheté csicsok halmazan, ez legyen Xy, az Fy = (Xi, Hy)

legrévidebb utak fajat. Eloszor terjessziik ki az s fiiggvényt most is tetszoleges fara:

2.2.8. Definicié. Legyen F' eqy iranyitott fa. Valamint legyen v egy kiemelt csics.
Ekkor jelolje s,(u) = e(vu) — h(vu), ahol e(vu) az F-beli vu it eldre éleinek sily-

dsszege, h(vu) pedig a hdtraélek silydsszege.

Ekkor az 2.2.7 eset miatt, az X; — X, elék szépek lesznek. Ekkor ezt az X,
csucshalmazt szeretnénk boviteni hasonléan, mint ahogy a 2.1.6 tételben tettiik.
Akkor azt csinaltuk, hogy meg néztiikk a V\ X; — X; élek kozil, melyik végpontjara
lesz az s fiiggvény maximalis. Ez a stulyozott esetben nem teljesen miikodik.

Valasszuk ki egy tetszoleges g_/l_,z_1> élet. Ekkor legyen Y; C V\X; azon cstcsok
halmaza, amik elérhetéek y;-bél. Ekkor vegyiik az Y; halmazon vett, K; = (Y1, 1)
legrévidebb utak fajat.
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Vizsgaljuk az I} = (V,H; U Ly U ji27) fat. A 2.1.6 bizonyitasahoz hasonléan
most is elég csak az Y;-bol X-be futd élekkel foglalkozni, tovabba egy % ¢l most is
pontosan akkor lesz szép, ha s, (a) — sz, (b) + s(%) > 0. Ekkor, ha az igy kapott fa
szép, akkor sikeresen bévitettiik Xi-et. Mi van akkor, ha létezik egy olyan él, ami
nem szép?

Tegytik fel, hogy az igy kapott fa nem szép az X; UY] halmazon. Ezt azt jelenti,
hogy létezik egy olyan 7225 él, amire s, (y2) < s, (22) — s(y225). Itt nyilvén y, € Y
és z9 € Xj.

Ekkor legyen Yo C V\X; azon cstcsok, melyek elérhetek y,-bél, de nem X;-
beliek. Mivel y, € Y] , ezért Y C Y;. Legyen tovabba Ky = (Y2, Ly) a legrévidebb
utak fija Yo-n. Ekkor vegyik az I, = (V, Hy) U Ly U 33 fat. Legyen tovabba az s
fliggvény I>-beli megfelelGje t.

Ekkor mivel s és t esetében is a kiemelt csticsunk x; volt, ezért Vu € X : s, (u) =
ty, (u). Ezen feliil azt fogjuk beldtni, hogy Yu € Y : s, (u) < t,(u). t tulajdonsa-
gaibol kovetkezik, hogy tu, (y2) = te,(22) — s(ijaz5). Ebbél viszont kovetkezik, hogy
te (y2) > 82, (y2)-

Jelolje u € Y, csuicsra f(u) a Ka-beli you ut stlyat. Ekkor ¢, (u) = t,, (y2) + f(u).
Tovabba s, (u) < sz, (y2) + f(u), mert Yi-ben is el lehet jutni f(u) silyt dton yo-bél
u-ba. Viszont ebbdl azt kapjuk, hogy:

Sz <u> < 8961<y2) + f(u) < twl(y2) + f(u) = twl(u) (221)

Vagyis Yu € Y csicsra s(u) < t(u). Miért is j6 ez nekiink?

Nézziik az I, fat. Ekkor ha tovabbra sem egy szép fat kaptunk, akkor ugyanezen
modszerrel kapunk egy I3 fat, és igy tovabb. Ezt a modszert viszont csak véges sok
alkalommal lehet megismételni. Ugyanis minden lépéssel, az Y;-beli csticsok stlya
nd, viszont az egész grafnak véges sok faja van, ezért minden u cstcsra az s(u) érték
véges sok értéket vehet fel. Igy elébb vagy utébb eljutunk oda, a magmaradé csticsok
stulya nem novelheto, és ekkor mindenképpen szép fat kapunk. Ekkor minden ilyen fa,
az eredeti F7 fa egy valodi bévitése, vagyis lesz benne olyan cstcs, amit Fj-ben nem
volt. Vagyis ezzel az eljarassal talalunk az X, D X; halmazon egy szép feszitofat.

Es ezt a 1épést ismételve a teljes V-n fogunk kapni egy szép feszitéfat. m

2.2.9. Tétel. Eqy dsszefiiggo élsulyozott grafnak pontosan akkor van szép feszitdfija,

ha a graf konzervativan élsulyozott.
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2.3. Minimalis kotés

2.3.1. Definicié. Egy G = (V, E) dsszefoggd iranyitott graf csiucsainak eqgy V =

A U B particiojat iranyitott vagdsnak neveziink, ha nem létezik olyan ut él, amire

ueEBéve A

Egy irdnyitott vagast a particidk helyett, lehet a particiok kozott futd élek hal-

mazaval is lefrni.

2.3.2. Definicié. Egy G = (V, E) dsszefiiggd iranyitott grif eqy K C E élhalmazdt
kotésnek nevezziik, ha tetszéleges A C E élhalmazra, melyek eqy iranyitott vdgds
éleibdl dllnak, ENA # 0

2.3.3. Definicié. Eqgy K kotést minimdlis kotésnek neveziink, ha nincs olyan L
kétés, amire |L| < |K]|.

Nyilvan minden iranyitott grafnak létezik kotése, mert a K = E élhalmaznak
minden irdnyitott vagassal van metszete, ezért van értelme minimalis kotésekrol
beszélni.

Vegyiink egy irdnyitott grafnak egy tetszoéleges, nem iranyitott korét. Ekkor azt
mondjuk, hogy a korben az lesz a dominans irany, amelyik irdnyba tobb él mutat a

kor mentén. Ha a két irdnyba ugyanannyi él mutat, akkor nincs dominans irany.

2.3.4. Allitas. Legyen L eqy irdnyitott grif nem irdnyitott kire. Ekkor tetszéleges
K minimdlis kotésre létezik olyan e él ezen a kéron, amelyik a domindns irdnyba

all, ése ¢ K

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy van egy olyan K minimalis kotés, ami tartal-
mazza az L kor minden dominans iranyba all6 élét. Ekkor valtozatssuk meg a kotést
ugy, hogy a dominans iranyba allé éleket cseréljiik ki az azzal ellentétes iranyba allo
élekre. Azt allitjuk, hogy ez tovabbra is egy kotés lesz, és kisebb elemszamu, mint a
kiindulasi minimalis kotés.

Az, hogy ezen halmaz elemszama kisebb lett, kovetkezik abbdl, hogy a dominans
irdnyba allo élek szama, szigortian nagyobb, mint az azzal ellentétes iranyba alloké.

Ha vesziink egy irdnyitott vagast, ami nem metszi el L-t, akkor ezekkel a vagasok-
kal tovabbra is lesz metszet. Ha egy olyan irdanyitott vagast vesziink, ami belemetsz
L-be, akkor ennek kell tartalmaznia dominans irdnyba all6 élet, de azzal ellentétes
iranyba 4ll6 élet is. Vagyis minden irdnyitott vagassal tovabbra is van metszetiink.

Ezzel pedig ellentmodast kaptunk O
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2.3.5. Tétel. Legyen G = (V, E) dsszefiiggd irdnyitott graf. Valamint legyen K ezen

graf eqy minimalis kotése. Ekkor létezik olyan szép feszitéfa, ami tartalmazza K-t.
Ennél egy erdésebb allitast fogunk belatni.

2.3.6. Tétel. Legyen G = (V, E) osszefiiggd iranyitott grdf. Valamint legyen K eqy
olyan élhalmaz, ami nem tartalmaz kort, vagy eqy kor domindns éleit. Ekkor létezik

olyan szép feszitéfa, ami tartalmazza K-t.

Bizonyitds. Azt mondjuk, hogy egy élhalmaz tartalmazza egy kor hosszabbik ivét,
ha tartalmazza egy kor minden domindns irdnyba all6 élét. Azt az erésebb allitast
fogjuk belatni, hogy tetszdleges olyan K élhalmazra, ami nem tartalmazza egy kor
dominéns éleit, vagy pedig a teljes kort, arra létezik egy olyan szép feszitéfa, ami

tartalmazza K éleit.

2.3.7. Lemma. Adottak a P és QQ mdtrizok. Ekkor a
Pr=0b,,Qr < by (2.3.1)

primdl feladatnak pontosan akkor van megolddsa, ha a
YoP +y1QQ =0,y1 > 0,yb=—1 (2.3.2)

dudl feladatnak nincs megolddsa.

Az allitas bizonyitasdhoz a 2.3.7 lemmat fogjuk hasznalni:

Jelen esetben a b = (b, b1) vektor a csupa 1 vektor lesz, a (P, Q) méatrixnak a
sorai az graf éleinek felelnek meg, az oszlopok pedig a csticsoknak, és egy mezobe 1
kertil, ha az adott élnek az a cstucs a végpontja, —1 kertil, ha ez a csics a kiinduld
pontja, minden mas esetben pedig 0 kertil a métrixba. A nagy matrix pedig ugy
bomlik fel a P és () matrixokra, hogy, P tartalmazza azokat a sorokat, melyeknek
megfelel6 élek K-beliek, () pedig tartalmazza az £ — K éleket.

Ekkor azt kell el6szor is meggondolni, hogy ha primél feladatnak van megoldasa,
akkor létezik egy olyan szép feszitofa, ami tartalmazza K-t. A szép feszitofakrol
lattuk, hogy megfeleltethetok olyan f : V — Z fiiggvényekben, amelyre egy fabeli
ab dlre f(b) — f(a) = 1, valamint egy nem fabeli ab dlre f(b) — f(a) < 1.

A primal feladat megoldasa valami eléggé hasonlét ad nekiink, van ugyanis a
primal feladat x megoldasa, valdéjaban egy x : V — Z fliggvény, ahol a K-beli %
élekre x(b) — x(a) = 1, a nem K-beli élekre pedig x(b) — z(a) < 1.

Ebbél akarunk egy szép feszitéfat eléallitani. Ahhoz, hogy egy ilyen x fiiggvény
egy szép feszitofat adjon elégséges az, hogy V% :x(b) —x(a) < 1, valamint a pontos
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éleknek ki kéne feszitenie a grafot. Ha ez a tulajdonsag teljesiil, akkor abbdl egy
szép feszitofat kapunk, ha vessziik a pontos élek egy feszité részhalmazat. Ekkor
ugy akarjuk megvaltoztatni z-et, hogy a pontos élek kifeszitsék a grafot.

Induljunk ki egy v csticsbol. Ha nincs ebbe a v-ben befutd vagy kiindulé pontos
él, akkor legyen 2'(v) = z(v) tovabba z’(u) = x(u) + 1, ahol u # v. Vegyiik észre,
hogy 2’ tovabbra is a primal feladatnak egy megoldasa lesz, mivel v-b6l nem indult
ki pontos él. Ha tovabbra sincs pontos €l v-ben, akkor megint hozzdadunk egyet a
tobbi csticshoz. Es ezt addig csindljuk, amig nem kapunk pontos élet. Igaz, meg kell
nézni azt az esetet is, amikor a tobbi csticshoz nem hozzdadunk, hanem kivonunk
egyet, mert lehetséges, hogy v-be csak befuté élek vannak. Igy elétudunk allitani
v-bol indulé pontos élet. Ekkor most hozzacsapjuk v-hez ezen él masik végpontjat,
és és ezen particiéra ismételjiilk meg a pontos élt eléallito eljarast.

Jelen helyzetben arra akarunk még figyelni, hogy tartalmazzuk K éleit is, ezért
minden valasztasnal, ha tudunk K-neli élet bevenni, akkor olyat vesziink be, és mivel
K kor mentes, ezért minden K-beli él be is fog keriilni.

Vagyis latjuk, hogy ha a primal feladatnak van megoldasa, akkor létezik olyan
szép fesztofa, ami tartalmazza K éleit.

Ekkor foglalkozzunk most a dualis feladattal. A Farkas lemma azt mondja ki,
hogy a primal feladatnak pontosan akkor van megoldasa, ha a dualis feladatnak
nincs. Eloszor is a dudlis feladatban az yb = —1 feltételt le lehet cserélni az yb < 0
feltételre, mirt egy pozitiv konstanssal valo szorzas a masik két feltételt nem befo-
lyasolja.

Ekkor a dualis probléma egy megolddsa egy y : E — Z fliggvény lesz, ami
igazabdl egy stlyozasa az éleknek. Az elsd feltételbdl, miszerint yoP + y:QQ = 0,
kovetkezik, hogy y egy aram lesz. Ugyanis y-nal az élekre szamokat frunk, és az yo P+
1) = 0 matrixszorzasban, egy-egy oszlop megfelel egy-egy cstucsanak a grafnak,
ahol 0sszeadjuk a bemeno élek sulyat, és kivonjiik a kimenckét, és végiil az eredmény
0 lesz, minden cstucsra.

Tovabba tudjuk, hogy b a csupa 1 vektor, ezért az y koordinitainak Osszege
negativ az yb < 0 feltételbdl.

A kovetkezdkben az aramot fogjuk manipulalni igy, hogy az tovabbra is teljesitse
a dudlis probléma feltételeit.

El6szor is, ha van egy olyan e él, amire y(e) = 0, akkor azt mar soha nem fogjuk
megvaltoztatni. Legyen N ={e:e € E—K,y(e) =0}. Legyene € E— K — N az az
él, amire y(e) minimélis. Ekkor kezdjiink el sétalni a graf csicsai kozott tgy, hogy

csak az £ — N éleket hasznaljuk. Legyen ezen séta olyan, hogy egy élen legfeljebb
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egyszer jarunk, és akkor ér véget, amikor egy olyan csticsba ériink, ahol mar jartunk.
A séta altal érintett elso él pedig legyen az e él, melyen elore haladunk el. A séta
pedig a kovetkez6 algoritmus szerint zajlik:

Néziink kiiriil abban a v csticsban, ahol éppen vagyunk. Ha van olyan £ — N — K-
beli él, ami a v-bdl indul ki, akkor azon megyiink tovabb. Mikor lehetséges, hogy
nincs ilyen él. Mivel még folytatni akarjuk a sétat, ezért most jarunk elészor ebben
a v csucsban. Viszont tudjuk, hogy y egy aram a grafon, ezért a v-be bevezeto
élek sulyosszege pontosan annyi, mint a v-bol kivezeto élek silyosszege. Viszont az
él, amin bementiink v-be, tudjuk, hogy nem 0 a silya. Tovabba mivel az eddigiek
alapjan nem tudunk tovabb 1épni, ezért minden £'— K — N-beli él, aminek valamelyik
végpontja v, azoknak v csak végpontja lehet. Viszont mivel ezek az élek E— K-beliek,
ezekre y mindig egy pozitiv sulyt ir.

Ekkor viszont sziikséges, hogy 1étezzen legalabb egyik az alabbi két él tipus koziil.
Az elso egy olyan K-beli él, ami v-bdl indul ki, és pozitiv silyt. A masik tipus pedig
olyan K-beli él, ami v-be vezet, és negativ élsulyu. Ekkor ezek koziil valasszunk ki
tetszoOlegesen egyet, most még nem szamit, hogy milyen fajtajut.

Ezt az eljarast ismételjik addig, amig egy olyan cstcsba jutunk el, ahol mar
kordbban jartunk. Ekkor valasszuk ki a sétank azon szakaszat, ami abban a cstcs-
ban kezdodik amelyikben befejeztiik, és amikor elészor jartunk ott. Vagyis igazabol
kaptunk egy kort, ezen kor éleinek halmaza legyen L.

Ekkor mondjuk azt, hogy a koron azok az elore élek, amelyeken a séta soran
elérefele megytink at, az ezzel ellentétes iranyba allokat pedig hatraéleknek.

Ekkor a séta megvalasztasabol latszik, hogy minden E — K-beli él amit a sétaso-
ran, vagy a korben érintlink az csak elore él lehet. Hiszen ha tudtunk E — K-beli élen
elére 1épni, akkor mindig azon mentiink, ha pedig nem, akkor K-beli élen 1éptiink.

Legyen | € L — K az az él, amire y(l) minimélis. Ekkor legyen z : £ — R a
kovetkez6: e ¢ L : z(e) = 0, ha e € L eldre él, akkor z(e) = y(l), ha e € L hétraél,
akkor z(e) = y(1). Ekkor egyrészt a z egy dram lesz, mert csak kétféle cstics van a
koron, az egyik amelybe van befuto, vagy kiindulé él is, és azok amelyekbe csak két
befutd, vagy két kiindulé él van, a nem nulla silyu élekbdl, 1latszik, hogy mindkét
esetben egyenld lesz a befutd élek és a kiinduld élek sulyainak osszege. Tovabbé
teljestil, hogy az e € L\ K el6re élekre igaz lesz, hogy z(e) < y(e).

Vizsgaljuk meg, hogy z milyen viszonyban all a dualis probléma feltételeivel.
Egyrészt teljesiti az elso feltételt, mivel aram. Masodrészt pedig az E — K-beli
éleken pozitiv, mert ugy valasztottuk meg a kort, hogy az ilyan élek csak eldre élek

lehetnek. Vagyis csak a 3 .cp z(e) < 0 allitast kell vizsgalnunk. Tegyiik fel, hogy ez
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igaz.

Ekkor készen lennénk, mert ekkor ezen kor éleire pontosan ugyanaz a szam van
irva, azzal az egy eltéréssel, hogy az egyik iranyu éleken pozitiv elojellel, a mésik
iranyba all6 éleken pedig negativ eldjellel. Viszont tudjuk, hogy az y; részhez tartozo,
vagyis a E — K-beli élekre irt stlyok mind nem negativak, valamint az 6sszes sily
Osszege negativ, ezért kell lennie a koron negativ siulyu élnek, s6t mi toébb, ezekbdl
kell tobbnek lennie. Viszont ezek a sulyok csak az y, részben, vagyis a K-beli élek
lehetnek. Vagyis ezen a koron tobb élnek van negativ stulya, mit pozitiv silya, és
mivel minden negativ sulyu él csak K-beli lehet, ezért igy talaltunk egy olyan kort,
aminek a dominans éleit tartalmazza K és pont ezt akartuk belatni.

Ha az adott korre nem teljesiilne az Y . z(e) < 0 feltétel, akkor legyen y/(e) =
y(e) — z(e), minden élre. Ekkor ' is egy dram, mert két dram kulonbsége is aram.
Tovabba mivel y(e) > z(e) : Ve € E — K, ezért Ve € E — K : y/(e) > 0, vagyis
y' teljesiti a mdasodik feltételt. Viszont ekkor tudjuk, hogy Y .cpz(e) > 0 ezért
Secpy'(e) < 0 fenndll. Vagyis tovabbra is egy olyan dramunk van ami teljesiti a
dudlis probléma feltételeit. Es ekkor a most kapott y/-t jeloljiik y-nal.

Viszont y-ban az 0 silyd E — K-beli élek szama nétt, mivel van legalabb egy
olyan él amire y(e) = z(e). Ezért, ha ezt az eljardst ismételgetjiik, el6bb utébb
vagy talalni fogunk egy olyan kort amire > .. z(e) < 0, vagy pedig egyszer csak
Vee E— K :y(e) =0 lesz.

Viszont egy nem konstans 0 silyd aramban a nem 0 sulyu élek egy kort kell,
hogy alkossanak, ezért ekkor 1étezik egy olyan kor, az élei iranyatasatol fliggetleniil,
amelynek élei mind K-beliek. Viszont pont egy olyan K-beli élhalmazt kerestiink,
ami vagy tartalmaz teljesen egy kort, vagy annak legalabb a dominans éleit.

Vagyis a belattuk, hogy a primal feladat ekvivalens azzal, hogy létezik egy szép
feszitofa, ami tartalmazza K éleit. Tovabba, hogy a dudlis feladat ekvivalens azzal,
hogy K tartalmaz kort, vagy egy kor domimans éleit. A Farkas-lemma pedig azt
mondja ki, hogy a primal feladatnak pontosan akkor van megoldasa, ha a dualisnak

nincs, ezért ebbol kovetkezik a tétel allitasa. O






3. fejezet

Gratpolitépok

3.1. Alapveto definiciok

A tovabbiakban a grafok egy geometriai megfeleltetésével fogunk foglalkozni. Le-
gven G = (V| E) egy egyszerii graf. Ekkor G-t megfeleltetjik egy |V| dimenzi6s
politopnak, ahol legyen a tér bazisvektorai az e, vekrotok, ahol v € V.

Eloszor is definialjunk néhany geometriai fogalmat.

3.1.1. Definicié. Egy konvex H ponthalmaz oldala alatt egy mértani O alakzatot
értiink, amely eldédllithato eqy O = T N H alakban, ahol T eqy tamaszhipersikja
H-nak.

3.1.2. Definicié. A politop egy véges sok pont konvex burka.
3.1.3. Allitas. Egy politdp elédllithaté zdrt félterek metszeteként.

3.1.4. Definicié. Eqy politop lapjinak azon oldaldt hivjuk, mely amelynek dimen-

zioja eqgqyel kissebb, mint a politop dimenzioja.
3.1.5. Definicié. Egy egyszeri grdf szimmetrikus élpolitopja a
Pg = conv{e, — ey, e, — €, :uv € E} (3.1.1)
modon definidlt alakzat.
3.1.6. Definicid. Egy élsilyozott, s : E — Rt egyszert grdf szimmetrikus élpolitd-

pja a
— €y €y — €6y

(uwv) 7 s(uw)

PSg = conv{eu cuv € E} (3.1.2)
s

egyenldséggel van definidlva.
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A fentiekben egyszerti grafokra definialtuk a szimmetrikus élpolitépot, de ezt

iranyitott grafokra is megtehejiik, igaz ekkor az politép nem lesz szimmetrikus.
3.1.7. Definicié. A G irdnyitott graf élpolitopja:

Pg = conv{e, — e, : ub € E} (3.1.3)
A G élsilyozott, s : E — RT irdnyitott graf élpolitdpja:

PSq = com;{egﬁ;% - ub € E} (3.1.4)

3.1.8. Definicié. A G irdanyitott grif kiterjesztett élpolitopja:
POg = conv{0;e, — e, : ub € E} (3.1.5)

Ekkor a stlyozott eset a nem silyozott eset egy kiterjesztése, mivel a nem sulyo-
zott esetben minden €l silya 1.

Egy graf élpolitopja a |V| dimneziés térben lakik. Viszont vegytik észre, hogy
minden élnek olyan pontot feleltettiink meg, aminek koordinatainak dsszege 0, vagyis

minden ilyen pont beleesik az 3, oy z, = 0 altérben, ami n — 1 dimenzi6s.

Vo — U1 V3 — U1
Vg — Ug
o 0 Vg — U2
o o
U1 — U3 V1 — U2

3.1. abra. A bal oldali graf, kiterjesztett élpolitépja a bal oldali politop lesz. Mivel a
graf harom csicsu, ezért a politop két benne van a két dimenziés térben, igy tudjuk

abrazolni a sikon

Ennél tobbet is tudunk mondani.

3.1.9. Tétel. Jelolje ¢ a G grdf dsszefiiggdségi komponenseinek szamdt. Ekkor az G
graf élpolitopja eqy |V| — ¢ dimenzids altérben lakik.

Bizonyitds. Jelolje V; 1 i € {1,2,...,c} a graf egyes Osszefliggéségi komponenseiben

16v6 csicsok halmazat. Ekkor minden i € {1,2, ..., c}-re teljestl, hogy az ﬁ ala-

ki pontokra, }°,cy, 2, = 0, mert az u,v csicsok csakis egyszerre lehetnek benne
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egy V; Osszefoggliségi komponensben, ekkor nyilvan mivel a két koordinata egymas
ellentetje, ezért osszegiik 0. Ha pedig egyik cstics sincs benne az 0sszefiiggoségi kom-
ponensben, akkor meg az ezezn komponensbe tartoz6 koordinatdk mindegyike 0.

Vagyis, adtunk ¢ darab linearisan fliggetlen n — 1 dimnezios alteret, amelyek
mindegyikében benne van az élpolitép, igy ezek metszetében is, ami n — ¢ dimnezios.

Forditva, azt is meg kell mutatni, hogy létezik n — ¢ darab linearisan fiiggetlen
pont is.

Ehhez elég kivalasztani minden komponensbol maximalis, kort nem tartalmazé
élhalmazt. Hiszen ebben a modellben, mivel minden az hogy a cstcsok linedrisan
fiiggetlenek, pont azt jelenti, hogy az altaluk meghatarozott élek nem alkotnak kort.

Ezzel viszont pont megadtunk egy n—c cstcsu linearisan fiiggetlen csticshalmazt.
O

3.2. A kiterjesztett élpolitép oldalai

Nézziik meg, hogy milyen viszonyban van egy 0sszefliggd irdnyitott graf élpolitopja
és annak egy szép feszitofaja. Eldszor is gondoljuk meg, hogy az 2.1.6 bizonyitasaban
adott s fliggvény egy szintezése volt a csicsoknak, hogy minden fabeli ub élre s(u)+

1 = s(v). Ezen szintezés nyilvin minden feszit6fara megkonstrualhato.

3.2.1. Definicié. Egy f : V — R fiigguényt a G graf egy szintezésének fogjuk
nevezni, ha létezik eqy olyan F feszitofaja G-nek, amire V% e€F:fla)+1=f(b).

Vegyiink egy tetszoleges feszitofat. Ekkor ezen fa n—1 éle, a politop n—1 csiicsara
illesztett hipersiknak megfeleltetheto.

Ekkor vegyiink egy F' veszitofat, ezek élei legyenek ey, es, ..., e,_1. Ezen éleknek
feleljenek meg a hq, ..., h,_1 pontok a politopban. Legyen H a hy, ..., h, 1 pontok
altal kifeszitett hipersik. Ekkor vegyiink egy olyan p pontot, ahol p = 7" a;h; :
Vi:0<a; <1, a; =1. Vagyis p a hy, .., h,_1 pontok egy konvex kombinacidja.

Ekkor tegyiik fel, hogy az F feszitéfa nem szép. Vegyiink egy 7 élet, ami nem
szép. Ezen élnek feleljen meg a k pont a politépban. Ekkor mint lattuk korabban ha
hozzavessziik a j élet F-hez, 1étrejon egy kor. Viszont ez a kor nekiink hasznos lesz
a geometriai megfeleltetésben. Ugyanis, ha vessziik az éleknek egy olyan sulyozasat,
ahol az eldre élek —1, a hatraélek pedig 1 sily kapnak, a tobbi F-beli él pedig 0-t,
akkor azzal pont felirtuk a k£ pontot a hq, ..., h,_1 csticsok kombinacidéjaként. Vagyis

n—1

k=> bh;: b €{-1,0,1} (3.2.1)

=1
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Legyen [ ={i:b;=1}ésJ={i:b;=—1} és K ={i: b; =0}
Vagyis

k=Y hi—> h (3.2.2)

il jed
Viszont mivel j nem volt szép, ezért |I| + 1 < |J|. Ekkor térjiink vissza a p
pontra. Ezt a pontot szeretnénk felirni, egy masik alakban, hogy szerepeljen benne
k is.
Legyen a = min{a; : 1 € I}.

n—1
=1

iel ieJ €K
1€l i€ ieK i€l jeJ
Z(ai — a)hz + Z(G,Z + a)hz + Z aihi + ak
il 1€J €K

Ezzel p-t felirtuk egy olyan alakba, ami az hq, ..., h,_1,k pontok egy linedris
kombinécidja. Viszont mivel a = min{a; : i € I}, ezért valamelyik a; —a : i €
kifejezés 0 lesz. Ez viszont azt jelenti, hogy a kapott felirasban, tovabbra is legfeljebb
n — 1 tagnak lesz nem 0 egyiitthatéja. Viszont mivel |I| + 1 < |J|, ezért:

b=>(a;—a)+ > (ai+a)+ D a+a<l (3.2.4)

icl ic€J 134

U3 — U1

V3 — V2

U1 — U3 V1 — U2

3.2. abra. A felvett p pontot eléallitottuk a vy — v és v3 — vy pontok konvex kom-
bindci6jaként, de egy az origdbdl nagyitott képe raesik a v, — vy és v3 — vy pontok

kozé esd szakaszra
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Ezért 1étezik egy olyan ¢ > 1, hogy ¢b = 1. Mit is jelent ez igazabdl? Létezik egy
olyan cp nagyitasa a p pontnak, hogy a cp pont el6all egy konvex kombinéacidjaként
a n — 1 pontnak. Ekkor ezzel az 1j n — 1-esr6l megnézziik, hogy szép-e, és ha nem
akkor ugyanezt az eljarast ismételjiik. Ezzel mit is kaptunk?

Mivel a politopnak véges sok csticsa van, ezért véges sok n— 1 pont altal feszitett
altér létezik. Es az el6z6 eljardsban egy olyan pontsorozatot kapunk a nagyitdsokkal,
melyek mindegyike rajta van egy az origébdl induld egyenesen. Viszont egy-egy
ilyen pontnak rajta kell lennie egy megfelel6 altéren is, ezért véges sokszor tudjuk
ezt a lépést megismételni. Vagyis ezzel adtunk egy 1j eljarast, hogyan tudunk szép
feszitofat talalni.

Ennél valojaban tobbet is megtudtunk. Mivel amikor vettiink egy nem szép fe-
szitofat, valéjaban azt lattuk be, hogy a feszitofa altal kifeszitett altér egy valodi
kettévagasa a politépnak. Mivel a politép része az origd is, valamint minden lépésben
az 1j nagyitott pont is. Vagyis egy nem szép feszitofa, nem lehet egy tamaszhiper-
sikja a politopnak.

Viszont vegyiink egy tdmaszhipersikot. Ezen a hipersikon 1év6 csticsok halmaza
legyen hyq, ..., hy, ezeknek megfelelo élek pedig ey, ..., ex. Ekkor tegyiik fel indirekt,
hogy az ey, ..., e, élek nem feszitik ki a grafot. Ekkor 1étezik egy olyan e él, ami a
graf két komponense kozott fut. Viszont ha az élek nem feszitik ki a grafot, akkor
ez a koztes él nem lehet benne a kifeszitett affin altérben, igy a tamaszhipersik
nem egy lapot hataroz meg. Ez azt jelenti, hogy az ey, ..., e, halmazbdl ki lehet
valasztani néhanyat, hogy azok egy feszitéfat adjanak. Viszont azt tudjuk, hogy
egy nem szép feszitofa nem lehet tamaszhipersik, vagyis minden tdmaszhipersik
meghataroz legalabb egy szép feszitofat.

Azt viszont még at kell gondolnunk, hogy egy szép feszitéfa dltal meghatarozott

hipersik, nem vaghatja ketté a politopot.

3.2.2. Tétel. Legyen G = (V, E) eqy véges iranyitott graf. Ekkor eqy f : V — Z
fligguény meghatdrozza a az élpolitop egy lapjdt, ha:

(i) Minden wt € E élre f(v) — f(u) <1

(ii) Az élek By = {ut € E : f(v) — f(u) = 1} halmaza kifesziti a grdfot.

Bizonyitds. El6szor definialjunk egy ekvivalencia osztalyt az F = {f : V — Z}
figgvények halmazan. Az f; és f5 fliggvénykre azt mondjuk, hogy ekvivalensek,
ha létezik egy olyan ¢ konstans, hogy Yo € V : fi(v) = fo(v) + ¢. Mivel csak
Bsszefiiggd grafokrol beszélink, ezért ez ekvivalens azzal, hogy Yut € E : fi(v) —

fi(u) = f2(v) — f2(u). Ez ezért igaz, mert az fi(v) — fi(u) = fa(v) — fa(u) egyenlet
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atrandezhetd fi(v) — fa(v) = fi(u) — fo(u) alakba. S6t igazdbdl az is igaz, hogy
Vu,v € Vi fi(v) — fi = fa(v) — fo(u), hasolné okokbdl.

Ezek koziil nekiink az alabbi alak lesz a leghasznosabb:

Vab € E : f1(v) — fi(u) = fo(v) — fo(u) (3.2.5)

Gondoljunk vissza a szép feszitofa 1étezésérdl sz6lo bizonyitasra. Hasznaltunk egy
s figgvényt, ami egyfajta taavolsagot definialt két csiics kozott. ElGszor is vegytik
észre, hogy az ott definidlt s fliggvény a graf egy szintezését adja, azzal a feltétellel,
hogy a kiemelt v csticsra f(v) = 0.

Azt viszont szintén lattuk, hogy egy szép feszitdfa esetében egy ut élre f (v) —
f(u) < 1. Vagyis egy ilyen szép feszit6fa altal generdlt szintezés teljesiti az (i)
feltételt.

Tovabbé a feszitéfa ud éleire igaz lesz f (v) — f(u) = 1 egyenléség. Es mivel egy
feszitofarol beszéliink, ezért a pontos élek kifeszitik a grafot.

Vagyis belattuk, hogy egy szép feszitofa altal generdlt szintezés teljesiti az (i), (i7)
feltételeket.

Ez forditva is fennall. Az (ii) feltétel biztosit nekiink egy olyan élhalmazt, ami
kifesziti a grafot. Valasszuk ki ezen élhalmaz egy feszitofajat. Ez egy szép feszitofa
lesz.

A szép feszitofak 1étezésérdl szolo bizonyitas hasonléan atvehetd, és csak azt kell
belatni, hogy Vud élre f(v) = f(u) < 1, ezt viszont az (i) tulajdonsag biztositja.
Ezekbol kovetkezik az alabbi allitas:

3.2.3. Allitas. Eqy feszitéfa dltal indukdlt f szintezés pontosan akkor szép, ha f
teljesiti az (i), (ii) feltételeket.

Gondoljunk a politép egy T tamaszhipersikjara aszerint, hogy mi a normalvek-
tora, legyen ez most A = (ai,...,ay ). Ekkor azon x pontok esnek T-re, melyek
tejlesitik az x - (a1, ..., av|) = ¢, ahol ¢ egy meghatarozott konstans. Feltehetd, hogy
¢ > 0, mert A-t és c-t skalarral beszorozhatjuk. S6t, hasonlé elven feltehetjiik, hogy
c=1.

A T hipersik pontosan akkor lesz a politop egy tamasz hipersikja, hogyha
VeePg:x-A<lésdrePg:x-A=1 (3.2.6)

Viszont mivel Py az éleknek megfelel6 pontok konvex burka, ezért elég a csu-

csoknak megfele6 pontokat vizsgalni az 3.2.9 Osszefiiggésben.
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Tudjuk, hogy ezen pontok e, — e, alakba irhatéak. Gondoljunk A-ra, mint egy
[V — R fiiggvényre, ahol f(v) = a,. Ekkor azt is latjuk, hogy A + c(eq, ..., ev)
valtoztatassal a hipersik nem valtozik. Ezzel egy nagyon ismeros dolgot kaptunk.

Ugyanis mivel egy tdmaszhipersikrél beszéliink, ezért:
Vb € E: (e, —ey) - A= f(v) — f(u) <1 (3.2.7)
Ezen felil pedig:
Jub e E:(ey—ey) - A= f(v)— flu) =1 (3.2.8)

Ekkor mér csak azt kell atgondolni, hogy a pontos élek miért feszitik ki a gréafot.
Ez abbdl kovetkezik, hogy a tamaszhipersikra illeszked6 pontok altal meghatarozott
részgraf komponenseinek szama hatarozza meg az oldal dimenzi6jat, ami akkor lesz
maximalis, ha a részgraf egy komponensii, vagyis az élek kifeszitik a gréafot.

Osszefoglalva a T hipersik egyenletébdl tudtunk gyartani egy olyan f: V — R
fliggvény, ami pont a graf egy szintezését adja meg. Tovabba belattuk, hogy ha ez
egy tamaszhipersik, akkor pontosan akkor hataroz meg egy maximalis dimenzi6ju
oldalat, ha a szintezés teljesiti az (i), (i7) feltételeket. Tovabba azt is lattuk, hogy ha
ugyanazon T-nek egy masfajta felirasat vessziik, akkor az egy azonos ekvivalencia
osztalbeli szintezést fog megadni.

A visszafele irany, hogy egy olyan f fiiggvény, ami teljesiti az (i), (i) feltételeket,
meghataroz egy megfeleld tamaszhipersikot hasonléan miikédik, ugyanis a levont

kovetkeztetések visszafele is meggondolhatok. O

A a 3.2.2 Tételben olyan oldalakat vizsgaltunk amelyek semmiképpen sem tar-
talmazzak az origot. Felvetédhet a kérdés, hogy milyen szerepe van itt az origonak.

Ekkor nézziikk meg, hogy milyen tamaszhipersik tartalmazhatja az origot.

Legyen T egy tamaszhipersik, és legyen A = (ay, ..., ajy|) normélvektora. Ekkor

most is elmondhato, hogy T pont akkor lesz a politop tamaszhipersikja, ha:
Vi€ Pg:ox-A<césTr e Pg:x-A=c (3.2.9)

Most viszont olyan tamaszhipersikot keresiink, ami tartalmazza az origdt. Ezért
ez esetben a fenti egyenletben ¢ = 0.

Ekkor most is konstrualjunk egy f : V — R fiiggvényt A-bdl. Legyen most
is f(v) = a,. Ezen esetben is elég lesz vizsgalja a csucsoknak megfelel6 pontokat,
valamit persze az origét.

Ekkor most azt kapjuk, hogy:
Vut € E : (e, —ey) - A= f(v) — f(u) <0 (3.2.10)
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Tovabba:

Jub € E: (ey—ey) - A= f(v) — f(u) =0 (3.2.11)

Most is maximalis dimenzi6ju oldalat keresiink, ezért nem elégsziink meg azzal,

ha csak az orig6 esik a hipersikra.

3.2.4. Tétel. POg azon lapjai, melyek tartalmazzdik az origot, megfeleltethetok a

graf iranyitott vagasainak.

Bizonyitds. Gondoljuk meg mit is jelent az hogy valami egy irdnyitott vagas, ha
egy [V — R figgvényrdl beszéliink. Valamit azzal akarunk csindlni, hogy milyen
értéket vehet fel az f(v) — f(u) kifejezés, attdl fiiggden, hogy az w0 6l benne van-e
a vagasban vagy nincs.

Legyen K egy iranyitott vagas éleinek halmaza. Ekkor a kovetketkezdt fogjuk

megkovetelni:

Vab € K = f(v) — f(u) <0 (3.2.12)

Tovabba:
Vut ¢ K : f(v) — f(u) =0 (3.2.13)

Ezt tgy tudjuk megtenni, hogy vessziikk az iranyitott vagas altal létrjott par-
ticidkat, V' = A LU B, ahol most a koztes élek A-bdl B-be fussanak. Ekkor legyen
Yoe A: f(v)=aésVv € B: f(v) =bahol a >b.

Ezt igazdbdl nem csak iranyitott vagasokra tudjuk elmondani.

Rendelkezzen a K élhalmaz az aldbbi tulajdonsaggal: Legyen V = A; U ... U A;,
ahol:

Vb € K :uec Ajve A i#j (3.2.14)

Ezen felil
Vub € E:ucAjyve A i#j:ubeK (3.2.15)

Tovabbé by, ..., b, ami teljesiti a kovetkezd tulajdonsagokat:

Vie{l,..,m}:b,€{l,....k} éS b1 =01 ésVi#j:b #b;és

(3.2.16)
Vie{l,...m+1}: Elzﬁ:ueAbi,v € Ay,

Mit is jelent igazabdl ez a harom tulajdonsag? Egyrészt kapjuk, az elsé két
tulajdonsagbdl, hogy K-ban pontosan a particiok kozotti élek vannak benne.
A harmadik tulajdonsagban pedig azt mondjuk, hogy nem létezik egy olyan

indexsorozat, hogy a szomszédos index{i halmazok kozott mindig fut egy él. Es mivel
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b1 = by, ezért ezzel azt mondjuk, hogy ha az egyes particidkat dsszvonnank egy

pontd, és ezt az [ darab cstcsu grafot néznénk, akkor abban nem lenne kor.

3.2.5. Definicié. Altaldnos irdnyitott vigds alatt egy olyan K UE élhalmazt értink,
hogy a E — K élek dsszehuzasaval eqy aciklikus grafot kapunk.

Ez tényleg egy altalanosabb irdnyitott vagas, mivel egy iranyitott vagas élei pon-
tosan ezeket a tulajdonsagokat teljesiti abban az esetben amikor [ = 2.

Ekkor hogyha egy olyan lapot keresiink, ami tartalmazza az origot, annak kell
a politop n — 2 darab affin fiiggetlen csiicsat tartalmaznia, az origon kiviil. Ez pont
annak felel meg, hogy a graf cstucsait két részre particionaltuk.

Az altalanositott iranyitott vagasoknak, melyek nem iranyitott vagasok, pedig
olyan oldalak felelnek meg, melyek tartalmazzdk az origot.

O

3.3. Minimalis bels6 pont

Vegyiik egy G irdnyitott graf kiterjesztett élpolitéjat. Legyen ennek néhany csicsa
P1, ---, Pn- Felmeriil az a kérdés, hogy melyik az a legkisebb n, amire 1étezik a py, ..., p,

pontoknak olyan konvex kombinaciéja, melyek a politép egy belsé pontjat adjak.
3.3.1. Definicié. Jelilje u(G) a G irdnyitott graf minimdlis kotésének elemszdmat.

3.3.2. Tétel. Han < u(QG), akkor tetszdleges py, ..., pn csucsok konver kombindcidja,

a kiterjeszett élpolitop oldaldra fognak esni.

Bizonyitdas. Két eset kell megkiilonboztetniink.

1. eset: A py,...,p, pontoknak megfeleld grafbeli élek, a G graf egy minimalis
kotését adjak.

Ekkor a a 2.3.5 Tétel miatt, létezik egy olyan szép feszitofa, ami tartalmazza
ezeket az éleke. Viszont belattuk, hogy a szép feszitoéfak a politép egy-egy origot
nem tartalmazo oldalat hatarozzak meg. Vagyis azt kaptuk, hogy a politép egyik
oldalara esnek a pq, ..., p, pontok.

Viszont ekkor ezen az oldalon rajta kell lennie ezen pontok tetszoleges konvex

2. eset: A py, ..., p, pontoknak megfelel6 grafbeli élek, a G graf nem egy minimalis
kotését adjdk. Mivel n < u(G) ezért ez azt jelenti, hogy a pontoknak megfelels élek,
nem alkotjak a graf egy kotését. Ezért 1étezik egy olyan iranyitott vagas a grafon,

amely elvago élei diszjunktak ettol az élhalmaztol.



28 GRAFPOLITOPOK

Viszont belattuk, hogy a graf iranyitott vagasai a politép origot tartalmazo lap-
jait hatarozzak meg, ahol a nem elvag6 élek esnek a lapra. Vagyis ebben az esetben is
létezik egy olyan oldala a kiterjesztett élpolitopnak, amely tartalmazza az pq, ..., pn
pontokat. Ezért ezek tetszoleges konvex kombinacidja is ezen oldalra kell hogy essen.

A masodik esetbe tartozik, amikor a pontok koziil az egyik az origd, de ekkor is
ugyanezt az érvelést elmodhatjuk, mivel az iranyitott vagasoknak megfelelé oldalak

az origot is tartalmazzak. O]

3.4. Fundamentalis politépok metrikus térben

Ebben a fejezetben a a [5] cikk masodik fejezetét dolgozom fel.
A tovabbiakban legyen (X, d) egy véges metrikus tér.

3.4.1. Definicié. Legyen RX egy valds vektortér, amelynek bdzisdt adjdk az e; vek-
torok, aholi € X. Ekkor a Kantorovich-Rubenstein polinomnak, vagy fundamentdlis

politopnak a kévetkezo konvex alakzatot nevezziik:

e

d

—¢ .
(i,5)
3.4.2. Megjegyzés. A K,, grif szimmetrikus élpolitdja éppen ilyen. Hiszen barmely

két csiucs kozott fut él.

KR(X,d) = conv{ i,je X} (3.4.1)

Felmeriil, hogy milyen mélyebb kapcsolat all fenn, a két politop kozott.

3.4.3. Definicié. A Kantorovich-Rubenstein politop dudlisa, a Lipschitz-politop. Az
alabbi képlettel megadott alakzat.

LIP(X.d) = conv{z € R* : > a; = 0,2; —x; < d(i,j)Vi,j € X} (3.4.2)

A kovetkezokben a szimmetrikus élpolitépok, és a fundamentalis politop kapcso-
latat fogjuk vizsgalni.

Legyen G = (V, E) egy véges egyszeri graf. Ekkor vegyiink egy tetszéleges w :
E — R figgvényt. Ekkor tetsz6leges V; C V élhalmazra egy véges metrikus teret
definial a megfeleltetés, ahol két csics tavolsaga, a koztitk futo legrovidebb silyozott

Ut hosszaval egyezik meg. Az i, j cstcsok tévolsagat d(i, j) fogja jeloni.

3.4.4. Definicié. Jelilje tetszbleges Vi C V. esticshalmazra PoNR"YY, a szimmetrikus

él politdp és az {x; =0:1i ¢ Vi} altér metszetét.
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Ekkor vegyiik Vj-en a korabban emlitett metrikat, a w(e) =1 : Ve € E esetben,
és legyen
KG,V1 = KR(V&, d) (343)

3.4.5. Tétel. Tetszileges Vi, C V' cstucshalmazra

PeNRY = Kgy, (3.4.4)

3.4.6. Megjegyzés. “57 € Kqy,, ha teljesil, hogy i,j € Vi, tovdbbd d' > d(i, j).
ei_ej €e;—

vaig € Kew, valamint mivel d' > d(i,j), ezért a “Z= pont a

(0, i;(;j; ) szakaszra esik.

Ez teljestil, nivel O

3.4.7. Megjegyzés. Legyen q € Pg. Ekkor q elédll a £(e; —e;) elemek konvex kom-
bindcicjaként, ahol {i,j} € E Ekkor rendeljink q-hoz az aldbbi mddon egy irdnyitott
teljes grafot:

Szerepeljen q felirasdban az e; — e; és e; — e; elemek wy €s wy silyokkal, ahol
we > wy. Ekkor hizzunk be eqy 1-bdl j-be mend irdnyitott élet, wy — wy sullyal.

Ekkor az dltaldnossdag megsértése nélkil feltehetjiik, hogy az igy kapott grdfban
nem létezik iranyitott kor. Tegyiik fel indirekt, hogy lenne eqy kér a vy, ..., v, csicso-
kon, ahol a {v; — viy1} €l silya o;. Ekkor q felirasaban ezen kér éleinek sulyabol
min(ay)-t kivonva tovabbra is a q egy felirasdt kaptuk, viszont mdr a kior egyik élé-
nek sulya le lett nulldzva, ezzel a kor megsziint. Ezt addig tudjuk csindlni, amit nem

marad a grafban irdnyitott kor.

3.4.8. Megjegyzés. Legyen q € Po R, Ekkor vegyiik qg-nak a a 3.4.7 megjeqyzés
szerint rendelt grafjat. Ekkor tetszoleges v € V —V) csicsra, a bemend élek sulyainak
osszege megeqgyezik a kimend élek sulyainak dsszegével.

Ez azért dll fent, mert megnézziik q felirdsat a +(e; — e;) elemekkel. Ekkor mivel
q € PoNRY, ezért hav € V — Vi, ekkor e, silya nulla. Viszont ez pont megeqyezik
a bemend és a kimend élek sulyainak kiilonbségével. Ezekre a csucsokra azt mondjuk,

hogy kiegyensiylozottak.

Bizonyitds. Térjiink rd a a 3.4.5 tétel bizonyitisdra. Elészér is Kgy, € RY*, mivel
K¢ v, olyan pontok konvex burka, ahomelyekre x; = 0: ¢ ¢ V].

Ezutén azt akarjuk bizonyitani, hogy K¢y, C Pg. Vegytnk tetszbleges ¢,j € V)
csucsokat. Ekkor legyen ¢« = ay — ... = ax = j a legrévidebb 1t ezen két cstcs
kozott. Ekkor

1 1 1
g(ei —ej) = g(eal —€qy) + o+ g(ea&1 — €q,) (3.4.5)
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Vagyis a % pontot eléallitottuk Pg-beli pontok konvex kombinacidjaként.

Ezzel belattuk, hogy K¢y, C Po NR%

A maésik irdnya tartalmazds beldtdsahoz vegyiink egy ¢ € Pg N RY pontot, és
vegylk a a 3.4.7 Meegjegyzés szerint ezen ¢ ponthoz rendelt silyozott iranyitott
grafot.

Ha ez a graf nem tartalmaz Vj-beli csticsbdl kiinduld élet, akkor ¢ = 0, mert a
grafnak nem lehet egy éle sem. Hiszen indirekt tegyiik fel, hogy ekkor a megfelelte-
tésnek van éle. Ekkor ennek a v tovére v ¢ Vi. De a 3.4.8 Megjegyzés szerint ezen
csucsok kiegyensulyozottak, ezért kell lennie olyan élnek, ami v-be fut. Viszont ezen
&l tove megint nem lehet Vi-beli. Igy elébb utébb létrejon egy irdnyitott kot a V —V;
cstucsokon, ami ellentmondast ad.

Ekkor feltehetjiik, hogy ¢ # 0. Valasszunk ki egy v; € V; csticsot, amibol van
kiindul6 él. Ekkor kezdjiink el egy sétat ezzel az élen. Ekkor egy 1épés utan vagy V-
beli csticsba vagy ezen kiviili csticsba 1épiink bele. Ekkor ha egy Vi-en kiviili csticsba
lépiink, akkor egy ilyen csucs kiegyensulyozottsaga miatt, kell lennie kimend élnek
és ezen l1éplink tovabb. Ekkor mivel a grafban nem létezik iranyitott kor, ezért elobb
utobb mindenképpen eljutunk egy u; € V; csticsba.

Ekkor talaltunk egy utat a vy, u; € V; cstucsok kozott. Legyen p a legkisebb suly
az ezen az Uton érintett éleken. Ekkor pu(e,, —ey,) = p(ea, —€ay) ...+ p1(€a, , — €ay)-
Ekkor vonjunk ki ezen élek silyabol u-t. Ekkor az igy kapott stlyozott iranyitott graf
pont a ¢ — p(e,, — e,,) reprezentaciéja lesz. Viszont ebben az 4j grafban legalabb
eggyel kevesebb él van, mivel legalabb egy élet lenullaztunk. Ezért ilyen 1épések
sorozataval elobb utobb eljutunk a 0 ponthoz.

Ekkor igazabdl g-nak egy felirdsat kaptuk meg:

N N ey — e
q= Zﬂiew — €y, = Z diMiT (3.4.6)
i=1 i=1 i

Ahol % € Kgv,, a a 3.4.6 megjegyzés alapjan. Tovdbba SN | dppx meg-
egyezik a g-hoz rendelt stlyozott iranyitott graf éleinek silyainak 6sszegével. Ezzel
viszont belattuk, hogy ¢ tényleg el6all néhany K¢ y,-beli pon konvex kombinacidja-
ként. Ezzel belattuk, hogy P "RV C Kagv,.

O
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