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El6sz6

A szakdolgozatomban el6szor a Lipschitz analizis alapjait fektetem le, majd
egyes érdekes teriileteit vizsgalom részletesebben. Elgszor Kirszbraun és Ra-
demacher tételeire térek ki, melyek a témakor kiemelten fontos és alapvets
tételei.

Ezt kovetSen hires kérdésekre foglalom Ossze az eddig ismert eredménye-
ket. Kiemelt figyelmet szentelek Laczkovich Miklés kévetkezs kérdésének:

0.0.1. Kérdés. Legyen A C R? egy mérhets halmaz pozitiv d-dimenzios
Lebesgue mértékkel. Ekkor létezik-e biztosan f : A — [0, 1]¢ Lipschitz réké-
pezés?

Végiil Balka Richard és Keleti Tamés egy friss eredményét foglalom 6ssze.
Ebben a cikkiikben arra keresik a vélaszt, hogy két 6nhasonlé halmaz mikor
képezhets egymasra Lipschitz fiiggvénnyel. Ehhez elGszor az 6nhasonlé hal-
mazokrol ismert alapvetd tényeket foglalom Gssze.



1. fejezet

Lipschitz analizis bevezetése

1.0.1. Definicid. Legyenek (M, p) és (N, ) metrikus terek, L > 0. Egy
f: M — N figgvény L-Lipschitz, ha

6(f(x), f(y)) < Lp(z,y)

minden z,y € M pontra.

1.1. Kiterjesztési tételek

A Lipschitz analizis egy fontos kérdése, hogy egy metrikus tér egy részhal-
mazan értelmezett Lipschitz fiiggvény kiterjeszthetG-e a teljes metrikus térre
a Lipschitz tulajdonsag megérzése mellett. Ezen til szintén érdekes, hogy a
kiterjesztés soran hogyan valtozik a Lipschitz konstans.

Ismert, hogy f : A — H, fliggvényekre, ahol H;,H; Hilbert terek és
A C Hiy, ez mindig megtehets, rdadasul a Lipschitz konstans megvaltozasa
nélkiil (Kriszbraun’s theorem [2]).

A H; = R esetet McShane-Whitney extension theorem-nek is hivjak, s6t
ebben az esetben H; lehet tetszGleges metrikus tér. Erre a specidlis esetre a
bizonyitas kis el6készitéssel konnyen adodik (ezt a bizonyitast Juha Heinonen
irta le [1]).

1.1.1. Lemma. Legyen H; metrikus tér, {f; : i € I} L-Lipschitz figgvények
eqy halmaza, f; : A — R, A C Hy. Ekkor az
T ig filzr), xz€A

és az
r+—sup fi(z), z€A
i€l

figguények is L-Lipschitzek, ha legaldbb eqy pontban végesek.
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Bizonyitds. Supremumra (infimumra ugyanigy megy). Legyen zy € A az a
pont amelyre a feltétel szerint a supremum véges. Ekkor tetszéleges © € A
pontra

[ sup fi(x) —sup fi(zo)| < sup [fi(x) — fi(wo)| < Lz — 20| < 00,
i€l i€l i€l

azaz a supremum A minden pontjara véges. Igy tetszéleges z,y € A pontokra
sup;es fi(x) és sup;e; fi(y) véges, és igaz, hogy

[sup fi(w) = sup fi(y)| < swp |fifz) = fily)| < Llz = yl.

Ezzel a lemmat igazoltuk. [

1.1.2. Tétel. (McShane-Whitney extension theorem) Legyen M metrikus
tér, f : A —- R, A C M egy L-Lipschitz fiigguény. Ekkor létezik eqy L-
Lipschitz figguény F - M — R gy, hogy Fla = f.

Bizonyitds. ([1]) Tekintsiik az

folx) = fla)+ Llz —a| a€c A
fiiggvényeket, ezek L-Lipschitzek, igy az

F(x) :irelgfa(a:), F:M—R
fuggvény is L-Lipschitz Lemma [I.1.1] szerint. Tovabba

F(a) < fala) = f(a) Vae A
és

fola) = f(b) + LIb—a| = f(b) + | f(b) — fla)] = f(a)

minden a,b € A pontra, igy
F(a) > f(a) Vae€ A.
Igy F(a) = f(a) (Va € A), ezzel a tételt igazoltuk. O

1.2. Kirszbraun tételének elGkészitése

A tételnek tobb bizonyitasa létezik, a megkozelités melyet itt alkalmazok
D. H. Fremlin kézirataban [2] talalhato.

Kirszbraun tételének bizonyitasahoz elGszor tekintsiik a Hilbert terek par
ismert altalanos tulajdonsagéat. Ezeket itt nem bizonyitom (a bizonyitasok
szintén megtalalhatoak a kéziratban [2]).
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1.2.1. Lemma. Legyen H Hilbert tér.
(a) (i) Tetszdleges x,y € H-ra, |(z|y)| < ||z|||lyll, ahol (-|-) a skaldris
szorzds. (CBS egyenldtlenség)
(ii) Tetszdleges x € H-ra, ||z|| = max{(z|c): c € H,||c| < 1}.

(b) Tetszdleges x,y € H-ra, ||z + y|*> + ||z — y||* = 2|z + 2||y||*. (para-
lelogramma szabdly)

(¢) Bdarmely C C H nem tires konvex zdrt halmazra és b € H pontra létezik
V' € C, hogy tetszdleges z € C' esetén (z —blb' —b) > ||b' —b||>. (létezik
b legkozelebbi pont a b-hez C-ben)

(d) Adott f : H — R linedris funkciondlra, ha v = sup{|f(z)| : = €
H, ||z|| < 1} véges, akkor egyértelmiien létezik z € H, hogy f(z) = (z|2)
minden © € H pontra. (Riesz reprezentdacios tétele)

(e) Bdarmely I C H véges halmaz konvex burka kompakt H-ban (a termé-
szetes topoldgidra,).

A kovetkez6 lemmaéak kulcsfontossagu szerepet jatszanak a tétel igazola-
saban.

1.2.2. Lemma. Legyenek Hy és Hy Hilbert terek, J C Hy véges, g : J — Ho
1-Lipschitz, és ||g(z)|| > ||x|| minden x € J pontra. Ekkor g(J) konvex burka
nem tartalmazza a 0-t.

Bizonyitds. ([|2]) Figyeljik meg, a feltételekbdl konnyen adodik, hogy tetszs-
leges x,y € J pontokra
1
(wly) = 5l + lyll* = llz = y]I*) <

< %(HQ(SC)H2 +llg@II* = llg(@) = g)II*) = (9(2)1g(v))-

Tegyiik fel, hogy w eleme a konvex buroknak, ekkor léteznek nem negativ
(Az)ees valosak, hogy > A, =1¢ ) Ag(r) =w. Igy

lw]|* = (Z Aag ()

ZMQ(@) = > AA(g@)g(y) >

zed zeJ z,yeJ
2
> Z Ay (z]y) = (Z Ap Z)\zx> = Z)\m:z: > 0.
z,yeJ zed zed zed

Ezzel belattuk, hogy w # 0. [



1.2.3. Lemma. Legyenek H, és Ho Hilbert terek, I C H; wvéges halmaz,
f I — Hy 1-Lipschitz fiigguény és a € Hy tetszdleges pont. FEkkor létezik
b € Hy, hogy || f(x) — bl < ||z — a|| minden x € I pontra.

Bizonyitds. ([2]) Ha I = 0 akkor b = 0 megfelels, ha pedig a € I akkor
b= f(a) tesz eleget a feltételnek, igy feltehetjiik, hogy I # () és a ¢ I.

Legyen K az f(I) halmaz konvex burka. Ekkor K nem iires konvex
részhalmaza Hy-nek, ezen til kompakt is (Lemmal[L.2.1|(e)). Tovabba minden
x € [-re a

Hy— R, 2z~
fiiggvény folytonos (a ¢ I). Igy mivel I véges, ezért a

h:Hy - R, h(z)= maxM

zel ||CL — ZEH
fiiggvény is az. Tehat h felveszi a minimumét K-n egy b helyen. Célunk
belatni, hogy h(b) < 1, ebbdl ugyanis h definiciéja alapjan a b megfelelg
16— f(2)]]

felveszi a
|a — ||

pont. Tekintsiik azokat az x € I pontokat, amelyekre

J:{x:xel 1= ()”_h(b)}.

la — |

maximumat:

Belatjuk, hogy b € I'(f(J)) (ahol I'(A) az A halmaz konvex burka). Te-
gyiik fel, hogy b ¢ T'(f(J)), ekkor létezik ¥ € T'(f(J)), hogy (z — b|b' —
b) > ||V — b||*> minden z € T'(f(J)) pontra (Lemma [1.2.I[c)). Legyen
bs = (1 =0)b+ b = b+ 6 —b), ahol 6 € (0,1), itt b0 € K, tehat
bs € K, mert K konvex.

Igy minden = € J-re

(f(z) = blbs —b) = 0(f(x) — b]b' —b) > 6" — b]|*.
Igy
1f(x) — bs||* = |(f (x) — b) — (bs — b)||?

= [lf(z) = blI* — 2(f () — blbs — b) + [|b — bs|*
< [1f (@) = bl = 20[1" = blI* + &*[|b — V'[* < || f (=) — BII*,

mert § € (0,1)-re 62 — 25 < 0.

Mivel z — HZ“ fl@ ||) | folytonos minden = € I-re, ezért kellGen kicsi
a—x
d > O-ra és minden z € I\J-re H h(b), mert x € I\J miatt
a—x
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16— f(2)ll

< h(b). Tovabba a fentiek alapjan minden x € J-re és ¢ € [0, 1]-

a—x
bs — b—
re 1% = F(@)l < [b=J @)l = h(b). Tehat létezik 6 > 0, hogy h(bs) =
la — || la — ||
165 — f(=)l : e
max,e; —————— < h(b), ez pedig ellent mond b véalasztasanak.

la — |
A bizonyitas befejezéséhez lesz sziikség a Lemma re. Ehhez g(z) =

flx+a)—beésJ ={x—a:xe€ J}, ezekre

lg(x) =gl = [[f(z +a) = fly+a)ll < l(z +a) = (y+a)| = [lz —yl],

ahol x,y € J', és minden x € J'-re

lg(@) |l = Il (z +a) = bl| = h(B)||(z + a) = al| = h(D)[|]-

Mivel b € T'(f(J)), ezért léteznek (\,).c; nemnegativ valosak, hogy b =
YowesAaf(x) Es 1 =3 _;A;. De ez azt jelenti, hogy

> Nerag(@) =D Neralfx+a)=b) =D Aaf(x) =bY A =b—b=0.

zeJ’ zeJ’ zeJ zeJ

Igy Lemma 2| alapjan kell, hogy legyen egy x € J', amire h(b)||z| =
llg(z)]| < ||x||, de a ¢ J C I miatt minden z € J'-re ||x|| > 0, ez pedig azt

jelenti, hogy h(b) < 1, amivel a lemma bizonyitasat befejeztiik. H

1.2.4. Kovetkezmény. A Lemma eqyszert dtfogalmazdsa, hogy Hilbert
terek kézott eqy véges ponthalmazon adott 1-Lipschitz fliigguény 1-Lipschitzként
kiterjeszthetd eqy tetszdleges tovdbbi pontra. Innen indukcioval nyilvdnvalo,
hogy tetszdleges véges ponthalmazra is kiterjeszthetd ugyanigy.

1.2.5. Kovetkezmény. Fzen til tetszdleges L Lipschitz konstansra és eqy L-
Lipschitz fiigguényre a fiigguényt elosztva ezzel a konstanssal eqy 1-Lipschitz
fiigguényt kapunk. Ezt eqy véges halmazrdl tetszdleges véges halmazra ki tud-
juk béviteni 1-Lipschitzként. A kibovités utdn visszaszorova L-lel az eredeti
fligguény eqy L-Lipschitz kiterjesztését kapjuk. Ez azt jelenti, hogy Hilbert
terek kozottt véges ponthalmazon értelmezett L-Lipschitz fligguény kiterjeszt-
hetd L-Lipschitzként tetszdleges véges ponthalmazra.

Kis topolégiai és funkcionalanalizis kitekintés

Kirszbraun tételének bizonyitasanak gerincét egy kompaktsagi érvelés alkot-
ja. Ez teszi lehet6vé, hogy a Kovetkezmény [1.2.5] allitasabol el tudjuk hagyni
a halmazok végességét. Ehhez kellenek olyan ismert topologiai eszkozok,
amelyeknek a bizonyitésat itt nem részletezem.
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1.2.6. Definicié. Legyen X = (X, 7) topologikus vektortér, melynek folyto-
nos dualisa X*. A gyenge-* topoldgia ilyenkor a legsztikebb topologia X *-on,
amire minden x € X-re az

fo: X" =X, fi(A) =Ax)

lineéris funkcional folytonos.

1.2.7. Tétel. (Banach-Alaoglu [8]) Az X * egységgombje kompakt a gyenge-*

topologidban.

Mivel H Hilbert terekre Riesz reprezentacios tétele megad egy bijekciot
H és H* kozott (egy folytonos lineéaris funkcionalt a reprezenténs vektor-
nak feleltetiink meg), ezért vehetjiik a gyenge topologiat H-n, amire ez a
bijekci6 homeomorfizmus. Ekkor a két vektortér kézott a homeomorfizmus
az egységgdomboket egymésba képzi, igy H egységgdmbje kompakt a gyenge
topologiaban. Ezen til a gyenge-* topologia definicidja alapjan vilagos, hogy
x +— (z]y) folytonos minden y € H-ra.

1.2.8. Tétel. (Tychonoff [9]) Adott kompakt terek egqy tetszileges (X)ier
csalddja. Legyen X = [[,c; Xi, az I-n definidlt olyan g figgvények halmaza,
melyekre g(i) € X;. Ekkor X kompakt a szorzat topoldgidban.

1.3. Kirszbraun tétele

1.3.1. Tétel. (Kirszbraun) Legyenek Hy, Hy Hilbert terek, A C Hy, f: A —
Hy L-Lipschitz fiigguény. FEkkor létezik F' - Hy — Ho L-Lipschitz figguény,
hogy F|4 = f.
Bizonyitds. ([2]) Ha A = (), akkor F(z) = 0 minden a-re egy megfelels
fiiggvény. Feltehetjiik tehat, hogy A # (), rogzitsiink egy a € A-t.

Minden = € H; pontra legyen

By ={y € Ha: [lyll <[ f(a)l| + Ll — all},
ekkor B, definici¢jabol nyilvanvald, hogy tetszdleges L-Lipschitz g fliggvény-

re, ha f(a) = g(a), akkor g € X =[] .y, Bo-
Egy I C H, véges halmazra tekintsiik a kovetkezd fiiggvények halmazat:

Fi={geX :VxelInA g(x) = f(z),
Ve,y el |lg(z) —g()ll < Lllz -yl }-

10



A Lemma [[.2.3] kovetkezménye alapjan tetszéleges I N A-n értelmezett L-
Lipschitz figgvénynek (tobbek kozott f-nek is) van L-Lipschitz kiterjesztése
I-re. Egy ilyen fliggvényt H;\I-re tetszSlegesen kiterjesztve (agy, hogy X-
ben maradjon) F; egy elemét kapjuk. Ezek alapjan F; # ().

Ahhoz, hogy a kompaktsagra tudjunk hivatkozni azt kell belatni, hogy
az F; halmazok zartak (a szorzattopologidban). Ehhez olyan fiiggvényeket
vizsgélunk, melyekrél vagy ismert, vagy definicidikbol nyilvanvald, hogy foly-
tonosak a Hip-en értelmezett gyenge topologiara.

Tudjuk, hogy a g — g(x) : X — B, vetités folytonos, ha X-en a szor-
zattopologiat vessziik. Most belatjuk, hogy Hs*-on a gyenge-* topologiaban
az egy pontu halmazok zartak. Ez igaz, mert A — A(z) = (z|c) : Hy — Ho
folytonos minden x € H, pontra, ahol ¢ a A reprezentéans vektora. Ek-
kor rogzitett ¢ € Hore és A € Hy-ra [,y {A : A(z) = (2]c)} zart (zér-
tak metszete). Mivel ha (x|c) = (z|d) minden x € Hs-re, akkor ¢ = d
(Hilbert terekre ismert), ezért a reprezentacios vektor egyértelmtsége mi-
att az el6z6 metszet egyediil a rogzitett A-t tartalmazza. Ebbdl kovetkezik,
hogy tetszdleges véges halmaz zart a gyenge-* topologidban Hj-on, igy a
gyenge topologiaban is Ho-n. Tehat {f(z) : x € I N A} zart. De akkor
{ge X :VxeInA, g(x)=f(x)}iszart, a vetités folytonossaga miatt.

A gyenge topologia definiciojabol vilagos, hogy z — (z|]c) : Hy — R
folytonos minden ¢ € Hs-re. Ebbdl kovetkezik, hogy a g — (g(z)|c) és
g +— (g(y)|c) fiiggvények is folytonosak minden ¢ € Ha-re (egy vetités és az
el6z6 fiiggvény kompozicioi). De akkor a g — ((g(z) — g(y))|c) is folytonos.
[gy rogzitett z,y € I pontokra a {g € X : (g(x) — g(y)|c) < Lllz — y|}
halmaz zart, tehét a

{g€ X :|g(@)—g)ll < Lllz—yl} = () {g€X: (9(x)-g(y)le) < Lllz—yl[}

llell<1

halmaz is zart (az egyenléség a Lemma [1.2.1f(a)(ii) allitdsa alapjan teljesiil).
Végiil,

() {geX:g@) =f@)}n () {g€X:lg@) -9l < Llz—yll}

zeINA zyel

is zart.

Ha belatnank, hogy létezik g : Hy — H, fiiggvény, hogy g € F7 teljesiil
H, minden véges I részhalmazara, abbol gyorsan kovetkezne a tétel, mert
a Lipschitz tulajdonsigot elég ha egy halmaz minden véges részhalmazan
ellendrizziik (s6t elég minden két elemii részhalmazan), hasonloan az f(z) =
g(x)-et is elég minden pontra kiilon vizsgalni. Tovabba ha g € F; az pont
azt jelenti, hogy I pontjain teljesiil a Lischitz tulajdonsag, és f(x) = g(z)
INA-n.
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Most indirekten belatjuk egy ilyen g létezését. Tegyiik fel, hogy minden
g € X-hez létezik I C H; véges, hogy g ¢ F;. Ekkor ((X\F1))rcH, veges
egy nyilt fedése X-nek, igy mivel B, kompakt a gyenge topoldgiaban, ezért
X is a szorzattopologiaban (Tétel , tehét létezik véges részfedése X-
nek. Ehhez tartozzon Iy, Is,...,I,, ekkor I = |J._, I; véges, azaz F nem
tires. Azonban Fj definiciojabol vilagos, hogy Fr C (i, Fr, = 0, mert
UrL, X\Fs, = X, ami ellentmondésra vezet. Igy megmuattuk, hogy létezik
megfelels g. O]

1.4. Rademacher tételének el6készitése

Rademacher tétele a Lipschitz analizis egy mésik kiemelten fontos tétele,
mely azt mondja ki, hogy egy Lipschitz fliggvény majdnem mindenhol diffe-
rencialhato.

A tétel bizonyitasahoz tobb lemmara is sziikség lesz. A tovabbiakban
ezeket fogom felsorolni bizonyités nélkiil (a bizonyitdsok megtalalhatok [3]-
ban). Innentsl D C R” egy halmaz, f: D — R® fiiggvény.

1.4.1. Lemma. f pontosan akkor Lipschitz, ha f; - D — R is az minden
i-re, ahol f(x) = (f1(z), ..., fs(x)) minden x € D-re.

1.4.2. Lemma. Az eldzd jelolésekkel f pontosan akkor differencidlhato egy
x € D pontban, ha f; differencidlhato x-ben minden i-re.

1.4.3. Lemma. Ha [ Lipschitz, akkor kiterjeszthetd R"-re a Lipschitz tulag-
donsdg megdrzésével. (Kirszbraun tételének specidlis esete)

1.4.4. Lemma. Azr =s =1 és D = [a,b] esetén [ pontosan akkor Lips-
chitz, ha abszolit folytonos és korldtos a derivdltja (ahol létezik).

1.4.5. Lemma. Legyen g : [a,b] — R abszolit folytonos figguény, ekkor
g majdnem mindenhol differencidlhato az [a,b]-n az 1-dimenzids Lebesque
meérték szerint.

1.4.6. Tétel. (Lebesque striségi tétel) Legyen H C R™ Lebesgue mérhetd
halmaz, ekkor H majdnem minden pontja siriségi pont, azaz

lim AN B(z,7)N H)
AT N(Bla.r))

magjdnem minden x € H pontra.

=1

1.4.7. Lemma. Legyen D C R™ ésx € D a D siriségi pontja. Ekkor

lim infep |z + 2 —y 0

=0 2]
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1.5. Rademacher tételének bizonyitasa

1.5.1. Tétel. (Rademacher) Legyen f : D — R® Lipschitz fiigguény, ahol
D C R". Ekkor f a D-n majdnem mindenhol differencidlhato az R"-en vett
A Lebesgque mérték szerint.

Bizonyitds. (Ezt a bizonyitast D. H. Fremlin irja le. [3])

A Lemma és a Lemma [1.4.2] szerint elég az s = 1 esetet vizsgélni.
Ezen til a Lemma |1.4.3| 4llitasa alapjan f kiterjeszthet6 R"-re Lipschitzként,
és ha a kiterjesztett fliggvény majdnem mindenhol differencialhatdé R”"-en,
akkor f is majdnem mindenhol differencialhaté D-n. Igy feltehetjiik, hogy
f :R"” — R Lipschitz fiiggvény.

El6szor vizsgaljuk az r = 1 esetet, ekkor f abszolut folytonos minden
korlatos zart intervallumon (Lemma , és igy majdnem mindenhol dif-
ferencialhaté (Lemma [1.4.5). Innentdl r szerinti indukcioval folytatodik a
bizonyitas.

El6szor azt kell belatni, hogy majdnem minden pontban az 0sszes parci-
alis derivalt létezik (ehhez elég hogy minden parciélis derivalt —f majdnem
minden pontban létezik). ’

Tekintsiik tetszéleges 7 < r pozitiv egészre a

Aga) = £(Fa+4e) — f@), q€Q aeR

fiiggvényt, ahol e; a j-ik egységvektor. Az f folytonossaga miatt A is folyto-
nos az elsé valtozojaban (R\{0}-n). Emiatt (és mert Q stirti R-en) tetszéleges
a > 0-ra

(f(x+dej) — f(z)) = sup A(g,z),

qGQﬁB(a:,a)

| =

sup
seB(z,a)

ezért a

D*(z) = limsup 1(f(x +dej) — f(z)) = lim sup  A(g, z)

5—0 4] N0 1eQ,0<|q|<2—"

Borel mérhets (Borel mérhatd fiiggvények megszamlalhato supremuma és
limesze Borel mérhets). Hasonléan a

D (x) = liminf%(f(x +6e;) — f(2))

0—0

: S of

is Borel mérhets. Azonban —— = D (z)|g, ahol
J

E={z:D"(z) =D (2)}
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igy a j-ik parcialis derivalt egy Borel halmazon értelmezett (mert a DT és a
D~ Borel), Borel mérhetd fiiggvény.

Most feleltessiik meg R” pontjait R"~! xR pontjainak, agy hogy (&, ..., &, )-
hez (&1, &jo1,&j115 - &), &)-t rendeljiik. Ekkor y € R™™! és 2z € R-re
definialjuk az f, : R — R fiiggvényt a kévetkezSképpen:

fy(2) = f(y,2).

Ekkor g—gf(x) = f,(2), ahol x = (y,z). Ezt figyelembe véve £ = {(y,2) :

fy(2) értejlmes}. Rogzitett y-ra ez az 1-dimenzids Lebesgue mérték szerint
majdnem mindenhol igaz a korabbiak alapjan (f, is Lipschitz, ha f az). De
mivel az r-dimenzios Lebesgue mértékre tekinthetiink az (r — 1)-dimenzios
és az 1-dimenzids Lebesgue mérték szorzataként, igy a Fubini tétel szerint
E komplementere nullmértékid. Ezzel belattuk, hogy a parcialis derivaltak
egyenként majdnem minden pontban léteznek.

Ebbél, mivel csak véges sok parcialis derivalt van, kovetkezik, hogy majd-
nem mindenhol az Osszes parcidlis derivalt 1étezik. Innentdl legyen

H = {x : g—g(m) létezik minden j < r pozitiv egészre} :
J

A bizonyitas tovabbi részében feleltessiik meg R"-et R™™! x R-nek, a
&1y &) = (&1, &021), &) bijekeioval, és legyen

af
96,

Célunk belatni, hogy a T(z) majdnem minden pontban megfelel a derivalt
definiciojanak (R” — R linearis leképezésként értelmezve).
Legyen

A R LI (CELG TN

u—0 R™~1-ben HUH

T:R SR, T(z)= ( (), ..., gg(x)>. (1.1)

Hasonléan, mint H-r6l H;-r6l is belatjuk, hogy a komplementere nullmérté-
kd.
Ehhez el6szor belatjuk, hogy H; Borel, utana pedig az indukcios feltétel
és Fubini tétele egyiitt konnyen adja, hogy a komplementere nullmértéki.
Vilagos, hogy © € H pontosan akkor eleme H;-nek, ha minden ¢ > 0-ra
létezik § > 0, hogy minden ||u|| < é-ra

[f (@ + (u,0)) = f(z) = T(2)(u, 0)] < elfu].
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Ez ekvivalens azzal, hogy tetszGleges m € N-re 1étezik n € N, hogy minden
|lu|| < 27"-re

[f(z + (u,0)) = f(x) = T(x)(u, 0)] < 27" [ul]
Ugyanakkor tetszéleges m € N szamra és u € R"! vektorra az
By = Az | f(z + (u,0)) = f(z) = T(x)(uw,0)] <27"||ull}

halmaz Borel, mert az = — f(z + (u,0)), az z — f(z) és az = — T'(x)(u,0)
fiiggvények Borel mérhetek. Igy

m=NU N B

meNneNyeQr—1 ||lu||<2—
alakt. Itt w € Q"1 azért tehets fel, mert az

Ll (0.0) = J ) = To)(00) )

fiiggvény folytonos R™1\{0}-n és a racionalis vektorok stirtiek R"~!-en, igy
ha egy racionalis nullsorozaton tart O-ba a fiiggvényérték, akkor, mivel tet-
sz6leges nullsorozatnak létezik megfelel§ racionalis kozelitése, igy azon is tart
0-hoz a fliggvényérték. Innen az atviteli elv miatt a fiiggvény tart 0-hoz a
0-ban.

Tetsz6leges t € R valosra tekintsiik a

v fi(v) = f(v,t) R = R

figgvényt. Ekkor (v,t) € H; pontosan akkor, ha fj(v) létezik. Mivel f;
Lipschitz, ezért az indukcios feltevés alapjan R""!-en majdnem mindenhol
differencialhat6. Ekkor a Fubini tételbdl kovetkezik, hogy H; komplementere
nullmértékd.

Most minden ¢, ¢ € Q és n € N-hez vegyiik fel az

Sl +(0,m) — f(x)
U

Fladn) = {x SR gs< <q,Vne [—2‘",2‘”]}

halmazt. Legyen F*(q,q',n) az F(q,q',n) strtségi pontjainak halmaza. Ek-
kor az [1.4.6] Tétel allitasa szerint F(q,q',n)\F*(g,¢',n) nullmértékd, de igy
a

G = U F(q’q/’n)\F*(q,ql,n)

q,9'€Q,neN
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is nullmeértékd. Legyen Hy = H;\G, ekkor H; majdnem minden pontja
Hs-nek is pontja.
Végiil belatjuk, hogy f mindenhol differencialhaté Hs-n. Ehhez rogzit-

0
stink tetszéleges v = (u,t) € Hy pontot. Ekkor a = (%f (x) és T = T(x)

létezik. Legyen L az f-hez tartozd Lipschitz konstans.

Vegylink tetszéleges ¢ > 0-t, ekkor léteznek ¢,¢' € Q, hogy a — e <
g < a<q < a+e, de ekkor létezik n € N, hogy x € F(q,q',n), viszont
ekkor x € F*(q,¢',n) is teljesiil H, definicidja miatt. A Lemmal[l.4.7] allitésa
alapjan létezik 6y > 0, hogy ||2|| < g esetén infycpgqn |z + 2 —y| < €|z,
azaz x kis kornyezetében minden ponthoz van "kozeli" pontja F'(q, ¢', n)-nek.

Tovéabba H; definicioja alapjan létezik 6; > 0, amire minden |lul| < §;
(u € R™1) esetén | f(z + (u,0)) — f(z) — T'(u,0)] < ellull.

Legyen

5— min{dg, 01,2 "} -0
1+ 2

Legyen z = (v,7), amire [|z|| < d. Igy mivel ||z|| < &, ezért létezik 2/ =
(u',t") € F(q,q',n), hogy ||z + z — 2’| < 2¢]|z||. Legyen z* = (u/,t), ekkor

max{|[u — ||, [t = #'|} < [lz — 2’| < (14 2¢)]|z]| < min{dy,27"}.
Igy ||z* — 2| = ||u — «/|| < 61, ekkor §; valasztésa miatt
[f(2") = () = T(a" =) < elju’ —ul| < e(1+2)]|z]]

Tletve

F@) = f@) =T = a%)| = | f(2') = f(a") — a(t’' — 1)
< elt — 1] < e(1+29)]2].

mert 2’ € F(q,q',n) és |t/ —t] <27, igy (ha z # 2)

fz™) = f(&)

a—e<qg< P <¢ <a+e,
f(@) = f(&)
B
Végiil

|[f(z+2) = f(2)] < Lllz + 2z — || < 2Le]|z],
T(z) =T(@" = o) < Tz + 2 — 2" < 2| T||]]=]|.
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Ezeket Gsszegezve

|flz+2) = f(z) = T(2)| < |f(z+2) = f@)]+]T(2" —2) = T(2)|+
f(2') = f(z") = T(@" —27)| + | f(z") — f(z) = T(2" — )| <
2Le||z]| + 2e[|T[||2[] + e (1 + 2e) 2] + e(L + 2¢)|2]| =
(2L + 2||T|| + 2 + 4e)||z]]

minden ||z]] < d-ra. Mivel € > 0 tetszdleges, ezért f differencidlhato z-ben.
Ezzel f differencidlhaté H; minden pontjaban, és majdnem minden x €

R" eleme Hs-nek, tehat f majdnem mindenhol differencialhaté. Igy a tételt

belattuk. O
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2. fejezet

Altalanos kompakt halmazok
Lipschitz képe

2.1. Ismert eredmények és nyitott kérdések

2.1.1. Kérdés. (Analyst’s traveling salesman problem) Mely R? beli halma-
zok fedhetGek le a [0, 1] intervallum Lipschitz képeként?

Ezen halmazok karakterizaciojat P. W. Jones [10] adta meg, s6t az ered-
ményt K. Okikiolu [1T] altalanositotta Ré-re is.

Ezzel analog modon sok tovabbi kérdés vetddik fel, ha lecseréljiik a [0, 1]-
intervallumot mas kompakt halmazokra.

Egy masféle megkozelitésre vall Laczkovich Miklos [12] kovetkezs kérdése.

2.1.2. Kérdés. Legyen A C R? egy mérhet§ halmaz pozitiv d-dimenzios
Lebesgue mértékkel. Leétezik ekkor f: A — [0, 1]¢ Lipschitz raképezés?

A valasz d = 1, 2-re pozitiv, d > 3-ra nem ismert.

2.2. Laczkovich kérdése
A bizonyitas d = 1-re konnyen adodik.

2.2.1. Allitas. Legyen A C R egy mérhetd halmaz pozitiv Lebesque-mértékkel.
Ekkor létezik f : A — [0,1] Lipschitz rdiképezés.

Bizonyitds. Feltehets, hogy ¢ = A(AN[0,1]) > 0 (ahol A(A) az A halmaz
Lebesgue mértéke). Tekintsiik a kovetkezs g : A — R fiiggvényt:

g(x) = AMAN[0,z)).
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Ekkor vilagos, hogy ¢ 1-Lipschitz, tovabba g : A — [0, ¢| raképzés. Igy f =

0 olw

1
—-Lipschitz és f: A — [0, 1] raképzeés (¢ # 0).
c

2.2.2. Tétel. Legyen E C R? eqy mérhetd halmaz pozitiv Lebesque-mértékkel.
Ekkor létezik f : E — [0,1]* Lipschitz rdképezés.

A kovetkezSkben erre két teljesen kiilonb6z6 bizonyitast ismertetek. Az
els6 bizonyitas alapja D. Preisstdl [13]| szarmazik, Jifi Matousek ebbdl ki-
indulva, tobb valtoztatassal alkotta meg az itt leirt valtozatot [4]. A mé-
sik bizonyitas P. Jones-to6l szarmazik, aki azt vette észre, hogy N.X. Uy egy
komplex fliggvénytani eredményének ez egy konnyt kovetkezménye [6]. Ez
a bizonyitas emlités szintjén szerepel [B]-ben, de részletes kidolgozéasat nem
talaltam.

2.3. Jiri Matousek bizonyitasa

Ez a bizonyitas lényegében egy konstrukciot ad a keresett Lipschitz fligg-
vényre az Erdds-Szekeres tétel felhasznalaséval.

Az bizonyitas soran a maximum normat alkalmazzuk a szokésos eukli-
deszi norma helyett, ez a normak ekvivalenciaja miatt nem befolyasolja az
eredmény helyességét. Ennek fényében kovetkezd lemmak sziikségesek a tétel
bizonyitasahoz.

2.3.1. Lemma. Legyen a,w > 0, 2w < a és ¢ : [0,a] — [0,a] I-Lipschitz
fiigguény, ekkor a kovetkezdképpen definidlt f,., : [0,a]* — [0,a] X [0,a — 2w)]
fiigguény is 1-Lipschitz (a mazimum normdra):

(x, min(y, a — 2w)) hay < p(z) —w
Jow(x,y) = (x, max(y — 2w, 0)) ha ay > () +w
(2, max(min(¢(x) — w,a — 2w),0)) hay € [p(x) — w, p(x) + w].

Bizonyitds. (vazlat, a részletes bizonyitashoz lasd [4])

Legyenek p; = (x1,41) és p2 = (x2,y2) tetszbleges pontok, és f(p) =
(1, q1), f(p2) = (%2, q2).

Ha [g1 — qo| < |21 — 32, akkor doo(p1,p2) > |21 — 22| = doo(f(p1), f(p2))
miatt igaz a lemma.

Ha |g1—q2| > |z1—22|, akkor is kénnyen ellendrizhetd, hogy doo (f(p1), f(p2)) =
g1 — g2| < |y1 — y2| = doo(p1,p2), mert f lényegében az a fliggvény, mely
az y-tengely mentén "rahuzza" a fliggvénygrafikon 2w sugara kornyezetét a
fiiggvénygrafikonra. O
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2.3.2. Lemma. Legyenek (z;,v;), i = 1,...,n a sik pontjai, ekkor kivdlaszt-
hato kozilik [v/n] pont melyek 1-Lipschitzek az x-koordindtdjukban (azaz
\z; — x| < |y — y;| barmely i,5 € {1,...,n}-re), vagy [v/n] pont melyek
1-Lipschitzek az y-koordindtdjukban (y; — y;| < |z, — z;]).

Bizonyitas. ([4]) Az Erdss-Szekeres tétel alapjan n sikbeli pontbol kivalaszt-
hato egy [v/n] hossztt nem csokkend lanc (ha x; < z;, akkor y; < y;), vagy
egy [v/n] hossztt nem névs lanc (ha z; < z;, akkor y; < y;).

Most az eredeti pontjainkat 7/4-gyel forgassuk el negativ irdnyba az ori-
g6 koriil. Ekkor a kapott pontokbdl kivéilasztjuk a megfelel hosszii nem
csOkkend vagy nem nové lancot. Konnyen lathato, hogy egy ilyen nem noévé
lanc pontjai a forgatas el6tt 1-Lipschitzek az y-koordinatajukban, egy nem
csOkkenéé pedig az z-koordinatajukban. O

2.3.3. Lemma. Legyen Q = [0,a]* és K C Q kompakt halmaz, amire tel-
jgesil, hogy AM(K) = MNQ)(1 —¢), 0 < € < 0,01. Ekkor létezik 1-Lipschitz
g:10,a]* — [0,a']? leképezés, hogy

i) d > a1 — V)
(i1) doo(p, g(p)) < av/e barmely p € Q pontra,
(iii) Mg(K)) > MQ')(1 —0,9).

Bizonyitds. ([4]) Osszuk fel Q-t n x n a/n oldalt négyzetre, ezek halma-
za legyen G. Tekintsiik ezek koziil az olyan s négyetek halmazéat, melyekre

15
AS\K) > E)\(s). Ezek halmaza legyen By. Megmutatjuk, hogy valaszthat-

juk olyan nagyra n-t, hogy By lefedje a Q\K halmaz mértékének legalabb
felét.
Adott n-re vegyiik azon x € () pontok H,, halmazat, melyekre igaz, hogy

az x-et tartalmazo on oldali négyzet By-beli. A Lebesgue siirtiségi tétel

alapjan majdnem minden x € Q\K-ra létezik n, hogy » € H,. Igy H, egy

megszamlalhato felszallo halmaz sorozat, melynek unidja fedi Q\ K majdnem
1

minden pontjat, igy van olyan ng, hogy n > ng-ra A(H,) > §>\(Q\K). Ekkor

a 2" x 2"-es négyzetracsra H, C Ugep,s miatt kész vagyunk.

A célunk az lesz, hogy konstrualjunk egy olyan 1-Lipschitz ¢q : [0,a] —
[0,a] fliggvényt, ami a By-ban 1év6 négyzetek koziil minél tobbnek a ko-
zéppontjan atmegy (legalabb [4/|By|] darab Lemma alapjan), aztan
a Lemma szerint veszik az f,, o/n fliggvényt, ami 1-Lipschitz. Ekkor

azokat a négyzeteket melyeknek kozéppontjan ¢ atmegy eliminaltuk. Igy
[0,a]*t [0,a] x [0,a(n — 2)/n]-ba képeztiik. Majd vessziik a hg : [0,a] x
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[0,a(n —2)/n] — [0,a(n — 2)/n]? fiiggvényt, mely a négyzetracs utolso két
oszlopét egy fiiggleges vonalra huizza, ez is 1-Lipschitz. Igy go = ho o ¢
1-Lipschitz, és [0, a]*-t [0, a(n — 2)/n]?*-re képzi.

Koénnyen lathato gg konstrukciojabol, hogy négyzetracs minden négyzetét
egy négyzetbe képzi. Igy legyen

By ={seG:35 € By:go(s") Cs, Mgo(s')) >0},

azaz az olyan négyzetek halmaza melybe képzd&dik olyan By-beli négyzet, ami
nem lett elimindlva. Mivel legalabb [\/|By|| négyzetet eliminaltunk, ezért

|[Bi| < |Bo| = [V/|Boll-

Hasonloan definialjuk ¢g;-t i = 1,2, ..., és
Bi = {S eG: s’ € Bz’—l : gi—l(sl) C s, )\(gi_l(s/)) > 0}—t

Ekkor ¢; : Q; — Q;_1 1-Lipschitz fiiggvény, ahol Q; = [0, a(n — 2i)/n]?, és
| Bi| = |Bisa| = [V/|Bil]-

Legyen t az els6 index, amire |By| — |By| > en?/5 (ilyen létezik, mert |B;|
szigoruan csokkens amig el nem éri a 0-t és egész értékd sorozat, tovabbé
|Bo| > en?/2). Ekkor |B;| > en?/4, ha i < t. Ez azt jelenti, hogy en?/5 >
|Bo| — |Bi1| > 122 V/|Bil > (t — 1)ny/2/2. Ebbol kivetkezik, hogy t <

2
gn\/g + 1 < ny/2/2 (itt ny/c tetszblegesen nagy).
Komponéljuk a go, ..., g;—1 leképezéseket, ekkor a kapott g fiiggvény 1-
Lipschitz ami Q-t Q" = [0,d]*-re képzi, ahol ' = a(l — 2t/n) > a(l —
V€). Tovabba a By-beli négyzetekbdl legalabb en?/5 eliminalodik, ezek uni-
15 3

6ja legalabb E(az/nQ)(an/F)) = EeaQ mérték( részét fedi Q\K-nak, igy
13

AMg(Q\K)) < 1—65a2. Tovabba

Mo(K)) = NQ\G(@\K)) > o — Soca”

Ekkor £ < 0,01 miatt a’ > a(1 — /) > 0,9q, igy

10-13
9-16

Mg(K)) > a”? (1 - e) > a?(1 —0,9).

A do(p, g(p)) < ay/e feltétel barmely p € @ pontra teljesiil, mert kénnyen
ellendrizhetd, hogy barmely g; fiiggvényre a legnagyobb véltozés ilyenkor az
x-koordinatdban a négyzet jobboldalan 1év6 pontokra kévetkezik be, az y-
koordinataban pedig a felsd oldalra. Ezekre pedig igaz lesz a feltétel o' >
a(1 — /) miatt.

[
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2.3.4. Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a lemma allitasanal elég feltenni,
hogy A(K) > A(@Q)(1 — ).

2.3.5. Lemma. A [[07 (1 — 0,95"71/10) végtelen szorzat létezik és értéke
nagyobb, mint 0,1.

Bizonyitds. Az a,, = []—,(1 —0,95"71/10) sorozat nyilvanvaléan monoton
csOkkend és pozitiv, igy létezik hatarértéke, ez pont a végtelen szorzat. Ezen
tal szamologéppel ellenérizhetd, hogy azy > 0,19. Tovabba, ha m > 30, akkor
am = @m-1(1 —0,95™71/10) miatt indukcioval konnyen lathato, hogy a,, >
azo(l — > 4, 0,95"71/10). Azonban Y -, 0,95"71/10 = 0,95% - 2 < 0,43,
az utolso lépés szamologéppel ellendrizhets. Mivel a,, monoton fogy, ezért
m > 30 esetén a,, > azo(l — Y oo 4 0,95"71/10) > 0,19 (1 — 0,43) = 0,1064,
tehat lim,, oo @, > 0,1064. O

Ezen lemmak felhasznalasaval méar konnyen bizonyithato a tétel.

Bizonyitds. ([4]) A Lebesgue mérték regularitasa miatt elég kompakt E-re.
Legyen @y olyan négyzet, amire \(Qp N E) > 0,99A(Q) (a stirtségi tétel
miatt van ilyen). Feltehets, hogy Qg = [0, a]?.

Valasszunk Lemma [2.3.3] szerint ¢, : Qo — @1 figgvényt 1 < 0,01-hez.
Most megmutatjuk, hogy léteznek g; : Q;—1 — Q; (i pozitiv egész) 1-Lipschitz
fiiggvények és 0 < g; < (0,971 - 0,01) valésak, hogy pozitiv egész n-ekre

A(gn 0 ... 091(Qo N E)) = A(@n)(1 = 0,9,).

Ezen tul elérjiik azt is, hogy an,—1 > @, > an—1(1 — \/2), és ds(p, gn(p)) <
an\/En barmely p € @, pontra. A g, vélasztdsa miatt ezek n = l-re tel-
jesiilnek, innen n szerint rekurzivan valasztjuk a tobbi fiiggvényt. Legyen
en=0,9-¢e,_1 és g, olyan 1-Lipschitz fiiggvény, amire

)‘(gn(gnfl ©...0 gl(QO N E))) 2 )\(Qn)(l - 0795n)7 (21)
ilyen létezik Lemma szerint, mert az indukcios feltevés alapjan

)‘((gnfl 6...0 gl(QO N E)) 2 )\(an1>(1 - 05957171)7

és €,01 < (0,9"72.0,01) miatt a lemma feltételei és &, < (0,9"7'-0,01)
teljesiilnek.
Most megmutatjuk, hogy

g(x) = lim (gp 0.0 g1)(x) = lim fu(z), = €@

n—o0
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létezik. Valasszunk tetszGleges x € (Qp pontot erre g,-k és g,-k valasztasa

miatt deo(z, f(2)) < 31, a/0,01-0,9°"1, ez egy véges Gsszeg mértani sor

ha n tart a végtelenbe, igy f,(z) valoban konvergél. Legyen Q' = g((Qo).
Az g;-k valasztasa miatt, és mert a; > a;—1 (1 — /&),

a; > ao [ [(1—0,9571/10),

j=1

és {gy Lemma [2.3.5] szerint @)’ oldalhosszéra lim; .o, a; = a’ > 0,1 - ag adodik.
Ekkor lim,, o A(Qr) = A(Q') kénnyen meggondolhatd. Ezen tal A(g(E N
Qo)) = MQ"), mert M(f,(ENQop)) > ANQ,)(1—0,9,) a egyenlStlenség
szerint, és €, tart a 0-hoz.

Kell még, hogy ¢ Lipschitz, de ez kovetkezik abbol, hogy 1-Lipschitz
fliggvények limesze.

Mivel E-r6l feltettiik, hogy kompakt, igy £ N Q is az. Ekkor A(g(E£ N
Qo)) = MQ') miatt g(E N Q) stird Q'-n, és kompakt (kompakt Lipschitz
képe), igy g(E N Qo) = Q".

Innen g megfelels nagyitasaval és kiterjesztésével konnyen adodik egy a
feltételeknek megfelels fliggvény. O]

2.4. Peter Jones bizonyitasa

2.4.1. Tétel. (N.X. Uy [6]) Legyen E C C pozitiv Lebesgue-mértékd kom-
pakt halmaz. Ekkor létezik nem konstans f : C\E — C korldtos holomorf
Lipschitz fiigguény.

A tovabbiakban C = C U {00} (azaz a Riemann-gomb).

2.4.2. Kovetkezmeény. Tetszileges E C C pozitiv Lebesque-mértékd kom-
pakt halmazra létezik f : C — C Lipschitz figguény, hogy f holomorf a
C\E-n.

Bizonyitds. Tekintsiink egy f fliggvényt Kovetkezmény alapjan, ez ki-
terjesztheté C-re Lipschitzként (Kirszbraun), ezt jeloljiik szintén f-fel.

Kell még, hogy oo-ben létezik f hatéarértéke (és ezzel kiegészitve holomorf
a fliggvény), de ez teljesiil ha f holomorf és korlatos a co egy kornyezetében,
ez azonban nyilvanvalo. O

A kovetkezSkben sima folytonos fliggvények sima approximécidjaval és
sima leképezések fokaval kapcsolatos definicidkat és tételeket ismertetek bi-
zonyitasok nélkiil. A bizonyitdsok megtaldlhatoak Sziics Andras Topologia
jegyzetében [14].
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2.4.3. Tétel. (folytonos figgvények sima approzimdacicja)

(a) Legyenek M és N sima sokasdgok, M kompakt, f : M — N tetszéleges
folytonos leképezés. Ekkor f-hez tetszdlegesen kozel létezik eqy g sima
figguény (az N -en vett metrika szerinti mazimum normdban,).

(b) Ha f eleve sima M egy L kompakt részhalmazdnak valamely U kérnye-
zetén, akkor g megudlaszthato gy, hogy L-en megegyezzen f-fel.

2.4.4. Tétel. (Sard lemma) Legyen U C R™ egy nyilt halmaz és f : U — RP
sima leképezés, valamint legyen C' = {x € U : r(f'(x)) < p}, ahol r(f'(x)) az
f'(x) rangja. Ekkor f(C) C RP nullmértéki.

2.4.5. Definicié. Az f : M — N differencialhato leképezésnek p € N
kritikus pontja, ha létezik x, amire f(x) = p és r(f'(z)) < dimN. A nem
kritikus pontokat reguldris pontnak hivjuk.

2.4.6. Definici6. Legyen f : M — N sima leképezés, ahol M és N zart,
n-dimenzios, differencidlhato, irdanyitott sokasidgok. Ekkor ha p az f egy
regularis értéke, akkor a foka:

deg(f,p) = Y sgn(det f'(z)).

f(z)=p

2.4.7. Lemma. Legyen N osszefiiggd és legyen y és z az [ leképezés két
tetszdleges requldris értéke. Ekkor deg(f,y) = deg(f, z).

Ezen ismeretek tiikrében mar kénnyen bizonyithaté Laczkovich kérdése
d=2-re.

Bizonyitds. Legyen E a pozitiv Lebesgue mértéki kompakt halmaz. Felel-
tessiik meg R?-et C-vel. Kovetkezmény alapjan létezik nem konstans
f : C — C Lipschitz fiiggvény, ami holomorf C\E-n (kiterjeszthets C-re,
mert korlatos és a oo egy kornyezetén holomorf). Ezen tul C kompakt, 2-
dimenzios, differencialhato, iranyithato sokasag (diffeomorf S?-vel), igy sima
C — C fiiggvényekre tudjuk vizsgalni a leképezés fokat regularis pontokra.
Mostantol V = C\E (V nyilt).

A nyilt leképezések tételének kovetkezménye, hogy létezik B C C nyilt
gomb, amire B C f(V).

Most indirekten belatjuk, hogy f(F) stird B-n. Tegyiik fel, hogy f(FE)
nem strd B-n, ekkor B-t lecseréljiik egy f(F)-t6l diszjunkt nyilt részhal-
mazara (nyilt gombre). Legyen C' C C nyilt gémb, amire C C B. Ekkor
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f~YC) c f~4(B) c V. Igy Tétel alapjan létezik g sima fiiggvény, ami-
diamC' | .
, (diamC' a

re gls-1@ = fl;-1@), és minden x € C-re |g(z) — f(z)] <
C atmérgjének a hossza).

Ha f-t R? — R? fuggvényként tekintjiik, akkor a Cauchy-Riemann egyen-
letek alapjan tetsz6leges « € R?\E pontra det f'(z) = u,v;, — uv), = (u},)* +
(u)? > 0. Igy tetsz6leges z € f~1(C)-re det g'(x) > 0.

Ezen tal g(R2?) # R?, mert kompakt folytonos képe kompakt, azaz létezik
p € R? regularis pont, amire deg(g,p) = 0. Tovabba R? osszefiiges, igy
minden regularis pont foka 0 (Lemma [2.4.7)).

A Sard lemma alapjén (2.4.4) a g szerint regularis pontok halmaza sti-
ri R%en. Igy létezik p regularis pont, mely a C kézéppontjatol legfeljebb
(diam() /8 tévolsagra van. Erre a p pontra, ha g(x) = p, akkor z € f~(C),
mert |g(p) — f(p)| < (diamC)/4. Azonban erre a p pontra g~!(p) nem iires,
mert f~!(p) nem iires, és g| ;-1 @) = f|;-1(@), és minden x € g~'(p) C f71(C)
pontra det ¢’(x) > 0. Raadasul itt az egyenl6tlenség szigord, mert p regulé-
ris, igy deg(g,p) > 0, ami ellent mond annak, hogy a regularis pontok foka
0.

Igy azt kaptuk, hogy f(F) stirti B-n, de mivel £ kompakt és f folytonos,

ez azt jelenti, hogy B C f(F). Igy létezik Q zart négyzet, amire Q C f(E),
innen a tétel allitasa az f megfelels transzformélasaval konnyen adodik.

0

Egyik bizonyitas se altalanosithaté konnyen d > 3-ra. A masodiknél ez
vildgosan latszik, hiszen a bizonyitas alapgondolata a C és R? természetes
megfeleltetése, ami nagyobb dimenziokra nem tehetd meg. Az els6 bizonyi-
tas altalanositasahoz arra lenne sziikség, hogy ha adott m pont R-ben, akkor
tudunk ebbsl em!'~1/? pontot kivalasztani, melyek valamelyik koordinaté-
jukban 1-Lipschitzek. Tardos Gabor azonban belétta, hogy ilyen részhalmaz
nem feltétlentl létezik, lasd [15]. Egyéb hasonlé kombinatorikus sejtések is
sziilettek, melyek a d > 3 esetre altalanositandk a problémat, de eddig egyi-
ket se sikertilt bizonyitani (s6t nem is mindegyikrél vilagos, hogy eredményre
vezetne).
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3. fejezet

Onhasonlé halmazok Lipschitz
képe

3.1. Dimenzi6 fogalmak

A téma targyalasahoz 10j dimenzi6é fogalmak bevezetésére van sziikség. Ezek
legfontosabb tulajdonsiga szamunkra, hogy egy halmaz Lipschitz képének
dimenzi6ja nem nagyobb, mint az eredeti halmazé.

3.1.1. Definicio. Legyen (X, p) egy metrikus tér. Ekkor tetszdleges U C X
részhalmazra diamU jelolje U dtmérdjét, azaz

diamU = sup{p(z,y) : x,y € U}, diamf) = 0.

3.1.2. Definicié. Legyen (X, p) egy metrikus tér, S C X tetszéleges rész-
halmaz, és d > 0. Ekkor S d-dimenzios Hausdorff mértéke:

HY(S) = sup HY(S) = lim HZ(S),
5>0 6—0
ahol
HY(S) = inf {Z diamU : § C | JU;, diamU; < 5} .
i=1 i=1
Ha nem létezik megfelels fedése S-nek, akkor HZ(S) = oo.
3.1.3. Definicié. Legyen (X, p) egy metrikus tér. Ekkor X Hausdorff di-
menzioja:
dimy (X) = inf{d > 0: HYX) = 0}.
A Hausdorff dimenziorol tobbek koézott Dierk Schleicher [16] ir atfogo

osszefoglalést.
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3.1.4. Definicioé. Legyen (X, p) egy metrikus tér. Jelolje N(X,r) az X-et
feds r sugard zart gombok minimaélis szamat. Ekkor X box-dimenzidja:

- . log N(X, )
dimp(X) =1 e AT
mp(X) =l sup = et

3.1.5. Definici6. Legyen X C R". A box dimenzi6é o-stabil valtozata a
pakoldsi dimenzio:

dimp(X) = inf{supﬁB(Xi) X = UX“ X; korlatos}.

=1

3.2. Onhasonlé halmazok

3.2.1. Definicié. Legyen X C R". Ekkor X onhasonlo, ha léteznek f;, i € 1
(I véges) hasonlosagok, hogy

X=Uﬁw)

3.2.2. Definici6. Egy X 6nhasonlé halmaz rendelkezik az SSC-vel (strong
separability condition), ha az el6z6 definicioban f;(X) N f;(X) =  minden
1 # j-re.

3.2.3. Definici6. Legyenek (M, p) és (N, ) metrikus terek. Egy f: M —
N figgvény kontrakcio, ha létezik 0 < ¢ < 1, hogy minden z,y € M pont-
parra

o(f(x), f(y) < qp(z,y).

A legegyszertibb példa 6nhasonlé halmazra SSC-vel a Cantor halmaz,
ahol fy és f1 a 0 illetve 1 centrumu 1/3 aranyu kézéppontos hasonlésagok.

Meg fogjuk mutatni, hogy kontrakciok tetszéleges véges (f;)icr halmazara
létezik olyan egyértelmt kompakt H halmaz, hogy H = J,., fi(H). Ez azt is
mutatja, hogy "viszonylag egyszerid" 6nhasonlé halmazokat "késziteni", elég
ha a kontrakcidink egyben hasonlosagok is. A tény bizonyitasahoz el6szor
sziikség van a Hausdorf tavolsag bevezetésére.

3.2.4. Definicid. Legyen (M, 0) metrikus tér, ekkor A, B C M nem iires hal-
mazok Hausdorff tavolsiga dp(A, B) = max{sup,c4 d(a, B),sup,c d(b, A)},
ahol d(a, B) = infyep(d(a,b)).

3.2.5. Allitas. A Hausdorff tdvolsdg metrika eqy metrikus tér kompakt rész-
halmazain. (A szikséges tulajdonsdgok kénnyen ellendrizhetdek.)
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3.2.6. Tétel. Legyen (M,0) metrikus tér, f; = M — M kontrakciok, ahol
1 € I, I véges. Ekkor egyértelmien létezik olyan K C M kompakt halmaz,

hogy
K = fi(K).

el
Bizonyitds. Mivel minden ¢ € [-re f; kontrakcio, ezért folytonos is, igy ha
L C M kompakt, akkor f;(L) is kompakt. De kompaktak véges unidja is
kompakt, azaz | J,.; fi(L) is kompakt. Legyen K az M kompakt részhalma-
zainak halmaza. Ekkor a

g: K=K, gL)=JAL)
iel
jol definialt.
Azt allitom, hogy ez egy kontrakci6 a Hausdorff metrikiara. Vegyiink
A, B € K halmazokat, ekkor

sup(inf (d(a,b))) = max(min(d(a,b))) (3.1)

acA bEB ac€A beB

(felhasznalva, hogy A és B kompakt, és 6 mindkét valtozojaban folytonos).
Rogzitsiink x € A-t, és vegylink egy y € B pontot, amire d(x,y) mini-
malis, azaz d(z,y) = d(x, B). Ekkor tetszéleges i € I-re o(fi(x), fi(y)) <

¢;0(x,y), ahol ¢; a megfelels kontrakciohoz tartozo konstans (0 < ¢; < 1). De
ekkor

: A < A , < A
max(min(d(fi(2), 9(b)) < max(3(fi(z)), fi(y)) < max(g;)d(, y)
= max(q;)d(z, B).
Ekkor tetszsleges ¢ € g(A)-hoz létezik i € I ésa € A, hogy ¢ = fi(a). Legyen
g~ Y(c) az a fiiggvény, mely c-hez kivalaszt egy ilyen a-t. Igy az el6zéek alapjan

d(c, g(B)) < max(g;)d(a, B) = max(g:)d(g™" (c), B).

Ugyanezt meg tudjuk ismételni A és B felcserélésével, igy tetszéleges
e € g(B)-re
(e, 9(4)) < max(g)d(g ™ (¢), A).

Legyen ¢ = max;er(g;), ekkor 0 < g < 1. Tovabba

din(9(A). 9(B) = maxx{ max (d(e, g(B)), ma (d(e. s(4))} <

gmax{ max (d(g~'(c), B)), max d(g~*(e), A)} < qdu(A, B).
ceg(A) e€g(B)
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Ezzel belattuk, hogy g kontrakcié a Hausdorff metrikdban. Ebbél azonban

a Banach fixponttétel szerint kovetkezik, hogy g-nek egyértelmtien létezik egy

K fixpontja, erre viszont g definicidja alapjan vilagos, hogy K = J,.; fi(K).
Ezzel a tételt belattuk.

O

Tovabbi érdekesség, hogy Balka Richard és Keleti Tamas bizonyitotta,
tetszoleges természetes dimenzié fogalomra igaz, hogy a Hausdorff és a box
dimenzi6 kozotti értékeket vesz fel. Illetve, ha o-stabilitast is megkoveteliink,
akkor a Hausdorff és a pakolasi dimenzié kozott helyezkedik el. Ez a tétel
a Tétel [3.3.3] allitasanak konnytd kovetkezmeénye. A kovetkezd definiciora
sziikség van a tétel kimondasahoz.

3.2.7. Definicido. Legyen X teljes szeparébilis metrikus tér. Ekkor A C
X analitikus, ha megkaphatd egy teljes szepardbilis metrikus tér folytonos
képeként. (Ismert, hogy minden Borel halmaz analitikus.)

A tétel pontos éllitasa (bizonyitashoz lasd [7]):

3.2.8. Tétel. Legyen n rogzitett pozitiv egész, F tetszidleges csalddja R™ rész-
halmazainak, amely az 0sszes kompakt részhalmazt tartalmazza. Tegyiik fel,
hogy a D — [0, 1] figgvényre teljesilnek a kivetkezd tulajdonsdgok:

(i) Lipschitz fiiggvények nem noévelik D-t kompakt halmazokra, azaz K C
R™ kompakt halmazra és f Lipschitz figgvényre D(f(K)) < D(K).

(i1) D monoton, azaz A, B € F esetén A C B-bdl kovetkezik D(A) < D(B).
(111) Ha S dnhasonlé halmaz az SSC-vel, akkor D(S) = dimpg(5).
Ekkor igazak a kovetkezd dllitdsok.
(a) Minden analitikus A € F halmazra
dimy(A) < D(A).
(b) Minden korldtos A € F halmazra
D(A) < dimp(A).
(¢c) Ha azt is eldirjuk, hogy

(i) D o-stabil a kompakt halmazokon,

(i) F tartalmazza F, minden elemét, vagy minden A € F-re és zdrt
FeR're ANF € F,

akkor
D(A) < dimp(A).
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3.3. Lipschitz képek

Az itt kovetkezs eredmények Balka Richéard és Keleti Tamas cikkében talél-
hatoak ([7]).

3.3.1. Definicié. Egy (M, d) metrikus tér, akkor ultrametrikus, ha a ha-
romszogegyenlGtlenség a kovetkezd, erGsebb formaban teljesiil rajta:

d(z,y) < max(d(z, z),d(y,z)) Vz,y,z € M.

3.3.2. Definici6. Egy 6nhasonl6é halmaz akkor homogén, ha megvalasztha-
toak tgy a definicidban szereplé f; leképezések, hogy hasonlosagi aranyaik
megegyezzenek.

3.3.3. Tétel. Legyen A teljes ultrametrikus tér vagy dnhasonld halmaz az
SSC-vel és B kompakt metrikus tér, ahol dimg(A) > dimp(B). Ekkor létezik
A-nak Lipschitz rdképezése B-re.

Ismert, és konnyen lathaté, hogy barmely 6nhasonlé halmaz az SSC-vel
bilipschitz ekvivalens egy teljes ultrametrikus térrel ([7]), igy elég ultramet-
rikus terekre belatni a tételt.

3.3.4. Tétel. Legyenek A és B onhasonlo halmazok az SSC-vel, és A legyen
homogén. Tegyiik fel, hogy dimy(A) = dimy(B). Ekkor A-nak pontosan
akkor létezik Lipschitz riképezése B-re, ha A és B bilipschitz ekvivalens.

Tétel és Tétel arra a kérdésre adnak valaszt, hogy egy onha-
sonl6 halmaz az SSC-vel mikor képezhets ré Lipschitz fliggvénnyel egy mésik
o6nhasonlé halmazra az SSC-vel bizonyos feltételek teljestilésekor. Mivel Lips-
chitz leképezés a Hausdorff dimenziot nem novelheti, és az SSC-vel rendelkezé
onhasonlé halmazokra a természetes dimenzi6 fogalmak mind megegyeznek a
Hausdorff dimenziéval, igy Tétel alapjan csak azok az esetek érdekesek
amikor dimy(A) = dimy(B). Erre az esetre ad részleges valaszt Tétel

A kovetkezSkben ezen tételek bizonyitasat irom le.

3.3.5. Definicio. (M, p) és (N,d) metrikus terek, « > 0, C > 0. Egy
f:+ M — N figgvény a-C-Hélder, ha

o(f(x), f(y) < Clp(z,y))”

minden z,y € M pontra.

A bizonyitasok soran Holder képek vizsgélatara is sziikség lesz. Ehhez
a kovetkez6 két mennyiség nyujt segitséget, melyek intuitiv értelme, hogy
legaldbb mekkora intervallumba lehet beleképezni s-1-Holderként az adott
halmazt.
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3.3.6. Definicio. Legyen (X, d) metrikus tér n pozitiv egész, S,, a megfelels
permutéacidcsoport. Ekkor x4, ..., x, € X pontokra és s > 0-ra legyen

k—1
Z%(xq, ..., x,) = max {Z(d(wij,xij+l))s 1= <. <ip= n} :

j=1

6°(X) = sup {min Z2(Xr(1)s s Tr(n)) * X1y ey T € X, 2> 1} )

TESy

3.3.7. Lemma. Tetszdleges metrikus tér xy,...x, pontjaira
Z8(xy, i) + 25 (xgy ooy ) < Z5(21, 00y ),
Z5(x1y ey ) — Z°(x1, oy ) > Z5(mgy ooy ) > (d(xy, 20))°
Ez a definiciobol nyilvanvalo.

3.3.8. Lemma. Legyen (z,d) metrikus tér és o, 1 > 0. Ekkor létezik kompakt
D C [0,1] és a-1-Holder g : D — X rdképezés pontosan akkor, ha tetszdleges
véges V. C X részhalmazra létezik véges W C [0,1] és egy a-1-Hélder h :
W — V' rdképezés.

Bizonyitds. (vazlat, teljes bizonyitashoz lasd [7])

Az egyik irdnyt implikacié vilagos, a mésik irdnyhoz pedig egy megszam-
lalhatd stird halmazt kell venni X-en, majd ennek a véges kezdGszeleteit
vizsgalva egy kompaktsigi érveléssel adodik az allités. O]

3.3.9. Tétel. Legyen X kompakt metrikus tér és s > 0. Pontosan akkor
létezik kompakt D C [0,1] és egy 1/s-Hélder g : D — X rdképezés, ha
(X)) < o0.

Bizonyitds. (vazlat, teljes bizonyitashoz lasd [7])

A bizonyitas soran a [0, 1] helyett a [0,!] intervallumra képziink, és 1/s-
1-Holder leképezést keresiink, és a végén atskalazassal kapjuk a tétel szerinti
fiiggvényt. Ekkor kénnyen belathato, hogy a Holder tulajdonsag implikalja,
hogy ¢*(X) < L.

A masik irdnyhoz azt kell észrevenni, hogy §°(X) = ¢-bdl kénnyen ko-
vetkezik, hogy X tetszGleges véges V' részhalmazara létezik h : V. — [0, ¢
1/s-1-Holder leképezés, innen a Lemma allitasa alapjan adodik a té-
tel. O

A kovetkez§ tétel teremti meg a kapcsolatot a box-dimenzio és §° kozott.

3.3.10. Tétel. Tetszdleges (X, d) kompakt metrikus térre igazak a kévetke-
20k:

31



2diam(X)

1 o < (2

) Yo N(X,u™)u"™, ahols >0 és0<u<1,

2. s > dimpX implikdlja, hogy §°(X) < oo,

3. dimpX =inf{s > 0:6°(X) < oo},

4. dimpX =inf{s > 0:3D C [0,1] és 1/s-Holder g : D — X réképezés}.
Ennek a bizonyitasat itt nem részletezem, [7]-ben megtalalhato.

3.3.11. Allitas. Legyen A kompakt ultremetrikus tér pozitiv t-dimenzids Ha-
usdorff mértékkel és B kompakt metrikus tér, melyre 6°(B) < oo. FEkkor
létezik A" C A kompakt halmaz és f : A" — B t/s-Holder rdiképezés.

Bizonyitds. ([7]) Tetsz6leges kompakt ultrametrikus tér pozitiv t-dimenzios
Hausdorff mértékkel raképezhets [0, 1]-re egy t-Holder leképezéssel ([12]). A
Tétel alapjan létezik D C [0, 1] kompakt halmaz és f : D — B 1/s-

Holder raképezés. A két leképezés kompozicidja megfelels. O

3.3.12. Lemma. Legyen (X, d) kompakt ultrametrikus tér és A C X kompakt
részhalmaz. FEkkor létezik 1-Lipschitz g : X — A retrakcio.

Bizonyitds. ([7]) Legyen S(z,r) = {y € X : d(z,y) = r}, ahol x € X és
r > 0, tovabba legyen S = {S(z,r) : xz € X,r > 0,S5(x,r) N A # 0}. Legyen
p:S = Uges(SNA), p(S) € SN A kivélasztasi fiiggvény.

Ekkor tekintsiik a g : X — A fliggvényt, amire g(x) = =, ha x € A és
g(x) = p(S(x,dist(z,A))), ha x ¢ A. Kell még, hogy ¢g 1-Lipschitz. Ha
x,y € A, akkor ez nyilvanvalo.

Haxz € A,y ¢ A, akkor

d(y, g9(y)) = d(y, A) < d(y, ).

Mivel X ultrametrikus, igy

d(g(r),g(y)) = d(z,g(y)) < d(y, ).

Az x,y, g(y) haromszogre az ultrametrikus haromszogegyenl6tlenség miatt.
Ha z,y ¢ A, akkor tegyiik fel, hogy d(z,y) < d(g(x),g(y)). A g definici-
6jabol
d(z, g(x)) = d(z, A) < d(x,g(y)), ngyanigy d(y,g(y)) < d(y, g(x)).

Igy az ultrametrikus tulajdonsag alapjan (z, g(x), g(y) és y, g(x), g(y) harom-
szogekre):

d(g(),g9(y)) < d(z,g(y)), és d(g(z),9(y)) < d(y,g(z)).
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Igy a feltevés alapjan

d(z,y) < d(z,9(y)), ¢s d(z,y) < d(y,g(r)).

gy az x,y, g(y) és x,y, g(x) haromszdgekre tekintve az ultrametrikus tulaj-
donségot kapjuk, hogy

d(y, 9(y)) = d(z,9(y)), & d(z,g(z)) = d(y, g(x)).

Az eddigieket Gsszevetve:

d(z,g(x)) < d(z,g(y) = d(y, 9(y)) < d(y, g(x)) = d(z, g(z)),

azaz,
d(z, g(x)) = d(z, g(y)) = d(y, 9(y)) = d(y, g(z)).
Legyen d(x, A) = d(z, g(x)) = r. Az eddigiek alapjan d(z,y) < d(g(x), g9(y)) <
d(z,g(y)) = r. Az ultrametrikus tulajdonsag miatt ekkor S(z,r) = S(y,r),
mert legyen z € S(x,r), ekkor az z,y,z haromszogre felirva az ultramet-
rikus tulajdonsagot, adodik, hogy d(y,z) = r, forditva ugyanigy. Igy azt
kapjuk, hogy g(x) = p(S(z,r)) = p(S(y, 7)) = g(y), de ekkor a d(z,y) <
d(g(x),g(y)) = 0 feltevés ellentmondasra vezet. O
Innen Tétel bizonyitasa konnyen adodik.

Bizonyitds. Legyen A teljes ultrametrikus tér vagy onhasonlé halmaz az
SSC-vel és B kompakt metrikus tér, ahol dimgy(A) > dimg(B). Legyen
dimg(A) > s > dimg(B). Tétel alapjan 6°(B) < oco. A Hausdorff-
dimenzi6 definicioja miatt A-nak pozitiv az s-dimenziés Hausdorff-mértéke.
Igy Kévetkezményalapjén létezik A" C A kompakt halmaz és f: A" —
B Lipschitz raképezés. Tovabba Lemma [3.3.12] alapjan létezik g : A — A’
1-Lipschitz retrakcié, de ekkor az f o g: A — B Lipschitz rdképezés. O

3.4. Lipschitz képek azonos Hausdorff-dimenziéra

Ebben a részben taldlhato a Tétel bizonyitasa, ehhez kisebb el6készii-
letekre van sziikség.

3.4.1. Lemma. Legyen q > 1 egész, mely nem irhatd fel n* alakban, ahol n
és k egészek, és leqgyenek 11, ..., 1, raciondlis szamok. Ekkor ha

g+ ...+ qgm =1,

akkor minden r; egész.
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Bizonyitds. ([7]) A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy valamelyik r; nem
egész. Legyen n a legkisebb pozitiv egész, melyre minden r; felirhato r; =
k; + bi alakban, ahol k; € Z és p; € {1,...,n — 1} (a feltevés alapjan n > 1).

n
Tekintsiik a kovetkezd racionélis egyiitthatos polinomot:
R(z) = -1+ Z qrizPi.
i=1

Ekkor z = ¢'/"re R(z) = 0, és deg(R) < n, igy z Q feletti minimélpolinom-
janak a foka kisebb, mint n.

Ugyanakkor ismert, hogy Q(z) = =% — v (u,v € Z) pontosan akkor irre-
ducibilis Q fol6tt, ha tetszéleges p|u primre v'/? ¢ Q, ami ekvivalens azzal,
hogy v'/? ¢ Z. Igy q # n* valasztds miatt P(z) = 2" — ¢ irreducibilis Q
folott, és P(z) = 0, azaz P z minimélpolinomja Q fol6tt. Ez ellent mond
annak, hogy a minimalpolinom foka kisebb, mint n. O

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: A és B metrikus terekre legyen
F(A, B) a minimuma annak, hogy A-nak hany 1-Lipschitz képe fedi le B-t:

k
F(A, B) = min{k : 3fi, ..., fr 1-Lipschitz fliiggvények : U fi(A) = B}.

=1

Egy A metrikus térre rA, ahol » > 0 legyen az a metrikus tér, melynek
pontjai A pontjai, tdvolsdguk pedig r-szerese az A-beli tavolsaguknak.

3.4.2. Lemma. Legyeneck A és B metrikus terek, r > 0. Ha A = Uf\; A,
ahol minden A; izometrikus rA-val, akkor

roAB)

F(A,B) >
(.52 | 2
Tovdabbd, ha d = (A;, A;) > diam(B), minden i # j-re, akkor

ro4 8]

F(A,B) = [ I

3.4.3. Lemma. Legyenek A és B metrikus terek. Ha B = U?Zl B;j, és
tetszdleges i # j-re d(B;, B;) > diam(A), akkor

n

F(A,B)=> F(AB)).

Ezek a definiciobdl konnyen adddnak (a bizonyitashoz lasd [7]).
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3.4.4. Lemma. Tetszdleges A és B kompakt metrikus terekre az f(x) =
F(zA, B) alulrdl félig folytonos a (0, 00) intervallumon.

Bizonyitds. ([7]) Mivel f egész érték, igy alulrol félig folytonossaghoz elég
belatni, hogy z, — z és f(z,) < k, ¥n € N esetén f(z) < k. Legyenek
fin © 2nA — B 1-Lipschitz fuggvények, melyekre B = Ule fin(A) minden
n-re. Legyen h, : zA — 2,A a természetes bijekci6 z,A és zA kozott. Mi-
vel az { f;, o hy }nen sorozat egyenletesen ekvifolytonos (a Lipschitz konstans
konvergal) és egyenletesen korlatos, igy létezik egyenletesen konvergens rész-
sorozata, ennek limesze legyen f;. Ekkor az egyenletes folytonossagbol, és
abbol, hogy Ule(fz‘,n o h,)(zA) = B minden n-re konnyen kévetkezik, hogy

UL, fi(zA) = B. O

Ezen lemmék felhasznélasaval bizonyithatd Tétel egy erdsebb val-
tozata.

3.4.5. Tétel. Legyen A eqy homogén dnhasonlé halmaz az SSC-vel, azaz A
a diszjunkt unidja q darab rA-val izometrikus halmaznak, ahol ¢ > 1 egész,
r > 0. Legyen k az a maximdlis egész, melyre {/q egész. Legyen B dnha-
sonld halmaz az SSC-vel, melyre dimpy(A) = dimg(B). Ekkor a kivetkezdk
ekvivalensek:

(i) az A Lipschitz figguénnyel raképezhetd B-re,

(i) a B minden hasonldsdgi ardnya pozitiv egész kitevds hatvinya a /r-
nek,

(11i) tovdbbd A és B bilipschitz ekvivalensek.

Bizonyitds. ([7]) Ha ¢ = nF valamely n,k > 1 egészekre, akkor kénnyen
belathato, hogy A bilipschitz ekvivalens egy A" homogén 6nhasonlé SSC-vel
rendelkez6 6nhasonl6 halmazzal, melyre A" = | | | fi(A") Ggy, hogy minden
f; hasonlosagi aranya /7. Igy k = 1 feltehetd.

Koénnyen lathato, hogy (ii)-bdl kovetkezik (iii), és (iii) egyértelmten imp-
likalja (i)-t. Igy elég ha belatjuk, hogy (i)-bél kovetkezik (ii). Azaz tegyiik
fel, hogy A réképezhets B-re egy Lipschitz fiiggvénnyel, és be kell 1atni, hogy
B 06sszes hasonlosagi aranya r egész kitevés hatvanya.

Legyen s = dimy(A) = dimg(B), 51, ..., Bm pedig B hasonlosagi arényai.
Ismert, hogy egy C' SSC-vel rendelkez 6nhasonlé halmazra a hasonlosagi
aranyainak dimy C-ik hatvanyainak Gsszege 1, igy ¢r® = 1és > " Bf = 1.
Legyen a; = —log, 3; > 0, igy 3] = ¢ = (r*)* és

g+ +qg =1
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Be kell latni, hogy minden «; egész, de ehhez Lemma [3.4.]] alapjan elég
belatni, hogy minden «; racionalis.

Legyenek g1, ..., g,, rendre a (1, ..., B,, hasonléségi aranyu fiiggvények me-
lyekre B = | |I", g;(B). Feltehetd, hogy

mind(g,(B),g,(B)) > L2,

3.2
i#£] r ( )

(Mert B helyett vehetd tetszéleges ¢B, ¢ > 0, ez az allitasokat nem befolya-
solja). Legyen
2(t) = F(r~1% A, B)g'",

ahol {-} a tortrész fiiggvény. Ekkor z(t) 1-periodikus.
Megmutatjuk, hogy a kovetkezd egyenlStlenség teljestil z(t)-re:

z(t) > Z ¢ Yz(t+ o).

J=1

Ennek bizonyitéasa a kiovetkezs. Vegyiik észre, hogy az rlY) A halmaz N =
glitesl=lt darab rltte] A halmazzal izometrikus halmaz uniéja. Ekkor a
Lemma allitasa és a tény, hogy F(C, D) = F(rC,rD) tetszéleges C és
D metrikus terekre adja, hogy

F(rt A, 1t g;(B))g™ = ¢!l F(rlei A vt g, (B)) g™

= (r~ ittt g B)gltteit=e
=q Yz(t + a ).

Ekkor (3.2) alapjan alkalmazhato a Lemma ésr'B=|[_ r'g;(B)

miatt
2(t) = F(r A, B¢ = F(rlU A r'B) ¢t

=Y F(rMA (B = gt + ay),
j=1

j=1

ezzel az egyenlGtlenséget igazoltuk.

Legyen 6 € (0,1) olyan, hogy minden j = 1,...,m-re o; ¢ Z implikalja,
hogy d(a;,Z) > §. A z(t) alulrol félig folytonos, igy felveszi a minimumat a
[0,1 — 4] intervallumon, legyen u egy minimumbhely, és w = z(u).
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Elgszor tekintsiik azt az esetet, amikor w minimum a teljes R-en. Ekkor
m m
w = z(u) > Z ¢ Yz(u+aj) > Zq_ajw = w,
j=1 j=1

igy z(u+ ;) = w minden j = 1, ..., m-re. Ekkor, ha valamely «; irracionalis,
akkor mivel z 1-periodikus, ezért ezt iteralva kapjuk, hogy 2 konstans w egy
stirtd halmazon. Ez ellentmondas, mert z(t) egy egész értékii fiiggvény és ¢ttt
szorzata.

Marad az az eset, amikor létezik v € (1 — 4, 1), melyre z(v) < w. Ekkor
d vélasztésa miatt minden j = 1,...,m-re {v + «;} € [0,1 —§], igy z(v +
aj) > w. De ekkor a w > 2(v) > 37" ¢ Y2(v+a;) > 3 ¢ Yw = w
ellentmondésra vezet.

Ezzel kész a tétel bizonyitéasa. O]
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