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1. Az Erdos-Turan-tétel, és elozménye

A szakdolgozat kiindul6pontja Erdds Pal és Turdn P4l alabbi eredménye:

1. Tétel (Erd6s-Turan [2]). Bdrmely 2% +1 kiilonbozd pozitiv egész szdmra, ahol k pozitiv egész

szdm, a kéttagii osszegek primosztoibol van legaldbb k + 1 kiilonbozd.

Itt a kéttagd Osszegekben a két tagot kiilonbozének értjiik, a késdbbiekben is igy tesziink.
A tétel bizonyitasa:

A bizonyitasban segit az alabbi lemma:

Lemma. Bdrmely 2m + 1 kiilonbozd pozitiv egész szdmra és p pdratlan primszdmra (m pozitiv
egész szam) a 2m + 1 szdm koziil létezik m + 1, amelybdl nincs kettd, melyek dsszege p olyan

nagyobb hatvdanydval oszthato, amellyel valamelyikiik nem.

A lemma bizonyitasa:

Irjuk fel a pozitiv egész szamokat p®h alakban, ahol a nemnegativ egész szdm és h p-vel

g VaEY T

€s p—1 kozé€ esik (a hatarokat is beleértve), a 2m+1 szambdl skatulyaelvvel van legalabb m+1,

nem oszthat6 pozitiv egész szdm. Ekkor h maradéka p-vel osztva vagy 1 és

amelyre ugyanoda. Ekkor ezekbdl nincs kettd, melyek 0sszege p olyan nagyobb hatvdnyéval
oszthatd, amellyel valamelyikiik nem. Ugyanis legyen koziiliikk két szdm a korabbi felirassal
p™hy és p®2hy. Ha ay # as, akkor Osszegiik p™ és p® koziil a kisebb kitevés hatvannyal
oszthatd, de p nagyobb hatvdnydval nem, mert a kisebb hatvanyt egy p-vel oszthaté és egy p-
vel nem oszthaté szam p-vel nem oszthat6 0sszegével beszorozva kapjuk a szamot, ilyenkor
nincs gond.

Ugyanakkor, ha a; = as, akkor
P ha + p*he = p™ (hy + ha),

itt b1 + hy nem oszthatd p-vel, mert p-vel osztva mindketté p/2-nél kisebb vagy p/2-nél na-
gyobb nemnulla maradékot ad, el6bbi esetben a (0, p), utébbiban a (p, 2p) intervallumba esik
a maradékok Osszege, nem oszthatd p-vel. fgy hi + hs sem, ezen esetben a két szamra és

Osszegiikre is a legnagyobb 8ket 0szté p-hatvany megegyezik, p®*. A lemmaét belattuk. Hl

Ezutdn indirekten bizonyitjuk a tételt. 2% + 1 > 3 miatt van skatulyaelvvel van kett6 azo-
nos paritdsi a 2¥ + 1 kiilonbozd pozitiv egész szamunk kozt, melyek Osszege paros, igy a

primosztok kozt szerepel a 2. A tétel csak akkor nem teljesiilhetne, ha valamely £ pozitiv egész



szdmra lenne 2* + 1 pozitiv egész szdm, amelyekre a kéttagi dsszegek pdratlan primosztéi kozt
csak legfeljebb k£ — 1 primszam lenne. Legyen a szdmuk b < k£ — 1, jelolje 6ket py, po, - . ., Dp.
Ezeken sorra végigmegyiink és hasznaljuk a lemmat b-szer.

El6szor p,-hez taldlunk az eredeti 2% + 1 szdm koziil 28! 41 szdmot, amelyre a bel6liik képzett
kéttagu Osszegek egyikében sincs magasabb hatvanyon p;, mint az 6sszeget kiadé valamelyik
tagban.

Ezutdn a megmaradt 28! + 1 pozitiv egész szam koziil po-hoz taldlunk 22 + 1 szdmot, ame-
lyekre a beldliik képzett kéttagu Osszegek egyikében sincs magasabb hatvanyon p,, mint az
Osszeget kiad6 valamelyik tagban, és persze p;-re is megmarad a tulajdonsag.

Ezt ismételjiik addig, amig kapunk 2*~° + 1 > 3 pozitiv egész szamot, amelyekre a beldliik
képzett kéttagi 6sszegek barmely paratlan primosztdja barmely kéttagu 0sszegben legfeljebb

akkora hatvanyon van, mint a tagokban.

Legyen a kapott pozitiv egész szamok koziil harom z, y és z. Ekkor x+y, x4z és y—+ 2z koziil
barmely kéttagi Osszegben a primtényezss felbontasban a primszamokbol csak a 2 kitevdje
lehet nagyobb, mint a tagokban, igy nagyobbnak is kell lennie. z-re, y-ra és z-re a legnagyobb
Oket oszt6 2-hatvany egyenld, ugyanis ha kettejiikre ez kiilonbozne, az dsszegben is a kisebb
2-hatvany lenne a legnagyobb 2-hatvany oszté (ezt mar a lemma bizonyitdsdban is hasznéltuk
mas primekre). Ekkor ezen kozos 2-hatvannyal leosztva Sket olyan 2/, ¢/, 2’ paratlan pozitiv
egész szamokat kapnank, amelyekre szintén nincs olyan pdratlan primszam, amelyre valamely
kettd 6sszegét magasabb hatvanya osztja, mint barmelyiket a két tag koziil.

x',y és 2’ koziil barmely kettd Osszege oszthatd 4-gyel, ugyanis elébbiek kiilonb6zEsége miatt
az 0sszeg tobb mint kétszerese a kisebb tagnak, és a primek koziil csak a 2 van magasabb
hatvanyon a primtényez6s felbontdsdban a kisebb taghoz képest.

Ez viszont ellentmodds, mert az =’ + y’ + 2’ paratlan lenne, mig duplaja,
(@ +y)+ (@ + )+ +2)
4-gyel oszthatd. Ezzel a tételt tagadva ellentmonddsra jutottunk, igy bebizonyitottuk.

A bizonyitas forrdsa a [2]. Az eredeti [3] cikkben 2% + 1 helyett 3 - 2¥~! szerepel, ennyivel

gyengébb eredményt kapunk, ha a lemmaval primenként csupén felezziik a szamok mennyiségét.

Jelolje f(n) azt a szdmot (1 < n € Z), amely n tetsz6legesen kivalasztott kiilonb6zd po-

zitiv egész szamra a belGliik képzett kéttagu dsszegeket 0sztd primszamok lehetséges minimalis



szama [18]. f(n) értelemszertien monoton novd, dsszevetve az ErdGs-Turan tétellel adédik a

kovetkez6 allitas:
Kovetkezmény. f(n) > [log, n].

Mir az is érdekes eredmény, hogy a monoton névé f(n) minden pozitiv egész szdmot
meghalad, vagyis primszamok béarmely véges halmazira nem lehet akarhdny pozitiv egész
szamot kivdlasztani ugy, hogy a kéttagi dsszegek Osszes primosztdja a véges primhalmazbdl
keriiljon ki. Ezt lattak be a problémakort elindité Griinwald és Lazér [3], Polya egy tételének

segitségével. (ZT a pozitiv egész szamok halmazat jeldli.)

2. Tétel (Polya [3], [11]). Ha primszdmok egy véges részhalmazdra tekintjiik a részhalmazon
kiviili primszdmok egyikével sem oszthaté pozitiv egész szdmok (qm)mez+ Szigoriian monoton
novo sorozatdt, akkor

li

minoo(Qerl — qm) = 0.
A 2. tétel bizonyitasa [11] nyoman:

Legyen a primszamok véges részhalmazanak elemei pq, po, ..., p,.. Tegyiik fel, hogy nem
igaz a tétel allitasa, ekkor van olyan K pozitiv egész szam, amelyre ¢,,+1 — ¢, < K végtelen
sokszor teljesiil. Ekkor ¢,,.1 — ¢, végtelen sokszor felveszi az 1, 2, ..., K értékeket, igy
van olyan [ < K pozitiv egész szam, amelyre végtelen sok h pozitiv egész szdmra h + [ és h
primosztéi is csak a megadott r primszdm koziil kertilnek ki.

Legyen

h + 1 primtényezss felbontasa p{'ps? ... por

h primtényezés felbontdsa pf ! pg"’ N Vs
Itt az Osszes «; €s [3; alaki kitevot lecseréljiik a 3-as maradékara, amely ndla nem nagyobb szam

0, 1 és 2 koziil. Ekkor a 3-as maradékot «;-re a;, §;-re b; alakban jelolve
h+1=p{ps?.. . pira®

valamely x pozitiv egész szamra és

h=ppy ..oy’

valamely y pozitiv egész szamra, ebbdl a
o3 bi b by, 3
Py e . pirat — pitp . py Yyt =1

4



egyenletnek Iétezik (z,y) pozitiv egész megolddsa. Itt az a; és b; kitevGk Osszesen 3% -félék
lehetnek, ez véges sok eset. Ugyanakkor Thue itt nem bizonyitott tételébdl kovetkezik mindre

csak véges sok megoldds van:

Py

3. Tétel (Thue [11]). Egy kétvdltozds raciondlis egyiitthatos homogén ketténél magasabb fokii
irreducibilis f(x,y) polinomra adott c valés szamra az f(x,y) = c egyenletnek véges sok egész

szdmokbdl dllo megolddsa van.

b1 bo ai a2 by, b2

A plpst .. pira® — pi'py .. .plry® = 1 egyenletben az Inko(p{'p5? ... pir, pi'py” ... plr)
legnagyobb kozos osztoval leosztva a bal oldal csak akkor nem irreduciblis, ha van els6foku,
dx + ey alaki osztdja, de ekkor z° és 1 egyiitthatéinak hdnyadosa egy racionélis szam kobe,

ami csak az

l [

al a2 aT: b1 bo -
b1 P - - Dy b1 Py ---Pr

23—y =

esetben dllhat fenn, ekkor az egész (z, y)-ra egész szdm x> — y3-nek véges sokszor lehet csak az
adott jobb oldallal egyez6 értéke, mert 2° —y® = (x —y)(2? + zy +y*)-ben x — y véges sokféle
lehet, 22 — 1% # 0 ismeretében belble 2y meghatdrozhatd, és utdna csak legfeljebb két megoldds
van. Eszerint mind a 3*" esetben véges sok lehetséges (z, y) és vele véges sok (h, h+1) 1étezik,

ezzel ellentmondasra jutottunk. Ebbdl kovetkezik Polya tételének allitasa. M

Pdlya tételébdl Griinwald és Lazar eredménye konnyen latszik. Ha lenne végtelen sok po-
zitiv egész szdmunk, amelyre a kéttagu Osszegek primosztdi véges halmaz, akkor két kéttagu
Osszeg kiilonbsége végtelen sokszor lenne azonos (ti. két szamra, legyenek a; < a9, a ma-

radékbol egy-egy a szdmot vélasztva parnak
0<as—a; = (az+a)—(a;+a)

fix), Polya tételének ellentmondva.

2. Tovabbi eredmények és kérdések konkrét n-ekre és altalanosan

A szakdolgozatban sajat eredmények a sajat készitésti programokkal talalt numerikus eredmények
(a2.2. alfejezetben €s az 5. fejezetben), az 5. tétel olyan paratlan szamokrol, melyekre a kéttagu

Osszegek szorzatat legfeljebb 3 primszam osztja, és a 2.3. alfejezet egy része.



2.1. Azn = 4 eset

Az n = 4 esetben ErdGs és Turan tétele szerint f(4) > 2. Ezt Wu pontositotta az aldbbi

eredményével:

4. Tétel (Wu [16]). Ha 4 kiilonbozd pozitiv egész szdmra, melyek legnagyobb kozios osztdja 1, a
kéttagii dsszegeknek dsszesen két kiilonbozd primosztdja van, akkor a négy szam az {1,5,7,11}

vagy az {1,7,17,47}.

Mivel mindkét esetben a 2 és a 3 a két primosztd, ez azt is jelenti, hogy az olyan pozitiv
egészekbdl allo szamnégyesek, melyekre a kiilonb6z6 szamokbdl 4116 parok dsszegeinek dssze-
sen két kiilonbozd primosztdja van, ezen szamnégyesekbdl kaphatéak valamelyikiik Osszes

elemét 2¢3! alakd szdmmal szorozva, k, [ nemnegativ egész szdmok.

A tétel bizonyitasa (Wu bizonyitasa modositott jelolésekkel):

A négy szam kozt van kettd azonos paritasu, igy 0sszegiikbdl a 2 el6fordul a primosztok
kozt. Emellett az ErdGs-Turdn-tétel szerint van legalabb még egy primoszto. Feltessziik, hogy
négy kiilonoz0 pozitiv egész szamra a kéttagu 0sszegeknek dsszesen két primosztdja van és a
négy szam legnagyobb kozos osztdja 1.

Jeldlje p a paratlan primet, amely legaldbb egy kéttagt 6sszeget oszt.

Az Erd6s-Turan-tétel bizonyitdsa alapjin a négy szdm kozt mar barmely haromra is van koztiik
kettd, amelynek Osszegét p nagyobb hatvinya osztja, mely a kettd szdmot kiilon-kiilon nem.
Emiatt a négy szdm koziil nincs hdrom, amelyre p mas-mds hatvanya a legnagyobb p-hatvany
osztdja, hiszen ekkor barmely kettd 0sszegének primtényezds felbontdsaban p kitevGje akkora

lenne, mint a ketté szdm primtényezds felbontdsaiban el6fordulé kisebb kitevGje p-nek.

Az sem lehetséges, hogy a négy szam koziil haromban megegyezik p kitevgje, de a ne-
gyedikben eltér. Ugyanis el6bbi harom kozt 1étezik kettd, amelyek Osszegében p kitevdje
annyi, mint kiilon-kiilon a szdmokban, mert a legnagyobb Gket oszt6 p-hatvannyal leosztva
a harom szdmot p-vel nem oszthaté szamokat kapunk, igy nem lehet barmely kettd 6sszege p-
vel oszthatd. Ezen kettd szamot €s a negyediket véve barmely kettd Osszegére primtényezds
felbontdasdban p kitevdje akkora lenne, mint a kettd szdmra a primtényezds felbontdsokban

el6fordul6 kisebb kitev§je p-nek, ami ellentmondés.

Végiil az sem lehet, hogy a négy szdm koziil kettd-kettdben megegyezik p kitevgje, de a

masik pdrosban el6fordulotdl eltér. Legyen m a kisebb kitevd, ami el6fordul. Ekkor ugyan-



is a kiilonb6zd parosok szamait kétféleképp pérosithatjuk 0ssze, ezen két-két kéttagi Osszeg-
re barmely kéttagi Osszegben p kitevGje m, és a két-két kéttagd Osszeg Osszege megegyezik.

7 2

Ezen négy kéttagi Osszeg p™ 2-hatvanyszorosa, igy a négy szam Osszege kétféleképp el6all
kettd ilyen Osszegeként, p™-ede kétféleképp elddll két 2-hatvany 6sszegeként. Ekkor utébbi
felirdsokban az 0sszeg felénél nem kisebb, ndla kisebb 2-hatvany, ilyen a két 2-hatvany koziil
nem kisebb, egyértelmd, €s igy a masik is, a kéttagi Osszegek koziil kett6-kett6 megegyezik
ugy, hogy a 4 kiilonboz6 szam koziil nem diszjunkt parosok dsszegei, ami ellentmondas.

Ezzel megkaptuk, hogy 4 tételbeli tulajdonsagu kiilonbozd szdmra benniik p kitevdje meg-
egyezik, hiszen legfeljebb kétféle fordul eld, de nem 3 — 1 vagy 2 — 2 aranyban. Mivel a

4 kiilonboz6 pozitiv egész szam legnagyobb kozds osztdja 1, ez azt jelenti, hogy egyik sem

oszthat6 p-vel.

Ezutan megvizsgéljuk, hogy a négy szam p-vel osztva milyen maradékokat ad, azok kozt
milyen Osszefiiggések vannak. A kéttagu 0sszegek kozott mar hdrom szdmndl is van nem 2-
hatvany, igy a négy szam koziil barmely harom kozott van kettd, amelyek 0sszege p-vel oszt-
hato.

A négy szam kozt kivélasztunk kett6t, jelolje ket xq és x5, melyek 0sszege p-vel oszthato.
Az ebben nem szerepld szdmokat jeldlje x3 €s x4, ezek Osszege oszthatd p-vel, hiszen kiilonben
az egymassal mod p inkongruens x; és xo (itt haszndljuk, hogy p pératlan és a négy szam koziil
egyet sem oszt) koziil valamelyikkel egyik sem kongruens, igy a masikat az (r3, x4) szamparhoz
hozzavéve harom olyan szamot kapnank, melyek koziil semelyik kettd 6sszege sem oszthaté p-
vel, ami ellentmondas. Igy x5 + x4 is oszthaté p-vel. Ha z1-gyel x5 és x4 is inkongruens lenne
mod p, akkor

r1+ 23 és T9 + x4,
illetve

1+ x4 €8 To+ T3
sem lenne p-vel oszthatd, igy mind 2-hatvéany, el6bbiek 6sszege megegyezik utobbiakéval, ezért
eldbbi két 2-hatvany koziil a nem kisebb megegyezik az utébbiak koziil nem kisebbel, ami el-
lentmond annak, hogy a 4 szadm kiilonb6z6. Ebbdl 1y = x3 (mod p) vagy =1 = x4 (mod p),
ami azt jelenti, hogy a 4 kiilonb6z6 szdm koziil kettd-kettd kongruens mod p, €s a kiillonb6zd

parokbdl egy-egy szam Osszege oszthatd p-vel.

Uj jelslésekkel legyen a 4 kiilonbozd szdm a, b, ¢ és d Ggy, hogy
a = b (mod p) és ¢ = d (mod p),



emellett

a+b<c+d,

ennyi feltehets. Ekkor a + b és ¢ + d egyike sem oszthatd p-vel, igy mindkettd 2-hatvény,
két-két kiilonbozd pozitiv egész szam Gsszegeként 2-nél nagyobbak, oszthatéak 4-gyel. Igy
a 4 szam 0sszege paros €s nincs kozos primosztojuk, 0 vagy 2 péros koziilik. Utobbi nem
lehetséges, mert ekkor a két-két paros és paratlan szamra a kiilonboz6 paritasuak kétféleképp
pdrosithatdak, a kéttagt 0sszegek p-hatvanyok, igy a + b + ¢ + d kétféleképp irhato fel két p-
hatvany 6sszegeként, a nem kisebbek egyértelmiiek (a+b+c+d felénél nem kisebb, a+b+c+d-
nél kisebb p-hatvianyként), és nem diszjunkt szamparok Osszegei, ezért a 4 szam koziil nem
lenne mind kiilonb6z6, ellentmondds Vagyis mind a 4 szam paratlan.
4|a+bésd|c+d,

elébbi és utdbbi Gsszegben is egy-egy tag ad 1 €s 3 maradékot 4-gyel osztva, igy még az is
feltehetd, hogy

a=c=1(mod4)ésb=d= 3 (mod4).

Ekkor
a+b=2"
a+c=2pY
és
b+ d=2p*

teljestilnek, ahol u, y, z pozitiv egész szamok.

a+ b | ¢+ d, mert 2-hatvanyok és elbbi nem nagyobb. Ebbdl
atbla+b+c+d,
igy 2% | 2p¥ + 2p* és
2u—1 |py +pz

Mivel
Y+ Pt = pmin(y,Z)<1 + ply*Z\)

Ut |14 plv2l,

1 + plv==| primtényezés felbontdsdban 2 kitevGje nem nagyobb, mint p + 1-ében.



Ugyanisha 2 | y — z,
14 p¥* =2 (mod 8)
egy paratlan négyzetszamnal eggyel nagyobb szamként,
2' | 1+ plv=2l)

de 22 nem osztja 1 + plv==|-t, mig p + 1 pdros.
Ha pedig y — 2 paratlan, akkor

1+ plv—= = (p+ 1)(p|y—2\—1 —pvEA2 1),

a jobb oldal paratlan sok (|y — z| darab) paratlan szam Gsszegeként paratlan, igy 2 kitevGje a

szorzatban annyi, mint p + 1-ben. Ezzel ezen 4llitasunkat belattuk, igy 2471 | p + 1 is teljesiil,
2% 2p+ 2,

tehat
a+b|2p+2.

Mivel a + ¢ és b 4 c is paros, emellett p-vel oszthatd, igy

2p|b—CL,
ami azt jelenti, hogy

|b—(l| 22]9,
és igy

2p+2>a+b=|b—a|+2min(a,b) > |b—a| +2 > 2p+ 2.
Tehat
a+b=2p+2,
|b—a| =2p,

amibdl adéddan a és b egyike 1, a masik 2p + 1, a = 1 (mod 4) alapjan



a=1&b=2p+ 1.
Ekkor a + d = 1 + d oszthat6 p-vel, igy legyen
d=wp—1,

ahol w pozitiv egész szam.
b+d=2p*éb+d>0b>2p,

12y
P> | b+d.

p > 2 miatt ebbdl

nem oszthat6 p?-tel, de p-vel igen, w 2-hatvany.
(w+2)p=02p+ 1)+ (wp—1)=b+d=2p",

igy
w+2=2p"

w + 2 egy p-hatvany 2-szerese, % + 1 p-hatvany és % 2-hatvény.

Mivel a pozitiv % csak 1-gyel kisebb egy p-hatvanyndl, igy p— 1 osztja, tehat p— 1 is 2-hatvany.

Eszerint p — 1 és a + b = 2p + 2 is 2-hatvany.
p > 3 esetén
20—1)<2p+2<4(p-1)

miatt ez ellentmondas, igy p paratlan primként csak a 3 lehet. Eszerint

a=1&0b=T.
c-re és d-re teljesiil, hogy a néluk 1-gyel és 7-tel nagyobb szdmok 2*3! alakdak (k és | nemne-
gativ egész szamok), és 6 a kiilonbségiik. Ilyen 23! alakii szamokbdl 4116 szamparokbdl viszont
nincs sok.

Ha egy ilyen szampéarbdl valamelyik szam nem oszthaté 3-mal, a mésik sem, mindkettd 2-
hatvany, a nagyobb 6-nél nagyobb szamként legalabb 8, de mas nem is lehet, mert a ndla kisebb
masik szam legaldbb a felével kisebb ndla, csak a (2, 8) szampér van, de ez nem ad c-t vagy d-t,
mert 8§ —7 = 2 — 1 = 1. Ha a szdmparbdl valamelyik szdm nem oszthat6 2-vel, a masik sem,

mindkett6 3-hatvany, a nagyobb 6-ndl nagyobb szamként legalabb 9, de mas nem is lehet, mert
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a nala kisebb mésik szam legalabb a kétharmadaval kisebb néla, csak a (3, 9) szdmpar van, de ez
nem ad c-t vagy d-t, mert 9 — 7 = 3 — 1 = 2 és belattuk, hogy mind a négy szamunk pdaratlan.

Végiil maradt azon eset, amikor a 2¥3' alaki szamokbdl 4116 6 kiilonbségli szamparbol
mindkét szdm oszthatd 6-tal. Ilyenek a (6, 12), (12, 18), (18, 24) és (48, 54) szdmparok, ami-
kor mindkét szdm kisebb 60-ndl. M4s eset nincs, ugyanis 6-tal leosztva a szamokat két 2%3/
alakd szamot kapunk, melyek kiilonbsége 1, van koztiik 2-vel nem oszthat6 és 3-mal nem oszt-
hat6 is, az egyik 2-hatvdny, a mésik 3-hatvdny. Ha mindkett6 legaldbb 8, a 2-hatvany oszt-
haté 8-cal, igy a 3-hatvdny az eggyel nagyobb, mert a 3-hatvanyok 8-cal osztva felvéltva 1
és 3 maradékot adnak. Ekkor viszont a 3-hatvanyban a kitev$ paros, négyzetszam, igy a 2-
hatvany négyzetszam—1 alaku szdmként két olyan szam szorzata, melyek kiilonbsége 2, ezek
2-hatvanyként (a kisebb nem oszthato 4-gyel) csak a 2 és 4 lehetnek a (8,9) esetben, ami a
korabbi (48, 54)-nek felel meg.

Igy césda
12-7=6-1=5,

18—7=12-1=11,

24 —7=18—-1=17
és

54 — 7 =48 — 1 =47
szamok koziil keriilhet ki. ¢ + d 2-hatvany, ahogy mar belattuk, igy az (5, 11) és (17,47) parok
lehetségesek, ¢ = 1 (mod 4) miatt ez c és d sorrendje. Osszesitve (a,b,c,d) = (1,7,5,11) és
(a,b,c,d) = (1,7,17,47) a lehetséges szamnégyesek, nagysag szerinti sorrendbe allitva ket a

tétel allitasat kapjuk. A tételt bebizonyitottuk. H

2.2. Nagyobb n-ek 5-tol 8-ig

Ez az alfejezet dontden sajit eredményeket tartalmaz.

Mir lattuk, hogy az ErdGs-Turan-tétel kovetkezményeként f(n) > [log,n]. Ha2 < n < 4,
akkor egyenl8ség van,

f2)=1
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Az n = 5 esetben is egyenl&ség van, f(5) = 3-at bizonyitja az 1, 3, 7, 17, 47 szdmotos, ahol
a kéttagii 6sszegek primosztéi kozt csak a 2, a 3 és az 5 szerepelnek. Altaldnosan igaz, ahogy
a Wu-tételnél, elég azon szdm n-esekbdl, melyek kéttagu Osszegei minimalis szamu primmel
oszthatdak, olyanokat nézni, ahol 1 a szamok legnagyobb kozos osztéja. Ezeket a kéttagu
osszegek f(n) primoszt6jabol néhany hatvanyanak szorzataként el6allé szamok valamelyikével
megszorozva kaphaté meg az 0sszes ilyen tulajdonsagu szam n-es. n = 5 esetén Python nyelvi
programmal megvizsgaltam azon eseteket, amikor az 5 pozitiv egész szdm mindegyike legfel-
jebb 2500. Csak az aldbbi 8 esetben teljesiilt, hogy a kéttagti sszegeknek 3 primosztdja van és

az 5 szam legnagyobb kozos osztdja 1:

szamotos primosztok
1,2,7,11,25 2,3,13
1,3,5,11,13 2,3,7
1,3,7,17,47 2,3,5
1,5,31,49, 59 2,3,5
1, 19, 31, 89, 161 2,3,5
3,7,13,17,47 2,3,5
3,7,17, 33,47 2,3,5
5, 11, 25, 245, 475 2,3,5

Ugyancsak programmal, a primosztok iranyabdl vizsgédlva nem sikeriilt tobb ilyen szamotost
talalni 500 millional nem nagyobb szamokra, ahol a 2, 3 és 5 fordulnak el6 a kéttagu primosztok
primosztoi kozt, illetve 50 milliondl nem nagyobb szdmokra, ahol a kéttagti 6sszegek primosztoi

kozta (2,3,7), (2,3,11), (2, 3,13) vagy (2,5, 7) szamharmas elemei fordulnak eld.

Programmal végignézve az n = 6 esetben 75 olyan szdmhatost talaltam, ahol a 6 pozitiv
egész szam egyike sem nagyobb 900-ndl, dsszesen legfeljebb és egyben pontosan 4 prim osztja
a kéttagd Osszegek valamelyikét, és a hat szam legnagyobb kozos osztéja 1. Egy példa erre
az 1,2,3,5,7,13 szamok, ahol a kéttagd Osszegek primoszt6i kozt a 2, 3, 5 és 7 primszamok
fordulnak elS. Erdekes médon a 75 szamhatosban legnagyobbként eléfordulé két legnagyobb
szdm az 501 és a 805, igy az ilyen szdmhatosokbdl egy sincs, ahol az [502, 804] intervallumba

esne a legnagyobb szam.
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Igy f(6) < 4. Ugyanakkor az Erd6s-Turén-tétel alapjan f(6) > 3. Ezek alapjn a kovet-

kezGt sejtem:

1. Sejtés (F.). f(6) = 4, vagyis nincs olyan szamhatos, amelyre a kéttagui dsszegek primosztoi

kozt pontosan 3 szdm fordul elé.

w(n) jeldlje azt barmely n pozitiv egész szamra, hogy hany kiilonb6z6 primszam osztéja

van az n-nek. A kovetkez6t bizonyitottam:

5. Tétel (F.). Ha az A halmaz elemei pozitiv pdratlan szdmok és |A| > 7, akkor

w( H (a+a')> > 4.

a,a’ €A,
a#a’

A tétel bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, ekkor 1étezik 6-ndl tobb pozitiv pdratlan szdm, ame-
lyekre a kéttagu 0sszegek primosztdi kozt legfeljebb 3 szam fordul el6. Ezen paratlan szamok
4-es maradéka kétféle lehet, igy lenne 3-ndl tobb pozitiv paratlan szam, amelyekre a kéttagi
Osszegek primosztdi kozt legfeljebb 3 szdm fordul el8, és mod 4 megegyezik a maradékuk.
Ezekbdl négyet kivalasztva lenne négy pozitiv paratlan szdm, amelyekre a kéttagii 6sszegek
primoszt6i kozt legfeljebb 3 szam fordul eld, €s mod 4 ugyanaz a maradékuk. Belatjuk, hogy

ez nem lehetséges.

Ekkor 4 ilyen szamra barmely kettd 0sszege oszthaté lenne 2-vel, de nem lenne oszthato
4-gyel, a legteljebb 3 primoszto koziil az egyik a 2. A 4 szdmot a paratlan legnagyobb kozos
osztojukkal leosztva szintén négy pozitiv paratlan szamot kapnank, amelyekre a kéttagi 6ssze-
gek primosztoi kozt legfeljebb 3 szam fordul eld, €s mod 4 ugyanaz a maradékuk. Innentdl
feltehetjiik, hogy a négy szdm legnagyobb kozds osztdja az 1. A négybdl barmely két u, v
szamra van olyan r primszam és m pozitiv egész szam, amelyekre " | u + v, de ™ { u és
™t v. Az u+v Osszeg a két szambol kisebbnek tobb mint kétszerese és 4k + 2 alakd, igy a 2-n
kiviil is van ilyen r primszdm. Egy ilyen r primre az u-ra és v-re ugyanaz, az 0sszeg u + v-énél
kisebb r legnagyobb 6t 0sztd hatvanya.

A 6 kéttagti 0sszeg mindegyikét osztja a 2-n kiviil is prim. S&t, mivel a 4 szdm relativ
prim, nem oszthatja barmely kettd 0sszegét ugyanazon pdratlan prim, mert akkor barmely 3-
ra koziilik mindhdrmuk 6sszegének dupldjat, mindhdrmuk Osszegét és ezzel mindharmukat is

osztand. Ebbdl mind a 4 szamot osztand, ami a relativ primségnek ellentmond. Eszerint leg-
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alabb két pératlan primnek el6 kell fordulni a kéttagt dsszegek osztoéi kozt, csak a pontosan 3

primosztd képzelhet6 el, legyen a kettd paratlan p €s q.

A 4 szamunk legyen a, b, c és d.
Bebizonyitjuk, hogy
pla+b+c+désq|la+b+c+d.

Ugyanis ha a + b+ ¢ + d pl. p-vel nem lenne oszthatd, akkor az (a + b, c + d), (a + ¢, b+ d) és
(a + d, b+ c) parokra mindegyik parban legaldbb az egyik szdm p-vel nem oszthaté lenne, igy
2q¢" alakd, ahol n > 0. Igy a, b, ¢ és d koziil kivalaszthaté haromféleképp két szam tgy, hogy
a kivalasztott parokban az Osszeg 2¢™ alaku, és a kivdlasztott parok kozt nincs két diszjunkt.
A 3 parnak kell, hogy legyen kozds szama, mert enélkiil 3 kiilonbozd pozitiv péaratlan szamra
({a, b, ¢, d}-b8l) barmely ketts dsszege a 2 g-hatvanyszorosa lenne, és egymastdl kiilonboza.
A két kisebb 0sszeg Osszege kisebb lenne, mint a nagyobb, mivel mindketts legfeljebb 1/¢-
szorosa, de ez ellentmondds, mert hdrom pozitiv egész szdmra a két nagyobb Osszegénél a
masik két parbeli 0sszeg 0sszege a legkisebb szam dupldjaval nagyobb.

Igy csak pontosan 3 pér lehet, amelyekre az 6sszeg nem oszthaté p-vel, egy negyedik mar
ilyen harmast okozna. A maradék 3 szampdrra az 0sszeg oszthaté p-vel, €s mivel a tobbi 0sszeg
oszthat6 g-val, nem oszthatok g-val, mert akkor ¢ | a + b+ ¢ + d miatt mindegyik parra g-
val oszthaté lenne az 6sszeg, ami Inko(a, b, ¢,d) = 1 miatt lehetetlen. Eszerint a maradék 3
szamparra mindhdrom 6sszeg 2p™ alaku lenne, ahol m pozitiv egész szdm, és 3 kiilonb6z6
pozitiv paratlan szdmra ({a, b, c,d}-b6l) barmely kettd Osszege a 2 p-hatvdnyszorosa és igy
kiilonb6z6, ami az eldbbi részhez hasonldan ellentmondds. A legnagyobb szdmpardsszeg tul
nagy lenne ahhoz, hogy mind a 4 szdm pozitiv legyen. Ezzel beldttuk, hogy p | a + b+ ¢ + d,
logikai szimmetridbdl az is kijon, hogy ¢ | a + b+ ¢ + d.

A 4 szamunkra a kéttagu 0sszegek kozt van, ami p-vel nem oszthatd, ezért a kimaradt két
szam 0Osszege is az, és van olyan kéttagu 0sszeg, ami g-val nem oszthatd, ezért a kimaradt két
szam Osszege is az. Ekkor feltehetjiik, hogy a + b és ¢ + d az el6bbi, a + ¢ és b + d az utébbi

esetet teljesitd kéttagu 0sszeg par. Tehat

a+b=2q",
c+d=2¢,
a+c=2p%,
b+d=2p°.
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A kitev6k nemnegativ egész szamok, s6t mivel két kiilonb6z6 pozitiv egész szam Gsszege 2-nél
nagyobb, pozitiv egész szimok. Logikai szimmetria miatt feltehetd, hogy

y<eésa<p,
egyenldség egyiknél sem lehet, mert akkor a 4 b + ¢ + d egy primhatvany 4-szereseként nem

lenne p-vel €s g-val is oszthat6. Emiatt

c+d=q¢""(a+0b) > 3(a+Db)

és
b+d=p"""(a+c)>3(a+c),
igy
3 3 3
(c+d)+ (b+d) > Z(a+b+c+d)+zl(a+b+c+d):§(a+b+c+d).
Ebbdl
3
(a+b+c+d)+d>§(a+b+c+d)
és vele

d>a+b+ec.

A megmaradt két 6sszeg a + d és b+ ¢, a + d > b + ¢, igy van olyan primszdm, amelynek
a + d-t oszté legnagyobb hatvanya nagyobb, mint a prim b + c-t 0szté legnagyobb hatvénya,
ez a primszdm p és q koziil valamelyik(ek). Legyen egy ilyen p, logikai szimmetridval ez is
feltehetd. Ekkor a + b + ¢ + d primtényezds felbontdsaban p kitevdje akkora, mint amelyikre
a + d és b+ c kozil a primtényezss felbontasban kisebb, b + c-ben. Ugyanakkor

(a+c)+ (b+d) =2p" +2p” = 2p"(p° " + 1),
12y
b+ c=2p*q°

egy v nemnegativ egész szamra.
2% |a+cés2p* | b+ c
miatt

2p* | b —a,
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igy mivel a és b pozitiv egész szamok, amelyekre a + b = 2¢q",

(67

P <q’.

Ha a + d és b + c primtényezGs felbontdsdban a g kitevdje kiilonbozne, mivel az 6sszeg
(a4+Db)+ (c+d) =2¢" 4+ 2¢° =2¢" (¢ + 1),

mindkét szam ¢ tobbszorose lenne, ekkor
2¢" |a+bés 2¢" | b+c
is teljesiilne, vele
2¢" |c—a és a+c=2p* < 2q"
egyszerre teljesiilne, ami pozitiv egész a # c-kre ellentmondés. Ebbdl

a+d=2p°q",

ahol v ugyanaz a szdm, mint b + c-re, o pedig nemnegativ egész szam.

o > «, ahogy mdr lattuk. v < v, mert
2¢" | (b4+¢) — (a+b)
miatt itt is ellentmonddst kapnank (a + ¢ = 2p®).
Eszerint a + b + ¢ + d haromféleképp felirva
(a+c)+ (b+d) =2p"(p" >+ 1),
(a+0b)+ (c+d)=2¢"(¢" " +1)

(a+d)+ (b+c) =2p7¢" +2p%¢" = 2p%¢"(p” > + 1).

7 2z

v > 0, hiszen a # b és igy a + ¢ # b+ c. Az elsd €s utolsé Osszegekbdl
(P +1)g" =p"* + 1.

Itta<o<p.
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PP+

miatt ¢ — « paratlan szdmszorosa 3 — «, ugyanis mod p°~“ + 1 nézve p hatvanyait el6szor
maguk a szamok kiilonb6z6 maradékok 1-t8l p?~“ < p?~“ + 1-ig, utébbi —1 maradékot ad,
innen rendre a o — a-val kisebb kitevds hatvdnya —1-szerese jon, ebbdl az 1 tjra p° utan el8szor
p*?=%)_n4l jelenik meg, 2(c — a) arend. p hatvanyai 2(c — «)-nként periodikusak mod p”~*+

1. Igy el8szor

és utdna 2(o — a)-nként kongruensek —1-gyel a p-hatvanyok mod p?~* + 1.

Legyen K eEz a, K > 0 pératlan szam.
oc—«
20(¢"+ 1) =a+btce+d=2p""(p" " +1)
miatt a legnagyobb p?~® + 1-et 0szté g-hatvany a ¢7~*. Igy

(po—a + 1)(]” — pﬂ—a +1

miatt a legnagyobb p®~* + 1-et oszt6 g-hatvany a ¢".
b —«

v — v > 0, ahogy mdr lattuk. Ezutdn belatjuk, hogy ebbdl K = oszthat6 ¢'-vel. Ez az

o —«
un. LTE lemma specidlis esete, de itt bizonyitjuk.

K = ¢®m alakban felirva, ahol x > 0 és m > 0 egész szdmok, Inko(q, m) = 1,

pﬁfa +1= pK(Ufa) +1= (pqm(gfa))m +1
_ (pqz(a—a) + 1)(pqz(a—a)(m—1) o pqm(a—a)(m—Q) +... 4 1)

q|lq " p7T*+1

miatt

p?" (=) = _1 mod ¢,
igy a jobb oldalon m db mod ¢ 1 maradékot ad6 szdmot adunk Ossze, Osszegiik nem oszt-
haté g-val, ugyanannyi a szorzatban ¢ kitevje, mint p? (°~®) 4 1-ben. Tehat K-tSl annyiban

fiigg ¢ kitevsje pX(@=®+1 primtényezés felbontdsdban, hogy aszerint dél el, K primtényezés

17



felbontasaban mekkora ¢ kitevje. Ezutdn belatjuk, hogy a p? (?~®) 4 1-et oszté legnagyobb
g-hatvany ¢*-szerese a p”~“ + 1l-et osztd legnagyobb ¢-hatvanynak minden x pozitiv egész

szamra.

Ehhez elég, hogy a p?” ("~ + 1-et 0szt6 legnagyobb ¢-hatvany g-szorosa a p?”  (“=®) 4+ 1-et
oszt6 legnagyobb g-hatvanynak minden x pozitiv egész szamra.
qu(U—a) —+ 1 — (pqzil(o—_a)>q —+ 1 —
(p?" o= 4 1)(pla—Da(
Ha ¢" a legnagyobb p? (0= 4 1-et 0szt6 g-hatvény,

o=0) _ pla=2a" o) .. pa" T (oma) 4 1))

q'yf'u |p(ofa) +1

x—l(

miatt 7 > 0, a jobb oldali ple=17" (e=e) _ pla=2)a" o—e) 4 ... _ 50" o-e) 4 | sgszegben
minden tag kongruens 1-gyel mod ¢", igy kongruens g-val mod ¢". r > 1-re nem oszthat6
¢*-tel, de oszthat6 g-val és ezzel a p?"(“~®) + 1-et oszté legnagyobb g-hatvany g-szorosa a

zfl(

p?"(e=) 4 1-et oszt6 legnagyobb g-hatvanynak.

Ha q a legnagyobb pqul(”_o‘) + 1-et oszt6 g-hatvany, akkor
pr ) =g —1
egy Inko(l, ¢) = 1-et kielégits [ pozitiv egész szamra. Ekkor
pP e 1 = (lg—1)7 + 1,
binomidlis tétellel ¢3-bel oszthatd részen kiviil
—(g)l2q2+q~lq—1+l —qz(—l2qq%1+l>

a jobb oldal, ¢*-tel oszthatd, de ¢-bel nem. Igy ekkor is igaz, hogy a p? (°=®) 4+ 1-et oszté
legnagyobb g-hatvany g-szorosa a p? 0= 4 et 0szt6 legnagyobb ¢-hatvanynak.
Ezzel belattuk, hogy a legnagyobb p™(?=®)  1-et 0szt6 ¢-hatvany a legnagyobb

K(p'"=® 4 1)-et 0szt6 g-hatvany minden K pozitiv paratlan szamra.
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Igy megkaptuk, hogy ¢" | K.

qv(pa—a + 1) — pK(O'—Oé) +1

miatt
K(p+1) > p“o) 41,
Legyen
Adéfa—a
ekkor
K(p*+1) > p*it.
Igy
pKA+1 K-1A K-2)A K-1A K-2)A K-2)A
KZPA+1:p( -1) —p( —-2) i---+1>p( -1) —p( —-2) :(p—l)p( -2)A
p—1>28sA>1,
ezért

K Z <p _ l)p(K—Q)A Z 2 . 3K—2.

Ugyanakkor K ¢-vel oszthaté pdratlan szdm, legalabb 3, ekkor K > 2 - 352 nem tel-
jesiilhet, mert 3-ra nem teljesiil, 3 < 6 és utdna a jobb oldal K-t 2-esével novelve jobban
nd, 9-szerezddik, a bal oldal elGszor 5/3-szorozdédik, majd még kisebb szdamokkal szorzddik.
Ezzel ellentmondést kaptunk azon feltevésre, hogy létezne négy kiilonboz6 4-gyel osztva azo-
nos maradékot adé pozitiv paratlan szam, melyekre a kéttagi Osszegek primosztéi kozt csak

legfeljebb 3 primszam szerepel, vele pedig a tétel allitdsat megkaptuk. l

A tétel allitdsa annyiban gyengébb a sejtésénél, hogy csak csupa paratlan szamrol szol és
ott is 6 szamot (melyekbdl harom-harom ad mod 4 1, illetve 3 maradékot) megenged. Az 5
szamra programmal talalt relativ prim szdmotos esetek legtobbjében mindegyik szam paratlan,
amelynek megvan azon el6nye, hogy a 2 kitevdje barmely két szam 6sszegében nagyobb, mint
kiilon-kiilon a szamokban. Ugyanakkor ez az eset jobban kezelhet6 volt a tétel bizonyitasdhoz,
nagyobb a szabdlyossdg és kevesebb az aleset mod 4 kongruens pératlan szdmokat vizsgdlva,
amelyekre viszont csak eggyel nagyobb a primtényezls felbontdsban a 2 kitev§je a kéttagi
Osszegekben, mint tagonként. Emellett az is kideriil bel6le, hogy szamotosoknél 5 paratlan
szamra, amelyekre a kéttagi Osszegek koziil legalabb egyet legfeljebb (igy pontosan) hirom

primszam oszt, 3 — 2 ardnyban oszlik el az 5 szdm a mod 4 redukalt maradékosztalyok kozt.
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Programmal végignézve az n = 7 esetben 508 olyan szdmhetes van, ahol a 7 pozitiv egész
szam egyike sem nagyobb 600-nél, 6sszesen legfeljebb €s egyben pontosan 5 primszdm osztja
a kéttagu Osszegek valamelyikét, és a hét szam legnagyobb kozos osztéja 1. Egy példa erre
az 1,2,3,4,6,12, 24 szdmhetes, amelyre a kéttagi 0sszegek primosztéi kozt a 2, 3, 5, 7 és 13
primszamok fordulnak el6. Egy, az n = 6-os esetet is vizsgdlé masik Python nyelvi programom
eredménye, hogy nincs olyan szdmhetes 900-ndl nem nagyobb szamokbdl, ahol legfeljebb 4
primszam osztja a kéttagu osszegek valamelyikét.

Végiil az n = 7 esetben szamheteseket talalé program befejezd részében végignézve az
n = 8 esetben 16 olyan szamnyolcast talaltam, ahol a 8 pozitiv egész szam egyike sem nagyobb
600-nal, Osszesen legfeljebb és egyben pontosan 5 prim osztja a kéttagu Osszegek valamelyikét,

€s a nyolc szam legnagyobb koz0s osztdja 1. Ezekrdl szol a kovetkezd téblazat:

szamnyolcas primosztok
1,2,3,5,7,13,23,47 2,3,5,7,13
1,2,3,5,7,23,25,47 2,3,5,7,13
1,2,4,6,8, 12, 24, 48 2,3,5,7,13
1,2,4,6, 14, 26, 34, 94 2,3,5,7,19
1,2,5,9,13,19, 23, 31 2,3,5,7,11
1,3,5,6,9, 15,27, 39 2,3,5,7,11
1,3,5,7,8,17, 19, 47 2,3,5,11, 13
1,3,6,9, 15,21, 27,39 2,3,5,7,11
1,3,6,15,21, 27,29, 69 2,3,5,7,11
1,3,6,15,21, 27, 39, 69 2,3,5,7,11
2,3,6,12, 18, 30,42, 78 2,3,5,7,11
3,7,21,42,63, 105, 147, 189 2,3,5,7,11
3,7,21,42,105, 147, 189, 483 2,3,5,7,11
6, 10, 15, 30, 60, 90, 210, 390 2,3,5,7,11
6, 14, 21, 42, 84, 126, 210, 294 2,3,5,7,11
7,14, 18, 42, 70, 182, 238, 378 2,3,5,7,11
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2.3. Felso becslés és megvalaszolatlan kérdések

Erd6s és Turdn cikkiikben [3] ugy vélték, hogy k pozitiv egész szdmokra nézve a legna-
gyobb n(k) pozitiv egész szamot, amelyre 1étezik n(k) pozitiv egész szam, ahol a kéttagi
osszegeknek legfeljebb k kiilonboz8 primosztéja van, n(k) = O(k'™) barmely ¢ > 0 valds
szamra. Ezt azonban nem sikeriilt bizonyitaniuk.

2 2

Erd6s egy késdbbi, Stewart és Tijdeman cikkében [12] idézett 1976-os irdsaban (Problems

in number theory and combinatorics) ennek megfelelSen f(n) > n'~°-t sejtett, s6t -es
ogn
nagysagrendd alsé becslést sem tartott kizartnak. Ugyanakkor megjegyezte, hogy a primszamtételbdl
(2 + 5)1 n semmilyen € > 0-ra nem lehet alsé becslés f(n)-re az {1,2,...,n} szdmhalmaz
ogn

alapjan, ahol n > 2-re kéttagu Osszeget a 2n — 1-nél nem nagyobb primszamok osztanak, de

(2+o(1)

nem lehetetlen als6 becslés.

Ugyanide tartozik Erd6s alabbi 250 dollaros megoldatlan kérdése:

Kérdés: (Erdés [18]) Igaz-e, hogy n — oo esetén lf(n) — 00?
ogn
f(n)-re nem ismert a primszamtételbsl {1, 2, ..., n} szdm n-esre kovetkezs @—es nagysagren-

diinél jobb felsd becslés.

Kérdés: (F.) Mely n pozitiv egész szamokra van csupan véges sok olyan szdm n-es pozitiv
egész szamokbdl, ahol minimalis szdmd, azaz f(n) prim oszt a kéttaga 6sszegek koziil legalabb

egyet, €s az n szam legnagyobb koz0s osztdja 17

Tudjuk, hogy 3-ra végtelen sok ilyen szimhédrmas van, példdul mar olyan szamharmasokkal
is, ahol a kéttagi Osszegek 3%, 3F7! és a 2 - 3 és 4 - 3% kozé esd esd 2-hatvany (k nemnegativ

egész szam), mig 4-re Wu tételébdl csak 2.

f monoton nd és lim,,_,, f(n) = oo, igy f(n + 1) > f(n) végtelen sok n pozitiv egész

fn)

szamra teljesiil. Ugyanakkor a felsd becslésbdl lim,, ( > = 00 miatt

f(n) = f(n+1)
végtelen sokszor fenndll, hiszen ha egy K korléttél n > K-ra

fn)+1< fn+1)
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teljesiilne, 2K < n-re

n
— <2
f(n)
. e 1e n .
teljestilne. So6t lim,, (—) = 0o miatt az
n

f(n) = f(n+1)-et
kielégits n pozitiv egész szamok ardnya adott K € Z7 korlatokra 1-t61 K-ig K -val a végtelenbe
tartva 1-hez tart.

A témaba vago kovetkezd kérdés azonban nehéznek tiinik.

Kérdés: (F) f(n+ 1) < f(n) + 1 teljesiil-e minden n > 1 pozitiv egész szamra?

3. a + b alaka szamok primosztéi két halmaznal

Térjiink 4t arra az esetre, amikor egy helyett két halmazunk van pozitiv egész (esetleg nem-
negativ egész) szamokbdl, A és B, és azt vizsgaljuk |A| és |B| fiiggvényében, hogy legaldbb
hany prim oszt a + b alakud Osszeget, ahol a € A és b € B. Rendszerint A elemei sorrendben
a; < ag < ... és Belemeib; < by < ... Ezzel mér Erd6s és Turdn is foglalkoztak cikkiikben
[3]. Megmutattak, hogy miért nem érdekes azon eset, amikor A és B is végtelen sok elemet

tartalmaz. Az alabbi allitassal ekvivalenset lattak be:

6. Tétel (ErdGs-Turan). Ha a; < as < -++ < a1 pozitiv egész szdmok és a’,j 41 < bmellett b
is pozitiv egész szdm, akkor k-ndl tobb primszdm van, amely az a; + b, ay + b, ..., ag41 + 0

szdmok koziil legaldbb egynek osztdja.

A tétel bizonyitasa:

Indirekten bizonyitunk. Ha legfeljebb k primszam osztana az a; + b alakdak koziil legalabb
egyet, akkor mivel az 6sszes a; +b > b > af +1> mindegyik a; + b alakd szdmot osztand aj;-
nél nagyobb primhatvany. A k + 1 Osszegre lenne kett8, ahol ez ugyanazon primnek lenne a
hatvanya, legyen ezen primnek legkisebb a;1-nél nagyobb hatvanya ¢q. q ezen a; + b-k koziil
mindkett6t osztand. Ugyanakkor eme a;+b-k kiilonbozdek és kiilonbségiik legfeljebb ay 1 —ayq,
aj+1-nél nem nagyobb pozitiv egész szam, ami ellentmondds, mert ezt is osztania kellene a nala

nagyobb g-nak. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A tétel kovetkezménye, hogy primszamok egy véges részhalmazat lerdgzitve nem lehet

végtelen nagy A és B halmazokat megadni Ggy, hogy az a+0b alaki szamok egyikét sem osztja a
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véges részhalmazon kiviili prim. Ugyanis ekkor ha s elemd a kijel6lt primszamok részhalmaza,

az A halmaz s+ 1 kiilonboz6 elemére k = s-sel ay, ay, . . ., ap41 szerepében, és B egy a;,-nél
nagyobb b elemére a tételt alkalmazva mar ay + b, as + 0, . . ., a1 + b primosztdi kozt is s-nél

tobb szam fordulna el6.

Ugyanakkor ez Polya tételébdl is kovetkezik ahhoz hasonléan, hogy nincs végtelen nagy
halmaz pozitiv egész szamokbodl, amelybdl képezve az Osszes kéttagi Osszeget a primosztoik
halmaza véges. Itt is csak az A halmaz két elemére, a; < as-re és b € B-re kell az (ay + b) —
(a1 + b) kiilonbséget figyelni, végtelen sokszor kapjuk meg ugyanazt, igy az a; + b (i = 1,2)

alaku szdmok primoszt6i kozt végtelen sok szam el6fordul.

Igy még az is kovetkezik, hogyha A és B koziil az egyik végtelen sok, a masik legaldbb 2
pozitiv egész szamot tartalmaz, mar akkor is végtelen sok primszam el6fordul az a + b (a €
A, b € B) alaki szamok oszt6i kozott. Az elemien bizonyitott elobbi Erdds-Turan eredménybdl
ez nem kovetkezik. Az viszont igen, hogy ha A és B koziil az egyik halmaz legalabb k+1 elemd
egy k mésik elemnél is nagyobb c elemmel, a masik legalabb c* + 1 elemd (ti. ebbdl van benne
c*-nal nagyobb elem) akkor van legalabb k -+ 1 eltérs primosztéja az a+b (a € A, b € B) alakd
Osszegeknek.

Ebben a részben innentdl |A| és | B| véges.

3.1. Alsé becslés a primosztok minimalis szamara

Legyen S egy s darab primszdmbdl 4116 halmaz, a, b, c nemnulla egész szdmok. Ekkor az
ar + by = cz

alaku egyenletet, ahol azon z, y, 2z egész megoldasokat keressiik, amelyek csak S-beli primekkel
oszthatdak, (Q feletti) S-egységegyenletnek hivjuk [1].

S-egységegyenletek mds algebrai szdmtestek felett is értelmezettek, természetesen prim
alatt akkor mir nem a szokdsos primszamokat értve. Ilyenkor primek egy véges halmazat,
amelyben az Osszes végtelen tipusii prim benne van, jeloljiik S-sel, az S-egységek pedig azok,
amelyekre barmely S-en kiviili primhez tartoz6 értékelésnél 1-et kapunk eredményiil. Ennek
specidlis esete a (Q feletti definicid, ahol a véges tipusu primek megfeleltethetSk a pozitiv egész
szamok kozti primszdmoknak, az egyediili végtelen tipusi primhez tartoz6 értékelés pedig a

szokasos abszolutérték [4].
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Evertse bizonyitotta S-egységegyenletekre az alabbi allitast:

7. Tétel (Evertse [4]). Legyen K d-edfokii algebrai szdmtest és S olyan primek véges, s-elemii
halmaza K-n, melyekben az dsszes végtelen tipusii prim benne van, a és b pedig K nemnulla
elemei. Ekkor az ax + by = 1 egyenletnek legfeljebb 3 - 7925 megolddsa van, ahol x és y
S-egységek.

Ezt itt nem bizonyitjuk, a bizonyitds megtaldlhat6 [4]-ben.

Evertse tételének fontos kovetkezménye a raciondlis szdmokra alkalmazva [7], [10]:

Lemma. Legyen S primszdmok egy véges, s-elemii halmaza, o, 3 és v pedig 0-tol kiilonbozd
egész szdmok. Ekkor az ax + By = vz egyenletnek legfeljebb 6 - 7573 megolddsa van, ahol ,

y és z relativ primek, és 0sszes primosztojuk S-beli.

Itt az Evertse tételében az + by = 1 egy megolddsabdl ax + Sy = vz két lemma szerinti
megoldasat kapjuk, amelyekben egymas ellentettei a megoldasok. A kitevOben azért all 3-as
az Evertse-tételbeli d = 1 helyett, mert a lemma szerinti S-hez hozza kell tenni az egyetlen

végtelen tipusud primet az ottani parhoz (S-hez).

Gydry, Stewart és Tijdeman a [10] cikkiikben még 3 - 7**3-mal kimondott lemmabdl bi-
zonyitott az Erdds-Turdn-tételbdl kovetkez6hoz hasonldan “logos™ alsé becslést a két halmazos

esetben az a + b alakd szdmokat o0szt6 kiilonb6z6 primek szamardl:

8. Tétel (Gyéry-Stewart-Tijdeman [10]). Van olyan C hatékonyan kiszdmolhato pozitiv kons-
tans, amelyre teljesiil, hogyha A és B pozitiv egész szdmokbdl dllé halmazok, melyekre |A| >
|B| > 2, akkor tobb mint C log |A| primszdm van, amely oszt a + b alakii szamot (a € A, b €
B).

A tétel bizonyitasa (Evertse tételét hasznalva):

Legyen B kételeme by < by. Alljon S az A+B = {a+b: a € A, b € B} Minkowski-0sszeg
elemeinek primszdm oszt6ibol. Ekkor A barmely a; elemére a lemmdban o = 1, f = —1,
v = by — by szereposztassal  —y = (by — by )z-nek z = a;+by, y = a;+b; és z = 1 megoldasa,
relativ primek, melyeket S-en kiviili primszam nem oszt. igy legfeljebb 6 - 72°1+3 megoldds

lehet, mikozben a;-hoz tartozik egy-egy paronként eltérd. Tehat

S| primszdm oszt6 esetén a
nem kisebb A halmaz legfeljebb 6 - 72573 elemi lehet. S&t, ezen a;-khez tartozé megolddsok
ellentettei is azok, de 8ket a;-nél nem szdmoltuk, mert pl. negativak az z-ek, igy A nem lehet

3 - 7215143 nél nagyobb méretii. Mindenesetre ebbdl kovetkezik az 4llitas, pl. 7651 = (76)!5]-nél
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log | A
log(7°)

kisebb | A| pontosan |S| primszdm oszt6ndl. Ebbdl -ndl tobb primszam létezik, amely

oszt a + b alakud szamot. W

A tételbdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan pozitiv valés C' szam is, amelyre egy pozitiv egész
szamokbol dll6 A halmaznal a kéttagd dsszegek szorzatainak tobb mint C'log | A| primosztéja
van. (Ez az ErdGs-Turan-tételbdl is kideriilt.) Ugyanakkor ehhez nem lehet A = B-t fel-
tenni, mert a kéttagu Osszegekbe a szamok kétszereseit nem értjiik bele (ebben a szakiroda-
lom nem egységes, az Erd6s-Turdn-tétel elsd megjelenésénél Griinwald és Lazar kérdésénél
a; + a; (1 # j) alaku kéttagi Osszegek vannak, a cikkben kimondott tétel allitdsa erre kiilon
nem tér ki, bizonyitdsa nem igényli a szdmok kétszereseit, és példaul pont a kovetkez6 elemi-
en bizonyitott tételt tartalmazé Stewart-Tijdeman cikkben [12] mdshogy van). Viszont az egy
A halmaz elemeit kettéosztva két lehets legkevésbé eltéré méretii Gj kisebb diszjunkt A és B
halmazba mar az 6sszes a + b alakd 0sszeg az eredeti A-nak kéttagu 6sszege. Ez is bizonyitja,
hogy ez a tétel ilyen téren erdsebb, mint az egy halmazos esetben a hasonl6 logos alsé becslés

az Erd6s-Turan-tételbdl.

Az eldbbi tétel bizonyitdsa ugyanakkor Evertse tételén mult, amelynek bizonyitdsa hossza-
dalmas és nem elemi. Stewart és Tijdeman ezzel szemben az Erd6s-Turdn-tételénél bonyolul-
tabb, de elemi bizonyitdst adott ennél kevesebb, log | B|/ log log | B|-s nagysagrendl primoszt6

létezésére:

27 7z

9. Tétel (Stewart, Tijdeman, az el6z6 tétel gyengitése [12]). Van olyan Cy hatékonyan kiszdmolhato

pozitiv konstans, amelyre teljesiil, hogyha A és B pozitiv egész szdmokbdl dllo halmazok, me-
Cslogk

lyekre |A| = |B| = k > 3, akkor tébb mint Z2 088

primszdm van, amely oszt a + b alaki
log log k
szdmot (a € A,b € B).

A tétel az elemi bizonyitds miatt figyelemreméltd, habér élesebb becslés is 1étezik. Természetesen
az egyik halmazhoz tovabbi elemeket hozzavéve a primosztok szama nem csokken, igy ezt
Cylog(min(A, B))/loglog(min(A, B))-s als6 becslésnek is lehet tekinteni min(A, B) > 2

feltevéssel élve. Ehhez képest az el6z5 becslés tagabb érvényességgel (min(A, B) = 2-re is)
C log(max(A, B))-vel becsiilt alulrdl.

A tétel bizonyitasa:

El8szor egymadsra épiil lemmdékkal kezdiink:
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Lemma (Stewart-Tijdeman éltaldnosabban [12]). Legyenek x és n 1-nél nagyobb egész szdamok,

t és g pedig 1-nél nagyobb valos szdmok, amelyekre g < t < x és dy, ds, ..., d,, olyan
kiilonbozd egész szamok, amelyekre t < d; < x teljesiil v = 1,...,m esetén. Legyen a d;-k

koziil legaldbb egyet oszto primszdmok szdma s. Tegyiik fel, hogy

m > n((3elogx)/log(t/g))".

Ekkor kivdlaszthaté a d;-k koziil n darab, dy,, d,,, . . ., d;,, amelyekre Inko(dy, , dy,, ..., d; ) > g.

n’ n

Stewart €s Tijdeman cikkében ¢ és g is egész (nemcsak valds) az allitasban, de ez a kovetkezd

lemmandal nem lenne elég, és nem sziikséges a lemma igazsdgéhoz.

A lemma bizonyitasa:
A d;-k koziil legalabb egyet oszté primszamok legyenek pq, po, ..., ps. ¢ = 1,..., s esetén

7‘1;2

d; primtényez3s felbontdsa legyen d; = p,"' py? . .. ps'*. Mindegyik d;-hez hozzarendeljiik a

V; def (ri, log p1, 7, logpa, . .., 15, log ps) € R pontot.

A lemma bizonyitdsa azon mulik, hogy a v; pontok szdma, m elég nagy ahhoz, hogy legyen
n darab, amelyeknek mindegyik koordinétdja kozel van egymashoz, mind az s primre kozeli a

legnagyobb 6ket 0szt6é hatvanyanak kitevdje, és igy legnagyobb kozos osztdjuk is kelléen nagy.

Mind az m darab v;-re teljesiil, hogy nemnegativ az dsszes koordindtdjuk, és koordinataik
Osszegére, log d;-re,

logd; <logx.

Jelolje D azon poliédert, amelyre ezek teljesiilnek,

D:{<h1,h2,...,hs)IOShl,hg,...,hs;hl+h2+"'+h5SlOgSL’}.

Legyen
w = [slogx/log(t/g)] + 1,

a legkisebb slog x/log(t/g)-nél nagyobb egész szam. slogx/log(t/g) = log(x*)/log(t/g)
nagyobb 1-nél, hiszen
¥ >rx>t>1t/g



és t/g > 1 miatt a nevezd is pozitiv. Ebbdl

slogx/log(t/g) < w < 2slogx/log(t/g).

log x
Ezutan doboznak nevezett

€lhosszu hiperkockdkra bontjuk R* kis részét, tekintiink

kyl kol ksl
olyanokat, amelyeknek egyik csicsa ( ! ng, 2 ng, ey ogm>’ ahol
w w w
0< ki, koy....ks€Zébsky+ko+- -+ ks <w,

6k maguk pedig a

[kl log (kl—l—l)logx] y [kglogx (l{:g—l—l)logx] . x [kzslogx (ks + 1) logx

wo o w wo o w w | w

térrészt foglaljdk el. Szamuk legyen M.
Ezen dobozokra az emlitett csticsra minimalis a koordinatdk 6sszege, igy lefedik D-t és vele
az 0sszes v; pontot. Ugyanis
by +ke+---+ ks <w

ekvivalens a

kylogx n ko log x R kslogx

<logzx
w w

egyenl6tlenséggel, igy azon pontok, amelyek koordindtdi nemnegativak log z-nél nem nagyobb

Osszeggel, lefedésre keriilnek.

A dobozainkra a koordinatdk 9sszege barmely pontra legfeljebb s log 2/ log w-gyel nagyobb

mint egy csicsdban. Ebbdl az M kozos belsd ponttal nem rendelkezd dobozunk mindegyik

(s +w)logx

pontjara a koordinatak osszege legfeljebb , emellett természetesen nemnegativ az

osszes koordindta. Igy az M darab (logz/w)* térfogati kozos belsS ponttal nem rendelkezd

<(s + w) loga;>s
doboz egy wl térfogatu poliéderben van, ebbdl
s!
<(s + w) logz)s
s w
Mloga/uw)* <+t
igy .
M < (s +w)
- sl

SN® ot e ] : > Lys
sl > <—) teljestil minden s pozitiv egész szdmra, ez indukcioval az e > (1 + —)
e
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egyenlGtlenségbdl konnyen kovetkezik. fgy

M < (s +w) < (8+“i) :65<1+9>§
s! (f) s
e
1
1< 287 &sw< 2slogx/log(t/g)
log ( —
g

miatt S S
s 21 3el
(14 ) <es(1+if> - (_§> |
S
log (—) log <—>
g g

Ezzel megkaptuk, hogy
M < ( 3e logt x ) .
log (—)
[

m > n((3elogz)/log(t/g))*

Most hasznaljuk a

feltételt, ebbdl

és létezik az M dobozba osztott m pontra olyan doboz, amely legalabb n (s6t legalabb n + 1)

pontot tartalmaz.

Legyen vy, vy, ..., v;, egy dobozba es6 n pont a v;-k koziil. Barmely két pontra koziiliik az
s koordindta barmelyikében legfeljebb (log x) /w a kiilonbség, igy a legnagyobb kozos osztdjukat
osztd legnagyobb p;-hatvany logaritmusa (i = 1,..., s esetén) legfeljebb log x /w-vel kisebb,
mint barmelyik d;-re az 6t 0sztd legnagyobb p;-hatvanyé, a legnagyobb kozos osztéjuk logarit-

musa legfeljebb s log x /w-vel kisebb, mint barmelyik d;-é. Ebbdl

1
log(Inko(dy,, i, ..., dy,)) > logdy, — 227

és vele

lnko(dll, dlg7 Ce 7dln) Z dlll’_s/w Z tl‘_s/w.
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Ugyanakkor
w > slogx/log(t/g) miatt log(t/g) > (slogx)/w

és igy
t/g > x*/* miatt tz—/* > g.
Ezzel
Inko(dy,, dy,, ..., dy,) > dz=/" > tz™%/" > g,
amibdl

lnko(dll, d12, R ,dl") > tl’_s/w > g.

A lemmat bebizonyitottuk. H

Az el6z8 lemmabol kovetkezik az aldbbi, az a;-k €s b;-k kozt a nullat is megengedve:

Lemma (Stewart-Tijdeman altaldnosabban [12]). Legyenek ¢ > 6, k,s > 2 egész szdmok,
amelyekre teljesiil, hogy k > 2(10cs)?. Tegyiik fel, hogy emellett az a; < ay < -+ < ay, és

by < by < --- < by nemnegativ egész szamokra teljesiil, hogy

w( [ (@+0)) =5,

1<i j<k

végiil N = ay, + by, jelolés mellett by, > N~/ Ekkor aj, > N'~%/°* teljesiil, és vannak olyan

I és g pozitiv egész szdmok, amelyekre I < k, g > N'7%/¢ és barmely j € {1,2,... k}-ra

ar + bj oszthato g-vel.

A lemma bizonyitasa:
El6szor alkalmazzuk az el6z6 lemmat az ay + by, as + bg, . . ., ax + b, szamokra, amelyek
N'=Ves g5 N kozé esnek, igy m = k, t = N7V, x = N, emellett legyen g = N'~2/° (itt ¢

és g valds szamok, mig x egész). A primosztok s prim koziil keriilnek ki. Ekkor

m 2 n((3elogx)/log(t/g))* (D)

érdekében
k > 2(10cs)*

2(10cs)*

((3elogx)/log(t/g))* = ((3elog N)/(log(N'/*)))* = (3ecs)” < (10cs)*~1 < 2(10cs) + 1
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miatt pl. n = 2(10cs)® + 1 is lehetséges, van olyan
n > 2(10cs)®

egész szam, amelyre teljesiil az elobbi (1) egyenl6tlenség. Ez maga utdn vonja, hogy kivalaszthaté

n > 2(10cs)® szdm az a; + by-k koziil,
ai1+bk<a12+bk < v <ain+bk,

melyre

g1 & Inko(a;, + by, a;y + bg, ..., a;, +bx) > g= N1-2/es

(ezen g az el6z6 lemma jeldlései szerinti szerepet tolt be).

Ekkor
91| ai, — a;, és NP7 < g < ago.
Ezzel
ag 2 Ay > N1_2/057

igy az 4llitas elsd részét beldttuk.

Ezutan ismét alkalmazzuk az el6z6 lemmat, mégpedig minden 1 < j < k egész szamra
kiilon-kiilén az a;, + bj, a;, + bj, ..., a;, + b; szdmokra. Ezek N'~2/¢ és N kozé esnek,
igym=n-1t=N 1-2/es &g ¢ = N feltehetS. Primosztéik szintén az a; + b;-k koziil

legalabb egyet 0szté s prim koziil keriilnek ki. Az el6z8 lemmabeli n szerepét a 2 veszi at és

g = N'=3/¢s_ Ekkor az (1) feltétel teljesiil, mert

n—12>2((3elog N)/(log N'/**))* = 2(3ecs)*,

hiszen
n > 2(10¢s)*-bél n > 2(9¢s)® + 1 > 2(3ecs)® + 1.
Ebbdl barmely j € {1,2,...,k} esetén az a;, + bj, a;, +bj, ..., a;, + b; szdmok koziil létezik

2, amelyek legnagyobb kozos osztdja legaldbb N'~3/°5. Legyen egy ilyen par a; ;, Thjésa
nagyobb a;;, + b;, legnagyobb kozos osztSjuk g(j).

Ekkor
g1 | (aijg + bk) - (aijl + bk)
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92(9) | (ai;, +bj) — (ai;, + b))

mindkét esetben két tobbszorosének kiilonbségeként, igy barmely 1 < j < k egész szamra g,
és g2(j) is osztja a;;, — a;; -et, amely kisebb a, — 0 = a;-ndl és vele N-nél is. Tgy g1 és g2(j)

legkisebb kozos tobbszorose, 1kkt(gq, g2(7)), nem nagyobb N-nél. Ekkor

9192(j> - N172/csN173/cs

— > — N1_5/CS.
Ikkt(g1, g2(7)) N

Inko(g1, 92(7))

Igy
93(7) € Inko(g1, ga(j)) > N5/,

Legyen
g1 = Inko(g3(1).g3(2), .. .. ga(k)).

Ekkor g4 is kdzvetve néhédny a, + b; alaki szdm legnagyobb ko6z0s 0szt6jdbol van szdrmaztatva
legnagyobb kozos osztd képzésekkel, igy csak s primszam koziil keriilnek ki az osztéi. Mivel
g1 € [N'72/¢s_ N]is ilyen, és mindegyik g3(j)-nek tobbszorose, az s primszam koziil barmelyik
p-re és barmelyik 1 < j < k-ra p legnagyobb hatvanya, amely a g;-et osztja, legfeljebb N°/¢5-
szerese azon legnagyobb p-hatvanynak, amely az N'~5/¢*-nél nem kisebb g3(j)-t osztja. Ebbél
mind az s darab ilyen p primszdmra ¢;-hez képest az Inko(g3(1).g3(2), . . ., g3(k))-re az 6t osztd

legnagyobb p-hatvény legaldbb N—5/-szerese. Igy
g4 > gl(N—B/cs)s > N1—2/c5—5/c > Nl_G/C.

Egyenl8ség persze nem lehet mindeniitt, pl. nem lehet az s-bdl 2 darab p primszamra is g;-hez
képest az Inko(g3(1).93(2), .. ., g3(k))-re az 6t 0sztd legnagyobb p-hatvany ugyanannyiszorosa,

de nem egyszerese. (Ez a rész hasonlit az el6z6 lemma bizonyitasdnak végére.)

Ezzel van egy g, > N'75/¢ szam, amely g3(1), g3(2), .. ., g3(k) legnagyobb kozos osztéja,
0 legyen (az 4j) g. [ pedig i, lesz, ekkor persze
g>N'Y%ésg|ar+b,
is fenndll minden 1 < j < £ egész szdmra. Utébbihoz
g193(1) | g1 | ar+b-bol g | ar + by,
emellett

g1 93() | ai;, +b;

31



gl glai + bk

Kiilonbségiikbdl
gl br—0b;
és vele

glar+b;

minden 1 < j < k egész szamra az
ar + bk = (CL[ + bj) + (bk — bj)

felirasbol. Ezzel megvan az allitds méasodik része is. A lemma allit4sait bebizonyitottuk. H
Végiil j6jj0n a tétel bizonyitdsa az el6z6 lemma segitségével:

Belatjuk, hogyha A és B is k nemnegativ egész szamot tartalmaz, ahol
k> 105%5%,

akkor az a; + b; alakd Osszegek (a; € A, b; € B) koziil legaldbb egyet tobb mint s primszdm
oszt. A elemei

ar < ag < --- < ag,

mig B-é
by < by <--- < by.

Tegyiik fel, hogy valamely s pozitiv egész szdmra és k > 1055 egész szdmra van olyan k-k
nemnegativ egész szdmot tartalmazé A és B, melyre pontosan s primszdm oszt a; + b; alaku
szamot (1 < 4,5 < k), 10 s%° nemnegativ egész szdmokon szigord monotonitdsa miatt ha az
el6bbi allitds nem teljesiilne, lenne ilyen ellenpélda.

Ekkor olyan ellenpélda is lenne, ahol az a; + b; alaku 6sszegek legnagyobb kozos osztdja 1.
Ugyanis az eredeti ellenpéldaban ha

o>1

lenne a legnagyobb k6z6s 0sztd, A és B elemei is egy-egy halmazon beliil egyenld maradékot
adndnak o-val osztva, igy A elemeibdl az eredeti a,-et kivonva, B elemeihez (a;-et) hozzdadva

az Osszes a; + b; alaku Osszeg az eredeti, igy o-val oszthaté lenne, rdaddsul A és B Osszes
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eleme is. Leosztva o-val mindkét médositassal kapott halmaz elemeit, az a; +- b; alakd 6sszegek
primosztdinak szdma nem ndne, az a, + b;-k legnagyobb kozos osztdja 1 lenne, igy esetlegesen
kisebb s-sel (az o-val osztédssal eltlinhetnek primszamok az a; + b;-k (1 < 4,7 < k) 0szt6ibol)
ugyanugy ellenpéldat kapnank az a; + b;-k 1 legnagyobb koz0s osztdjaval.

Itt hasznaltuk, hogy nemnegativ egészek vannak a halmazokban, pl. A = B = {1,3}
esetén ilyen modositdsndl az uj halmazokra az Osszes a; + b;-t (1 < 4,7 < 2) a legnagyobb
kozos osztdjukkal leosztva

a1+b1:1

lenne, igy nem lehet minden szdm pozitiv egész a mddositas utan. Ezért tettiik fel az el6z6
lemméban, hogy a k-k szdm nemnegativ egész, és nem azt, hogy pozitiv egész, az eredeti

Stewart-Tijdeman cikkel ellentétben.

Ellentmondast abbdl fogunk kapni, hogy a médsodik lemmdbol mégis mindenképp lenne 1-
nél nagyobb kozos osztdja az a; + b; alaki (1 < 7, j < k) szdmoknak. Legyen
ar + by = N és by, > ay.
s = 1 esetén
10% > k-ra
pl.
b, < as+ b, < as+ b, < 2b,

miatt lenne két 1-nél nagyobb szadm, as + by €s as + by, az Osszegek kozt, amelyek hanyadosa
1-nél nagyobb és 2-nél kisebb, igy nem lehetnek ugyanazon prim hatvédnyai, ebbdl lenne két
primoszto €s ellentmondas. Innentdl s > 1.

Hasznaljuk az el6z6 lemmat ¢ = 20 mellett.

br > a; miatt

be > N/2,
tovabba
k > 1065825 > 865223 — 2203’
és vele
N = Qg +bk Z 2205.
Ebbdl

bk: > N/2 > Nl—l/QUs
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és tényleg alkalmazhat6 a lemma. Eszerint van olyan
I <k

pozitiv egész szam €s

91> N1-6/20 _ pr7/10

pozitiv egész szam, hogy mindegyik ar + b; (1 < 5 < k) oszthat6 g4-gyel. Emellett

ap > N172/20s — \1-1/10s

Még egyszer hasznaljuk a médsodik lemmat, most ¢ = 10 mellett az a;-k és b;-k szerepét
felcserélve.

ag > ]\/'1—1/1087

igy vannak olyan pozitiv egész
J < késgs > N'6/10 = N2/5
szamok, amelyre mindegyik a; + b; (1 < ¢ < k) oszthat6 gs-tel.

A lemma hasznélata utdn jon egy bizonyitdsahoz hasonlé rész, becsiiljiik

96 S Inko(g4, g5)-t.

ga | ar +byés g5 | ar + by miatt
1kkt(g4, g5) < ar + by < ag + by = N,

ugyanis a; + b, pozitiv egész szam, nem lehet 0. Ebbdl

9495 > N7/ N2/ N1/10

9= Kktlgn,gs) = N

Igy g6 1-nél nagyobb.
Ugyanakkor barmely 1 < ¢, 5 < k esetén
96 | g5 | @i+ by,

g6 | 94 | as +b;
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e | a[+bJ7

igy g¢ osztja

(a; +by) + (ar +b;) — (ar + by) = a; + bj-t.
Igy megkaptuk egy 1-nél nagyobb kozos osztéjt az a; +0b; alaki szamoknak, ami ellentmondas.
Ezzel belattuk, hogy barmely k és s pozitiv egész szdmokra k > 105> esetén k-k elemi
pozitiv egész szamokbdl dll6 A és B halmazokra az a; + b; (1 < 4,5 < k) alakd szdmoknak

s-nél tobb primszam osztdja van.

Ebbdl mar konnyebben kovetkezik, hogy tétel allitdsa szerinti olyan C 1étezik k > 3-ra,
amelyre k elemre tobb mint C5, log k/ log log k primszam van, amely a+ b alaki szamot (a € A,

b € B) oszt. Ugyanis

log log 1
1 log1 e
(log z/loglog ) Toglog1)?

igy e®-ben 0, e és e® kozt negativ, e®-nél nagyobb x-ekre pozitiv. Eszerint e°-nél nagyobb
szamokra adott s pozitiv egész szdm mellett s primoszténal az elképzelhetd legnagyobb 10%° 524
miatt kell a legkisebbnek lenni C'5-nek ahhoz, hogy igaz legyen az allitas.

s > 2-re eszerint elég, ha
5 > Oy log(10%5%%) / log log(10°5).

Itt

6slog 10 + 251 65 log(5s) + 2slog(5
log(10°5%%) / log log (106°52%) = — o 108 10+ 2508 5 slog(bs) + 2slog(5s)

= =38
log(6slog 10 + 2slog s) < log(5s) %

s,

12y
Cy log(10%5%%) / log log(10%s*) < 8Cys

miatt Cy < 1/8 esetén 10%-ndl nagyobb szdmokra meglennénk.

s = 1-re viszont k > 3-re nézve log =/ log log z viselkedésébdl
e<3<e <10

miatt
N =3és N =106

adja a legerdsebb becslést,
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1 > Cylog(10%)/loglog(10°%) és 1 > Cylog(3)/loglog(3)
koziil el6bbire
6 < log(10°%) < 18

log log(10°%) > 2

miatt

1>902

elég, utébbinal pedig
log3 ~ 11/10, loglog 3 ~ 1/10, 63
miatt

1> 120,

elégséges. gy példdul Cy = 1 /12 esetén teljesiil a tétel 4llitasa. A tétel dllitdsat bebizonyitottuk.
|

3.2. Felso becslés a primosztok minimalis szamara

A Gy6ry-Stewart-Tijdeman-féle log | A|-s alsé becslés az dsszegek primosztdira nincs olyan

messze a lehetséges minimdlis értéktdl az alabbi felsd becslés szerint:

10. Tétel (ErdGs-Stewart-Tijdeman [1], [9]). Van olyan C pozitiv valés szdm, amelyre bdrmely
n > 3 pozitiv egész szdmra vannak olyan A és B halmazok pozitiv egész szdmokbol, hogy
n = |Al > |B| = 2ésaza+b(a € Ab € B) alaki szdmokat osszesen legfeljebb
C(log |A|)? loglog | A| kiilonbézd primszdm osztja.

Mivel a primszamtétel alapjan n-ig kb. primszam van, ehhez elég, ha az a + b alakd

n
logn
szdmok szorzatdnak nincsenek tdl nagy, (log|A|)?(loglog|A|)? konstansszoroséndl nagyobb
primoszt6i, ekkor egyik a + b-nek sem lesznek és ezzel (log |A|)? log log |A| valamilyen meg-
felel konstansszorosanal tobb primszdm semmilyen | A|-ra sem osztja ket (minden 2-nél na-
gyobb véges elemszdmra létezik megfeleld A, és hozza kételeml B). Jelolje P(k) barmely
k > 1 pozitiv egész szdmra a legnagyobb primosztdjat [1]. A 10. tételt a kovetkezd tételen

keresztiil 1attak be ([1] alapjan haladunk).
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11. Tétel (ErdGs-Stewart-Tijdeman [1]). Legyen f olyan, az 1-nél nagyobb valds szdmok hal-
mazdrol R-be képezd fiiggvény, amelyre f(x)/logx monoton csokken, és © — oo esetén
f(z) — oo. Emellett legyen 0 < ¢ < 1. Tegyiik fel, hogy k nagyobb egy f-t6l és e-tdl fiiggden
elég nagy hatékonyan kiszdmolhaté valés szamndl és 2 < | < (logk)/f(k) az [ pozitiv egész
szamra. Ekkor létezik olyan A kiilonbozd pozitiv egész szamokbol dllo halmaz és B kiilonbozd

nemegativ egész szdmokbdl dllé halmaz, amelyekre |A| = k, |B| =1, és

PCTT o) < (022 (s (B1)))

acAbeB

A 11. tétel bizonyitasa:

A tétel bizonyitdsdhoz harom lemmadra van sziikségiink. Az elsé kombinatorikai jellegii:

Lemma (Erdds-Stewart-Tijdeman [1]). Legyen N pozitiv egész szam, H C {1,2,...,N}
nemiires halmaz, és 1 < | < |H| egész szdm. Ekkor léteznek olyan A és B halmazok nem-

negativ egész szdmokbol, amelyekre A+ B C H,0 € B, |B| =1, és

= (7)/05)

A lemma bizonyitasa:

H-bél [ elemet (I1)-féleképpen vilaszthatunk ki. Ha a kivalasztott elemek
hy < hy < -+ < hy,

akkor tekintsiink a {hy — hy,hg — hq,..., hy — hy} szdm [ — 1-est, amely {1,2,..., N — 1}
részhalmazaként (legfeljebb) (17:11)—féle lehet. Az ilyen kivdlasztdsokbdl barmely H-ra van
olyan, amelyre legaldbb (‘?')/(7__11)—szer ugyanaz {hy — hy,hs — hy,...,hy — hy}. Ekkor
mindre az § hy-e eltérs és barmely ilyen h;-re az ezen kivalasztasokra alland6 {0, hy — hy, hy —
hi,...,h, — hy} halmaz barmelyik elemét hozzdadva H elemét kapjuk. Ily médon B-nek egy
legalabb (1) /(7)) kivélasztashoz tartoz6 {0, hy —hy, hs—hy, . .., hy— hy } halmazt vilasztva
ezek hi-eit A-nak valasztva teljesiilnek a kikotések a két nemnegativ egész szamokat tartalmazé
halmazra, A+ B C H,0 € B, |B| =l és |A| > (") /(). A lemmit bebizonyitottuk. B

Jelolje ¥ (z,y) azon x-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmok darabszamat, amelyeknek

. . , L, 4. def ) 2
nincs y-ndl nagyobb primszdm osztéja. Legyen exp(z) = e* a szokdsos médon.

37



Lemma (Canfield-ErdSs-Pomerance [1]). Létezik olyan c hatékonyan kiszdmolhato valés kons-
tans, amelyre ha x pozitiv egész szam és u > 3 valos szdm,

log logu)>

U(z, V) > x-exp(—u(logu+10glogu— 1+¢
log u

A lemmat nem bizonyitjuk.

Az el6bbi két lemma miatt teljesiil a kovetkezd, amelybdl pedig a 11. tétel.

Lemma (ErdGs-Stewart-Tijdeman [1]). Legyenek ¢ > 1¢és 0 < § < 1 valds szamok. Legyen f
az 1-nél nagyobb valds szdmok halmazdrdl R-be képezd fiiggvény, amelyre f(x)/log x monoton
csokken, és © — oo esetén f(x) — oo. Legyenek N és | olyan pozitiv egész szdmok, amelyekre
N nagyobb egy c-t6l, 6-t6l és f-tdl fiiggd hatékonyan kiszdmolhaté valds szdamndl, emellett
2 <1< (logN)/f(N). Legyen

m = |Vexp ((1 — 5)10;;{5@(1 + b%)ﬂ

- 5]

Ekkor vannak olyan a, < as < --- < a,, < N pozitiv egész szamok és 0 = by < by < --- <

b; < N nemnegativ egész szdmok, amelyekre

A lemma bizonyitasa:
A bizonyitas soran hasznaljuk a standard o jel6lést, mely szerint az o(r)/r tort N — oo

esetén 0-hoz tart.

Mivel
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ebbdl

és igy
YN, t) = BN, [e(f(N))]) = [e(f(N))] = [(F(N))] > F(N)

kelléen nagy N-re. Elég nagy N-re
(f(N))' >0

minden [ > 2 egész szamra, pl. f(N) > 8-ra ez teljesiil. Ilyenkor
Y(N,t) > 1%

Haszndljuk a tétel utan elsének kimondott lemmat, H azon (N, t) darab N-nél nem nagyobb
pozitiv egész szdmot tartalmazza, amelyeknek nincs ¢-nél nagyobb primosztéja. A lemma
feltételei teljesiilnek, ¢)(V,¢) > [ miatt vannak olyan A és B halmazok nemnegativ egész

szamokbdl, amelyekre A+ B C H,0 € B, |B| =1, és

iz () () = (P70 (7)) - et

(VN 5) = 1) (W)
e~ e ().

ehhez a binomialis egyiitthatokbdl az egyiket csokkentettiik, a masikat noveltiik.

Itt

(v 1) =

teljesiil N — oo esetén. Ehhez elég a reciprokot nézni,

l !
(1_ ¢(N,t)> —1

ugyanis ,

l ! l

= (1 B ¢(N,t)) =1- (N, 1)’

Tehat

l2

o P

log N\ 2
teljestilése N — oo esetén elégséges. Itt a szdmlalé nem nagyobb, mint (%) , a nevezd
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legalabb
(N, [ef(N)']) = D(N, [f(N)?])

igy f(N) > 3-ra

logN>2 <logN>2
<

. s )
(VAN T RN 9)

0< L <logN>2

3
SO0 S e

Itt N'/3-ig kb. log N-nel ardnyos szami 2, 3 és 5-hatvany miatt nagy N-ekre ilyenek szorzata-
inak ¢ (N, 9)-hez hozzajarulasabol

Y(N,9) > co(log N)?

5)

¢(N,9)

fennall kis ¢y > 0 konstansra, igy még
l2
(N, 1)

is 0-hoz tart, ha N a végtelenhez. Rendérelvvel

— 0 és beldle

(v o) !

is teljesiilnek N — oo esetén, jogos az o(1) haszndlata.
Ha ezzel |A| > m is teljesiilne, kész lennénk a lemma bizonyitdsaval, ugyanis A m elemét
a; < az < --- < ap-nek és B elemeit by < by < --- < b-be vélasztva egyik a; + b; alakd

0sszegnek sem lehetne ¢-nél nagyobb primszam osztoja.

Eszerint elég beldtni, hogy | A| > m, amihez

(W, 1)
Al > (1+ 0(1))ZNT
miatt z
(¥(N,1))
(1+o(1) T > m
elég nagy N-ekre elegendd.
log N
Itt (N, t) > [° miatt az el6z6 lemmat hasznalhatjuk = helyett N-nel, az ottani u szerepét fg ;
0g

tolti be. Ekkor

logN log N log N

5 g ([(57)]) ome s () ot

Y
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mert N — oo esetén

t — 00,

hiszen

ilyenkor. Ezt 4tirva

logN log N
logt logc + llog <loglN) +o(1)
B log N B log N(log ¢+ o(1))
o (BR) (n10g (B (toge + 110g (BT o)
log N log N(logc+ o(1))

g (BN) e (10g (22Y))

Ugyanis

log N(logc+ o(1)) log N log ¢

(llog (10glN>> <logc+ [log (loglN) + 0(1)> l2(log <loglN)>2

(logc+o(1)) (l log <loglN)> — log c((logc + llog (loglN> + 0(1)))

l2<log (10glN>>2<logc+ llog <IO%N> + 0(1))

o(1)llog (log;N) — (logc)? — o(1)log ¢

l2<log (10glN>>2<logc+ [log (loglN) + 0(1))

1 > | (10gN<0(1)l10g <@> — (log¢c)? — o(1) log c) >
)

(l2<log (IO%N i log ¢ + llog (10%N> +o(1)

=log N

= log N

A jobb oldali tényezs 1/ log N-szerese 0-hoz tart N — oo esetén, igy a log N - o(1)-gyel

helyettesitése szabalyos volt.

Ugyanakkor
logN log N _log N(logc+o(1)

logt log <log;N> < <logN> 2
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irhat6

log N o(1) log N
log N log N
s () s (2
alakba is, ebbdl
log N log N
1 1 .
l
fay
log Ny log N g
Og<lgt> ( z ) ~loglog (=5~ +o(1)

és

log N
logt
Y(N,t) > Nexp(—u(logu—i—loglogu— 1+c¢c

Az el6z6 lemmabdl v =

> 3-mal

log log u) )
logu

log N log N(logc+ o(1)) log N
Nexp<<_11 log Ny log N\ ? <1Og< l >_1+0(1)> ’
0

g( l ) l2<1°g< l >>

log1
itt 2 gog Y helyére is frjuk az o(1)-et. EbbS]
ogu
(Y(N, 1))’
(1400 DN
l

log N log N(logc+ o log 1

(1+0(1)) (N exp ((- o N bg N ) / (IN"1)
Iog ( :

B N logN log N(logc+ o(1)) log N
= (1+0(1))7 exp ((— o Tog N + log V ( ( ) -1 —1—0(1))

() (e (%57))

N
=(1 —|—0(1))T exp (— log N +
1

log N log N(logc+o(1)) log N(logc+o(1))

e () 1(iog (X)) 11 (1))

(_ log N logN(logc+0(1))>(0(1)))

log N log N\ 2
o z ) 1o z )
log N log N(logc+o(1)) logN(logc+o(1)) (_ log N

log

o () e (%)) on (%)) \ ()

_ (1+0(1))%6Xp (
1
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| logN “C’jgjg}“”)) <0<1>>>

((10n (*5))

_ lex & IOiC 0 bg—N
_(1+0(1))l p(( log N >(1+ ] >+ (1 logN)>>.

10g< z > Og( z

Eszerint

((N, 1))t 1 log N log ¢ log N
(1 0(1))—_1 = (14o0(1))-ex <<—o ) 1 0(—0 ))
+ IN + l p 1Og(lgl]V) ( * l >+ 1Og(lgl]\f>

1
Az i—es szorzd

miatt elég nagy N-ekre [ < log N-nel jar, igy
logl < loglog N.

Ugyanakkor [ < log N-re
log N log N
> 5
log N ) log log N

log (<5

log N

)—be, ha N — oo,
)

ezzel — log [ beleszamolhat6 a kitevGbeli 0(

fay
(p(N, 1) log N logc log N
() )

Og( Og( l
= ex 0 _ loe NV loge :
_ p<(1+ (1))<10g<10glN>)(1+ l ))

o o log N log ¢ e log N
o(1)-et bevittiik a kitevbe és o(1) (TW) ( 1+ - ) lecserélhets o (Tg]\f) i,
log (=) 8 )

re.
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Adott ¢, 6 és f esetén elég nagy N-ekre
2< 1< (logN)/f(N)

mellett itt

log

B log N loic -
2{ p((l 5)—10g<10glN> (1+ l )ﬂ

Ezzel a kapott A halmazra |A| > m elég nagy N-ek és megfelel [ esetén. A lemma allitasat

bebizonyitottuk. W

A 11. tétel bizonyitdsdhoz az el6z6 lemmat alkalmazzuk. Legyen

log k
N = [exp ((1 + ¢) log k log ( O? ))} J = % és ¢ = 1. Elég nagy k-kra N elég nagy lesz,

emellett k-ndl nagyobb, igy
log N

— J(N)

log x

/()

fliggvény monoton novekedésébdl, az el6z6 lemma alkalmazhaté. A lemmaban

a

L Hlogljv)z] ) [(log [exp ((1+e) llogklog <1OT>>]>]

< ((1+€)logklog(@>>l] _ <(1—|—5)10gk:10g <T>>l’

l l

igy akapott A és B halmazokra (amelyek az a;-kbdl és a b;-kb6l dllnak) a legnagyobb primosztéra
vonatkoz6 4llitas teljesiil. Az f fiiggvényre vonatkozo kikotései a tételnek a lemmaban is meg-
vannak.

Mar csak az kell, hogy A-nak van k eleme, vagyis k < m.
m = _exp ((1—5) loigo]ng <1+IO§;C>>}
log ( z )
_ 'eXp <<1_§> log[exp ((1+5)10gk:10g (10?{))} 1)"

g <log [exp ((1 +¢€) llogklog (10§k>)} >
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Elég nagy k-kra
log k

- (1—g)log[exp((1+g)1ogklog<1°fkm
= )

log k
log | exp ( (1 + ¢) log k log
- oo (o))

1 - = log exp <(1 +¢)log k log (
log exp ((1 + ) log k log (lo§k>>
[

)

log
log k

(0

logklog(
(e
1+ 5) g (10%

e (CF)

Itt a kitevGben a szamlalot és a nevezGt rendre csokkentettiik és noveltiik. Ezzel A-nak megvan

a k eleme. A 11. tételt bebizonyitottuk. Il

1
A1l tételt pl. f(z) = 27

-re alkalmazva [ = 2 és tetszdleges 0 < ¢ < 1 mellett elég
nagy k-k esetén van olyan £ eleml A halmaz pozitiv egész szamokbdl, és 2 elemii B halmaz

nemnegativ egész szamokbdl, amelyekre

P(I1 o)< (n+a25 (s (557)))

acAbeB

1
ezzel (Z + 5) (log | A])?(log log | A|)?-nél kisebb a legnagyobb primosztéjaaz a +b (a € A,b €

B) alaki szamoknak. fgy mivel a primszamtétel szerint n — co esetén

n

m(n)/

%
logn

ahol 7(n) az n pozitiv egész szamnal nem nagyobb primszamok szdma, elég nagy (e-tol fiiggs)

1
k-kra <§+5> (log | A|?) log log | A|-nél kevesebb kiilonbozd primosztdja van a 11. tétel segitségével
kapott halmazokra az a + b (a € A,b € B) alaki szdmoknak. Ugyanakkor itt B-ben az egyik
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elem a 0, mig

A+ BC{1,2,...,2N} C {1,2,...,2k?8loek},

de B elemeihez 1-et hozzaadva, A elemeibdl 1-et kivonva és az esetlegesen A-ra keriilt 0-t
mas k-nal nem nagyobb pozitiv egész szamra cserélve A + B-be csak utobbi miatt Keriilhet-
nek j szdmok, de azok ketten 2k2!°¢l°ek_né] kisebbként (log k) log log k-val ardnyos szamu
Uj primosztot hozhatnak. Ebbdl elég nagy k-kra pozitiv egész szamokbol van k elemi A és
2 eleml B halmaz, amelyekre az a + b alakd Osszegek primosztéinak szdma pl. legfeljebb
(log|A])?loglog | A|]. A véges sok kisebb k > 3 pozitiv egész szdmra az ilyen esetben a mi-
nimélis szdma az a + b alakd 6sszegek primosztéinak mindre (log k)? log log k pozitiv konstans-
szorosa, az ezekbdl €s elobbi 1-bdl kapott maximadlis sziikséges pozitiv valds szorzoval teljesiil

a 10. tétel, kapunk hozza C-t.

Itt az [ = o(log k)-s esetre kaptunk becslést a 11. tételbSl. Erdds, Stewart és Tijdeman
log k-s nagysagrendd [-ekre is adtak becslést a legnagyobb primosztéra [1].

A fels6 becslés eltér az als6 becslést6l abbdl a szempontbdl, hogy a legnagyobb primosztd
fels6 becslése elegendd hozza. A legnagyobb primoszt6 alsé becslésénél viszont a kiilonbozé
primosztok szamdnak als6 becslése haszndlhat6.

Az 6sszegként vagy mint a késébbi részben, szorzat+1 alakban el6forduld m szdmokra az
Osszesitett legnagyobb primosztot €s m-ekre a primosztok szamat végignézve ezek maximumat
is becsiilték alulrol az egy, illetve két halmazos esetekekre is olyan eredményekben, amelyeknél
ugyanakkor a halmazok legnagyobb elemétdl is van fiiggés (pl. /N-nél nem nagyobb elemeket
tartalmaznak a halmazok, legalabb c¢/N elemet), siirlieck a halmazok, ebben eltérnek az ezen

dolgozatban ismertetett tételek dont6 részEtdl. Ilyeneket emlit [1], [8], [9] és [10] is.

4. ab + 1 alakd szamok primosztoi két halmaznal

4.1. Az also becslés

Sarkozy inditotta el az ab+1-es eset tanulmanyozdsat [9], amelyben az a+ b-shez hasonléan
szintén két, pozitiv egész szamokat tartalmazé halmaz van, A és B, de az ab + 1 alakd szamok
legalabb egyikét oszt6 kiilonboz6 primosztdk szama keriil becslésre, ahol a € A és b € B. Itt
az ab + 1 alaku szamok jellemzGen nagyobbak, mint a masik esetben az a + b alakdak, adott A

és B mellett.
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Az als6 becslésre a kovetkezd eredmény ismert:

12. Tétel (Gy&ry-Sarkozy-Stewart [9]). Létezik olyan C'3 hatékonyan kiszdmolhato pozitiv kons-
tans, amelyre ha A és B pozitiv egész szamokbdl dllé halmazok, ahol |A| > |B| > 2, akkor
t6bb mint C3log | A| darab primszdm oszt legaldbb egyet az ab+1 (a € A, b € B) alakii szdmok

koziil.

Az a + b-s esethez hasonldan ezt is dltalanosabb algebrai jellegli lemma specidlis eseteként

bizonyitottak.

Lemma (Gyo6ry-Sarkozy-Stewart [9]). Legyen n > 2 egész szam, A és B pedig legyenek
(Z71)"™ véges részhalmazai, amelyekre |A| > |B| > 2n — 2. A-ban mindegyik elem n. ko-
ordindtdja 1 és BU (0,0, ...,0,1)-ben bdrmely n vektor linedrisan fiiggetlen. Ekkor van olyan

Cy hatékonyan kiszdmolhato pozitiv konstans, amelyre

w( H (a1by + agby + - -+ + anbn)> > Cylog|Al.

(a1,a2,...,an)€A,
(bl,bz,.‘.,bn)EB

A lemma bizonyitasa ([9] alapjan):
Legyen F'(x) = F(x1,22,...,2,) € Z[x1,x9,...,2,) lebonthaté forma, olyan polinom,

s

amely QQ egy véges foku bovitésében
F(x) = [1(x)lo(x) ... ln(x)

alakban homogén els6foku tényezok szorzatara bomlik. Legyen IR Z egy véges bovitése, amely

egyben Q részgylrtje, igy

R=1 [;}

Pip2.---Ps
kiillonb6z6 pi, po, ..., ps primszdmokra, itt s > 0 egész szdm. Ekkor olyan x € R-eket
keresiink, amelyekre F'(x) € R*, ahol R* az R invertdlhaté elemei altal alkotott csoport a
szorzasra, azon raciondlis szdmokat tartalmazza, amelyek egyszer(sitett alakjaban a szamlalo
és a nevezd is legfeljebb csak a py, po, ..., ps primszamok koziil néhannyal oszthatd egész

szam.

Ha x € R-re F'(x) € R*, akkor barmely r € R* esetén F(rx) € R* szintén, igy az

ilyen megoldasokat egynek tekinthatjiik, nem kiilonboztetiink meg két megoldast, ha egymasbdl
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R*-beli szammal szorzdssal megkaphatdak. Az ilyen tekintetben egyezd megolddsok egy R*-
mellékosztalyba tartoznak.

Ezutdn kimondunk egy lemmat, amely két [9]-ben kimondott lemma allitdsdnak egyesitése.

Lemma (Evertse és GyOry eredményei [5], [6] alapjan GyO6ry-Stewart-Tijdeman [9]).

F linedris tényezdi a rendre raciondlis egyiitthatos ly(x), lo(x), ..., l(x). Az aldbbi dllitdasok
ekvivalensek:
1. Egy az l1(x), la(x), ..., ln(x) linedris tényezdk koziil pdronként linedrisan fiiggetlenek

dltal alkotott egy maximdlis részhalmaz Lo. Az Lo vektorrendszer rangja n Q felett. Ekkor
Lo bdrmely valédi nemiires Ly részhalmazdra létezik olyan eleme Lgy-nak, amely V(Li) N
V(Lo\L1)-beli, ahol vektorok L halmazdra V(L) az L-beli vektorok dltal generdlt vektortér
Q felett.

2. Q bdrmely R végesen generdlt részgyiirijére F(x) € R* megolddsai véges sok kiilonbizd

R*-mellékosztdlyba tartoznak, ekkor (2*h2)" ¢+ nél nincsenek tobben.

Ezen lemma részeinek bizonyitdsai a [6] (a 2.-beli becslést leszamitva) és [5] (a mellékosztalyok

szamanak becslése) cikkekben taldlhatéak.

Az tjabb lemma segitségével folytatjuk az el6bbi bizonyitasat. A feltételeknek megfeleld
A, B C (Z")™-re ha csak py, pa, . . ., ps @ primszdm oszt6i

[La1,a0,...an)ea, (@1by 4 agby + - - - + a,by,)-nek,
(b17b2 ~~~~~ bn)GB

akkor R = Z [—] -re nézziik az ujabb lemmat.
PiP2 - .- Ps
Legyen
h=2n-1
és

ZZ(X) = (l’lbl + $2b2 + -+ l’nbn)

i=1,2,...,h— 1esetén kiilonféle (b, by, ..., b,) € B-kre, mig

h(x) =021 4+0 29+ +1-2,) = Tp.

Emellett legyen F'(x) = [1(x)l2(xX) ... [,(x). Ezekbdl barmely n linedrisan fiiggetlen Q felett,
és minden (ay, as, ..., a,) € A-ra F(a) € R.

Ekkor Lo = {l3, s, ..., 3}, rangja n a B-re vonatkoz? feltételbdl. Belatjuk az utébbi lemma

1. dllitdsdnak teljesiilését. |Lo| = 2n — 1, igy nemiires valédi L; részhalmazra Lo\ L, és Ly
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koziil pontosan egy legalabb n elemd, barmely n eleme linedrisan fiiggetlen Q felett, igy rangja
n. Ekkor a mésik barmely eleme benne van természetesen az Gt tartalmaz6 vektorrendszer altal
generdlt vektorérben, és az n-dimenzids, a nagyobb halmaz altal generalt vektortérben is, eleme
V(Lo\L1) NV (Ly)-nek. Ebbdl az 1. allitas teljesiil, igy a 2. is.

Mivel A 0sszes elemében 1 az n. koordinata, ezek kiilonb6z6 R*-mellékosztalyba tartoznak
A kiilonb6z6 elemeire, hiszen masként A két elemére mindegyik koordinatdjuk megegyezne.

EbbdI pontosan s primszdm osztondl a 2. allitas szerint
]A\ < (233h2>n3(s+1) _ (233(2n N 1)2)n3(8+1).
Ebbdl a lemma éllitasa kovetkezik. Ugyanis s > 0 és vele

(233(2n _ 1)2)n3(5+1) S (233(2n _ 1)2)713(28)’

g2y
log |A| < 2n®slog(2**(2n — 1)?)
és
log | A|
<s= b by + -+ anb, )
2n3log(233(2n — 1)%) — 5 w( H (a1by + agby + - - - + a,by)
(a1,a2,...,an)E€A,
(b1,b2,....bn)EB
[ |

A tétel bizonyitasa:

Egyszerlien alkalmazzuk a lemmat az n = 2 esetben olyan B € (Z™)?-re, ahol mindegyik
elem 2. koordindtdja 1, a tételbeli B barmely b elemére (b, 1) lesz az ilyen B eleme és a tételbeli
A barmely a elemére (a, 1)-et vessziik a lemmabeli A-ba, kielégitve a lemma feltételeit. Ezek
bijekciét adnak, igy a tételbeli halmazokra sem lehet log | A| konstansszorosanal nem nagyobb
W([Taeapep(ab+1)). A szorzat primoszt6i pedig pontosan azon primszdmok, amelyek legaldbb

egy ab + 1 alaki (a € A, b € B) szamot osztanak. (Ezen esetben s primoszténal
’A| < (233 . 32)8(s+1)
teljesiil a lemma bizonyitdsabol, a masik lemma alapjan.) B

A lemmat n = 2-re B barmely elemére a lemmabeli B-be (b, 1) helyett (1,b)-t téve az
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is megkaphatd, hogy log |A| konstansszorosdndl nem nagyobb w([[,c 4 ,cp(a + b)) barmely
|A| > |B| > 2-t teljesitd pozitiv egész szamokbdl 4ll6 halmazokra, vagyis ebbdl is kovetkezik

a Gyo6ry-Stewart-Tijdeman-tétel, az a 4 b-s eset alsé becslése.

4.2. A felso becslés

Gyory, Sarkozy és Stewart az a + b-s esethez tobb szempontbdl hasonléan adtak felsd
becslést két, A és B pozitiv egész szamokat tartalmazo6 halmazra az ab+1 (a € A, b € B) alaki
szamok kiilonb6z6 primszdm osztdinak szamadra, vagyis a legnagyobb primszam osztéra adtak
olyan felsd korlatot, amelynél bizonyos feltételek mellett kisebb, |A| és | B| fiiggvényében. Ab-
ban az esetben, amikor | B| meghatarozott értelemben joval kisebb, mint | A|, az alabbi becslést

adtdk az ab + 1 alakud szdmok legnagyobb primosztéjara.

13. Tétel (Gyory-Sarkozy-Stewart [9]). Legyenek k és | pozitiv egész szamok, amelyekre k >

loglogk \1/2 . . P
16, 2 < | < (—) , tovdbbi ¢ pozitiv valds szam. Ekkor ha k nagyobb egy c-
log log log k
10l fiiggd hatékonyan kiszdmolhaté valds szdmndl, akkor vannak olyan A és B pozitiv egész

szdmokat tartalmazé halmazok, amelyekre |A| = k,

B|=1,és

P( J] (ab+1)) < (logk)"+*=.

a€AbeEB

A tétel bizonyitasa annyiban hasonlit a 11. tételére, hogy kombinatorikai jellegli lemmat
hasznal, és ¢ (x, y) ugyanazon becslését. Ugyanakkor ezen tétel bizonyitidsahoz tovabbi eredményekre

is szlikség van, dontden multiplikativ karakterek és nagy szita t€émakorébdl.

A 13. tétel bizonyitasa, 1. rész (lemmak):

Lemma (Gy6ry-Sarkozy-Stewart [9]). Legyenek | < L < N pozitiv egész szdmok, X és 'Y
pedig pozitiv egész szdmokat tartalmazo halmazok, amelyekre | X| > 4lL. Emellett barmely
xr € X esetén az {1,2,..., N} halmazbdl legyen legaldbb N/ L darab j szdm, amelyekre jx €
Y. Ekkor vanak olyan A és B halmazok, amelyekre A C {1,2,...,N}, B C X, |A| > %,
|B|=1ésA-BCY.

A lemma bizonyitasa:

El6szor belatjuk az alabbi segédéllitast (a bizonyitdst tartalmazo [9]-ben kiilon lemma):
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Allitas (Gyory-Sarkozy-Stewart). Ha [ ,L, N és t pozitiv egész szamok, t > 4lL, és egy N
elemii halmaznak kivdlasztjuk t egyenként legaldbb N/ L elemii részhalmazdt, akkor ezek kozott

elemil.

van l, amelyek metszete legaldbb (4L

Az allitas bizonyitasa:

Legyen az N elem halmaz H.

A t kivalasztott részhalmaz halmazara az [ elem( részhalmazainak metszetére a legnagyobb
mérete legyen M, a méreteik Osszege pedig Z. Mivel (’;) -féleképp vélaszthatunk ki ¢-bSl [ darab

részhalmazt és mindegyik metszet legfeljebb M elemd,
t i
ZSM(Z) SM(ﬁ)'

Ugyanakkor Z-t megkaphatjuk ugy, hogy az N elemli H halmaz elemeire adjuk 6ssze, hogy
hanyféleképp vélaszthatunk ki [ halmazt a ¢ koziil, amelyek metszetében az adott elem ben-

ne van (kett6s leszamlalds). Ha elemenként rendre b; halmazban szerepelnek H kivalasztott

3 (bl) _z

1€H

részhalmazai koziil az 7 elemek,

Ugyancsak kettds leszamlalassal /1 kivdalasztott részhalmazaira a méretek 0sszege legalabb ¢ -

T illetve elemenként nézve, hogy hany halmazban vannak benne, ) _,_, b;. Eszerint

t-

~| =

N
< Z b.
i=1

t
Tekintsiik /{ azon 7 elemeit, amelyek legaldbb o7 kivélasztott részhalmazban szerepelnek,
legyen a halmazuk J.
Ezekre b; > 2] miatt

<bi> Cbilbi— 1) (=14 1) _ (b/2) Y

o2

l ! =

Ugyanakkor

N t Nt
Zbi:Zbi— Z bt =N o=

ied i€eH i€H\J
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Mivel J elemeire a kivalasztott halmazokban szereplések pozitiv szamaira

(Zzej bi) > (Zie] bi>l
P/ P

az [. hatvanyok dtlaga legaldbb az atlag [. hatvanya, igy
()= St
| JI-T

Az eddigiekbdl

z (Nt)l <Nt>l
t b, b, b (Db 3L 2L
M<—>>Z: Y o> Y > i 1eied > > ,
I, - <l) - Z <l) - ZQll! = 20N T2 ) T 2UINEL
cH icJ
Osszevetve a széleket
Nt\!
() (GE)
'] — 2UIN-1

M >

miatt

(4L)"

vagyis [-nak van [ kivalasztott részhalmaza, melyek metszete legaldbb elemd. Az allitast

(4L)!
belattuk.

Az allitas alkalmazasaval kapjuk a lemmat. Az dllitds N elem( halmazalegyenaz {1,2,..., N}
halmaz, ennek kivdlasztott legaldbb N/L elemi részhalmazai minden x € X-re azon j €
{1,2,..., N}-ek, amelyekre jz € Y. t szerepében | X | van. A kivélasztott részhalmazok koziil
van [, amelyekre a metszet legalabb m elemt, az ezen részhalmazokhoz tartozé x € X-ek
(I darab) keriilnek B-be és a metszet A-ba, ekkor barmely a € Aés b € Beseténab € Y (a
jx € Y-os feltételbdl). Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. Il

Definicio. Egy m pozitiv egész szdmra multiplikativ karakternek (vagy gyakran csupdn ka-
rakternek) neveziink egy x : 7Z — C fiiggvényt, ha a = b (mod m) esetén x(a) = x(b),
x(xy) = x(x)x(y) minden x,y € Z szdmpdrra, m-hez nem relativ prim k egész szdmokra

X(k) = 0, de ugyanakkor x nem a konstans 0 fiiggvény [8].

Egy m pozitiv egész szamra multiplikativ karakternek (vagy gyakran csupan karakternek)

neveziink egy x : Z — C fiiggvényt, ha a = b (mod m) esetén x(a) = x(b), x(zxy) =
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X(2)x(y) minden z,y € Z szampérra, m-hez nem relativ prim k egész szamokra x (k) = 0, de

ugyanakkor y nem a konstans 0 fiiggvény [8].

Igazéabdl csak a mod ¢ multiplikativ karakterekre lesz sziikségiink, ahol ¢ primszdm. Ilyen-
kor adott ¢g-ra p(q) = ¢ — 1 kiilonbozd multiplikativ karakter l1étezik, amelyeket egy mod ¢
primitiv gyokben felvett, a multiplikativitas kovetkezményeként (benne x (1) = 1-en keresztiil)
q-adik egységgyok értékiik meghataroz. Azon mod ¢ multiplikativ karaktert, amelynek értéke

a g-val oszthat6é szamokra 0, mashol 1, fékarakternek nevezziik.

A kovetkezd lemma, a nagy szita Gallagher-féle valtozata.

Lemma (Gallagher [8], [9]). Legyen M egész szdm, N pozitiv egész szdm, apri1, Gari2, - - -,

apr+ N komplex szdmok. Ekkor bdarmely () > 1 valos szdmra

4q * M+N M+N
ZQSQ @ Zx(mod q) ‘ Zn J;\/[Jrl a’nX( )’2 < (Q2 + 7T]\[) an—’]_W%»l ‘an‘Q’
ahol az elsd 0sszegzésben q a primeken fut végig, Z;(mo dq) pedig a mod q multiplikativ karak-

tereken végzett Osszegzés a mod q fOkarakter kihagydsdval.

A lemmat itt nem bizonyitjuk, bizonyitdsa benne van a [8] jegyzetben.

P

Innentdl [9] nyomaén folytatjuk a bizonyitdst. Az el6z6nek kovetkezménye az alabbi lemma:

Lemma (Gy&ry-Sarkozy-Stewart). Legyen N pozitiv egész szdmés J C {1,2,..., N}. Tetszbleges
p primre jelolje F'(J,p) az rr' = 1 (mod p) kongruencia r,r" € J-t kielégité megolddsainak
szdmdt, és jelolje G(J,p) a J halmaz p-vel oszthato elemeinek szdmdt. Ekkor bdrmely () > 1

valds szdmra

S BIF () = (17 = GULP)P)| < (@ + V).

p<Q

A bal oldalon a ()-ndl nem nagyobb p primeken sszegziink.

A lemma bizonyitasa:

r,r'€J x(mod p)
ugyanis ha a Y mod p multiplikativ karakterek dsszegét vessziik rr’ maradékosztalyan, az p, ha
rr’ = 1 (mod p), és 0 minden mas esetben. ' = 1 (mod p) és rr’ = 0 (mod p) esetén 1 illetve

0 mind a p — 1 db karakterre x(rr’), mds esetekben egy ¢ primitiv gyokre mod p, és p — 1-gyel
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nem oszthat6 k pozitiv egész szdmokra

OISR DRI o (Y i)

X (mod p) x(mod p) h=1 exp (

D IDIRCEETEr IO WD SRUIET LD D DPL

r,r’'€J x(mod p) x(mod p) r,r'eJ x(mod p) r,r'eJ

oo 2 Q)

x(modp) r€J
Ut6bbi 6sszeget kettészedve a fGkarakterre és a tobbire, mivel eldbbi |J| — G(J, p) helyen 1-et
és G(J, p) helyen 0-t vesz fel,

T oSy X = (1] = G+~ Ty (S XV

p

Ezzel megkaptuk, hogy
1 1 *
F(J,p) = pTl(m —G(J,p)?+ pTl Zx(modp)<2rej x(1))%,

,

1gy
FU,p) = == (1= GUD)P = 5 T (Soes XV

Ebbdl
1 1 .
|F(J,p) - F(|J| - G(Jyp))2| = E| Zx(modp)(ZreJ X(T))2|

Osszeadva az 6sszes ()-ndl nem nagyobb primszamra ezek p-szeresét

1 *
2psqPIF(Sp) = 2= (17 = G(1p)*| = X< 751 2o vimoa ) (res X(1))7].
A jobb oldalra

p * p *
ZPSQ ﬁ| Zx(modp)(ZTeJ X(r))2| < ZPSQ ﬁ Zx(modp) | ZTEJ X(T>’2'

Az ay, as, . .., ay szamokat a J-beli indextiekre 1-nek, a tobbire 0-nak valasztva hasznaljuk

az elébbi lemmat, eszerint

p *
ZPSQ p— 1 Zx(modp) | ZreJX(T>|2 < (Q2 -+ 7TN)|J|
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A kapott egyenl6tlenség-lancbol

S pIF(p) =~ (1] = GULp)P| < (@ + 7)1

P<Q
Ezzel a lemma allit4sat bebizonyitottuk. H

A 13. tétel bizonyitasa, 2. rész:

Elég 0 < € < 1 valos szdmokat nézni és egy 0 végpontu ott nyilt nemiires intervallumon
bizonyitani, nagyobb e-ra is jo korlat az, ami ittenire. Ezért innent6l egy 0 < ¢ < 1 valds
szamot lerogzitve latjuk be a tételt, a végsd € ennek dupldja lesz. Legyen N > 30 pozitiv egész
szam, ekkor N > e° miatt

log loglog N > 0.

loglog N \1/2
Legyen2 <[ < <&> egész szam. Bevezetjiik az aldbbi szamokat:
log log log N
[+1
REIN 2 ],
QLN

y déf (log R)l+1+€.

Jelolje J az R-nél nem nagyobb, y-ndl nagyobb primszammal nem oszthaté pozitiv egész
szamok halmazat. Ekkor
I = (R,y).
logy
y = Rl iyt

log R log R

logy (I+1+¢)loglogR’

Elég nagy N-ekre, itt és altalaban kés6bb is az elég nagyhoz elérendd hatékonyan kiszdmolhaté
korlat e-tdl fiigg, mivel pl.

R > [N'?] > N3 ¢és1 < loglog N
a szamldlé log N-es, a nevezd legfelejebb (loglog V)2-es nagysdgrendd, ez legaldbb 3, igy

alkalmazhat6 a kordbban kimondott becslés 1(x, z'/*)-r6l.
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Ilyenkor

log R log R log R
Ry >R — 1 loglog | —— ) — 1
V(R y) = exp< logy<0g<logy>+ 08 Og(logy) +C<

egy c valos konstansra. A kitevd

1 1 1
_log R log(OgR)—l—loglog(&R)—l—i—c
log y logy logy

log R
-8 ((log log R — loglogy) + log(loglog R — loglogy) — 1 + 0(1))

logy
log R
- (l+1+¢)loglog R ((loglogR —log((l +1+¢)loglog R))

log R

log (loglog R — log((l+ 1 + &) loglog R)) — 1 1) _ o8
+ log (loglog og((l + 1+ ¢)loglog R)) +o(1)) > 1o

elég nagy N-ekre (és veliik elég nagy R-ekre), itt o(1) azt jeloli, hogy N — oo esetén

Ezzel belattuk, hogy elég nagy N pozitiv egész szamokra

1 l 5
o +
|J|>ReXp<_M> p Itlde_plAl (+DI+1+e)
- [+1+¢
fgyekkor
l+1 l+1 €

7] > [N 2 }l+1[N 2 ](l+1)(l+1+€),
e-t6l fiigg6 hatékonyan kiszdmolhat6 szamndl nagyobb N szamokra

I+1 1 [+1 € 1 €

[N 2 ]z+1[NT} (+ DI +1+e) > yon3ll+1),
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(Ennek indoklasa: az egészrészek nélkiil bal oldal

l+1 L l+1 € 1 € e(l+1—2¢)
<N753l+1@v37>a+na+1+f):<N5Nma+U>Nma+ua+1+@

lenne.
Igy ha
I+1 I+1  el+1—2¢)
|:N 2l ]ZN 21 N 6l(l+1)(l+1+8)

teljesiilne, meglennénk. Ehhez elég

I+1 I+1  e(l+1—2¢)
N 21 —1ZN 21 N 6l(l+1)(l+1+5)’

vagyis
e(l+1—2¢)

[+1
(NQ—Z _1) (Nﬁl(l+1)(l+1+5) _1> > 1.

Ugyanakkor elég nagy N-re

e(l+1—2¢)
NO(+1)(+14+¢) > 2,

elog N

mert logaritmusa l—z—es nagysagrendd.)

Ezzel megkaptuk, hogy elég nagy N-re

1 €
S —

Legyen

FE ' —1:r0 € J}

és barmely p primszamra legyen F'(J,p) az rr’ = 1 (mod p) feltételt teljesits r,r’ € J parok

szdma, G/(J, p) pedig a J halmaz p-vel oszthat6 elemeinek szama.
|7?

Alljon E azon p primszamokbdl , amelyekre Q/2 < p < Q teljesiil, és F'(J,p) > 20"

Belatjuk, hogy F mérete kell6en nagy.
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Tudjuk, hogy Q/2 = N'/! és

[+1

I+1+¢
y = (log R)"1*e = (log N 21 > < (log N)H1+e.

Itt adott N-re N''/! nagyobb [-re kisebb, mig (log IV)"*'*¢ nagyobb I-re nagyobb, igy Q/2 < y
esetén

loglog N > [

miatt

Nl/loglogN < (log N)loglogN+2

is teljesiilne, ami elég nagy N-ekre nem dll fenn, olyankor Q/2 > y. Igy ekkor J-ben nem
lehet () /2-nél nagyobb p primmel oszthatd szam,

G(J,p) =0.

Ebbdl )
1 . 1]
(- GO = 7

minden p € (Q/2, Q] primszamra, ha N elég nagy.

Legyen E, azon p primek halmaza, amelyre /2 < p < @, de nincsenek benne E-ben,

2
’J| Ekkor

vagyis F'(J,p) < 20

1

PP
p—1

J—=G(J.p 2=
minden p € E esetén, I definicigjabol

P(J,p) — ——(17] - Gp)| > 22
7p p—l 7p 2Q

is teljesiil. A bal oldal p-szereseit 6sszeadva minden p € E-re a korabbi lemmabdl

S BP0 (=GP £ 3 plF U p) == (-G )| < (@)L

peE p<Q
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Ebbdl

| J|? J|? J|?
(@ +aR 2 3P - (-G = Yopbs = 3 Gk - Bl
peE peEE

peEE

Az elejét és a végét Osszevetve
— |/
Q>+ 7R > \E|%

Ebbdl
[+1
21
8@2 STR 2/1 |:N ]
Bl < — | <32
%] ““@ﬂ’m>— m“(w’ 7]
[ = 2 esetén
N 1 e
|E| < 32m < 32N2 18,
igy
1 €
E| < N2 20
elég nagy N-re.
[ > 2 esetén pedig
[+1
[N—Zl } H—l,l, €
ezért elég nagy N-re
1
E| < N2L.

Elég nagy N-re () is elég nagy ahhoz, hogy olyan p primszambdl, amelyre /2 < p < @,

legyen legalabb 3 I(fi 0 (példdul a primszamtételbdl). Ugyanakkor eléggé nagy N-ekre teljesiil
az is, hogy
Bl< gy
ugyanis
o) 9N/
6log@  6log(2N/1)’
oN1/2 l,i o
ami [ = 2-re 3Tog N 1 610g2’ ami adott ¢ mellett elég nagy N-re nagyobb N2 20-ndl, |F|

felsG becslésénél.
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| > 2-re pedig elég nagy N-re és vele elég nagy N'/!-ekre

1

2N/ = =
> N2l > |E|.

6log(2N/1)

Eszerint elég nagy N-ekre
Q

6log Q"

|E] >

Tehat ilyenkor

-nél tobb olyan p primszam létezik, amelyre

Q
6log Q)

Kk

Q2<p<Qé F(Jp) >—.

Jelolje d(n) az n pozitiv egész szam osztéinak szamat. Ekkor ismert, hogy

log R
max d(n) < eloglog It
n<R

és vele
log N

max d(n) < eloglog N
n<R

elég nagy N-ekre €s veliik elég nagy RZ-ekre. Ilyen tételt el6bb Wigert bizonyitott, majd
log N

Ramanujan tjabb bizonyitést adott rd, igazabdl ¢108108 N _ben az alap e helyett barmely 2-nél

nagyobb valds szam lehet [2]. Legyen

D < maxd(n).

n<R

Az rr' (r,r" € J) alaki szorzatok kozt barmely szam legfeljebb D?-szer szerepelhet. Ugyanis
ha rr’ alakban felirjuk, az Osszes osztéja ”r egy osztéja szorozva r egy osztdjaval” alakban
eldall, d(r)d(r") < D?-nél nincs t6bb osztdja, igy legfeljebb D?-féleképp dllhat el6 két pozitiv

egész szdm szorzataként (a sorrend szdmit, .J elemei 2-nél nem nagyobbak).

Ezzel megkaptuk, hogy E barmely elemére az
rr’ 521 (mod p), r, 7" € R

v 2 7

kiilonbdz6 értéki rr szorzathoz tartozik. Igy barmely

F(J,p) darab ldasa tobb mint
(J, p) darab megoldésa tobb min 50%0

Kk

p € E-re létezik 5 -nal tobb olyan j pozitiv egész szam, amelyre jp + 1 elddll két (nem

D2
feltétleniil kiilonb6z8) R-beli elem szorzataként. Itt a jp-k az el6bbi r, ' parokra az rr’ — 1
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alaka szamok.

A most kovetkezd szamoldsok célja, hogy az elsé lemma alkalmazhatésiagat igazoljak elég
nagy N-ekre.

Legyen
1 €

L LT+ )
1

Ekkor elég nagy N-ekre
JI?
2D2%Q)

>
Ugyanis elég nagy /N-ekre
Bk Nl+ﬁ 1
-N

>
2D2Q) — 2logN 1 4
4610g log NNZ

2 1 2
3l(L+1) 1

“loglog N

mig
1 1 €
—_——t
Sy DAl+1)

J

igy elegendd, ha
De 2

ami
o€ 5¢ loglog log N

>
12[(1+1) 241oglog N

miatt elég nagy e-t6l fiiggd N-re teljesiil.

Ezutan alkalmazzuk az els6ként kimondott lemmat. Az FE-beli primek barmelyikére van
legalabb N/ L olyan f pozitiv egész szam, ahol azzal megszorozva F-beli (rr’ — 1 alakd, ahol

r, v’ € R) pozitiv egész szamot kapunk. Mindre

[+ 142 1
- 14=
pf<R*<|N 2l | <N 1
és
1
p>NI,
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12y

f<N
minden f-re. Emellett
|E| > 4lL
elég nagy N-ekre, ugyanis |E| > ¢ teljestilésébdl
6log @
1 1
2N'1 Nl
Bl = = i
- 3<log2+logN-—)
6 log (2N [ ) l

és
1 €

Y

ilyenkor |E| > 41L-hez elegendd, ha

3

N4l +1)
> llog2 +log N,

ami [ < loglog N miatt elég nagy N-ekre teljesiil.
Ezek alapjan, X = ' és Y = F' szereposztassal hasznélva a lemmat, 1éteznek
Ay c{1,2,...,N}ésBCEFE
halmazok, amelyekre
| A1l Z(éllL)l’ |B|=1és A-BC F.
1 1
A-ba az f-fel jelolt szdimoknak megfelelsek keriilnek, | B|-be pedig N [ -nél nagyobb, de 2N 1 -

nél nem nagyobb primek.

Eddig bizonyos tulajdonsdgokat kielégitd N, L €s € esetén lattunk be eredményt, most be-
vezetjlik a k-t, és N-et és e-t olyanna tessziik, hogy az eddigi feltételek is teljesiiljenek.
Legyen k > 15 pozitiv egész szam, amelyre igy k > e°.

Legyen

1/2
2§l§< log log k )/

log log log k

pozitiv egész szam.
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€

Legyen N olyan pozitiv egész szam, amelyre £ = [N A1+ 1)] , a kitevd 1-nél kisebb, igy a

pozitiv egészek ennyiedik hatvanyai kozt 1-nél nem nagyobb kiilonbségek vannak, 1étezik ilyen
N, amire

N >30ésk < N.

Igy megvan az el6bbi rész A, és B (pozitiv egész szamokbél 4116) halmaza, ahol az
A1+ B elemeinél 1-gyel nagyobb szdmok nem oszthatéak (log R)!*1*¢-n4l nagyobb primszdmmal,

| B| = 1. Ekkor A;-bdl kivalaszthaté egy k elemt A részhalmaz. Ugyanis elég nagy k-ra

€ €
N N 40 +1) A1+ 1)
> = = > = k.
(Nl 4l(l+1)>
Elég nagy k-ra
€ €
[N4<l+1) :/{3>N5(Z+1),
igy
€
log N < log k.
(5(l+1)) og N < log
Emellett
[+1
- >
( - >logN_logR,
ebbdl ( 2
[+1 5(1+1
< | — < _— .
ot () oo < s (217
lgy

51+ 1)2))Z+1+e'

y = (log R) < (10gk< TP

Elég nagy e-t6l fiiggd k-kra

( log k <5(l%€1)2> ) S < (log k)H+i+2e,

Ehhez elégséges, ha
€

2 R —
U gyl +1+e,

2¢el
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amihez

(5([ - 1)2)z+1+e < (log by’

2¢el
Itt a bal oldal [ > 2-re monoton nd, de ha k eléggé nagy, még [ = log log k-ra is kisebb.

Eszerint vannak megfelelé méretd A és B halmazaink elég nagy 0 < ¢ < 1-t6l fiiggd k-ra,
k-tol fiiggd N-re, és elég nagy [-re, ahol az ab + 1 (a € A,b € B) alakd szdmok szorzatdnak
Osszes primosztéja legfeljebb (log k)!T1+2, Igy a tétel 4llitdsa az ottani € helyett 2-nal teljesiil
€s természetesen ahhoz, hogy € j6jj0n ki a végén, %—t(ﬂ fliggben valaszthattuk a valtozokat

0<e<2re.
Emellett a bizonyitds sordn az elég nagy szamokhoz végig vannak hatékonyan kiszdmolhat6
korlatok, igy az eredeti ¢ mellett is k-hoz. Ez elegendd a tétel igazsdgdhoz. A tételt bebi-

zonyitottuk.

Ezen tétel [ = 2-re és e-tol fiiggden elég nagy k-ra (log k)>T¢-ndl nem nagyobb primosztokat
(1Og k)3+e
(34 ¢)loglogk

és igy a primszamtétellel 6sszesen legfeljebb kb.

azab+ 1 (a € A,b € B) alakd szamoknak.

kiilonb6z6 primosztoét jelent

log log k

1/2
Az el6z6 tétel a 2 < | < ( > esetre adott becslést elég nagy k-k esetén.

log log log k
Gyory, Sarkozy és Stewart ugyanazon cikkiikben gyengébb felsé becslést adtak ennél szélesebb

intervallumon a legnagyobb primosztora:

14. Tétel (Gy6ry-Sarkozy-Stewart [9]). Léteznek olyan ¢y és co hatékonyan kiszdmolhato po-
zZitiv konstansok, amelyekre ci-nél nagyobb k > 3 és 2 < | < ¢y esetén vannak olyan

A, B C {1,2,...,k*} halmazok, amelyekre |A| =k, |B| =1 és

log log k

P( H ab+ 1) < (log k).
acAbeB

A tétel bizonyitasa hasonlit az el6z6€hez, megtaldlhato a [9] cikkben.

5. ad' + 1 alakid szamok primosztoéi egy halmaznal - Kis esetek

Ebben a részben egy halmazunk van pozitiv egész szamokbdl, de nem a kéttagi Gssze-
gek, hanem a kéttényez0s szorzatoknadl (ahol a tényezdk kiilonboznek) 1-gyel nagyobb szamok

primosztoit vizsgaljuk.
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Az als6 becslést addé Gyory-Sarkozy-Stewart-tétel kovetkezménye egy halmazra az alébbi,
itt is a halmazt két hasonlé méretli diszjunkt részhalmazara kettébontva adddik a két halma-

zoséhoz hasonl¢ allitas a két halmazos esetbdl:

Kovetkezmény (Gyory-Sarkozy-Stewart [9]). Létezik olyan C' hatékonyan kiszdmolhato po-
zitiv konstans, amelyre bdrmely n > 2 elemii A pozitiv egész szdmokbdl dllé halmazra tobb

mint C'logn primszdm van, amely oszt legaldbb egy aa’ + 1 alakii szdmot, ahol a,a’ € A és

a#a.

Az egy halmazos, kéttagu 6sszegeket vizsgalo esethez €s két halmazos parjdhoz hasonléan
itt is a két halmazos esetnél a minimalis szdmu primosztokrol szol6 felsd becslések megléte
nem ad az egy halmazos esetre felsd becslést. Ugyanakkor az A halmaz elemeit a legkisebb
szdmoknak valasztva |A| = n elemnél csupa n?> + 1-nél nem nagyobb szdm fordul el§ az

aa’ + 1 (a,a’ € A) alaki szamok kozt. Ezeknek n? + 1-nél nem nagyobbak a primosztdi, igy
2

51 konstansszorosanal nem lehet tobb a primosztok szama. Ugyanakkor ha az aa’+ 1 alaki
ogn

szdmok kozt sok egybeesést szeretnénk, |A| elemei lehetnek egy mértani sorozat egymads utdni
elemei. Viszont ekkor a szorzatok nagyobbak, igy a primosztok szamat csak az aa’ + 1 alakd

szamok logaritmusaival becsiilve négyzetes, gyengébb becslést kapnank.

Ezutan konkrét n-ekre vizsgaljuk, hogy n kiilonboz6 pozitiv egész szamot tartalmazé A
halmazra az aa’ + 1 alaki szdmoknak (a,a’ € A,a # a') 6sszesen n-t6l fiiggben minimum
hany kiilonb6z6 primszam osztdja van. Masképp fogalmazva a kérdés, hogy az aa’ + 1 alakid
szamok (g) -tényez0s szorzatit legaldbb hany kiilonb6z6 primszdm osztja. Ebben az esetben
mar nem lehet feltenni, hogy optimélis esetben a legnagyobb k6zos osztdé 1. Emellett nincs
olyan primszam, amely elég nagy n-re legalabb egy aa’ + 1 alakd szamot oszt, hiszen példaul
lehetséges, hogy A 0sszes eleme oszthaté az adott primszammal. n > 2-re értelmes a kérdés,
n = 2-re 1 a valasz, ha a két szam egyike az 1, a mésik 2, egyenl&ség van, kevesebb nem lehet.

Az n = 3 az elso érdekes eset.

15. Tétel. Ha van 3 pozitiv egész szdmunk, a < b < ¢, akkor w((ab+ 1)(ac+ 1)(bc+ 1)) > 2.
w((ab+ 1)(ac+ 1)(bc + 1)) = 2-re van példa.

A tétel komolyabb, el6bbi irdnyét Szalay €s Ziegler bizonyitotta ([13]-ban “Corollary 2.”),

a most kovetkez6t6l eltéré modon.

A tétel bizonyitasa:
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Az egyenlGség lehetséges példaul az (a,b,c) = (1,2,4) esetben, amikor csak a 3 és az 5
primszamok osztanak a 3, 5 és 9 szdmok koziil legalabb egyet.

Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan (a, b, ¢) szimharmas, amikor legfeljebb egy primszam oszt az
ab+ 1, ac+ 1 és bc + 1 szamok koziil legalabb egyet, ab + 1 > 1 miatt mind a harom szamnak

egy adott p primszam pozitiv egész kitevSs hatvanyanak kell lennie. Legyen
ab+1=7p"

p | ac+ 1, igy ¢ nem oszthaté p-vel.

ab+1<ac+18sab+1<bc+1

miatt
ab+1|ac+1éab+1|bc+1,
fgy
ab+1|bc+1— (ac+1)
€s

ab+1|c(b—a).

c és ab + 1 relativ primek, mert el6bbi nem oszthaté p-vel, utébbi p-hatvany, igy
ab+1|b—a.

Ugyanakkor
O<b—a<b<ab<ab+1,

igy az ab + 1 pozitiv egész szdm nem oszthatja a néla kisebb b — a pozitiv egész szdmot, ellent-
mondas. Igy a tétel llitdsanak elsG része is teljesiil, mert a tagaddsa ellentmonddsra vezetett.
|

Ezutin a 4 < n < 8 esetre mutatunk a halmaz legnagyobb elemét lekorldtozva Python
programmal taladlt halmazokat, amelyekre ilyen korlatozas mellett 6sszességében a lehetd leg-

kevesebb primszam oszt az aa’ 4+ 1 alakd szamok koziil legalabb egyet.
Python nyelvii programmal megvizsgaltam az n = 4 esetben 500-ndl nem nagyobb pozitiv

egész szamokat tartalmazé négyelemi A halmazokat. Legalabb egy aa’+1 alaki szamot (a # o’

és a,a’ € A)legalabb 3 darab primszam oszt, pontosan 3 a kovetkezd 3 esetben:
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szamnégyes primosztok
1,3,5,7 2,3, 11
1,3,7,21 2, 11,37
1,5,7,23 2,3,29

Emellett programmal megvizsgéltam a 750-nél nem nagyobb pozitiv egész szamokat tartal-
mazo6 négyelemid A halmazokat is. Nincs olyan, amelyre legalabb egy aa’ + 1 alakd szamot

legfeljebb 2 darab primszam osztana.

Ebben az esetben Szalay és Ziegler cikke alapjan [13] szintén szamitogépes vizsgdlatra
hivatkozva 1000-nél nem nagyobb pozitiv egész szamokat tartalmazo6 négyelemti A halmazokra
is csak 3 esetben van legfeljebb 3 primszam, amely aa’+ 1 alakd szamot oszt. Ugyancsak ebben

a cikkben szerepel az alabbi sejtés:

2. Sejtés (Szalay-Ziegler [13]). Bdrmely 4 kiilonbidzd pozitiv egész szdmra legaldbb 3 primszdm

oszt a kéttényezds szorzatokndl eggyel nagyobb szdmok koziil legaldbb egyet.

Erre a kérdésre késobb is visszatértek, vizsgilva egy esetleges ellenpéldara teljesiilé kove-
telményeket. Algoritmust adtak arra, hogy két primszamndl hogyan lehet(ne) megtaldlni az
Osszes szamnégyest, ahol a pozitiv egész szamok paronkénti szorzataindl 1-gyel nagyobb szamok
primosztoi csak a két lerdgzitett primszam [14]. Bebizonyitottdk az aldbbiakat kicsit mas meg-

fogalmazasban:

16. Tétel (Szalay-Ziegler [15]). Ha adott két primszdm, amelyeken kiviil mdsik nem fordul elé
4 pozitiv egész szdm A halmazdra az aa’ + 1 alaki szdmok primosztoi kozt, akkor nem lehet

mindkettd 4k + 3 alaki.

17. Tétel (Szalay-Ziegler [14])). Ha adott két primszdm, amelyeken kiviil mdsik nem fordul elé
4 pozitiv egész szdm A halmazdra az aa' + 1 alakii szdmok primosztéi kozt, akkor nem fordulhat

eld, hogy a két prim egyike a 2, a mdsik 4k + 3 alaku.

A 16. tétel bizonyitdsa teljesen elemi és a 4k + 3 alak jelent&sége, hogy 4k + 3 alaki p
primszamra a —1 kvadratikus nemmmaradék, igy nem lehetséges, hogy hdrom pozitiv egész
szam koziil barmely kettd szorzata kongruens —1 mod p. A 15. tétel el6bbi irdnydnak altaluk
belatott erdsitését alkalmaztik, a < b < c pozitiv egész szdmokra bc + 1 nem lehet ac + 1

tobbszorose. A bizonyitds emellett jelentSs esetszétvalasztast tartalmaz.

Ezenkiviil Sage program segitségével belattik, hogy:
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18. Tétel (Szalay-Ziegler [14]). Ha adott két primszdm, amelyeken kiviil mdsik nem fordul elé
4 pozitiv egész szam A halmazdra az aa’ + 1 alakii szdmok primosztoi kozt, akkor ha az egyik
2, a mdsik nem lehet 10°-nél kisebb. Az sem lehetséges, hogy mindkét primszdm kisebb legyen
10%-nél.

Ziegler algoritmust adott arra az esetre is, amikor 3 adott primszdmra keressiik az 6sszes po-
zitiv egész szamokbol all6 négyest, ahol a kéttényezls szorzatokndl 1-gyel nagyobb szamoknak
nincs a 3 primtdl eltérd primosztdja. Sage programmal megvizsgdlva abban az esetben, ami-
kor mindhdrom primszdm legfeljebb 100, a mér emlitett 3 eseten kiviil nem taldlt mast (4 nap

futasidovel), igy nincs tobb [17].

Programmal megvizsgdlva az n = 5 esetet kideriilt, hogy 300-nil nem nagyobb pozitiv
egész szamokbol all6 otelemli A halmazokra minimum egy aa’ + 1 alaki szamot legalabb 5
darab primszdm oszt, pontosan ennyi 32 esetben, egy ilyen az (1,2,3,5,7), ahol az aa’ + 1
alaku szamok primszam oszt6i kozott az 6t legkisebb primszam szerepel (2, 3, 5, 7 és 11). Ezt
mar Szalay és Ziegler is emlitik [13], szintén 300-nal nem nagyobb pozitiv egész szamokbol 4116
szamotosbdl szamitogépes programmal ugyanennyit taldltak az aa’ 4 1 alakd szamok primszam
oszto1 kozott legfeljebb 5 primszammal, mindnél pontosan ottel.

Szamitégéppel elért sajat eredményem, hogy 400-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamokbol

allo otelemt A halmazokra nem lehet legfeljebb 4 az aa’+1 alakd szdmok primosztdinak szama.

Python nyelvii programmal megvizsgalva az n = 6 esetben beldttam, hogy a 250-nél nem
nagyobb pozitiv egész szamokbdl allé hatelemdi A halmazokra minimum egy aa’ + 1 alakd

szamot legalabb 6 darab primszdm oszt, pontosan ennyi az alabbi 3 esetben:

szamhatos primosztok
1,2,3,5,7,13 2,3,5,7,11,23
1,2,5,7,13,137 2,3,5,7,11,23
1,3,7,9,17,23 2,3,5,7,11,13

Az n = 7 esetben a programom szerint 250-nél nem nagyobb pozitiv egész szamokbdl allo
hételemi A halmazra legalabb egy aa’ + 1 alaki szdmot minimum 7 primszam oszt, egyenl&ség
csak az (1,2,3,5,7,13,137) szamhetesre van. Itt a 7 primoszté a 2, 3, 5, 7, 11, 23 és 103.

Végiil n = 8 esetén programmal meghatiroztam, hogy 120-nal nem nagyobb pozitiv egész

szamokat tartalmazo nyolcelem{l A halmazra legaldbb 10 primszam oszt legaldbb egy aa’ + 1
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alaku szamot, egyenlGségre 41 példa van, egy ilyen az (1,2, 3,4,5,7,11, 13) szamnyolcas. Itt
a 10 primoszté a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29 és 53. Ugyanakkor 140-nél nem nagyobb pozitiv
egész szamokat tartalmazé nyolceleml A halmazbdl sincs olyan, ahol legfeljebb 9 primszdm
oszt legaldabb egy aa’+ 1 alaki szamot, ez ugyancsak Python programmal elért eredmény, ahogy

az Osszes sajat programmal megtaldlt eredmény.

Zarasként 6sszehasonlitasképp egy tablazat arrdl, hogy mit tudunk a primosztok lehetséges
minimalis szamardl a + o/, illetve aa’ + 1 alakd szamokat nézve az egy halmazos eset 3 — 8

elem(i halmazainél. Ha tobb szam lehetséges, a legnagyobb az, amire van gépi példa.

Pozitiv egész a + a’ alakd szamok aa’ + 1 alakd szamok
szamokbdl allé A kiilonboz6 kiilonboz6
halmaz mérete primosztoinak primosztoinak

minimadlis szdma minimalis szdma
3 2 2
4 2 2-3
5 3 2-5
6 3-4 2-6
7 3-5 2-7
8 3-5 2-10
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