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1. Kedvcsinald

Egy borsészem szétvaghato véges sok olyan diszjunkt darabkara, amelyek izometridk segit-
ségével atmozgathatoak tgy, hogy egy Nap méreti tomor gombot alkossanak. Ez a meglepd
allitds a Banach-Tarski paradoxon erds alakja, és ahogy ebben dolgozatban is latni fogjuk:

hihetetlen, de igaz.

1. abra. Banach-Tarski paradoxon, erds alak [MaWa, 1.1.Abr.]

Amikor a "paradoxon" kifejezést hasznaljuk, altalaban ellentmondéast értiink alatta. Van
azonban a szénak egy masik jelentése is: paradoxonnak neveziink minden olyan matematikai
allitast, ami bar helyes, ellentmond az intuiciénknak. Dolgozatomban ez utébbi értelemben
vett matematikai paradoxonokkal fogok foglalkozni.

A legkorabbi és egyben az egyik legfontosabb példa ilyen allitasra a 'végtelen paradoxo-
na’, amit Galileo Galilei fedezett fel. Ez azt mondja ki, hogy egy végtelen halmaz injektiven
beleképezhets egy valodi részhalmazaba.

Felix Hausdorff és Neumann Janos az 1914 és 1929 kozotti idgszakban Galilei allitasanak
indult viragzasnak. A paradoxonok vizsgalataban a halmaz- és mértékelmélet, az algebra, a
geometria és a diszkrét matematika talalkozik.

Hausdorff, Banach, Tarski és Neumann felfedezte, hogy az altaluk vizsgalt paradoxonok
osszefiiggésbe hozhatok bizonyos invarians (példaul eltolas-invarians) mértékek létezésével.
A Hausdorff paradoxont példaul azért alkottak meg, hogy bizonyitsa: a gdombon nem léteznek
végesen additiv invarians mértékek. Azokat a paradoxonokat, amelyeknek fontos mértékel-
méleti kvetkezményei vannak, mértékelméleti paradoxonoknak nevezziik.

Dolgozatomban &sszegytijtottem és alaposan megvizsgaltam a leghiresebb mértékelméleti
paradoxonokat. Azokra a kérdésekre kerestem valaszt, hogy miért léteznek matematikailag
szabalyosan megkett&zhets, paradox halmazok, hogyan lehet karakterizalni a paradox cso-
portokat és hogy miért és hogyan hozhatok Gsszefliggésbe ezek a megleps eredmények egyes
invarians mértékek nemlétével.

Egy rovid csoportelméleti bevezetd utan korbejarjuk az egymasbadarabolhatosag és a
paradox tulajdonsag fogalmat. Latni fogunk par fontos példat és bebizonyitjuk Hausdorft
paradoxonat, melynek segitségével belatjuk a Banach-Tarski paradoxon két ekvivalens alak-
jat. Végiil az amenéabilitas fogalmat vizsgaljuk meg, aminek segitségével kapcsolatot terem-
tlink a paradox halmazok és az invarians mértékek nemléte kozott. A dolgozatot Tarski hires

tételével fejezem be, ami karakterizélja a paradox csoportokat.



2. Csoportelméleti bevezets

Ahogy a Kedvcsinalo fejezetben emlitettem, a paradox tulajdonsag vizsgalatahoz nem csu-
pan mértékelméletre lesz sziikségiink. Ahhoz, hogy megérthessiik ezt a fogalmat, minde-
nek el6tt csoportelméleti ismeretekre kell szert tenniink. Kiss Emil: Bevezetés az algebraba
[KisEm| cimi alapmiivét sokat forgattam alapszakos éveim soran, ehhez a révid csoportel-
méleti bevezetéhoz is f6ként ezt a konyvet hivtam segitségiil. A lentebb szerepls definiciok
és példak a [KisEm]|, a [MetSp| és a [ParLac| forrdsokbol szarmaznak. Ezeken kiviil még a

[StanWag] és az [Isom] forrdsokat hasznaltam fel.

2.1. definicié. (Csoport [KisEm, 2.2.13.Def.|)
Egy G nemiires halmaz csoport, ha értelmezett rajta egy * mtivelet a kovetkezs tulajdonsa-
gokkal:

1. a * mtvelet asszociativ, tehat Vg1, 92,935 € G : (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3)

2. G-nek van neutralis eleme a * mivelet szerint (ezt e-vel fogom jelolni), tehat Vg € G :
exg=g*xe=g

3. G minden elemének van inverze a * miivelet szerint, tehat Vg € G3g~' € G : ¢!

g*g_lze.

*xg =

Az egész szamok halmaza, az Osszeadas miivelettel ellatva csoportot alkot, hiszen Z-n
az Osszeadas asszociativ, neutralis eleme a 0, és minden egész szamnak van ellentettje, ami
ebben az esetben az inverzének felel meg. Ezt a csoportot (Z, +)-al szokas jeldlni. Ugyanezen
érvelés miatt (Q,+), (R,+) és (C,+) is csoportok.

Egy csoport elemeinek halmazat (a csoport mivelete nélkiil) szokis a csoport alaphal-

mazanak is nevezni. Példaul a (Z,+) csoport alaphalmaza a Z.

2.2. definici6. (Abel-csoport, [KisEm, 32.0ld.])
Ha a G csoport * miivelete kommutativ, tehat Vg, h € G : g x h = h * g, akkor G-t Abel-

csoportnak nevezziik.

Az imént emlitett csoportok mind Abel-csoportok. Vizsgalodasaink soran félcsoportok is
érdekelni fognak minket, amikor enyhiteni akarjuk majd a feltételeinket bizonyos problémak

esetén.

2.3. definici6. (Félcsoport, [KisEm, 2.2.12.Def.])

X nemiires halmaz félcsoport, ha értelmezett rajta egy asszociativ mivelet.

2.4. definici6. (Részcsoport, [KisEm, 2.2.15.Def.])
A G csoport egy H részhalmazat a G részcsoportjanak nevezziik, és H < G-vel jeldljiik, ha

H maga is csoport a G-beli miiveletre nézve.

A (Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+), hiszen a halmazok egyméas részhalmazai, és az
Osszeadés miiveletre nézve mind csoport.

A csoportokat altalaban szeretnénk kapcsolatba hozni az alaphalmazon kiviil méas hal-
mazokkal is. Ezt az motivalja, hogy sok olyan csoport létezik (nemsokara egy fontos példat

is latni fogunk ra a 2.8. definiciéban), ahol a csoportelemek leképezések, a csoport miivelete



pedig a kompozicio. Mivel ezeket a leképezéseket més halmazokon is szeretnénk végrehajtani

bizonyos szabalyok szerint, sziikségiink van egy tjabb definiciora.

2.5. definici6. (Csoporthatas, G-halmaz [KisEm, 4.5.12.Def.|)
Azt mondjuk, hogy a G csoport az X halmazon hat, ha minden g € G és x € X esetén

értelmezve van a g x x € X elem tugy, hogy barmely g, h € G és x € X esetén
o g (h*x)=(g*h)=*z, (azaz G elemeinek szorzata kompozicioként hat)
és ha e jeloli G egységelemét, akkor barmely z € X esetén
e ex 1 =z, (vagyis az egységelem identikusan hat X-en).
Azt is mondhatjuk, hogy X egy G-halmaz, gyakran fogom hasznélni ezt az elnevezést.

Minden csoport hat a sajat alaphalmazan, mert a csoporthatashoz sziikséges két feltétel
ebben az esetben automatikusan teljesiil. Ezzel a definicidéval azonban mar tudunk beszélni
példaul a sikbeli eltolasok, origo koriili forgatasok csoportjainak hatasairél az R%-n, ami egy

1j perspektivat jelent.

2.6. definicié. (Pilya, tranzitiv hatas [KisEm, 4.5.14.Def.])
Legyen G az X halmazon hat6 csoport. Az x € X pont palyaja, vagy G-palyéja:

Gz :={gz | g € G}.

Azt mondjuk, hogy G hatasa X-en tranzitiv, ha csak egyetlen pélya van, azaz ha X barmely

két eleme egymasba atvihets G egy elemével.

A sikbeli eltolasok csoportja tranzitivan hat az R?-n, mert barmely két ponthoz talal-
hatunk olyan eltolast, ami egymaéasba viszi 6ket. Az origo koriili forgatasok csoportja nem
hat tranzitivan a sikon, mert a palyak az origo, illetve az origd koriili koncentrikus koérok

lesznek.

2.7. definicié. (Elem rendje [KisEm, 4.3.9.Def.])
Legyen G egy csoport. A g € G elem rendje a g kiilonb6z6 hatvanyainak a szdma (ami vagy

egy pozitiv egész szam, vagy pedig 0o).

A sikbeli origo koriili forgatéasok csoportjaban a 180°-os forgatas egy mésodrendi elem,
egy irracionalis szoggel valo forgatas rendje pedig co. Minket leginkabb a tavolsagtarto le-

képezések fognak érdekelni R™-en.

2.8. definicié. (Izometria, egybevagosag, halmazok egybevagosaga [MetSp, 1.4.1.Def.], [ParLac,
160.0ld.]) Tegyiik fel, hogy (X,d) és (Y,e) metrikus terek (azaz valamilyen formaban ér-
telmezve van rajtuk egy tévolsagfogalom). A ® : X — Y leképezés izometria <
e(®(a), ®(b)) =d(a,b) Ya,b € X.

A bijektiv tavolsagtarto leképezéseket, azaz a bijektiv izometridkat egybevagosagnak nevez-
ziik.

Az A C X és a B C Y részhalmazokat egybevagénak nevezziik, ha létezik kozottiik tavol-
sagtartod bijekcio. Jelolése: A = B.



Tehat az izometridk: a tavolsagtarto leképezések. Barmely két (X, d) — (X, d) izomet-
ria kompozicidja is izometria, illetve minden ilyen izometria invertalhato, és az inverziik is
izometria. Ebbol adodik, hogy az (X,d) — (X, d) izometridk, a kompozicié miiveletével
ellatva, csoportot alkotnak, ahogy azt reméltiik. Az alabbbi csoport nagyon fontos szerepet

fog jatszani a késGbbiekben.

2.9. allitas. (G, csoport)
Az R"™-r8l R™-re képez§ izometridk csoportot alkotnak (n > 1). Ezt a csoportot innentél

kezdve G,,-nel jel6lom.

2.10. allitas. (M, csoport)
Az R"™-r8l R™-re képezd iranyitastarto izometridk csoportot alkotnak (n > 1). Ezt a csoportot

innentél kezdve M,,-nel jelolom. M,,-t szokas az R™ mozgasainak nevezni.

Bizonyos tipust matrixok is alkothatnak csoportokat. A segitségiikkel konnyebb karak-

terizalni az G,, és a M,, csoportok elemeit.

2.11. definicié. (GL(n),O(n), SO(n) csoportok [KisEm, 4.1.24.Def., 4.1.26.Def.|)

Az R" test feletti n X n -es invertalhaté matrixok csoportjat a szorzasra nézve altaldnos
lineéris csoportnak nevezziik, és GL(n)-nel jeloljik.

Az ortogonalis GL(n)-beli matrixok (azon maéatrixok, amelyek inverze megegyezik a transz-
ponaltjukkal) részcsoportot alkotnak GL(n)-ben, jelolésiikk: O(n). Az O(n)-beli matrixok
determinansa +1. O(n)-hez tartoznak R™ izometriai (2.12. allitas).

Azok a matrixok, melyek determinansa +1, részcsoportot alkotnak O(n)-ben (igy GL(n)-ben
is). Ennek neve specidlis ortogonélis csoport, jele SO(n). SO(n)-hez tartoznak R™ iranyi-

tastarto egybevagosagi transzformécioi, masnéven R™ mozgasai (2.13. 4litas).

A kiilénbség O(n) és SO(n) kozott az, hogy mig az el6bbiben vannak n — 1 dimenzios

hipersikra valo tiikrézések, az utébbiban nincsenek.

2.12. allitas. (G, felbontésa [Isom, 3.6.tétel])
A G,, minden eleme egyértelmiien irhato az alabbi alakban:
haw(v) =Av+w = (t,A)(v), ahol b, : R" — R™, A € O(n) és w € R™.

Ez alapjan nem meglepd, hogy az M, is hasonlé formaban irhato.

2.13. allitas. (M, felbontasa)
Az M, minden eleme egyértelmten irhat6 az alabbi alakban:
faw@) =Av+w = (t,A)(v), ahol fa,, : R* — R", A € SO(n) és w € R™.

A késtbbiekben sziikségiink lesz a csoportelmélet egy bonyolultabb elemére, a szabad cso-
port fogalmara is. Az eredeti, homomorfizmusokat hasznalo definici6 a [KisEm, 4.10.1.Def.].
En a kovetkezs eljaras segitségével fogom "definialni" az X halmaz altal generalt szabad
csoportot. Ez a konstrukei6 az alabbi tétel bizonyitasaban talalhato meg, a [KisEm|-ben, de

kevésbé részletesen a [StanWag]-ben is szerepel.

2.14. tétel. [KisEm, 4.10.2.Tétel]
Minden X halmazhoz létezik egy olyan csoport, amelyet X szabadon general, és ez a csoport
izomorfia erejéig egyértelmtien meghatéarozott. Az X altal generalt szabad csoportot F(X)-

szel fogom jeldlni.



2.15. konstrukci6. (Az X halmaz altal generalt szabad csoport megkonstrualasa)

Vz € X elemhez készitsiink el egy 27! elemet tigy, hogy ezek az X elemeit6] és egyméstol
is kiilonbozzenek. Legyen S az Osszes olyan véges sz0, amik az {z,77! : & € X} betiikbdl
allnak, beleértve az iires szot is (ez lesz a csoport neutralis eleme, jelolése: 1). Ha X = {z,y},
Yz yyy.

és az 'z betliparost az 1-el. Ezzel elértiik,
1,.-1

akkor egy ilyen ,sz6” példaul a kovetkezd lehet: zxy 'y~
Ezek utédn Va € X-re azonositjuk az zz~!

hogy = és ™! egymaés inverzei legyenek. Emiatt példaul az zyy 'z~ 'z és az y~'yz szavak
is egyenlGvé valnak, hiszen ha mindkett6bdl kihtizzuk az egymés melletti ,inverzeket”, akkor
mindketts az x szova egyszertsodik. Az olyan szot, amiben nem szerepel ilyen tipusi betti-

! vagy 'z alakt bettiparok

par, redukalt szonak nevezziik. Ezt a "kihtuzast", azaz az zx~
eltorlését, és ugyanigy a "betoldasat" is, elemi atalakitdsnak nevezziik (barmely z € X-re).
Bevezetiink egy ~ relaciot az S elemeire a kovetkezGképpen: az s és t szavak legyenek

relacioban, (s ~ t), ha véges sok elemi atalakitas segitségével megkaphatjuk s-bdl ¢-t.

2.16. allitas. [KisEm, 157.01d.|

A ~ relaci6 ekvivalenciarelacio.

Az F(X) csoport elemei legyenek a ~ ekvivalenciarelacidhoz tartozé particiok osztalyai.
Minden osztalyt egyértelmiien reprezentél a hozza tartozo redukalt szo, igy feltehetd, hogy
F(X)-et az osszes redukalt szo alkotja. Mostantol ugy tekintjiik, hogy minden sz6 redukalt.

F(X)-en a csoportmitivelet a szavak Gsszeftizése (konkatenacioja), azaz egymas utén irasa
lesz. Példaul ha s = xyx ést = xy, akkor sxt = st = xyxxy. Ez asszociativ miivelet, amelyre

nézve az 1 (kétoldali) neutralis elem.

2.17. allitas. [StanWag, 5.01d.]
Egy szabad csoport barmely két generaloé halmazanak ugyanaz az elemszama, ezt a csoport

rangjanak nevezziik.

2.18. allitas. [StanWag, 5.01d.]
Két azonos rangu szabad csoport izomorf. Barmely csoport, amely izomorf egy szabad cso-

porttal, szabad.
Az n rangn szabad csoportot innentél F,, jeloli.

2.19. tétel. (Nielsen—Schreier-tétel [KisEm, 4.10.6.Tétel])

Szabad csoport minden részcsoportja is szabad.

Ebbdl az allitasbol kovetkezik, hogy egy szabad csoport minden elemének rendje co.
A tovabbiakban féként az izometria-csoportokra és a 2-rangu szabad csoportra lesz majd

sziikségiink.



3. Az egymasbadarabolhatésag és a paradox tulajdonsag

Mar ebben a fejezetben sziikségiink lesz az imént Osszegytijtott csoportelméleti ismeretekre,
hiszen az alabbiakban megismerkediink két j fogalommal: a G-egymasbadarabolhatosaggal
és a G-paradox tulajdonsiggal. Mindkét fogalmat egy tetszéleges G csoportra nézve értel-
mezziik, és csak akkor hagyjuk el a csoport kiilon jelolését, ha nem adddik ebbdl félreértés,
vagy ha altalanossdgban beszéliink a fogalmakrol. A paradox tulajdonsagot az egymasbada-

rabolhatosag segitségével fogom definidlni, tehét els6ként ezt jarjuk korbe.

3.1. Egymasbadarabolhatosag

Ebben az alfejezetben az lesz a f6 célunk, hogy definialjuk két halmaz egymasbadarabolha-
tosagat, illetve kideritsiik ennek a tulajdonsagnak néhany egyszert, de lényeges jellemzgjét.
A legfontosabb ezek koziil az lesz, hogy egy adott G csoportra és A G-halmazra az egymés-
badarabolhatosag egy ekvivalenciarelacio a 9?(A) halmazcsaladon. Ezt a részt a [MaWa|

forras alapjan irtam.

3.1. definici6. (Particio, felbontas [MaWa, 2.7.Def.])
Az A halmaz egy particidja az a nemiires, paronként diszjunkt A’ C A részhalmazokbol 4allo
P csalad, melyre A = U A’. Ha a halmazokat az utobbi alakban, unié forméjaban irjuk,
A'eP
akkor az A egy felbontasanak is nevezziik Sket.
Altalaban véges sok részhalmazbol allo particiokrol fogunk beszélni. Fontos, hogy egy-egy
halmaz felbontésaban szerepld részhalmazok mindig paronként diszjunktak, ez hozzatartozik

a felbontas definiciojahoz.

3.2. definicié. (G-egymasbadarabolhatosag [MaWa, 2.8.Def.])
Legyen G egy csoport, ami az X halmazon hat. Az A, B C X rebzhalmazok G-egymasbadarabolhatoak,

ha léteznek ugyanannyi tagbol allo véges particiok: A = U A; és B = U B; és g; € G cso-
=1 =1

portelemek (i = 1,...,n), hogy B; = g;(A;), minden 7 = 1,...,n esetén. Jelolése: A ~g B.

Tehat két halmaz egymasbadarabolhatosaga azt jelenti, hogy mindketts felvaghato né-
hany olyan darabra, hogy a két halmaz darabjai paronként attranszformélhatok egymésba
bizonyos csoportelemek segitségével. Ha a vizsgalt csoport péladul a G, azaz a sikbei izomet-
ridk csoportja, akkor két Go-egymésbadarabolhaté halmaz felbontasban szereplé darabjai
egybevéagoak, hiszen az izometridk megtartjak a tavolsagot.

A legtobb cikkben a 2/A) &brahoz hasonlo rajzot talalhatunk az egymésbadarabolha-
tosag illusztracidjaként. Ez a darabolas figyelmen kiviil hagyja az egyes részek hatéarait -
ahogy azt a B) 4bra szemlélteti - pedig a definici6 szerint ezt nem tehetjiik meg, tehat
ez nem egy preciz egymasbadarabolas. A 2/A) abran egy ugynevezett atdarabolast latha-
tunk, ami annyiban kiilénbozik az egymasbadarabolhatosagtol, hogy ott megfeledkezhetiink
a darabok hatarairol. Errél a fogalomrol tobb sz6 fog esni a Banach-Tarski paradoxon cimii
fejezetben. A két fogalom a sikon nagyon hasonlot jelent, ezért is hasznéljak széles kérben
a 2. abrat.
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2. abra. Fontos, hogy az egymasbadarabolasnal minden pont, igy a hatarpontok is szamita-

B)

nak. A piros vonal a nyilt, a fekete a zart hatarokat jeloli. A kép forrasa:

https://matemateca.ime.usp.br/acervo/equidecomponibilidade_ingles.html

A 3. abra méar egy egymasbadarabolast ir le. Minden vagésnal kiilon darabként kezeltem a
hatarvonalakat (piros és fekete szakaszok), és megkiilonboztettem a négyzet kozépss pontjat
is (piros szind pont), igy elértem, hogy semelyik pontot se szamitsuk kétszer a darabolas

soran.

3. dbra. Egy négyzet egymésbadarabolhato egy jobbrol nyilt téglalappal. A szaggatott vo-
nalak a nyilt, a teli vonalak a zart hatarokat jelolik. Az iires piros karikdk a szakaszok nyilt

végeit jelolik. A teli piros pont a négyzet kozépss pontja.

Vizsgaljuk meg most az egymasbadarabolhatosidg néhany fontos tulajdonsigat. Vilagos,
hogy a G csoport neutrélis, identikus eleme miatt egy G-halmaz barmely részhalmaza egy-
masbadarabolhaté sajat magaval. Mivel minden definiciébeli g;-nek van inverze, g; IB; = A4,
teljestil, ahol ¢ = 1, ..., n. Ebbdl kovetkezik az alabbi allitas.

3.3. allitas. (Az egymasbadarabolhatosig szimmetrikus és reflexiv [MaWa, 2.9.A11.])
Legyen G egy csoport, és X egy G-halmaz. Ekkor VA, B C X részhalmazra teljesiil, hogy

o A~ A, azaz a G-egymasbadarabolhatosig reflexiv,

e ha A ~ B akkor B ~ A, azaz a G-egyméasbadarabolhatosag szimmetrikus.


https://matemateca.ime.usp.br/acervo/equidecomponibilidade_ingles.html

Az a célunk, hogy belassuk: az egymasbadarabolhatosag ekvivalenciarelacio. Ehhez mar
csak a tranzitivitds igazolasara van sziikségiink. Ennek érdekében bevezetjiik a darabon-
kénti fiiggvények fogalmat, ami megkdnnyiti a két halmaz egymasbadarabolhatosagat leiro
felbontasok, hatasok megértését, elképzelését. Egy egyszerd modjat fogjak adni a tranzitivi-

tas bizonyitasanak.

3.4. definici6é. (Darabonkénti fliggvény egy csoportban [MaWa, 2.15.Def.])

Legyen A és B két G-egymasbadarabolhaté halmaz. Ekkor a definicié szerint létezik vala-
mely n-re egy-egy felbontasa A-nak és B-nek: A = A;U...UA,, B=B1U..UB, és¢g; € G
minden i = 1,...,n, hogy A; = ¢;B; minden i =1, ..., n.

Egy ekvivalens modja a két halmaz k6zti egyméasbadarabolhatdsédg megadésanak egy darabonként-
definialt f : A — B bijekcio:

Q1T haxz € A;

gox ha z € Ay
flz) =

GnT haz € A,

Es forditva: ha létezik olyan bijekci6, amelyet egy G csoport elemei definidlnak egy halmaz
ségot irja le.

Ez a forma megkodnnyiti az egymasbadarabolhatésag néhany tulajdonségénak észrevéte-
lét és bebizonyitasat. Példaul az els6 két tulajdonsag bizonyitasanal a reflexivitast az f :=e

adja, és ha a ¢ fiiggvény reprezentalja A ~ B-t, akkor a g~ *

adja meg a szimmetriat.
Tovabba azonnal latjuk azt a fontos tulajdonségot is, hogy azok a felbontésok és hatéasok,

amelyek két halmaz egymasbadarabolhatésagat irjak le, megszorithatdak azok részhalmaza-

ira is.

3.5. allitas. (Részhalmazok egymasbadarabolhatosiga [MaWa, 2.16.A11.])

Ha A ~¢ B, akkor minden A’ C A részhalmaz G-egyméasbadarabolhaté B egy részhalmazé-

val. Ha f : A — B irjale A és B egymasbadarabolhatosagat (ahogy az el6z6 definicioban),

akkor azt kapjuk, hogy A’ ~ f(A’).

4. abra. Részhalmazok egymasbadarabolhatésaga [MaWa, 2.2.Abr.|



Az egymaéasbadarabolhatosag fliggvény-alapu leirdsa megengedi nekiink a tranzitivitas

kénnyebb bizonyitasat is.

3.6. allitas. (Az egymasbadarabolhatosag tranzitiv [MaWa, 2.17.AlL])
Ha A ~g B és B ~¢ C valamely G csoportra, akkor A ~g C.

Bizonyitds. [MaWa, 2.17.Biz.| Legyen A, B és C mint az allitdsban, ahol az egyméasbada-
rabolgatoségot az f : A — B és a g : B — C darabonkénti fiiggvények irjak le. Legyen
A=A U..UA, az A felbontésa A ~g B -hez és legyen B = B; U ... U B,,, a B felbontésa
a B ~g C - hez.

Mivel f és g bijekciok, a h := go f egy h : A — C bijekcid lesz. Tudjuk, hogy h(A) =
g(f(A)) = C, és mivel a G csoport miivelete tranzitiv, h A minden elemét G egy elemének
van-e értelmezve.

Azt allitom, hogy A-nak ez az 1j felbontasa legfeljebb n - m részbdl all. A 1j felbontéasa exp-
licit modon definidlhaté gy, hogy elmetssziik A felbontasat a B felbontasanak f-szerinti
osképeivel. Definialja ezeket a D; ; := A; N f~1(B;) minden i = 1,...,n, j = 1, ...m. Néhany,
de nem minden D; ; lehet, hogy iires, ezeket elhagyhatjuk. Marad legfeljebb n - m nemiires,
diszjunkt halmaz, és ezzel megkaptuk A felbontasat h-hoz, és igy az A ~g C egymasbada-
rabolhatosaghoz. O

A tranzitivitas fontos szerepet fog betolteni szdmos bizonyitasban.

3.7. kbvetkezmény. (Az egymasbadarabolhatésag ekvivalenciarelacio [MaWa, 2.18.AlL])
Egy G csoportra és egy A G-halmazra az egyméasbadarabolhatosag egy ekvivalenciarelacio

P(A)-n, az A halmaz Gsszes részhalmazanak csaladjan.

Mivel egy halmaz trividlis felbontasa maga a halmaz, B ~g gB barmely g € G-re. Ez

1

a trivialis felbontas és a g~ csoportelem segitségével konnyen ellenérizhets. Ha ezen kiviil

még a tranzitivitast is felhasznaljuk, az alabbi allitast kapjuk.

3.8. kivetkezmeény. (Az egymésbadarabolhatosig transzformacio-invariancidja [MaWa,

2.12.Al1L])
Ha A ~g B akkor A ~¢g gB minden g € G-re.

Koénnyen belathato az a specialis és hasznos tulajdonsag is, hogy az R?® mozgasainak
csoportjara, az Ms-ra vett egymasbadarabolhatosag atskalazas-invarians. Ez azt jelenti, hogy
megnyujthatjuk a két vizsgalt halmazt egy nemnulla valés szdmmal, ez a valtoztatds nem

fogja befolyésolni azt, hogy a darabjaik atmozgathatoak-e egymasba.

3.2. Paradox tulajdonsag

Ebben az alfejezetben korbejarjuk egy halmaz paradox tulajdonsaganak megleps fogalmat,
az egymasbadarabolhatosaggal valo kapcsolatat, és a Banach-Schroder-Bernstein tétel se-
gitségével mutatunk ra egy konnyebben kezelhets ekvivalens definiciot is. Az itt leirtak a
[MaWal, a [ParKat] és a [StanWag] forrasokbdl szarmaznak.



3.9. definicié. (G-paradox tulajdonsag [MaWa, 2.19.Def.|)

Legyen G egy csoport, X pedig egy G-halmaz. Az F C X halmazt G-paradoxnak vagy G-
paradox tulajdonsidgunak nevezziik, ha léteznek A, B C FE részhalmazok, hogy F = AU B,
ANB=0és E~g A, E ~g B.

5. abra. Paradox tulajdonsig [MaWa, 1.1.Abr.|

Egy halmaz paradox tulajdonsaga tehat azt jelenti, hogy a halmaz felvaghato6 két darabra
ugy, hogy ez a két darab lényegében ugyanolyan, mint az eredeti, legalabbis egy megfelels
transzforméacio segitségével darabonként egymaéasbavihetSek az eredeti halmazzal. Valamilyen
értelemben meg lehet kettézni a paradox halmazokat.

Ha egy el6z6 példaval éliink: egy sikbeli halmaz Gs-paradoxsaga azt jelentené, hogy
felvaghato két diszjunkt darabra ugy, hogy a két darab darabonként egybevagd legyen az
eredetivel. Ez a tulajdonsag ellentmond az intuiciénknak, pedig nem is kell annyira messzire
menni ahhoz, hogy paradox tulajdonsidgu halmazokat talaljunk. Ahogy végtelen szdmossa-
gokkal, mondjuk a természetes vagy egész szamok halmazaval kezdiink foglalkozni, méris
feliitik a fejiikket hasonld furcsasiagok. Galileo megfigyelése, miszerint a pozitiv egész sza-
mok kolcsonosen egyértelmien megfeleltethetGek a négyzetszamoknak, nagyon hasonlit a
talaltunk egy pontosan ugyanakkora, valdodi részhalmazt, mint az eredeti. Ez a megfigyelés
megjosolta azokat a huszadik szazadi kutatasokat, amik a végtelen mennyiségek behatobb
vizsgalataval, hasonlé paradoxonok felfedezésével foglalkoztak. Az els§ lépcséfokok kozott

volt azon konstrukciok soraban, amik a paradox tulajdonsag definici6jahoz vezettek.

3.10. megjegyzés. Vannak méas definiciok is a G-paradoxonsagra, példaul, hogy a részhal-
mazoknak csak diszjunktaknak kell lenniiik, az uni6jukra nem teszilink megszoritasokat. Ez
ekvivalens az &altalunk hasznalt definicidval, ahogy azt a Banach-Schréder-Bernstein tétel
segitségével latni fogjuk.

Egy halmaz paradox tulajdonsagat "visszavetithetjik" magéra a csoportra, csoportha-

tésra is.

3.11. definicié. (Paradox hatés, paradox csoport [ParKat, 0.1.1.Def.])
Egy G csoport hatésat az X halmazon paradoxnak nevezziik, ha X G-paradox.
A csoportot magat akkor hivjuk paradoxnak, ha a sajat magéan vett hatasa baloldali szor-

zasként paradox.

Mivel a paradox tulajdonsigot az egymésbadarabolhatésag fogalmanak segitségével de-
finidltuk, kdnnyen megfogalmazhatjuk par jellemzsjét eddigi tudasunk alapjan. Az egymas-
badarabolhatosag transzformécio-, és atskalazas-invarianciajanak, illetve a paradox tulaj-

donsag definiciojanak kozvetlen kovetkezményeként kapjuk az alabbi két allitést.
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3.12. allitas. (A paradox tulajdonsag transzformécié-invariancidja [MaWa, 2.22.Kov.])

Ha A G-paradox, akkor gA is G-paradox minden g € G-re.

3.13. allitas. (A paradox tulajdonsag atskalazas-invariancidja [MaWa, 2.23.K6v.|)
Ha A C R3 M;z-paradox, akkor cA is Ms-paradox minden ¢ € R, ¢ > 0-ra.

A kovetkezd allitas egy fontos kapcsolatot ir le a két vizsgalt fogalom kozott: ha két

halmaz egymasbadarabolhat6, akkor a paradox tulajdonsaguk 6roklgdik.

3.14. lemma. [MaWa, 2.24.Lem.|
Legyen A és B két G-egymésbadarabolhaté halmaz valamilyen G csoportra. Ekkor B G-
paradox <= A G-paradox.

Bizonyitds. [MaWa, 2.24.Biz.| Legyen a By, By a B paradox felbontésa: By ~¢g B és By ~¢
B, ahol B= By U By és By N By = ).

Mivel A ~g B, létezik egy f : B — A bijekcio, ami a két halmaz egymésbadarabolhatosa-
gat irja le, a 3.4 definicié szerint.

Az f bijekciot megszoritva a B részhalmazaira A-nak egy-egy, Bi-el illetve Bg-vel egymas-
badarabolhato részhalmazat kapjuk: legyen Ay := f(By) és As := f(Ba).

Mivel B = By UB,, BiN By = 0, illetve f bijekcid, kovetkezik, hogy az Ay, As részhalmazok
particionaljak A-t: A = A; U Ay és Ay N Ay = 0.

A konstrukcié miatt A; ~g By. Tudjuk, hogy By ~g B és B ~g A, amibdl az egyméasba-
darabolhatosag tranzitivitasa miatt kovetkezik, hogy A, ~g A. Hasonlban Ay ~g A, tehat
belattuk, hogy A G-paradox. O

Elérkeztiink a fejezet legfontosabb tételéhez és eddigi legbonyolultabb bizonyitasunkhoz.
Az eredmény, amit Banach publikilt, a klasszikus halmazelméleti Schroder-Bernstein tétel
egy altalanositasa. A Banach-Tarski paradoxonrol szolo fejezetben egy rovidebb, altaldno-
sabb bizonyitast is latni fogunk, de a mélyebb megértés érdekében el6bb egy konstruktivabb

bizonyitast hoztam.

3.15. tétel. (Banach-Schroder-Bernstein tétel [MaWa, 2.26.Tét.])

Legyen G egy csoport, X egy G-halmaz, és A, B C X valamilyen részhalmazok.

Ha A G-egymaéasbadarabolhatd a B egy részhalmazaval, és B G-egymasbadarabolhat6 az A
egy részhalmazéval, akkor A és B G-egyméasbadarabolhato.

Bizonyitds. [MaWa, 2.26.Biz.] Legyen A’ C A és B’ C B a tételben szerepls két részhalmaz,
tehat A ~g B’ és B ~g A’. Legyen f: A — B ' ¢sg: B— A" az A ~g B’ és B ~g A’
egymasbadarabolhatosagokat leir6é bijekciok.

f~' és g~! pontosan a B’-n illetve az A’-n van definialva. Ugy tekintjiikk az f~! és g~ !
fliggvényeket, mint A és B kozotti injekciokat, amik nem feltétleniil sziirjektivek.

Els6 lépésként felbontjuk A-t és B-t harom-harom paronként diszjunkt részhalmazra, amik

kozott 1j bijekcidkat fogunk keresni.

e Ezek a részhalmazok az egyes elemek Gsképeinek segitségével lesznek definidlva: min-
den a € A elemnek van egy g szerinti Gsképe: g~ (a) feltéve, hogy a € A’. Ez az 6skép
a B-nek egy olyan eleme, amelyet a g az a-ba képez. A B Gsképeit hasonloképpen

definialjuk, az f leképezéssel. Mivel minden egyes Gsképnek lehet egy Gsképe a mésik
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leképezés szerint, minden A, illetve B halmazbeli elem esetében beszélhetiink az Gs-
képek szamarol. Az els6 Gsképet sziilének hivjuk. Az &sképeket, az Gsképek Gsképeit,
azok Gsképeit (és igy tovabb) egylitt 6soknek nevezziik. Mivel f és g injektivek, minden
elemnek legfeljebb egy sziilGje van (az f vagy a g leképezés szerint, attol fliggGen, hogy
melyik halmazban van).

Most méar particionalhatjuk A-t és B-t harom-harom részhalmazra, aszerint, hogy a
tartalmazott elemeknek hany 6se van: Ay, A1, As a paros, paratlan illetve végtelen
sok Gssel rendelkezs elemeket tartalmazzak. Az 6sok kozé a sziilgk is beleszamitanak.
Hasonléan definidljuk B-re a By, B, Bs, halmazokat.

Masodik lépésként konstrualunk egy megfeleld bijekciot, ami az Ao, és a B, egyméasbada-

rabolhatosidgat mutatja.

e Az A, halmazra igaz, hogy minden elemének van pontosan 1 g szerinti sziilGje B-
ben (hiszen g bijektiv), tehat Va € Ao, 3b € B : g~(a) = b. Legyen S := {b € B
| 3a € A : g7(a) = b} C B ezen g szerinti sziilsk halmaza. Ekkor, mivel az A,
minden elemének oo sok Gse van, teljesiil, hogy Vb € S Ja € A : f~1(b) = a, azaz
S minden elemének van pontosan 1 f szerinti sziil§je A-ban, és A, definicidjanak
kovetkeztében ez az f szerinti sziil6 az A, halmaz egy eleme. Azt szeretnénk belatni,
hogy S = By és f~1(S) = A. Ezt indirekt fogom bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy Ja* € f71(S) \ As. Ekkor 3b € S : f~1(b) = a*, és S definicioja
szerint Ja € Ay, : g7 (a) = b, de ha a* ¢ A, akkor a ¢ A, ami ellentmondas. Igy
megkaptuk, hogy f~1(S) = A.

Vilagos, hogy S C Be. Tegyiik fel, hogy 3b* € Bo, \ S. Ekkor 3f~1(b*) = a € A,
hiszen b*-nak co sok Gse van. De A, = f~1(S) és mivel f bijekcio, b* € S teljesiil, igy
S = Boo.

Tehat f-et megszoritva A..-re megkapjuk azt a bijekciot, ami az Ay, ~g Boo €gymas-

badarabolhatésagot irja le.

Harmadik lépésként az A és a By egyméasbadarabolhatosagat mutatjuk meg, amibgl konnyen

megkapjuk az A, ~g By igazolasara szolgalo konstrukciot is.

e Minden Bj-beli elemnek nemnulla 6se van, tehat van legalabb egy Gse A-ban. Ame-
lyeknek 1 &se van, az 6 sziileik pontosan azok az elemek A-ban, amelyeknek 0 Gsiik van.
Igy ezek a sziil6k az Ag-ban vannak. Hasonléan, a By 3 6ssel rendelkezd elemei az Ag 2
ssel rendelkezd elemeit kapjak sziiléként. Es igy tovabb, minden Bj-beli elemnek van
egy sziil6je Ag-ban. Latjuk, hogy az f Ag néhany elemét a By Osszes elemébe képzi,
ami azt jelenti, hogy f egy bijekcié megszoritva Ag — Bj-re (mert f bijektiv volt).
Még egyszer hasznalva a részhalmazok egymésbadarabolhatésagara vonatkozo allitéast,

lathatjuk, hogy ez az Ag ~g Bi-t irja le.

e Hasonloan ha a g bijektiv leképezést megszoritjuk a By — Aj-re, akkor megkapjuk
az Ay ~ By egymasbadarabolhatosagot. Ugyanezt a g~ '-el is leirhatjuk.

Osszefoglalva az eddigi eredményeket, megkapjuk a keresett darabonkénti fiiggvényt.
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e Ezek a fliggvények és részhalmazok egyiitt definidlnak egy tj darabonkénti h : A — B

leképezést, az alabbi médon:

T hax € Ag U A
vy = [ :
g Hx) ha z € A
Lathatjuk, hogy ez darabonkénti G-ben: a bijekciok darabonkéntiek G-ben, és a par-
ticiok egyiitt egy 1j, véges particidjat adjak A-nak.

darabolhatoségat, amivel a bizonyitasunkat befejeztiik. O

Az alabbi kovetkezmény egyszeritibbé tesz nekiink néhany bizonyitast, és a kivant ekvi-

valens definiciét fogja eredményezni.

3.16. koévetkezmény. [MaWa, 2.27.Kov.|
Legyen G egy, az X halmazon hato csoport, és legyen A C X. Ha A tartalmaz két diszjunkt

részhalmazt, amelyek egymasbadarabolhatoak A-val, akkor az A G-paradox.

Bizonyitds. [MaWa, 2.27.Biz.| Legyen A1, Ao C A az allitasban szerepls két diszjunkt rész-
halmaz. Ekkor az egymésbadarabolhatosag reflexivitasa miatt teljesiil, hogy az A\ A; =: B
egyméasbadarabolhatd sajat magaval, azaz az A egy részhalmazaval. Az A egymasbadara-
bolhato az As-vel, a B egy részhalmazéaval. Ekkor a Banach-Schréder-Bernstein tételbsl
kovetkezik, hogy A ~g B.

Mivel A; és B = A\ A; diszjunktak és A = A; U (A\ A1) egy paradox felbontéasat adja az
A-nak, az allitas egybdl kovetkezik a paradox tulajdonsag definiciojabol. O

Ez az eredmény megengedi nekiink, hogy enyhitsiik a paradox tulajdonsag definici6jat a

kovetkezGképpen.

3.17. definicié. (G-paradox tulajdonsag ekvivalens definicio)
Az FE C X halmazt G-paradoxnak vagy G-paradox tulajdonsaginak nevezziik, ha léteznek
A, B C FE részhalmazok ugy, hogy ANB=(és E ~g A, E ~g B.

Ez kénnyebbé teszi egy halmaz paradoxsaganak bizonyitasat, mivel nem kell megvizsgél-

nunk a részhalmazok unijat.
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4. Példak paradox halmazokra és paradox csoportokra

Ebben a fejezetben kiilonbozé megleps eredményeket gytijtottem Ossze, Stan Wagon ebben
a témaban rt kényvébdl ([StanWag]). A legtobb érdekesség bizonyitasat nem frtam le, mert
a kutatasom sorén ezen paradox eredmények altalanos, mélyebb okainak nagyobb figyelmet
szenteltem. Fontosnak tartottam azonban, hogy néhanyat ezek koziil beemeljek a szakdol-
gozatomba, mert a teriilet fontos eredményeit, mérfoldkoveit jelentik, és egyes tételeket -
ezeknek a bizonyitasat is leirtam - még hasznalni fogunk. A [StanWag| forrasban minden itt

szerepld allitas bizonyitasa megtalalhato.

4.1. Paradox halmazok

Amikor el6szor lattam példat paradox halmazra, el sem akartam hinni, amit latok. Idére
volt sziikségem, hogy megbaratkozzak a gondolattal. Ezért els§ példaként Galileo megfigye-
lésének modern formajat irom le, ami egy j6 bemelegités az az utan kévetkezd megszamlal-
hatoan paradox tulajdonsag megvizsgalasahoz. Megismerkediink a kivalasztési axidémaval is,
és el6szor gondolkozhatunk el arrél, hogy vajon mekkora szerepet is jatszik a paradoxonok

létrejottében.

4.1. axioma. (A kivalasztéasi axidoma [MaWa, 1.Ax.])
Diszjunkt nemiires halmazok barmely nemiires csaladjara létezik olyan halmaz, amely pon-

tosan egy elemet tartalmaz a halmazcsaldd minden tagjabol.
Az alabbi két halmazhoz a kovetkezd megszokott jeloléseket fogom hasznalni.

4.2. definici6. (Az egységgomb és az egységgomb-feliilet)
Az origo-kozépponta, R™-beli S™ egységgomb-feliiletet és a B™ egységgombot az alabbi kép-
let definialja:

Smi={zeR" | |z|| =1} és B" := {x e R" | |jz|| < 1}.

A kovetkezd tétel, amely azt mutatja, hogy barmely végtelen halmaz paradox tulajdon-
sdgi a sajat permutaciocsoportjara nézve, Galileo egész szamokrol szolo megfigyelésének

modern forméaja. Nem bizonyitjuk.

4.3. tétel. [StanWag, 1.4.Tét.|

Jelolje |X| az X halmaz szamossagat, és legyen G az a csoport, amely a g : X — X
bijekciokbol 4ll (G-t az X permutécidcsoportjanak hivjuk). Ekkor a kévetkez6k ekvivalensek:
a) |X| - 2/X],

b) X G-paradox,

c) X végtelen (vagy iires).

A tétel bizonyitasaban a kivalasztasi axioméat is hasznalni kell.
A kovetkezs példahoz a paradoxsag definicidjat kibdvitjiik megszamlalhatéan sok rész-

halmazra is.

4.4. definici6. (Megszamlalhatoan G-paradox tulajdonsag [StanWag, 7.0ld.|)

Az E G-halmaz megszamlalhatoan G-paradox, ha

14



E= G il = D h; B,
i=1 i=1

ahol az { Ay, As, ..., By, Ba, ..} paronként diszjunkt E-részhalmazok megszamlalhato csaladja,

g; illetve h; € G csoportelemek, i = 1,2, ....

Vitali kovetkezd tétele egy megszamlalhatéan paradox halmazrol szol. A Vitali para-
doxon, ami egy Orisi 16kést adott a teriilet kibontakozasanak, mértékelméleti kovetkezmé-
nyekkel is bir. Ezeket a kiovetkezs fejezetben fogom leirni és bebizonyitani. Mivel hasonlo
konstrukciok gyakran el6fordulnak a paradoxonokban, a tétel bizonyitasi modszerét is ér-
demes atgondolni. A kivalasztasi axiomat ismét hasznalni fogjuk. Ne feledjiik: S* jeloli az

egységkort, SO(2) pedig a a kor forgatasainak csoportjat.

4.5. tétel. (Vitali paradoxon, 1905 [StanWag, 1.5.Tét.])
S megszamlalhatoan SO(2)-paradox. Mashogy mondva: ha az X = [0,1) intervallum és
G jeloli az eltolasok csoportjat X-en modulo 1, akkor az X halmaz megszamlalhatéan G-

paradox.

Bizonyitds. |StanWag, 1.5.Biz.] Definidljuk az S'-en a kovetkezs ~ ekvivalenciarelaciot: két
pontot akkor neveziink ekvivalensnek, ha az egyik pont elérhet§ a masikbodl egy origéd koriili
qm szogl forgatassal, valamilyen ¢ € Q racionalis szamra.

Mivel Q megszamlalhato, ezeket a forgatasokat felsorolhatjuk a {p; : ¢ = 1,2,...} halmaz
segitségével. A kivalasztasi axioma segitségével definidljuk az M halmazt: legyen M a ~
ekvivalenciaosztalyainak halmaza. Legyen M, := p;(M). Ekkor az {M;} halmazrendszer
particiondlja az S'-et. Mivel minden M; egyméasba vihet§ egy megfelels SO(2)-beli for-
gatéassal, a paros indext M;-k egyenként forgathatéak tgy, hogy minden M;-t lefedjenek
(példaul tgy, hogy minden M;-t az M/, indexti halmazba forgatunk), és igy kiadjak az
egész S'-et. Ugyanez igaz a paratlan indextiekre is. Ezzel belattuk, hogy az S' megszamlal-
hatoan SO(2)-paradox.

Ez a konstrukci6 egyszertien alkalmazhato a [0,1) intervallumra is, a (cos(®),sin(®)) —
® /27 bijekcio alkalmazéasaval, ami egy alkalmas megfeleltetést indukal az SO(2) és a G
csoportok kozott. O

Ezt a tételt konnyebb megérteni és elfogadni, mint azokat a konstrukcidkat, ahol klasszi-
kus paradox halmazokrol van szo, mert a végtelen fogalménak paradox természeti tulajdon-
sdgaival mar talalkoztunk, jobban ismerjiik Sket.

Viszont valamiért mégiscsak sziikség volt a paradox tulajdonsag definidlasara - gondol-
hatjuk, jogosan. Kell lennie konkrét példaknak a véges esetben is! Az intuicionk azt sugallja,
hogy ezek a paradoxonok biztosan csak magasabb dimenziékban, valamilyen kiilénleges cso-
portra érvényesek, amiket mar ugysem tud senki elképzelni. Alacsonyabb dimenzidkra, a
sikra, a térre, vagy akar az izometriacsoportokra nem is gondolnank, s6t, egyenesen lehe-
tetlennek tartjuk az Gtletet. Nem tigy, mint Sierpinski és Mazurkiewicz, akik nem engedték,

hogy megtévesszék Gket a megérzéseik.

4.6. tétel. (Sierpinski - Mazurkiewicz paradoxon [StanWag, 1.7.Tét.])

Létezik az R? siknak nemiires, Go-paradox részhalmaza.
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Bizony, méar a sikon lehetséges olyan paradoxonokat konstrualni, amelyek csak véges sok
darabot igényelnek, és amelyek izometridkat, azaz tavolsagtarto leképezéseket alkalmaznak.
Raadasul anélkiil, hogy a bizonyitas soran a kivalasztasi axiémat hasznalnunk kellene!

Ilyen sikbeli részhalmaz létezésének az oka az, hogy a sik G5 izometriacsoportja tartalmaz
egy szabad nem-Abel részfélcsoportot, aminek a hatasa kiilondsen szép. Errél a kovetkezd
alfejezetben t6bb sz6 esik majd, ki fog deriilni, hogy milyen kapcsolat van a G-paradox tu-

lajdonsag és G szabad részcsoportjai, részfélcsoportjai kbzott.

A fentebb felsorolt 3 példa még csak a kezdet. Azt gondolnank, hogy az 1, 2 és 3 dimen-
zi6s terek kozott nincs érdemi kiilonbség a paradoxonok szempontjabol. Az alabbi tételek

cafoljak ezt a megérzést.

Tovabbi kedvcsinald, fontos eredmények: [StanWag, 10.01d.]

e Az R'-nek nincs nemiires paradox részhalmaza.

e Vannak az R%-ben megszamlalhatatlan, paradox részhalmazok.

e Nem létezik R2-nek korlatos, nemiires belsejti, paradox részhalmaza.

e R"-ben (n > 3) minden korlatos nemiires belsejii halmaz paradox (Banach-Tarski

paradoxon altalanositéasa).

"Tébb dolgok vannak féldon és égen, Horatio, mintsem, bilcselmetek dlmodni képes. De
jeriink tovdbb (...)"

4.2. Paradox csoportok

Kiilon figyelmet kell szentelniink a paradox csoportoknak is, mert egy csoport paradoxsiga
sszefiiggésbe hozhato azon halmaz paradox tulajdonsagéaval, amelyen a csoport hat. Erde-
mes mindkét iranybol vizsgalédnunk, hogy megértsiik ezt a kapcsolatot. Mivel a Banach-
Tarski paradoxon -féle konstrukciok ilyesfajta csoportok alkalmazasaira épiilnek, alaposab-
ban is fogunk a foglalkozni veliik, az Amenabilitas cimii fejezetben. Els6 nekifutéasra keresiink
egy példat és kovetjiik az abbol fakadd megérzéseinket.

Emlékeztets: egy csoportot akkor hivtunk paradoxnak, ha a sajat magéan vett hatésa
baloldali szorzasként paradox (3.11 definicié). Az F,, jelolte az n rangu szabad csoportot.

Ebben a részben latni fogjuk, hogy az Fo egy paradox csoport. Megvizsgéljuk a 2-rangu
szabad félcsoportot is és megprobaljuk karakterizalni a paradox csoportokat. Megsejthetjiik,

hogy ez egy nagyobb feladat, mint amilyennek elsére mutatkozott.

4.7. tétel. [StanWag, 1.2.T¢ét.|

Fy a baloldali szorzasra, mint csoporthatéisra nézve Fo-paradox.

Bizonyitds. [StanWag, 1.2.Biz.] Legyen o, T az Fy csoport szabad generatorai, és jelolje 1 a

+1

csoport egységelemét. Ha p a o1, 771 valamelyike, akkor legyen W (p) az Fy azon elemeinek

IShakespeare, William, 1564-1616 author. The Tragedy of Hamlet, Prince of Denmark. [London] :The
Folio Society, 1954. Arany Janos forditasa
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halmaza, amelyek a o, 7,071,771 bettikbdl kirakott szavak, és a bal els6 bettjiik p. Ekkor
Fo= {1} UW(o)UW(T)UW (e~ 1) UW(r71), és ezek a részhalmazok paronként diszjunk-
tak (mert feltettiik, hogy F2-ben csak redukalt szavak vannak a 2.15 konstrukcié szerint).
Tovabba W (o) U oW (o) =Fy és W(r)UTW (771) = Fo. Mert ha h € Fy \ W(0o), akkor
o7 lh € W(o™1), és h = o(0c71h) € oW (o™ 1), és ezzel a tételt belattuk. Jegyezziik meg,
hogy itt csak 4 részt hasznaltunk. O

Az el6z6 bizonyitas tovabbfejleszthets ugy, hogy a paradox felbontas 4 halmaza ne csak
az Fay \ {1}-et fedje, hanem magét az Fo-t (3.15).

Joggal érdekelhetnek minket egy S félcsoport X halmazon vett hatasai is. Az inverz
hidnya miatt egy o € S elem altal indukalt fliggvény X-en nem biztos, hogy bijektiv, ezért
a paradox tulajdonsagot itt méashogy kell definidlnunk. Mindenesetre vannak hasonlésagok
az el6z6 esettel.

A T halmaz altal generalt szabad félcsoport egyszertien az a halmaz, amely az Gsszes
T-beli bettibsl kirakhatd szobol all, és ugyanugy a konkatenécioé a félcsoport miivelete. A

rangot hasonloan definialjuk, mint egy csoport esetén.

4.8. tétel. [StanWag, 1.3.Al1,
Az S szabad 2-rangu félcsoport, a 7 és p szabad generatorelemekkel. Ekkor S tartalmaz két
diszjunkt részhalmazt, A-t és B-t, amelykre 75 = A és pS = B. Tehat, minden olyan csoport,

amelynek van szabad 2-rangu részfélcsoportja, tartalmaz nemiires paradox halmazokat.

Bizonyitds. [StanWag, 1.3.Biz.] Legyen A azon halmaz, ami a 7-val, és B, ami a p-val kezd6d6
szavakbol all. Ha S be van dgyazva egy G csoportba, azaz részcsoport a G-ben, akkor S maga

egy paradox halmaza a G-nek, mert S =714 =p~'B. O

Ez egy nagyon biztato eredmény, azt remélhetjiik, hogy e mentén tovabbi paradox cso-
portokat fedezhetiink fel, és ez igy is van, ehhez hasonloé 6tletekre lesz sziikségiink.

Az kovetkezd allitas a paradox halmazok és a paradox csoportok kozotti kapesolatrol
sz0l, kovetkezményként pedig a paradox csoportok egy konkrét tipusat adja meg. Belatni a
kovetkez6 fejezetben fogom, mert a Hausdorff paradoxon bizonyitasdhoz fogom felhasznalni.

A koénnyebb megfogalmazas érdekében el6tte kimondok egy definiciot.

4.9. definicié. (Szabad hatas [StanWag, 11.01d.])
Azt mondjuk, hogy egy G csoport az X halmazon szabadon, vagy nemtrivialis fixpontok nél-
kiil hat, ha teljesiil, hogy a csoport egyik nemidentitas eleme sem hagy fixen egy halmazbeli

pontot sem: Vg € G, g # e, Vx € X: gz # x.

4.10. allitas. [StanWag, 1.10.Al1]

Legyen G egy paradox csoport, X pedig egy G-halmaz. Ha a G az X-en szabadon hat,
akkor X G-paradox. Specialisan X IFs-paradox tulajdonsagu béarmikor, amikor az Fs az
X-en szabadon hat.

Igy ha sikeriilne meghatarozni a paradox csoportokat, akkor - feltéve, hogy szabadon
hatnak rajtuk - sok paradox halmazt is felfedeznénk.
Mivel egy G csoport tetszéleges H részcsoportja G-n nemtrivialis fixpontok nélkiil hat

baloldali szorzasként, az alabbi allitas kozvetlen kévetkezménye az el6zének.
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4.11. kovetkezmény. [StanWag, 1.11.Kov.]
Ha egy G csoportnak van paradox részcsoportja, akkor G paradox. Igy specialisan barmely
olyan csoport, aminek részcsoportja az Fy (példaul barmely nem-Abel szabad csoport), pa-

radox tulajdonsagu.

Tehat hogyha egy csoport részcsoportként tartalmaz szabad nem-Abel részcsoportot,
akkor az paradox tulajdonsagu, hiszen ezek részcsoportként tartalmazzak az Fo paradox
csoportot. A G és a G izometriacsoportok példaul nem tartalmaznak szabad nem-Abel
részcsoportot, ami miatt 6k kivételes esetnek szamitanak majd a kévetkezs fejezetben.

Felmeriilhet a kérdés: vajon csak ezek a paradox csoportok léteznek? Precizebben: vajon
csak azok a paradox csoportok, amelyek részcsoportként tartalmazzak a 2-rangi szabad
csoportot, az Fo-t? Ezt a kérdést elgszor Neumann Janos vetette fel 1929-ben, és a tertilet
hosszas fejlédése utan végiil 1980-ban keriilt megvalaszolasra, Ol’shanskii altal. A paradox

csoportok halmaza b&vebb, mint azt képzeltiik volna.

4.12. tétel. [StanWag, 1.12.Tét.|
Létezik olyan paradox csoport, amelynek nincs végtelen rendi eleme, és igy barmilyen rangt

szabad részcsoportja sincs.

Ezek szerint az imént meghatarozott paradox csoportokon kiviil vannak még, amiket
nem fedtiink le. A paradox csoportokat az elsé megérzésiinket kévetve tehat nem sikeriilt
teljes mértékben karakterizadlnunk, ebben a fejezetben legalabbis. Ehhez egy 1j definicio

bevezetésére, az amenabilitas fogalmara lesz sziikségiink. Ennek egy kiilon fejezetet szantam.
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5. Hausdorff paradoxon

Az el6z6 részben belattuk, hogy szabad nem-Abel csoportokat arra is hasznalhatunk, hogy
paradoxonokat generaljunk veliik. Ebbél kiindulva szeretnénk olyan csoportokat talalni, ame-
lyek tartalmaznak ilyen tipust részcsoportokat. Nagy meglepetésiinkre az elsé felkinalkozo
lehetség erre a G3 izometriacsoport. Az alabbiakban megkonstrualjuk a G szabad Fy rész-
csoportjat, és megvizsgaljuk a paradox felbontést, amit eredményez. Belatjuk a 4.10 allitast,
aminek segitségével bebizonyitjuk Hausdorff hires paradoxonat. Mivel a Hausdorff parado-
xonnak fontos mértékelméleti kovetkezményei vannak, a Vitali paradoxonnal egyiitt ez is az
ugynevezett mértékelméleti paradoxonok kozé tartozik. Mivel a kovetkezményeit is szeret-
ném alaposan megvizsgalni, ezt a fejezetet egy mértékelméleti bevezetével kezdem.

Az ebben a fejezetben leirtak a [StanWag|, [EquLac|, [ParMe| és a [KosG| forrasokbol

szarmaznak.

5.1. Mértékelméleti bevezetd

A gimnaziumbol az egyetemre keriilve azonnal megértettem, hogy minden, amit eddig a ma-
tematikdban alkalmaztam, minden szabaly és definicié egy-egy altalanosabb fogalom spe-
cialis esete. Amikor Osszeadtam két szamot, igazabodl a valos szamok testén végeztem el
a kommutativ csoportmiveletet. Egy haromszog teriiletének kiszamolasakor egy euklideszi
metrika szerinti 2-dimenzios térfogatot szamoltam. Mintha addig egy burokban éltem volna,
gy tagult ki a latokorom az egyetemi éveim alatt.

Minden alkalommal, amikor azt hittem, hogy egy adott fogalomkort tovabb altalanosita-
ni mar nem lehet, mindig jott a kdvetkez6 analizis targy, amely megcafolta ezt: ez a teriilet
mindig tudott Gjat mutatni. Analizis 6rédkon - sok egyéb mellett - {6képp az integrélas és a
térfogatszamitas fogalmat szerettiik volna kibéviteni. Ha valaminél elakadtunk, a kdvetkezs
félévben mindent kezdtiink el6lrsl, hogy még tébb halmaznak értelmezhessiik és kiszamit-
hassuk a teriiletét, térfogatat. Ebbdl a térekvésbdl sziiletett meg a mértékelmélet, a térfogat
fogalmanak altalanositasaként pedig mérték.

A mértékelméleti bevezetSben szerepl§ definiciokat Kos Géza Analizis 4 jegyzetébdl
([KosG]) gytjtottem Ossze, mert ezt a targyat téle tanultam. Felhasznaltam még a [StanWag],
[EquLac|, [ParMe| jegyzeteket is, az invarians mértékek fogalmanak bevezetéséhez.

Els6ként felépitjiik a mérhets halmazok rendszerét, amelyek egy tgynevezett o-algebrat
fognak alkotni. A kénnyebb megértés érdekében ehhez els6ként a halmazgytirt, halmazal-
gebra és a o-gytrd struktarakat definidlom. £2(X) jeloli az X halmaz 6sszes részhalmazabol

all6 halmazcsaladot.

5.1. definici6é. (Halmazgytrid [KosG, 35.01d.])
Az # C P (X) halmazrendszer egy halmazgytirt, ha

e e,
e barmely A, B € #Z esetén (AUB) e #Z, (ANB)e % ¢s (A\ B) € Z.

5.2. definicié. (Halmazalgebra [KosG, 35.01d.])
Az of C P(X) halmazrendszer egy halmazalgebra, ha olyan halmazgyrt, ami zart a komp-

lementerképzésre is:
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e )caésX e
e barmely A,B € & esetén (AUB) € &, (ANB) e &/, (A\B)c &/ és (X \A) € .

5.3. definicié. (o-gytri [KosG, 36.01d.])

Az # C P(X) halmazrendszer egy o-gytird, ha olyan halmazgytiri, ami a megszamlalhato

oo
uniora is zart: barmely A, As,... € Z esetén U AL €R.
k=1

Barhogy is definidljuk majd nemsokara a mérték és a mérhets halmazok fogalmat, egy

adott mérték szerint mérhets halmazok o-algebrat alkotnak.

5.4. definici6. (o-algebra [KoésG, 36.01d.])

Az of C (X)) halmazrendszer egy o-algebra, ha olyan halmazalgebra, ami a megszamlal-
oo

hat6 uniora is zart: barmely A;, As, ... € o esetén U A € .
k=1
Megtettiik az el6késziileteket a mérhet6 halmazok rendszerének felépitéséhez. Most a
mértéket szeretnénk definialni, ami egy speciélis halmazfiiggvény lesz: minden halmazhoz
az adott halmaz mértékét, azaz egy szamot rendel. Leirom az additiv és a o-additiv hal-
mazfliggvény fogalmat, ami mar elég lesz ahhoz, hogy megértsiik a mérhetd tér, a meérték
és a mértéktér definiciojat. ElGszor bevezetem az alabbi megszokott és praktikus jelolést, az

atlathatosag kedvéért.

5.5. definicié. (R)
Jelélés: R = R U {00, —c}.

5.6. definici6. (Additiv és o-additiv halmazfiiggvények [KosG, 42.01d.])
Legyen o/ C 2(X) halmazrendszer, ) € o7, a: o/ — R vagy a: o/ — C, és a(D) = 0.

e Az o halmazfiiggvény (végesen) additiv, ha barmely olyan, paronként diszjunkt A,,..., 4, €
&/ halmazokra, amelyekre A; LI...U A, € o7,

o((14) -t

Ebbe beleértjiik, hogy az 6sszeg mindig létezik, tehat a tagok k6zott nem szerepelhet

a —oo és a +oo érték is.

Ha &7 halmazgytrd, akkor az additivitast elég n = 2-re megkévetelni.

e Az o halmazfiiggvény o-additiv, ha barmely olyan, paronként diszjunkt A, As,... €
&/ halmazokra, amelyekre A; LI Ao L. .. € &7,

a(QAZ) = ia(Ai).

=1

Ebbe beleértjiik, hogy az 0sszeg mindig létezik, és sorrendfiiggetlen is.

5.7. megjegyzés. [KosG, 43.01d.] A o-additivitasbol kovetkezik az additivitas, mert a véges

unidhoz hozzavehetiink végtelen sok iires halmazt.
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5.8. definicié. (Mérhetd tér [KosG, 43.01d.])
(X, . #) mérhet6 tér, ahol X # () a tér alaphalmaza, # C P (X) egy o-algebra, a "mérhets"

halmazok rendszere.

5.9. definicié. (Mérték [KosG, 44.01d.])
Legyen (X, #) mérhetd tér.

o A g-additiv p: A — [0, 00] fliggvényeket (()) = 0) mértékeknek nevezziik.
e A g-additiv ¥ : .4 — R fiiggvények (9(0) = 0) az elSjeles mértékek.
e A g-additiv ¢ : # — C fiiggvények (9(0) = 0) a komplex mértékek.
5.10. definici6o. (Mértéktér [KosG, 44.01d.])
o (X, A, 1) mértéktér, ha (X, #) mérhets tér, és pu: A — [0, 00] mérték.
o (X,.#,9) el6jeles mértéktér, ha (X, .#) mérhets tér, és 9 : .4 — R elGjeles mérték.
o (X, #,9) komplex mértéktér, ha (X, .#) mérhets tér, és ¥ : # — C komplex mérték.

Neves matematikusok kiilonbozé érdekes és szép mértékeket konstrualtak és vizsgéltak.

Hoztam par egyszeri bevezets példat, hogy kénnyebb legyen elképzelni Gket.
5.11. példa. [KosG, 45.01d.]

e Konstans nulla mérték:

uw=0
e Konstant oco:
0 ha A=10
n(A) =
00 ha A #0

o Tetsz6leges X alaphalmaz esetén a p : P(X) — [0,00] fliggvény szamlalomeérték

vagy szamossagmérték, ha A C X esetén

|A| ha |A| véges
p(A) =

00 ha A végtelen

o Tetsz6leges X alaphalmaz és 2y € X esetén a p: Z2(X) — [0, 00] fliggvény a Dirac-

mérték vagy az xo-ra koncentralt mérték, ha A C X esetén

1 ha xp € A
0 ha xo ¢ A

n(A) =

Az integralés és a térfogat fogalmat el@szor Riemann-integralként és Jordan-mértékként
altalanositottuk az analizis 6rdkon, majd a mértékelméletben tovabb terjesztettiik ezeket
a fogalmakat a Lebesue-mérték segitségével, hogy még tébb halmazt meg tudjunk meérni.
A mértékelméleti paradoxonok teriiletén altalaban a Lebesgue-mértéket vessziik alapul, és
az aszerint mérhetd halmazokat vizsgaljuk. ElGszor a Lebesgue-féle kiils6 mértéket és a

Lebesgue-mérhetdséget definidlom.
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5.12. definici6. (Lebesgue-féle kiils6 mérték [KosG, 33.01d.])
Egy A C RP halmaz Lebesgue-féle kiils6 mértéke

o0 o0
A(A) = inf { Z t(Rk) : Ry, Ra,... tengelyparhuzamos téglak, A C U Rk.}.
k=1 k=1
5.13. definici6. (Lebesgue-mérhetdség [KosG, 52.01d.])
A C RP Lebesgue-mérhetd, ha barmely H C RP esetén M\(H) = \(H N A) + X(H \ A).

5.14. tétel. [KosG, 52.01d.]

A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a kiilsé Lebesgue-mérték o-
additiv.

A Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrajat L vagy L, jeloli, magat a mértéket A(...) vagy

Ap(..n).
A tovabbiakban sziikségiink lesz az alabbi mértékelméleti definiciokra, elnevezésekre is.

5.15. definici6. (Totalis mérték)
Legyen (X, .#) mérhets tér. A p: .4 — [0, 00] mérték totalis mértékén a pu(X) € [0, o0

szamot értjlk.

5.16. definicié. (Normalizal)
Legyen (X, .#) mérhets tér. Azt mondjuk, hogy a u : 4 — [0, 00] mérték normalizal egy
A € . halmazt, ha u(A) = 1.

5.17. definicid. (Valoszintiségi mérték)
Legyen (X,.#) mérhets tér. Azt mondjuk, hogy a p : .# — [0, 00] mérték valoszintiségi

mérték, ha a totalis mértéke 1, vagy mashogy mondva, ha p normalizalja az X halmazt.

5.18. definici6. (Nullmértéki halmaz [KosG, 52.01d.])
A C RP nullmértéki vagy Lebesgue-nullmértékii, ha A(A) = 0.

Most mar megvannak a kell6 mértékelméleti ismereteink. A kovetkezd definiciok megte-
remtik a kapcsolatot a csoport- és a mértékelmélet kozott.
Ha egy mérték valamilyen értelemben invarians, akkor ez altalaban azt jelenti, hogy egy

adott mivelet/hatas/transzformacio hatasara a halmazok mértéke nem valtozik.

5.19. definici6. (Invaridns mérték egy G csoporton [EqulLac, 148-149.01d.])
Legyen G egy csoport. Azt mondjuk, hogy p: Z(G) — [0, 00| invaridns mérték a G-n, ha
u(gA) = p(A), minden A C G és g € G esetén.
Ez a definicié kiterjeszthet6 minden G-halmazra.
5.20. definici6. (G-invarians mérték [ParMe, 92.01d.])
Legyen X egy G-halmaz és of C F(X) egy o-algebra. A p : &/ — [0, 00] mértéket G-
invariansnak nevezziik, ha g(A) € & és p(g(A)) = p(A) minden g € G és A € o7 esetén.
Az invarians mérték alaphalmaza G, a G-invarians mértéké pedig egy G-halmaz. Ha a
szohasznélatbol nem derill ki egyértelmiien, hogy az "invarians" mérték alatt a fentebbi
két definicio koziil melyiket értjiik, a mérték alaphalmazabol mindig latszani fog, hogy épp

melyikrél van szo.
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A tovabbiakban a G,, izometria-csoportra nézve invarians mértékeket egyszertien izometria-
invarians mértékeknek fogjuk hivni, ugyanigy a forgatas- illetve eltolascsoportokra invarians
mértékeket is forgatés- illetve eltolas-invaridns mértékeknek nevezziik.

Ujdonsiilt definicidinkat rogton hasznalni is fogjuk, egy kis bemelegitésként a Hausdorff-
paradoxon bebizonyitasa eltt. A 4.5 szamu Vitali paradoxon bizonyitasakor belattuk, hogy
az S megszamlalhatoan SO(2)-paradox. Ennek latjuk be most par fontos mértékelméleti

kévetkezményét.

5.21. kbvetkezmény. [StanWag, 1.6.Kov.]

1) Nem létezik olyan forgatéas-invarians, S* 6sszes részhalmazan definialt mérték, aminek a
totélis mértéke 1.

2) Nem létezik olyan eltolas-invarians, az R™ Osszes részhalmazan definialt meérték, ami
normalizalna a [0, 1] egységkockat.

3) Létezik a [0, 1] intervallumnak olyan részhalmaza, ami nem Lebesgue-mérhetd.

Bizonyitds. [StanWag, 1.6.Biz.]

1) Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy ilyen p mérték. Ekkor, ha A = U{M;| i paros}
és B = U{M;| i paratlan} (M; : mint a 4.5 tétel bizonyitasaban), akkor 1 = u(S!) =
w(A) + pu(B) > p(SY) + p(St) = 2, ami ellentmondés.

2) n = l-re ilyen mérték nem létezhet, mert a [0, 1] intervallum részhalmazaira vett megszo-
ritasa invarians lenne az eltolasokra modulo 1, ami ellentmond a 4.5 tételnek. Ha lenne ilyen
R"™-beli mérték magasabb dimenziokban, az az R részhalmazain is indukalna egy ugyanilyet,
ami ellentmondas.

3) ez a 2)-bdl kévetkezik, példaul az {« € [0,1)| (cos(a),sin(a)) € M} (M mint a 4.5 tétel

bizonyitasaban) halmaz nem Lebesgue-mérhetd. O

Az 5.1 kovetkezmény az els§ olyan tétel, ami a paradox hatasok és az invarians mérté-
kek kozott kapcsolatot teremt. Megkaptuk, hogy nem létezik izometria-invaridns, R™ Gsszes
részhalmazan definialt mérték, ami normalizalné az egységkockat. Ez ahhoz a kérdéshez ve-
zetett, hogy vajon létezik-e olyan mérték R™ Gsszes részhalmazén, ami egy kicsit gyengébb

feltételeket teljesit. Igy szilletett meg a Hasudorff paradoxon.

5.2. Hausdorff paradoxon

Amikor egy mérték feltételeit enyhiteni szeretnénk, egy lehetséges irany az, hogy a o-
additivitast véges additivitasra cseréljiik, ezért természetes feltenni a kérdést, hogy létezik-e
a Z(R™)-en végesen additiv, izometria-invarians mérték. Ez a kérdés motivalta Hausdorffot,
hogy megalkossa az S2-n valé paradox konstrukciojat. Ezt fel tudta hasznalni arra, hogy az
n = 1,2 kivételével minden dimenzidoban valaszt adjon a kérdésre.

El6szor egy fontos allitast latunk be, amit a Hausdorff paradoxon bizonyitasahoz fogunk
hasznalni.

Az itt leirtak a [StanWag], a [ParLac| és a [ParKat| forrasbol szarmaznak.

5.22. tétel. [StanWag, 1.10.AlL]
Legyen G egy paradox csoport, X pedig egy G-halmaz. Ha G az X-en szabadon hat, akkor

X G-paradox. Specidlisan X Fy-paradox barmikor, amikor az Fy az X-en szabadon hat.
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Bizonyitds. [StanWag, 1.10.Biz.] Tegyiik fel, hogy az A;, B; C G részhalmazok ésa g;,h; € G
elemek mutatjik, hogy G paradox. A kivalasztasi axioméat hasznalva létezik egy M halmaz,
ami pontosan egy-egy elemet tartalmaz minden X-beli G-palyabol. Ekkor {g(M)| g € G}
az X egy particidja, a halmazcsalad paronkénti diszjunktsédga a nemtriviélis fixpontok hi-
dnyabol konnyen adodik. Most legyen A7 = U{g(M)| g € A;} és B} = U{g(M)| g € B;}.
Ekkor {Af}U{B}} paronként diszjunkt részhalmazi az X-nek (mert {A;} U{B;} paronként
diszjunkt), és mivel G = Ug; A; = Uh; B, kévetkezik, hogy X = Ug; A} = Uh; B} .

Az TFy-re vonatkozo allitas abbol adddik, hogy Fo paradox.

Jegyezziik meg, hogy az X felbontasahoz hasznalt részhalmazok szamat G adta meg. O

Mivel a két generatori szabad csoport minden szabad hatésa paradox hatasokat eredmé-
nyez, felmeriilt a kérdés, hogy milyen egyszerii forgatas- vagy izometriacsoportok tartalmaz-
nak ilyen szabad részcsoportokat. Meglepetésiinkre nem kell nagyon messzire menni, mert az
SO(3) forgatascsoport méar egy alkalmas példa lesz erre. Ezt fogjuk felhasznélni a paradoxon
bizonyitasaban.

Az els6 explicit konstrukcidja az SO(3)-beli Fq részcsoportnak Hausdorfthoz nylik vissza.

Itt egy egyszertsitett Swierczkowski-konstrukciot adunk meg.”

5.23. definici6. (Fiiggetlen részhalmaz [StanWag, 15.01d.])
A G csoport S részhalmaza fiiggetlen, ha S szabadon generalja G egy H részcsoportjat.
Ekkor H egy |S| ranga szabad csoport.

5.24. tétel. (2 elemi szabad csoport az SO(3)-ban [StanWag, 2.1.T¢ét.|)

Létezik az SO(3)-ban két forgatas, amely a 2 elemi szabad csoportot generalja. Masképp
mondva: létezik SO(3)-ban egy kételemti fiiggetlen részhalmaz, ami két R3-beli, origon At-
mend tengely koriili forgatast tartalmaz. Igy ha n > 3, SO(n) részcsoportként tartalmazza
az Fo-t.

Bizonyitds. [StanWag, 2.1.Tét.], [ParKat, 0.2.1.Tét.] Explicit modon fogjuk definialni ezeket

a forgatéasokat, az alabbi matrixok segitségével:

S
+1 242 1
eE == 5 0
0 0 1
és

1 0 0
+1 1 2v2
=0 5 5

22 1

0 +5° 3

Ezek az arccos(%) szogi forgatésok a z- illetve az z-tengely koriil.
Azt kell megmutatnunk, hogy nincs nemtrivialis redukalt sz6 a @+, p*! altal generalt szavak
kozott, ami egyezne az identitéssal. Mivel a ®-vel valé konjugalas nem hat arra, hogy egy
sz6 elttinik-e, megszorithatjuk a vizsgalatunkat azokra a szavakra, amik jobb oldalt ®*!-el
végzédnek. Indirekt feltessziik, hogy w egy ilyen sz0, és w az egységelem.

Azt allitjuk, hogy
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w

1
wlo] =% 0v2|,
0

ahol a, b, c € Z, b nem oszthat6é 3-mal, és k az w sz6 hossza. Ez egy ellentmondés az indirekt
feltevésiinkhoz, errél kell belatnunk tehat, hogy igaz. Ahhoz, hogy megmutassuk ezt, w

hossza szerinti indukciot fogunk hasznalni. Ha |w|= 1, akkor w = ®*!, és

1 1
wlo|=3%]+2v2
0 0

1 a’
W/ O - 31€1, T b,\/i
0 c

1
wlof=3|0v2
0

c

ahol vagy a = a’ F 4V, b =b +£2d', c =3¢, vagy a = 3a’, b =V F2, c = ¢ + 4V,
aszerint, hogy w ®*!-el vagy ptl-el kezdsdik. Igy a,b,c € Z.
Csak azt kell még belatnunk, hogy b nem oszthat6é 3-mal.
Most w: @1 pEly, pFldtly, dF1O+1y vagy pt!pTly alakban irhato, valamely v szora, ami

lehet az iires is. Igy 4 esetet kell megvizsgalnunk:

1. w= ®*p*ly. Ebben az esetben b = b’ F 2a’ és a’ oszthaté 3-mal. A feltételek szerint

b’ nem oszthato 3-mal, és igy b sem.

2. w = pt1d*ly. Ebben az esetben b = b’ T 2¢/, és igy ¢’ 3-mal oszthaté. De b’ nem

oszthaté 3-mal, igy b sem.

3. w = oF1oFly. A feltételek szerint v(1,0,0) = = (a”,/2b”,¢”). Ebbél kovetkezik,
hogy b= b +2a' = b+ 2(a” F46) = b + b + 20" — 9b” = 2/ — 95”. Emiatt b nem

oszthatd 3-mal.

4. w = ptlptly. Ez az eset hasonlé az el6z6hoz.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

5.25. tétel. (Hausdorfl paradoxon [StanWag, 2.3.Tét.|)
Létezik az S%-nek olyan megszamlalhat6 részhalmaza, amelynek a komplementere S2-n
SO(3)-paradox.
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Bizonyitds. [StanWag, 2.3.Tét.] A forgatascsoport szabad Fy részcsoportjanak minden eleme
fixen hagy egy egész R3-beli egyenest, igy S2-n minden nemidentitas Fy-beli elem fixen hagy
2 pontot, a gomb és az egyenes metszéspontjait. Igy nem tudjuk rogton alkalmazni az 5.22.
tételt.

Rogzitsiik az SO(3)-nak egy szabad 2-rangit részcsoportjat. Jeldlje D az S? azon pontjait,
amiket a szabad részcsoport valamely eleme fixen hagy. Mivel Fy megszamlalhato halmaz, igy
D is az. Most, ha P € S?\ D és g € Fo, akkor g(P) szintén az S?\ D-ben fekszik: ha valamely
h € G fixalna g(P)-t, akkor P lenne a g~ hg csoportelem fixpontja. Igy az Fy paradox csoport
az S?\ D halmazon nemtriviélis fixpontok nélkiil hat, amire mar alkalmazhato az 5.22 tétel,

és ezzel belattuk a Hausdorfl paradoxont. O

Mivel az S? megszamlalhaté halmaza lehet stird, az allitds paradox természete nem
latszik azonnal. A kovetkezs fejezetben azonban latni fogjuk, hogy D elég kicsi ahhoz, hogy
megfeledkezhessiink rola, és belathassuk: S? SO(3)-paradox. De a D eltiintetése nélkiil is
van a Hausdorff paradoxonnak egy jelentés mértékelméleti kovetkezménye.

El6szor adunk egy definiciot és egy allitast, amely precizen fogalmazza meg az alapvetd

Osszefiiggést a paradox darabolasok és a végesen additiv mértékek nemléte kozott.

5.26. definici6. (G-elhanyagolhaté halmaz [StanWag, 2.4.Def.])
Legyen G egy csoport, ami az X halmazon hat, és legyen E C X. E G-elhanyagolhato
halmaz, ha minden olyan u végesen additiv, G-invarians, a & (X)-en értelmezett mértékre,

amelyre u(E) < oo, teljesiil, hogy u(E) = 0.

A kovetkezd allitas megforditdsat hasznalni fogjuk az utolsd fejezetben, az amenabilis

csoportokrol szolo elsd fontos eredmény bebizonyitasahoz.

5.27. allitas. [StanWag, 2.5.A11]
Legyen G egy csoport, ami az X halmazon hat, és legyen £ C X. Ha E G-paradox, akkor
FE G-elhanyagolhaté.

Bizonyitds. [StanWag, 2.5.Biz.] Tegyiik fel, hogy u végesen additiv, G-invarians, a &(X)-en
értelmezett mérték, amelyre p(E) < oco. E G-paradoxsagat mutassa A, g;, Bj, h;. Ekkor
w(E) =2 32 p(Ai) + 32 w(Bj) = 2o p(gidi) + 32 wh;B;) = pu(UgiAs) + p(Uh;Bj) = u(E) +
w(E) =2u(E). Mivel u(E) < oo, kiovetkezik, hogy p(E) = 0. O

A Hausdorff paradoxon és az elgbbi allitas fontos kdvetkezménye az alabbi tétel.

5.28. kovetkezmény. [StanWag, 2.6.Tét.]

S? SO(3)-elhanyagolhat6. Ezért nem létezik végesen additiv, forgatas-invarians, £2(5%)-n
definialt mérték, amelynek totalis mértéke 1. Tovabbé igaz minden n > 3-ra, hogy nem
létezik végesen additiv, izomteria-invarians, & (R™)-n definialt mérték, ami normalizalné az

egységkockat.

Bizonyitds. [StanWag, 2.6.Biz.| Tegyiik fel, hogy u egy végesen additiv, SO(3)-invarians,
P(S5?%)-n definialt mérték gy, hogy u(S?) < co. Ha D a Hausdorff paradoxonban szerepls
megszamlalhaté halmaz, akkor az el6zs allitas miatt p(S? \ D) = 0, mert S?\ D SO(3)-
paradox. Ezért elegend megmutatni, hogy p(D) = 0. Legyen [ egy origon dtmend egyenes,
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ami diszjunkt a D halmaztol. Jelolje Lo az [ egyenes koriili, ©-szogi forgatast. Minden
P € D pontra legyen A(P) := {© | Lo(P) € D}, azaz azon szogek halmaza, amivel P-
t az [ koriil forgatva szintén D-beli pontot kapunk. D megszamlalhatosaga miatt A(P) is
megszamlalhato, és igy az A = U{A(P)| P € D} halmaz is megszamlalhat6. Ha p egy
olyan szoggel valo forgatas [ koriil, ami nincs benne az A halmazban, akkor teljesiil, hogy
p(D)ND = (). Ebbél kévetkezik, hogy p(S?) > u(DUp(D)) = u(D)+u(p(D)) = u(D)+u(D),
tehat p(D) < u(S?)/2.

Ugyanezt az érvelést eljatszhatjuk a D helyett az ugyancsak megszamlalhato D U p(D)
halmazra, ami egy p’ forgatast eredményezne ugy, hogy D U p(D) diszjunkt lenne a p'(D U
p(D))-tol. Igy 1u(S?) > u(D U p(D)) + u(p' (D) U p'p(D)) = 4u(D), tehat u(D) < u(S?)/4.
Ezt igy folytatva u(D) < u(S?%)/2% Vk € N, igy u(D) = 0, ahogy akartuk. Igy u(S?) = 0,
tehat S? SO(3)-elhanyagolhato.

Hogy az R™-re vonatkoz6 allitast igazoljuk, elég az n = 3 esetet nézni, mivel egy magasabbb
dimenzi6-beli mérték indukal egyet R3-ben is. Most, ha p egy izometria-invarians mérték az
R3-ben, ami az egységkockat normalizalja, akkor a u eltiinik az egyelemt halmazokon. Ez
amiatt van, hogy barmely két egyelemti halmaz egybevago, ezért a mértékiik is ugyanannyi,
és ha a mértékiik pozitiv lenne, az egységkocka mértéke végtelen lenne. Tovabba az eltoléas-
invarianciabol kovetkezik, hogy minden kockdnak véges, nemnulla mértéke van, és ebbdl
kévetkezik, hogy 0 < u(B) < oo, ahol B jeldli az egységgolyot. Definidlja a v mértéket a
P(5%)-n a kovetkezs: v(A) = p{aP | P € A,0 < a < 1}. Mivel u({0}) = 0, v(5?) = u(B).
Tovabba v végesen additiv és SO(3)-invarians, mert p az volt. Ez ellentmond S? SO(3)-

elhanyagolhatosagéanak. O

Késébb kozvetett tton, Tarski jelentGs tételének segitségével belatjuk, hogy az alacso-
nyabb dimenziés euklideszi izometria-csoportok nem tartalmazzak részcsoportként az Fo-
t. Emiatt a Hausdorff paradoxon nem alkalmas arra, hogy eldontse, létezik-e izometria-
invarians, végesen additiv mérték a Z(R')-n és a P2(R?)-n. G és Gy ezen tulajdonsaga
szoros Osszefliggésben lesz azzal, hogy a két csoport feloldhato, és ebbdl kifolydlag amenabi-
lis.

Miel6tt azonban csoportelméleti szempontbol kezdenénk el vizsgalédni, kimondjuk Banach
erre vonatkozo tételét és annak két fontos kévetkezményét. A Banach mértékek tételét az

Amenébilitas fejezetben bizonyitom.

5.29. tétel. (Banach mértékek [ParLac, 2.2.Tét.])
A Lebesgue-mérték n = 1 és n = 2 esetén kiterjeszthets az R™ minden részhalmazéra végesen
additiv és izometria-invaridns mértékként. Ezeket a kiterjesztéseket Banach-mértékeknek

nevezzik.

5.30. kovetkezmény. [ParLac, 2.3.Tét.|
Legyen n = 1 vagy n = 2. Ha a Lebesgue-mérheté A, B C R™ egymasbadarabolhato, akkor
An(A) = X\ (B).

Bizonyitds. [ParLac, 2.3.Tét.] Valoban, legyen A = UA; és B = UB; particiok ugy, hogy

A; 2 B; i = 1,...,k. Ha p a Banach-mérték, akkor \,(A) = p(4) = Zle w(4;) =
k

> izt 1(Bi) = p(B) = An(B). O
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5.31. kbvetkezmény. [ParLac, 163.01d.|
Ha az A C R? egy Lebesgue-mérhets paradox halmaz, akkor \o(A) = 0 vagy A2(A4) = oo,

ami az 5.27 allitas specidlis esete.

Bizonyitds. |ParLac, 163.01d.] Legyen A = A;UA3, ahol AjNAy =0 és A ~ Ay ~ As. Ekkor
Aa2(A) = p(A) = p(Ar) + p(Az) = 2u(A) = 2X2(A), igy A2(A) = 0 vagy Az(A) = oo. O

A helyzet drasztikusan megvaltozik magasabb dimenziéban, ahogy azt a Banach-Tarski

paradoxon is mutatni fogja a kovetkezs fejezetben.
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6. A Banach-Tarski paradoxon

Ebben a fejezetben a leghiresebb mértékelméleti paradoxont, a Banach-Tarski paradoxont
fogom bebizonyitani. Miel6tt ebbe belekezdenénk, megvizsgaljuk az egyméasbadarabolhato-
sag fogalmanak eredetét, a klasszikus geometriai atdarabolhatésagot. Foglalkozni fogunk a
Banach-Schroder-Bernstein tétel egy 1) bizonyitasaval és néhany kovetkezményével is. A fe-
jezet végén egy rovid kitekintés erejéig megnézziik, hogy a kivalasztasi axidéméanak milyen
szerepe van a paradoxonok létrejottében. Az alabbiak a [StanWag], a [HaiHu|, a [MaWa] a

[ParLac] és a [WaBoGe] forrdsokbol szarmaznak.

6.1. Atdarabolhatosag

Elsszor vizsgaljuk meg az egymasbadarabolhatosig altalanos fogalméanak eredetét. A klasszi-
kus geometriai atdarabolasokat mar a gorogok is vizsgéltak, egyes sikbeli alakzatok teriileté-
nek kiszamitasara. Az atdarabolasok soran nem vették figyelembe az egyes darabok hatéara-
it, ami egy markans kiilonbség az egymasbadarabolhat6sag halmazelméleti megkozelitéséhez

képest.

6.1. definici6. (Atdarabolhatosag [WaBoGe, 2.1.Def.])
A P, Q sokszogek a sikon atdarabolhatoak (vagy atdarabolhatéan kongruensek), ha a P-hez
és a Q-hoz létezik véges sok { Py, ..., Py, } illetve {Q1, ..., Qm } sokszdg gy, hogy

e ezek a sokszogek legfeljebb csak a hatarukon metszik egymast (azaz P,NP; C (0P;|J 0P;),
QiNQ; C(0Q:U0Q;) Yi,j € {1,...,m}) és

e U, P=Pés U, Qi=Q, s P, =Q; Vie{l,2,...,m}
Boltianskii az alabbi tulajdonsiagot bizonyitotta be az dtdarabolhatdsagrol.

6.2. allitas. [StanWag, 21.01d.|

Az atdarabolhatésag ekvivalenciarelacio.

6.3. tétel. (Wallace-Bolyai-Gerwien tétel [WaBoGe, 2.2.Tét.])

Két sokszog pontosan akkor dtdarabolhato a sikon, ha a teriiletiik megegyezik.

Vil4gos, hogy ha atdarabolhatdak, akkor a teriiletiik egyenld, igy csak az ellenkezd irdnyt

kell megmutatnunk. A bizonyitashoz 4 lemma segitségére lesz sziikségiink.

6.4. lemma. [WaBoGe, 2.3.Lem.]

Barmely sokszog feldarabolhato véges sok haromszoglapra.

Bizonyitds. [WaBoGe, 2.3.Biz.] Valasszunk egy tetszsleges csiicsot és huzzunk beldle a sok-
szogen beliil haladd, egyenes vonalakat azokba a csticsokba, amelyekbe ez lehetséges. Ha
nem tudjuk tovabb folytatni ezt a darabolést, akkor vagy kész vagyunk, vagy pedig maradt
a sokszognek egy olyan része, ami szintén sokszog, de még nem haromszog. Valasszuk ki
ennek a részsokszognek az egyik csicséat és ismételjiik meg az el6z6 procedurat. Ezt addig
iteraljuk, amig az eredeti sokszoget nem bontottuk haromszogekre. Mivel minden sokszognek
véges sok csticsa van, ez a folyamat csak véges sok 1épést igényel, és véges sok haromszoget

eredményez. O
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6. abra. Sokszog atdarabolasa haromszoglapokba [WaBoGe, 1.Abr.]

6.5. lemma. [WaBoGe, 2.4.Lem.]
Barmely T haromszog dtdarabolhat6 egy olyan tégalalapba, amelynek az egyik oldala meg-

egyezik a haromszog egyik oldalaval.

Bizonyitds. [WaBoGe, 2.4.Biz.] Legyen a T haromszog harom cstcsa A, B és C, legyen a h
a haromszog magassagvonala, e pedig a h-ra merdleges, a magassagot felez6 egyenes, azaz
az AB oldallal parhuzamos kozépvonal. Jelolje a h és az e metszéspontjat G, az e AC illetve
BC oldalakkal vett metszéspontjait pedig E és D. Ekkor |[EC| = |AE| és |CD| = |DB|,
mert az ECD és az ABC haromszogek hasonloak, az oldalaik aranya %

Az EGCK = DGCK = 90°, igy az FGC és a DGC haromszogeket az FE illetve a D cstucs
koriil +180°-kal illetve —180°-kal elforgatva, ahogy az abran is latszik, megkapjuk a kivant
téglalapot. A két kis haromszég GC' oldala k6z0s, de ez az atdarabolas definicidja szerint

megengedett. O

A B

7. abra. Haromszog atdarabolasa téglalapba [WaBoGe, 2.Abr.|

6.6. lemma. [StanWag, 3.2.Biz.|
Ha adott egy a,b oldala T téglalap, akkor T" atdarabolhat6 egy ab teriiletd négyzetté.

Bizonyitds. [StanWag, 3.2.Biz.| Elgszor tegyiik fel, hogy a < b < 4a. Vegyiink fel ugy egy
Vab oldali négyzetet, mint az a&bran. Ekkor a 8 /A) abran jelolt haromszogeket eltolva meg-
kapjuk a kivant atdarabolast.

Ha b a hosszabbik oldal, de b > 4a, akkor daraboljuk a téglalapunkat az aldbbi mo6dszerrel
(8/B)) addig, amig egy el6z6 tipusu téglalapot kapunk, amire mar tudjuk a bizonyitast. [

30



>
RN

A) B)

8. abra. Téglalap atdarabolasa négyzetté [StanWag, 3.1.Abr.]

6.7. lemma. [StanWag, 3.2.Biz.|
Véges sok négyzet atdarabolhatd egy négyzetté.

Bizonyitds. [StanWag, 3.2.Biz.| ElGszor nézziik azt az esetet, amikor két négyzetiink van. A
Pitagorasz-tételt tigy is bizonyithatjuk, hogy kdzben egy modszert kapjunk két négyzet egy
négyzetté valé atdarabolasahoz. Az alabbi 4bra egyszerre mutatja, hogy a? + b? = ¢? illetve
azt, hogy alkalmas forgatassal a rézsaszin és kék haromszogek segitségével hogy kapjuk meg
a kivant darabolast.

Ha t6bb mint két négyzetiink van, akkor a fenti eljarast ismételhetjiik, és ezzel bizonyitottuk
az allitast. O

9. abra. Két négyzet atdarabolasa egy négyzetté [StanWag, 3.1.Abr.|

Bizonyitds. (A Wallace-Bolyai-Gerwien tétel bizonyitésa) [StanWag, 3.2.Biz.|

Tehat ha van egy sokszoglink, azt fel tudjuk bontani n darab hdromszogre, amikbdél n darab
téglalapot, majd n darab négyzetet konstrualunk, végiil ebbdl az n darab négyzetbdl egy,
az eredeti sokszog teriiletével megegyez6 teriilet négyzetet kapunk. Minden 1épésben véges
sok sokszoget hasznédltunk a darabolédsokhoz. Tehéat ha van két egyenld teriiletii sokszogiink
a sikban, akkor mindketts atadarabolhato a vele megegyezd teriiletd négyzetté. Mivel az

atdarabolhatosag ekvivalenciarelacio, ezzel a tételt belattuk. O
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A geometriai darabolasok elmélete magasabb dimenzidkban szdmos kérdést - koztiik Hil-
bert hires listdjanak harmadik problémaéjat is - vet fel. Hilbert kérdése az volt, hogy vajon
egy haromdimenzios tetraéder feldarabolhaté-e haromdimenzios politopokra ugy, hogy a da-
rabokat tjra atrendezve egy ugyanolyan térfogati kockat kapjunk. Dehn 1900-ban nemleges
valaszt adott erre a kérdésre.

Viszont ha megfelelGen altalanositjuk az atadarabolhatosag fogalmat, és tetszdleges da-
rabokat engediink meg, mar kockasithato lesz a tetraéder. Az atdarabolhatésag fogalma-
nak egyfajta altaldnositasidra nagyszerd lehet&ségnek bizonyult az egymésbadarabolhatosag
bevezetése. Az alabbi, mar megismert definiciokat és allitdsokat hasznalni fogjuk ebben a

fejezetben is.

6.8. definici6. (G-egyméasbadarabolhatosag [MaWa, 2.8.Def.])
Legyen G egy csoport, ami az X halmazon hat. Az A, B C X reszhalmazok G-egymaéasbadarabolhatoak,

ha léteznek ugyanannyi tagbol allo véges particiok: A = U A; és B = U B; és g; € G cso-
i=1 =1

portelemek (i = 1,...,n), hogy B; = g;(4;), minden i = 1,...,n esetén. Jelolése: A ~ B.
6.9. definicié. (G-paradox tulajdonsag [MaWa, 2.19.Def.])

Legyen G egy csoport, X pedig egy G-halmaz. Az F C X halmazt G-paradoxnak vagy G-
paradox tulajdonsagunak nevezziik, ha léteznek A, B C F részhalmazok, hogy F = A B,
ANB=0és E ~g A, E ~q B.

6.10. lemma. [MaWa, 2.24.Lem.]
Legyen A és B két G-egymésbadarabolhaté halmaz valamilyen G csoportra. Ekkor B G-
paradox <= A G-paradox.

Ha van ~ egy ekvivalenciarelacionk az X halmaz részhalmazainak csaladjan, akkor defi-
nidlhatunk egy < relaciot ugy, hogy A < B < 3B’ C B: A ~ B’. Ekkor < egy reflexiv,
tranzitiv relacié az ekvivalenciaosztalyokon. A halmazelméleti Schroder-Bernstein tétel azt
allitja, hogy ha a szdmossagi relaciot hasznéljuk - azaz A ~ B <— df: A — B : f
bijekci6 - akkor a < relacio antiszimmetrikus is, azaz ha A < B és B < A, akkor A és B
szamossaga megegyezik.

Banach felfedezte, hogy ez a tétel altalanosabb kontextusba is helyezhetd, igy megfogal-
mazhatjuk példaul a G-egymasbadarabolhatosagra is.

Mostantol bevezetjiik: A < B <= 3AB’ C B: A ~g B’, azaz A G-egymésbadarabolhato

a B egy részhalmazaval.

6.11. tétel. (Banach-Schroder-Bernstein tétel) Legyen X egy G-halmaz, és A, B C X. Ha
A=< Bé B = A, akkor A ~g B.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege azon mulik, hogy a ~¢ (a tovabbiakban csak ~-el jel5lom)

relacio teljesiti az alabbi két feltételt:

a) ha A ~ B akkor 39 : A — B bijekci6 ugy, hogy C ~ ¢(C) VC C A részhalmaz-

ra,

b) ha A10A2:®:Bl ﬂB27 Al NBl és AQ NBQ, akkor A1UA2 NB1UBQ.
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A ~¢ egy olyan ekvivalenciarelacio a &2(X)-en, ami teljesiti a)-t és b)-t.

Legyen f : A — By, g : Ay — B bijekcidk, ahol Ay C A, By C B az a) rész alapjan.
Legyen Cp := A\ A; és indukcioval legyen Cpy1 = g~ ' f(Cy). Legyen C := |J,—, Cy.
Ekkor konnyt ellendrizni, hogy g(A\ C) = B\ f(C), és igy a g valasztasabol kovetkezik,
hogy (A\ C) ~ (B\ f(C)). De az f valasztasa miatt C ~ f(C) és a b) tulajdonsag miatt
(A\NC)UC ~ (B\ f(C)U f(C), azaz A ~ B, ahogy akartuk.

Mivel a bizonyitas soran csak azt hasznaltuk ki, hogy a ~¢ ekvivalenciarelaci6 teljesiti az
a) és a b) tulajdonsagot, a bizonyitds minden ilyen tipust ekvivalenciarelacié esetén miko-
dik. Példaul a szdmossag is ilyen, tehat ez a bizonyitas a klasszikus Schréder-Bernstein tétel

igazolasara is jo. O

Korabban méar lattuk, hogy ez a tétel radikalisan leegyszertisiti az egyméasbadarabolha-

tosag ellendrzését, hiszen nem kell a részhalmazok uni6jat megvizsgalnunk.

6.12. definici6. (G-paradox tulajdonsag ekvivalens definicio)
Az E C X halmazt G-paradoxnak vagy G-paradox tulajdonsiginak nevezziik, ha léteznek
A, B C E részhalmazok, hogy ANB=0és E ~g A, E ~g B.

A tétel egy maésik, igencsak megleps kivetkezménye az alabbi tétel.
R"-ben a hasonlosagok csoportjat az izometriak és az orig6bol vald kézéppontos nagyi-

tasok (azaz az f(P) = aP, o # 0 fiiggvények) generaljak.

6.13. kévetkezmény. [StanWag, 3.7.Kov.|
R”™ barmely két korlatos, nemiires belseji X,Y részhalmaza felbonthato X = X;J Xo,
Y =Y JY: alakra ugy, hogy X;,Y; illetve X, Y5 hasonloak.

Bizonyitds. [StanWag, 3.7.Biz.| Az X,Y tulajdonségai miatt léteznek olyan g;, go hasonlo-
sagok, hogy ¢1(X) C Y és g2(Y) C X. Egyszertien csak 0ssze kell zsugoritani X-et, hogy
beleférjen az Y-ba, és forditva. Emiatt X <Y és Y =< X a hasonlosidgokat hasznalo egy-
maéasbadarabolhatésidgra nézve. Mivel véges sok részhalmazt hasznalunk, alkalmazhatjuk a
Banach-Schréder-Bernstein tételt. O

a klasszikus geometriai atdarabolésokéval. Nem bizonyitjuk.

6.14. tétel. [StanWag, 3.8.Tét.| Ha a P;, P, sokszogek a sikon atdarabolhatok, akkor egy-

masbadarabolhatok is.

Ez azért meglepd, mert az dtdarabolasnél az egyes részhalmazok hatarait gyakran "dup-
lan szamitjuk", amikor elmozgatjuk és ujra egymashoz illesztjiik cket. Az egymésbadara-
bolhatosagnél viszont minden egyes pont szamitott, igy a hatarvonalak pontjait nem sza-
mithatjuk egyszerre két részhalmazhoz is. A tétel bizonyitasa egy ugynevezett "elnyelGs"
bizonyités, hiszen épp azt mutatja meg, hogy hogyan lehet megfeledkezni egy problémaés
halmazrol, hogyan lehet ezt elnyelni. A Banach-Tarski paradoxonhoz vezets tételeknél fon-

tos szerepet fognak jatszani az ilyen tipusu bizonyitasok.
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6.2. Banach-Tarski paradoxon

Ebben a részben belatjuk a hires paradoxon erds és gyenge alakjat, és megvizsgaljuk egy
altalanositasat, kévetkezményét is.

A Banach-Tarski paradoxonra gyakran ugy hivatkoznak, hogy elszoér 1924-ben, Stefan
Banach és Alfred Tarski altal lett publikilva. Kevésbé kozismert tény, hogy ennek egy ekvi-
valens verziojat 10 évvel kordabban Felix Hausdorff mar kozzétette.

Tovabbra is Banach és Tarski ttinik azonban az erds verzié megalkotoinak.

6.15. tétel. (Banach-Tarski paradoxon, gyenge alak [MaWa, 3.2.Tét.])
B3, az R3-beli témér egységgolyd, Gs-paradox.

10. abra. Banach-Tarski paradoxon, gyenge alak [MaWa, 1.1.Abr.]

6.16. tétel. (Banach-Tarski paradoxon, erés alak [MaWa, 3.1.Tét.])
Ha A és B két korlatos, nemiires belsejii részhalmaza az R3-nek, akkor A és B egymésba-
darabolhatok.

11. 4bra. Banach-Tarski paradoxon, erds alak [MaWa, 1.1.Abr.|

Ahogy a paradox tulajdonsag transzformécio- illetve atskalazas-invarianciajabol is lat-
szik, ez az eredmény trividlisan altalanosithaté barmilyen sugara és helyzetd 3-dimenzids
golyora.

A Banach-Tarski-paradoxon mindkét alakja nagyon bizarr. Egy meghatarozott térfoga-
ta golyot véges sok olyan darabra vaghatunk szét, amelyek forgatassal atrendezheték tgy,
hogy 2, vagy akar 100 ugyanakkora golyot kapjunk? Egy borsot véges sok darabra vigva
és ezeket atrendezve megkaphatunk egy Nap méretd tomor gombot? Nem véletlentil hivjak
paradoxonnak: az intuicionknak teljesen ellentmondanak ezek az allitasok, hiszen a hasznalt
transzforméaciok megérzik a térfogatot.

A triikk az, hogy a daraboknak nincs térfogata, amelyet a mozgatasok megérizhetnének:

a szétbontasban szereplé darabok nem-Lebesgue mérhetGek.
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Ujabb meglepd eredmény, hogy bar az erds alak sokkal jelentsebbnek ttinik, valojaban

a paradoxon két alakja ekvivalens.

6.17. tétel. [MaWa, 3.4.Al1

A Banach-Tarski paradoxon erds és gyenge alakja ekvivalens.

Bizonyitds. [MaWa, 3.4.Biz.] Az erds alakbol kovetkezik a gyengébb, mert a 3-dimenzios go-
ly6 belseje nem iires, és konnyedén felvaghatjuk két nemiires belseji darabra. Az erds alakbol
kovetkezik, hogy mindkett§ egymasbadarabolhat6 a golyéval, amibél kovetkezik, hogy a go-
ly6 paradox tulajdonsagu.

Most tegyiik fel a gyengébb alakot, és legyen az A, B a tételbeli halmazok. Mivel nemiires
a belsejiik, mindketts belsejében van nyilt golyo, és igy zart is van, nevezziik mondjuk az
A-belit K-nak.

A paradox tulajdonsag transzformacio-invarianciaja illetve atskalazas-invarianciadja miatt
alkalmazhatjuk a K-ra a gyenge Banach-Tarski paradoxont még tgy is, hogy K nem origo-
kozéppontu, és nem egység-sugari, igy K Gsz-paradox. Ez azt jelenti, hogy duplikidlhato:
van két részhalmaza, amelyek egyméasbadarabolhatéak az eredeti K golydé mésolataval. Ezt
a duplikalast megismételhetjiik az 0j golyokon, és igy tetszSleges véges szami Ky, ..., K,
golyot készithetiink.

Tovabba, mivel a golyok korlatosak és az eltolasok benne vannak a Gs-ban, tekinthetjiik a go-
lyokat paronként diszjunktnak, az egyméasbadarabolhatosig transzforméacié-invarianciajanak
és tranzitivitasanak koszonhetéen. Igy azt kapjuk, hogy az uniéjuk egymaésbadarabolhato
az eredeti K golyoval: K ~¢, Ui, Ki.

Mivel B korlatos, létezik egy elég nagy n € N ugy, hogy a Ki, ..., K,, golyok megfelels elto-
lasokkal rendezhetGek gy, hogy teljesen lefedjék B-t. Legyenek ezek a megfelels eltolasok
G1s s gn € G, B C U, g:K;. Mivel ezek a feds labdak lehet, hogy atfedésben vannak, ez
nem egy egymésbadarabolhatosagot ir le |, ¢; K; és |J, K; kozott.

Mindazonaltal tudjuk definialni a K] C K, részhalmazokat ugy, hogy eltavolitjuk az Gsszes
felesleges pontot, amik a B ugyanazon pontjaira vannak leképezve, annak érdekében, hogy
ezeket a részhalmazokat diszjunktta tegyiik az eltolasok utan. Tovabba, az unidjuk egy-
masbadarabolhatova teheté B-vel, ha csak azokat a pontokat vessziik figyelembe, amik a
B-be lettek képezve. Vegyiik a B azon pontjait, amik benne vannak a g; K7 halmazban és
toljuk vissza Gket a K, egy részhalmazaba: K| := g7 (B N g1 K1). Ezt megismételjiik a
Ky-re és a B maradék pontjaira, B\ g1 Ki-re: Kb := g5 '((B\ g1K1) N g2K>), és igy tovabb,
Ky =g, (B\ (1K1 U .U gn-1Kn-1)) N gnFn).

A K1, ..., K], halmazok paronként diszjunktak, és ugyanez igaz a g1 K1, ..., g, K, eltoltjaikra
is, amikre teljesiil, hogy Jj_, ¢:K] = B. Igy a B egymasbadarabolhaté az |J;_, g;K/-vel,
ami a U?:l g; K; részhalmaza, ami egymésbadarabolhato a K C A golyéval. A részhal-
mazok egymasbadarabolhatésagarol szolo allitast alkalmazva: ha |J;_; ¢;:K; ~¢ K, akkor
Ui, e:K! C UL, 9:K;ra 3K’ C K : K' ~¢ Ui, 9: K}, ahol |J;_, ;K| = B és K' C A,
ezért B egymasbadarabolhato az A egy részhalmazaval.

Ezt az eljarast forditott szereposztéssal megismételve az is belathato, hogy A egymaésba-
darabolhaté a B egy részhalmazaval, igy a Banach-Schroder-Bernstein tétel miatt kész a

bizonyitas. O
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Ezek szerint elegendd a gyengébb alakot bizonyitanunk. Ehhez tobb lemmaéara és tételre

lesz sziikségiink.

6.18. lemma. (Altalanositott irracionalis forgatas [MaWa, 5.1.Lem.])

Legyen a D C R? egy megszamlalhaté halmaz. Ha létezik egy L egyenes, ami nem megy at a
D halmazon, akkor létezik egy p € G, az L tengely koriili forgatas agy, hogy A := | p™ D-re:
pA = A\ D. Ha L atmegy az origén, akkor p € SO(3).

Ha L nem megy at az origon, akkor a nagyobb (3 csoportra lesz sziikségiink, ami elto-

lasokat is tartalmaz, és igy megenged barmely pont koriili forgatasokat.

Bizonyitds. [MaWa, 5.1.Biz.| Legyen po egy L koriili, © szogii forgatas, ahol ha L atmegy
az origon, akkor pg € SO(3), egyébként pg € G5. Tekintsiik a © € (0, 27] értékeket, amikor
a po-t alkalmazzuk a D-re.

El6szor figyeljiik meg, hogy csak megszamlalhato sok szog adhatja a pg DN D # 0. Ez azért
van, mert minden D-beli ponthoz csak megszamlalhato sok szog van, amire pg ezt a pontot
D egy masik pontjaba viszi. Vegylik minden D-beli pontra az ilyen szégek halmazat. Ezek
Osszessége is megszamlalhatd halmaz lesz.

Ez az eredmény kiterjeszthets ismételt forgatasokra: csak megszamlalhaté sok szog adja
a pgD N D # () valamely n = 1,2, ... esetén. Megismételve az el6z8 érvezlést pe helyett
p&-re minden n = 1,2,...-re megszamlalhat6 csalddjat kapjuk olyan halmazoknak, amik
megszamlalhato sok szoget tartalmaznak. Ezek Osszessége is megszamlalhato.

Mivel megszamlalhatatlanul sok szog koziil valaszthatunk, megvalaszthatjuk a ©-t ugy, hogy
kiilénbozzon az elézéleg kivalogatott megszamlalhato sok szogtdl, és legyen p := pgo erre a
O szogre. Ez azt jelenti, hogy p" DN D = () minden n € N-re. Ugyancsak p"D N p"t™D = ()
minden n = 0,1,... ésm = 1,2, ...-re, hiszen ha nem igy lenne, mindkét oldalra alkalmazva a
p~"-t, ellentmondést kapnank. Igy a {p™D} halmazok diszjunktak. Legyen A := Un—op™D,
és a diszjunktsag miatt pA = p(U, 2, p"D) = Uneo p" ™D = Us—, p"D = (Us—y p"D) \
D= A\D. O

6.19. kovetkezmény. [MaWa, 5.2.Kov.]

Legyen az X C R3, ésa D az X egy megszamlalhato részhalmaza. Ha létezik egy L egyenes,
ami nem megy at a D egyik pontjan sem, és barmely L tengely koriili forgatas utan teljestil,
hogy D C X, akkor X \ D ~g, X. Ha L atmegy az origon, akkor X \ D ~g0(3) X.

Bizonyitds. [MaWa, 5.2.Kov.] Legyen X, D és L mint az allitdsban, és legyen a p az az L
koriili forgatas, amit az el6z6 allitas adott: A := -, p"D -re pA = A\ D. Mivel p"D C X
minden n = 1,2, ... kdvetkezik, hogy A C X.

Most legyen B := X \ A, tehat az A, B az X egy particioja. Mivel pA = A\ D és BN D = {),
pAUB = X\ D, és igy megmutattuk a kivant egyméasbadarabolhatosagot. Ha L atmegy az
origon és p € SO(3), akkor SO(3)-, egyébként csak G3-egyméasbadarabolhatosagrol beszé-
liink. O

6.20. allitas. [MaWa, 5.3.Al1
5?2, az R3-beli origé-kdzépponti egységgdmbfeliilet SO(3)-paradox.

36



Bizonyitds. [MaWa, 5.3.Biz.] Legyen D egy megszamlalhato részhalmaza az S2-nek. A Hausdorff-
paradoxon miatt tudjuk, hogy S?\ D SO(3)-paradox. Legyen az L egy olyan, origén atmend
egyenes, ami nem metsz bele a D halmazba. Ilyen egyenes mindig létezik, hiszen D meg-
szamlalhato.

Mivel a D halmazt az L tengely koriil forgatva nem valtozik a pontjainak az orig6tol vett
tavolsaga, az elforgatott halmaz is benne marad az S2-ben. Az el6z6 allitast az S2, D és L-re
alkalmazva kapjuk, hogy 52 \ D ~go(3) S*. Mivel $? \ D SO(3)-paradox, alkalmazva egy
korabbi allitast kapjuk, hogy S? ugyancsak SO(3)-paradox tulajdonsagi. O

6.21. allitas. [MaWa, 5.4.All
Legyen B? a témor, origoé-kézépponti, R3-beli egységgolyo. Ekkor a B3\ {0} SO(3)-paradox.

Bizonyitds. [MaWa, 5.4.A11.] Most mar tudjuk, hogy S? SO(3)-paradox. Az S? minden E
részhalmazara definialjuk az alabbi ,kap alakot”:

¢(E):={tz| z € E,t € (0,1]}.

Figyeljiik meg, hogy B3\ {0} = {z € R? 0 < [|z|| < 1}. Tehat ¢(S?) = B3\ {0} és
c(E) C B3\ {0} minden E C S? részhalmazra.

Béarmely két diszjunkt A, B C S? részhalmazra teljesiil, hogy a c leképezés szerinti képiik
diszjunkt marad. Ez altalanosithaté barmely véges sok, paronként diszjunkt részhalmazra.
Mivel S? paradox, legyen S?2 = C'U D a paradox felbontas, ahol C, D diszjunktak, és SO(3)-
egyméasbadarabolhatoak az S2-vel. Ennek segitségével megkapjuk a B3\ {0} egy darabolasat
is: ¢(S?) = ¢(C U D) = ¢(C) U ¢(D). Megmutatjuk, hogy ezek a részhalmazok SO(3)-
egyméasbadarabolhatoak a c(S?)-vel, és igy B3\ {0} SO(3)-paradox.

Mivel S? és a C részhalmaza egymésbadarabolhatoak, létezik egy f : 5?2 — C darabonkénti
fiiggvény. Ezt hasznalva definidlhatunk egy g fiiggvényt is: g : ¢(S?) — ¢(C) gy, hogy
kiterjesztjiik az f-nél hasznalt hatasokat a ,kap alakokra™ g(x) := ||z|| - f(z/||z]|), ami
szintén darabonkénti lesz, ugyanazokkal a csoporthatésokkal, amiket az f fliggvény esetén
is hasznaltunk. g bijektiv is: sziirjektiv, mert

g(c(8?)) = {tf(x)| z € S%2,0 <t < 1} = {ty| y € C,0 < t < 1} = ¢(C). Az injektivitas
abbdl kovetkezik, hogy ha g(x) = g(y) barmely nemnulla z,y esetén, akkor ||z|| = ||y||, és
f@/llz) = f(y/llyl]), ami miatt 2/|x|| = z/||y[| = y/lly|| & ebbsl kivetkezik, hogy = = y.
Igy tehat megkaptuk, hogy a ¢(S?) = B3\ {0} egymasbadarabolhaté a c(C)-vel, és ugyanezen
érvelés miatt a c¢(D)-vel is. Ebbdl kivetkezik, hogy B3\ {0} paradox tulajdonsagu. O

Végiil, ugyanazokat a lépéseket kévetve, mint a 6.20 allitdsban, a gémb kézéppontjat

ugyantgy elnyelhetjiik, mint egy megszamlalhaté halmazt az S2-n.

6.22. tétel. (A Banach-Tarski paradoxon, gyenge alak [MaWa, 3.2.Tét.])
B3, az R3-beli témér egységgolyd, Gs-paradox.

Bizonyitds. [MaWa, 3.2.Biz.] Tudjuk, hogy B?\ {0} SO(3)-paradox. Legyen L egy olyan
egyenes, ami az origotol % tavolsagra van (tehat nem metszi el): példaul egy, a 2z tengellyel
parhuzamos egyenes, ami atmegy az {%, 0,0} ponton. Legyen a D := {0}.

Jegyezziik meg, hogy a D barmely L koriili forgatasa esetén D C B3 marad. Ezek a forgaté-

sok G3-beliek, mivel az L nem megy at az origon. A B3, D és L-re alkalmazva a 6.19. allitast
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kapjuk, hogy a B3 és a B3\ {0} G3-egymasbadarabolhatok. Mivel B3\ {0} SO(3)-paradox,
Gs-paradox is. Tehat B3 ugyancsak G'3-paradox. O

Ezzel tehat belattuk a Banach-Tarski paradoxon gyenge, és igy az erds alakjat is:

6.23. tétel. (Banach-Tarski paradoxon, erés alak [MaWa, 3.1.Tét.])
Ha A és B két korlatos, nemiires belsejii részhalmaza az R3-nek, akkor A és B egymésba-
darabolhatok.

6.24. megjegyzés. 1947-ben megmutattak, hogy csak 5 darabra van sziikség a labda dupli-

kalasahoz, mig ennél kevesebbel lehetetlen.

6.25. megjegyzés. Beszélhetiink folytonosan egymasbadarabolhaté halmazokrol is, ahol ahe-
lyett, hogy kozvetleniil a G elemeivel képeznénk egymasba a részhalmazokat, G-beli palyakat
hasznalunk. A G3-ban ez a részhalmazok mozgatésanak és elforgatasanak teljes folyamatat
irja le, ellentétben azzal, amikor a részhalmazok helyzetét csak a mozgatés el6tt és utan tud-
nank. Figyelemremélté az a 2005-6s eredmény, amely megmutatja, hogy a gyenge Banach-
Tarski paradoxonban szereplé gomb paradoxsagat mutaté egymasbadarabolas elvégezhetd
folytonos egymasbadarabolhatosagként is, adtfedések nélkil.

Maés szoval: a gdomb véges szamu darabra bonthatd, amelyeket aztan elmozditunk és ujra

osszerakunk a gomb két példanyava, anélkiil, hogy a darabok valaha is metszenék egymast.

Vizsgaljuk meg a Banach-Tarski paradoxon egy kévetkezményét és egy lehetséges alta-

lanositasat.

6.26. kévetkezmény. [HaiHu, 1.18. Kov.]
R3 SO(3)-paradox.

Bizonyitds. |HaiHu, 1.18.Biz.] Ha a 6.21 allitdsban az S%-t nem a B3\ {0}-val, hanem az
R3\ {0}-val feleltetjiik meg a kiip alak segitségével, akkor hasonld érveléssel az R?\ {0} egy
paradox felbontésat kapjuk meg. Pontosan tgy, mint az egységgoly6 esetén, belathato, hogy
R3\ {0} és R3 egymasbadarabolhatoak, tehat R? SO(3)-paradox. O

6.27. tétel. (Banach-Tarski paradoxon R™-ben, n > 3 [HaiHu, 1.21.Tét.])
S"=1 SO(n)-paradox barmely n > 3 esetén. Ha n > 3, az R™-beli egységgolyé SO(n)-

paradox, és igy R” is az.

Bizonyitds. [HaiHu, 1.21.Biz.] A Banach-Tarski paradoxon miatt az allitds igaz n = 3
esetén. Indukcioval fogunk bizonyitani. Vizsgaljuk az S"-t R"*!-ben. Tegyiik fel, hogy
A;,B; € S"1 és 0;,7; € SO(n) mutattak, hogy S™~! paradox tulajdonsdgt. Definial-
juk az A;, B; particiojat az S™\ {(0,...,0,£1)} halmaznak agy, hogy az (z1, ..., Zn, ) vektor
aszerint keriiljon az A, vagy a Bj halmaz valamelyikébe, hogy A; és B; koziil melyik halmaz
tartalmazta az (21, ...,25)/|(21, ..., )| lenormalt vekort. Terjessziik ki a o, 7; fiiggvényeket

a 0y, 7; fiiggvényekké tgy, hogy hagyjak helyben az 1j tengelyt. Matrixos alakban frva:
0

~ ag;
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Ekkor A;, Bj, i, 7; megadjak az S™\{(0, ...,0+1)} halmaz paradox darabolasat. Tudjuk,
hogy S™\ {(0,...,0 4+ 1)} ~ S™ - hasonléan kell bizonyitani, mint a B> ~ B3\ {0}-t - igy az
indukcié miikédik és S™ paradox tulajdonsagu. A tétel maradék része ugyanigy kovetkezik,

mint az elébb emlitett allitasnal. O

6.3. Kitekintés

Ez a rész Laczkovich Miklos Paradoxical Decompositions: A Survey of Recent Results cimii
cikkébdl szarmazik [ParLac, 165-166.01d.].

A kivalasztasi axioma, amelyet Zermelo 1904-ben fogalmazott meg, mar a kezdetektsl
fogva sok vitat valtott ki. A Bulletin de la Société mathématique de France méar 1905-ben
kozolte Baire, Borel, Hadamard és Lebesgue vitajat Zermelo axiémajarol, és ugyanebben az
évben a Mathematische Annalen t6bb cikke is foglalkozott a témaval. Az axiomat legheveseb-
ben Baire, Borel és Lebesgue ellenezte. Nem vették észre, hogy maga az altaluk kidolgozott
elmélet is tartalmaz nem konstruktiv elemeket, mivel a Lebesgue-mérték o-additivitasa nem
bizonyithat6 pusztan a ZF-ben (a Zermelo-Fraenkel axiomarendszerben).

A nem meérhetd halmazok létezése és a paradoxonok felerdsitették a kritikat, és ezeket
a felfedezéseket "bizonyitékként" hasznéltak a kivalasztasi axiéma ellen. Szigorian véve ez
nem indokolt, hiszen vagy alapvetd és filozofiai ellenvetéseink vannak a kivalasztasi axiéma
ellen (mint a korai ellenz6knek), és akkor nem igazan szamit, hogy milyen tényleges kovet-
kezményei vannak az axiémanak, vagy elfogadjuk az axiémat, és akkor a kovetkezményeket
is el kell fogadnunk. Jogos vagy sem, ez a kritika motivalta a Banach-Tarski-paradoxon és a
kivalasztas axiomaja kozotti pontos kapcsolat meghatarozasara irdnyuld vizsgalatokat.

E vizsgalatokrol (1986-ig) Stan Wagon: The Banach Tarski Paradox cim® konyvének
[StanWag] utolso fejezetében olvashatunk atfogd beszamolot.

Itt csak a legfontosabb tényeket emlitjik. ElGszor is, R. M. Solovay egyik tétele alapjan a
Banach-Tarski-paradoxon létezése fiiggetlen a Zermelo-Fraenkel-axiomaktol. Pontosabban,
Solovay bebizonyitotta, hogy a ZF-fel konzisztens, hogy létezik a Lebesgue-mértéknek egy
izometria-invarians és megszamlalhatéan additiv kiterjesztése az R™ Osszes részhalmazara;
s6t, ha feltételezziik a megszamlalhatdé halmazcsaladokra vonatkozo kivalasztasi axidémét
(vagy még egy kicsit erdsebb allitast, amit a fliggd valasztas axiomajanak neveziink), akkor
egy ilyen mérték létezése még mindig konzisztens marad. Nyilvanvalo, hogy a Lebesgue-
mérték izometria-invarians kiterjesztése lehetetlenné teszi a Banach-Tarski-paradoxont. Igy
a Banach-Tarski-paradoxon "konzisztencia-erssége" a ZF felett nem kisebb, mint a fliggd
valasztas axiomajaé.

Mint M. Foreman, F. Wehrung és J. Pawlikowski nemrég megmutattak, ez a konzisztencia-
erGsség feliilrsl a kovetkezképpen becsiilhets. A kivalasztasi axiomét teljes erejében szinte
soha nem hasznaljak az analizisben. Néhany gyengébb allitdsra azonban szamos alkalmazés-
ban sziikség van. Ilyen allitasok példaul a Boole-féle primideal-tétel, és az az &llitas, hogy
tetszéleges szamu kompakt Hausdorff-tér szorzata kompakt. Ismeretes, hogy ezek az allitasok
a ZF-ben ekvivalensek, és szigortian gyengébbek, mint a kivalasztasi axioma. Még gyengébb
allitds a Hahn-Banach kiterjesztési tétel, amely viszont ekvivalens azzal az allitassal, hogy
minden Boole-algebranak van [0, 1] értéki végesen additiv mértéke. 1989-ben M. Foreman

és F. Wehrung a kovetkezSket bizonyitotta.
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6.28. tétel. [ParLac, 3.1.Tét.]
A 7ZF axiomak a Hahn-Banach tétellel egyiitt azt eredményezik, hogy léteznek nem-Lebesgue

mérhetd halmazok.
Néhany otletiiket felhasznélva J. Pawlikowski a kévetkezd javitast adta.

6.29. tétel. [ParLac, 3.2.Tét.]

A 7ZF axi6omakbol és a Hahn-Banach tételbdl egyiittesen kovetkezik a Banach-Tarski-paradoxon.

Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy a Banach-Tarski-paradoxon elvetése esetén el kel-
lene vetniink a Hahn-Banach-tételt és a Boole-féle primideal-tételt is, a topologia és a funk-
cionalanalizis nagy részével egyiitt. De még a kivalasztés axiéméjanak teljes tagadasa sem
menthetne meg minket teljesen a paradoxonoktol. A paradox sikhalmazok létezése ugyanis
a kivalasztési axioma nélkiil is bizonyithato. Bar ezek "csak" megszdmlalhato halmazok, a
ZF-ben olyan paradoxonokat is lehet bizonyitani a R3 nyilt részhalmazaira vonatkozéan,

amelyek ugyanolyan meglep&ek, mint a Banach-Tarski-paradoxon.
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7. Amenabilitas

Az amenabilis csoport fogalma az invarians mértékek tovabbi vizsgalatdhoz rendkiviil hasz-
nos eszkdz. Ahhoz, hogy az amenabilis csoportokat behatobban tudjuk vizsgalni, az eddigi-

eknél mélyebb csoportelméleti ismeretekre van sziikségiink.

7.1. A csoportelméleti épitkezés folytatasa

Az ebben a fejezetben szerepls definiciok, allitasok, tételek és példak Kiss Emil: Bevezetés

az algebraba cimi kényvébdl szarmaznak ([KisEm]).

7.1. definicié. (Mellékosztaly [KisEm, 4.4.6.Def.])
Legyen G csoport, H < G és g € G. A gH halmazt (a H részcsoport szerinti) bal oldali
mellékosztalynak nevezziik. Ugyanigy a Hg halmaz jobb oldali mellékosztaly.

A mellékosztalyok fogalmat legegyszeriibben a maradékosztalyokkal lehet elképzelni. Ve-
gyik a G = (Z,4) csoportot, tehat az egész szamok halmazat, az Osszeadas csoportmii-
velettel ellatva. G-ben részcsoportot alkotnak az 5-tel oszthaté szémok, mert barmely két
5-tel oszthatd szam Osszege és kiilonbsége is 5-tel oszthatod, és a 0, az Osszeadas mivelet egy-
ségeleme is oszthat6 5-tel. Legyen tehat H := {n € Z| n oszthat6 5-tel }. A H szerinti bal
oldali mellékosztalyokat (amik a miivelet kommutativitdsa miatt egyben a jobb oldaliak is) a
g+ H képlet definiélja, ahol g € G egy egész szam. Ha hozzidadok egy egész szamot H Gsszes
eleméhez, H minden elemének 5-6s maradéka ugyanannyival valtozik. Osszesen 5 kiilonb6zé
5-0s maradék van, és példaul a ¢ = 0,1,2,3,4 elemek segitségével meg is kapjuk mind az
5 mellékosztalyt. Tehat ebben az esetben a H részcsoport szerinti mellékosztalyok: a mara-
dékosztalyok modulo 5. Absztraktabb eseteknél is érdemes maradékosztalyokként tekinteni
a mellékosztélyokra.

Van, aki a normaéaloszto fogalméat egy, az alabbival ekvivalens modon, egy alkalmas homo-
morfizmus magjaként definialja. En szeretem a kivetkezd alakot hasznalni, mert szamomra

ez tobbet jelent.

7.2. definicié. (Normaloszto [KisEm, 4.7.11.Tét.])
A G csoport N részcsoportja normaloszto, ha a szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztéa-

lyok megegyeznek, tehat minden g € G elemre gN = Ng. Jele: N < G.

Az el6z6 példaban a H részcsoport (az 5-tel oszthato egész szamok) normalosztdja volt
a G-nek, mert Z-ben az Gsszeadas kommutativ. Példaul: mindegy, hogy 1+ H, vagy H + 1
alakban irjuk, mindkét moédon az 5-tel osztva 1 maradékot ado egész szamok mellékosztalyat

kapjuk.

7.3. allitas. [KisEm, 4.7.12.Al1]

Legyen a G csoport normalosztéja N. Alljon a K halmaz az N szerinti mellékosztalyokbol,
és vezessiink be rajta szorzast a (g1 N) * (g2N) = g1g2N képlettel.

Ekkor K csoport lesz, melynek egységeleme az N = 1* N mellékosztaly, a gN inverze pedig
g IN. Az a U :G — K leképezés, ami g-hez gN-et rendeli, homomorfizmus lesz, melynek
képe K, magja N.
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Lattuk, hogy a G = (Z,+) csoport norméalosztoja a H. K := {g;, + H | g; = i, 1 € Z}.
Legyen (g, +H)*(g; + H) = (¢:+g;)+H. Mivel K csak 5 maradékosztalybol 4ll, vehetjiik a
gi-ket és ezek Osszegét modulo 5. Igy egy 5 elemii csoportot kaptunk, aminek egy-egy eleme
a kiilénbozd 5-6s maradékok egy-egy reprezenténsa. Az egységelem a 0+ H = H lesz, g; + H
inverze pedig —g; + H. Az a leképezés, ami egy egész szamhoz az 5-6s maradékat rendeli, egy
olyan homomorfizmus, aminek a képe pont a K 5 eleme, magja (amit a 0-ba kiild), pedig a

H részcsoport. K az ugynevezett faktorcsoport.

7.4. definicié. (Faktorcsoport [KisEm, 4.7.15.Def.])
Legyen N norméloszto a G csoportban. Az eléz6 allitdsban definialt K csoportot a G csoport
N szerinti faktorcsoportjanak nevezziik, és G/N-nel jeloljik. A ¥ : g — gN leképezés neve

természetes homomorfizmus

7.5. definici6é. (Norméallanc [KisEm, 4.13.1.Def.])
Egy G csoport norméallancanak nevezziik G részcsoportjainak egy olyan Ny, Ny, ..., N, soro-
zatat, melyre {1} = Ng< N1 <...<aN, =G

Példaul a {0} < H <G egy normallanc, ahol G = (Z,+), H = {n € Z | n oszthato 5-tel}.

7.6. definici6. (Feloldhato csoport [KisEm, 4.13.5.])
Egy G csoportot feloldhatonak neveziink, ha van olyan norméllanca, amelynek minden fak-

torcsoportja Abel-csoport.

Példaul minden A Abel-csoport feloldhato, mert {0} < A egy megfelel6 normallanc. Igy

a (Z,4) csoport is feloldhat6, mert az osszeadas kommutativ.

7.2. Amenabilitas

Az amenabilitas definicioja segit feltarni az invarians mértékek és a paradox hatasok kozotti
Osszefiiggéseket. Az a célunk, hogy meghatarozzuk, pontosan melyek a paradox csoportok,
és megvizsgaljuk az invaridns mértékekkel valé kapcsolatukat. ElGszor a definicidval és az
invarians mértékekkel foglalkozunk, majd megnéziink par fontos amenabilis csoportot. Végiil
ennek segitségével belatjuk a Banach-mértékek tételét és meghatarozzuk a paradox csopor-
tokat is.

Ehhez a fejezethez a [HaiHu], a [SWInPro] és az [EquLac] forrasokat hasznaltam fel.

Az alabbi definici6 Neumann Janostol szarmazik.

7.7. definicié. (Amenabilis csoport [HaiHu, 2.1.Def.])
G csoport amenéabilis, ha létezik egy végesen additiv, invaridns, G Osszes részhalmazan de-

finialt p valoszintiségi mérték. (A valoszintiségi mérték egy olyan mérték, amire pu(G) = 1.)

A kovetkez6 megfigyelés is Neumann Janos nevéhez fiizddik, aki felfedezte, hogy a G
csoport amenébilis tulajdonsigat mutaté mérték segitségével egyszertien megadhatd egy
ugyanilyen tipust (végesen additiv, invaridns) mérték, azon az X halmazon, amire a G
csoport hat. Ez az els6 fontos eredmény, amely az amenabilitas altalanos fogalmét hasznalja,

és nagy segitségiinkre lesz ebben a fejezetben.
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7.8. allitas. [HaiHu, 2.3.A11]
Legyen G egy amenébilis csoport, ami az X halmazon hat. Ekkor létezik egy végesen additiv,

G-invarians, X Osszes részhalmazan értelmezett valoszintiségi mérték, igy X nem G-paradox.

Bizonyitds. [HaiHu, 2.3.Biz.] Legyen © € X. Ha a p a G amenébilitasat mutaté mérték,
akkor legyen v : P2 (X) — [0,1], v(4) = u({g € G | g(x) € A}. Kénnyd ellendrizni,
hogy v végesen additiv, G-invaridns mérték a Z(X)-en, és v(X) = 1. Tehat X nem G-
elhanyagolhato, ebbdl kovetkezik, hogy X nem G-paradox halmaz (5.27. allités). O

Az el6z6 allitas megforditasanak megfogalmazésa és bizonyitésa is izgalmas probléma.
A direkt forditottja (ha létezik &2(X)-en végesen additiv, G-invarians valoszintiségi mérték,
akkor G amenabilis) nem igaz, mivel ha vannak olyan z € X pontok, amelyeket G hatasa
rogzit, akkor az ilyen x pontok halmazan barmely mérték G-invarians, fiiggetleniil attol, hogy
G amenabilis-e vagy sem, hiszen Sket G a mértéktdl fiiggetleniil fixen hagyja. Valdjaban ez
az egyetlen akadalya annak, hogy megforditsuk az allitasunkat.

A koévetkezs bizonyitas szintén Neumann modszere, ami az F. P. Greenleaf Invariant
means on topological groups -ban (Van Nostrand, New York, 1969.) jelenik meg olyan ha-

tasokra, amelyekrdl feltételezziik, hogy tranzitivak.

7.9. allitas. [SWInPro, 1.All]
Ha a G csoport szabadon hat az X halmazon, azaz gr # = barmely z € X, g € G\ {1},
akkor G pontosan akkor amenabilis, ha létezik egy végesen additiv, G-invarians, X Osszes

részhalmazéan értelmezett p valészintiségi mérték.

Bizonyitds. [SWInPro, 1.Biz.| Az el6z6 allitas miatt csak a visszairanyt kell bizonyitanunk,
tehat legyen p egy végesen additiv, G-invarians , X Osszes részhalmazan értelmezett valoszi-
niiségi mérték. Legyen FF C X a kivélasztasi axioma segitségével konstrualt halmaz, ami a G
altali hatas palyainak egy-egy reprezentansat tartalmazza. Legyen ¥ : X — G, ¥(x) = o,
ahol z € o(F). A hatas szabad tulajdonsagabol kovetkezik, hogy ¥ jol definialt, tovabba
hogy ¥(ox) = o¥(z). Most mar kénnyii leellendrizni, hogy a v, amit a v(A) := p(¥=1(A))
képlet definial, pont egy kivant tipusi mérték a G-n, igy G amenébilis. O

A kovetkezd néhany tétel fontos amenéabilis csoportokrol szol.

7.10. tétel. (Day, Folner [SWInPro, 4.Tét.])
Ha G amenabilis és H < G, akkor H is amenabilis.

Bizonyitds. [HaiHu, 2.6.Biz.] Legyen G csoport, H pedig egy részcsoportja. Legyen R az
a halmaz, ami a H jobb oldali mellékosztilyainak egy-egy reprezentansabol all. Ekkor a
v(A) == p(AR) = u(UrerAr) egy jo mérték a H-n. O

7.11. tétel. (Neumann [SWInPro, 4.Tét.])

Minden véges csoport amenabilis.

Bizonyitds. [HaiHu, 2.6.Biz.] Tegyiik fel, hogy G véges. Ekkor p(A) := |A|/|G| egy j6 mérték
a G-n. O

A kovetkezd tételt nem bizonyitom.
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7.12. tétel. (Banach [SWInPro, 4.Tét.])

Minden Abel-csoport amenébilis.

7.13. tétel. (Neumann [EquLac, 2.5.Tét.])

Minden feloldhat6 csoport amenabilis.

Bizonyitds. [Equlac, 2.5.Biz.] Legyen G egy feloldhato csoport. Ekkor létezik egy olyan nor-
mallanca, amiben a faktorcsoportok Abel-csoportok. Ezért elég belatnunk, hogy ha H egy
normalosztoja a G-nek gy, hogy G/H Abel-csoport, és H amenébilis, akkor G is amenébi-
lis. Tudjuk, hogy minden Abel-csoport amenébilis. Ezért elég megmutatni, hogy ha H egy
norméalosztdja a G-nek, és H, G/H amenabilisak, akkor G is az. Ha ezt megmutatnank,
akkor indukcioval kévetkezne az allités.

Legyenek ;1 és v végesen additiv invarians meértékek a H-n illetve a G/H-n ugy, hogy
w(H) = v(G/H) = 1. Kiterjesztjiik a p mértéket a kovetkezSképpen: pu(gA) := p(A), ahol
A C H,g € G. Ez jol értelmezett, mivel A1, Ay C H, g1A1 = goAs-bdl kovetkezik, hogy
g5 g1 € H és igy, p invarianciaja miatt pu(A;) = u(gy '9141) = pu(As). Ez a kiterjesztés
definialja u-t a H egyes mellékosztélyainak hatvanyhalmazain.

Legyen ® : G — G/H a természetes homomorfizmus. Ekkor ®~1(y) egy mellékosztalya
H-nak minden y € G/H-ra. Legyen A C G fix. Ekkor g(y) := u(A N ®~1(y)) egy korlatos
fliggvényt definial a G/H-n. Legyen v(4) := |, G/H gdv. Kénnyti ellendrizni, hogy ~ végesen
additiv, invaridns mérték a G Osszes részhalmazéan tgy, hogy v(H) = 1, tehat a G csoport

amenabilis. O
Az alabbi jeloléseket fogom hasznalni ezekre a specialis csoportokra.

7.14. definicié. [Equlac, 148.01d.|

G, mint megszokhattuk, az izometriacsoport, SG, az iranyitastarté izometridk csoportja,
SO(n) az 1 determinansi ortogonélis transzformaciok csoportja, T, pedig az eltolascsoport
R™-ben.

A kovetkezd tétel egy fontos mértékelméleti eredmény.

7.15. tétel. [Equlac, 2.6.Tét.]
Legyen G G,, egy amenabilis részcsoportja. Ekkor 1étezik egy végesen additiv G-invarians

kiterjesztése a A,, Lebesgue-mértéknek a P(R™)-re.

Bizonyitds. [Equlac, 2.6.Biz.] Bebizonyithato, mondjuk a Hahn-Banach tétel hasznalatéaval,
hogy a A,-nek van egy végesen additiv kiterjesztése a Z(R™)-re. Legyen v egy ilyen kiter-
jesztés. Legyen v egy végesen additiv invaridns mérték a G-n agy, hogy v(G) = 1. Ekkor
minden A C R"-re legyen fa(g) :=v(gA), g € G. Ha f4 nem korlatos a G-n, akkor legyen
w(A) := oo, egyébként legyen p(A) := fG fady. Kénny( leellendrizni, hogy p teljesiti a
kivant feltételeket. O

Az el6z6 tétel kivetkezménye a Banach-mértékek létezése n = 1, 2-re.

7.16. kbvetkezmény. [HaiHu, 2.7.Példal
Létezik végesen additiv, Gi-invarians kiterjesztése a A\; Lebesgue mértéknek &7(R)-re. Ezt

a kiterjesztést Banach mértéknek nevezziik.
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Bizonyitds. [HaiHu, 2.7.Példa] G izometriacsoport feloldhatosagat az {1} < R <« Gy nor-

mallanc mutatja, ebbsl kovetkezik, hogy G amenébilis. O

7.17. kbvetkezmény. [Equlac, 2.7.Tét.]|
Létezik végesen additiv, Ge-invarians kiterjesztése a Ay Lebesgue mértéknek 2(R™)-re. Ezt

a kiterjesztést Banach-mértéknek nevezziik.

Bizonyitds. [EquLlac, 2.7.Biz.] Gy feloldhato, mert az {1} < To < SG2 <4 G5 a G5 egy nor-

mallanca, tehat a csoport amenabilis is. O

Mivel az eltolasok csoportja kommutativ (azaz Abel-csoport) és az Abel-csoportok ame-

nébilisak, az alabbi kdvetkeztetést vonhatjuk le.

7.18. kbvetkezmény. [Equlac, 2.8.Tét.]|

Minden n-re létezik végesen additiv, eltolas-invarians kiterjesztése a A,-nek & (R™)-re.

A kovetkezd tétel megmutatja, hogy a paradox felbontas az egyetlen akadalya az invarians

mérték létezésének.

7.19. tétel. (Tarski [SWInPro, 3.Tét.])
Legyen a G az X halmazon haté csoport. Ekkor a G csoport amenabilis <= G nem

paradox tulajdonsagi.

Az odairany egyszeri. Tegyiik fel, hogy u végesen additiv, G-invaridns valdszintiségi
mérték, és indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy paradox felbontas: {A;},{B;}, pi,0: € G.
Legyen dy = p(UA;), d2 = u(UB;). Ekkor dy +do < u(X) =1, de 1 = p(X) = p(Up; A;) <
S u(piA;) =5 u(A;) = dy. Hasonléan 1 < da, ami ellentmondés.

A visszairany meglehet&sen nehéz, Jan Myecielski nevéhez fiiz6dik egy révid és szép bi-
zonyitasa.

Ebbdl a tételbdl példaul az is kovetkezik, hogy ha a G csoport amenébilis, akkor nem
tartalmazza részcsoportként a két elem altal generalt Fy szabadcsoportot, mert ha tartalmaz-
né, akkor paradox tulajdonsagu is lenne, ami ellentmond Tarski tételének. Mivel G és Go
feloldhatoak, és igy amenabilisak is, specidlisan nem tartalmazzék részcsoportként az Fa-t.
Végs6 soron ez az oka annak, hogy a Hausdorff paradoxon konstrukci6éja nem alkalmazhato
ezekben az alacsonyabb dimenzidkban annak eldontésére, hogy létezik-e izometria-invarians,
végesen additiv mérték a Z(R!)-n és a Z(R?)-n.
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8. C)sszegzés

Dolgozatomban el6szor a paradox tulajdonsag és az egymasbadarabolhatosag fogalmat vizs-
galtam meg. Ezek segitségével Banach megfogalmazta a halmazelméleti Schroder-Bernstein
tétel egy altalanositasat, amire két bizonyitast is mutattam.

Lattunk példat paradox, illetve megszamlalhatéan paradox halmazokra, csoportokra és
félcsoportokra. Megvizsgaltuk a kapcsolatot a szabad hatés, a szabad részcsoport és a para-
dox csoportok kozott.

Belattuk a Vitali, a Hausdorff és a Banach-Tarski paradoxont, és megvizsgaltuk ezek
mértékelméleti kovetkezményeit is. Mutattam példat tgynevezett elnyelés bizonyitésra, amit
sokszor alkalmaznak ezen a teriileten.

Korbejartuk az egymasbadarabolhatosag klasszikus stkgeometriai alakjat, az atdarabol-
hatosagot, kitekintésként pedig a kivalasztasi axiéma és a paradoxonok kapcsolatat is meg-
néztiik.

Az amenéabilitas fogalmanak segitségével feltérképeztiik a kapcsolatot az invarians meér-
tékek léte és egy csoport paradoxsiga kozott is. Lattunk példakat amenébilis csoportokra,
és megvizsgéaltuk a Lebesgue mérték kiterjeszthet&ségét bizonyos feltételek mellett.

Ugy gondolom, sikeriilt a teriilet alapjat képezd definiciokat, tételeket és kérdéseket ala-
posan Osszefoglalnom. Tovabbi olvasméanykeént a felsorolt forrasaimbdl elsGsorban a [StanWag]
alapmivet ajanlom, amiben a legkiilonfélébb altalanositasokkal és kérdésfelvetésekkel talal-
kozhat az érdekl6ds. Ez még csak a kezdet volt: dolgozatom csupan téredékét fedi le az ott

leirtaknak.

46



9. Hivatkozasok

[StanWag]

[KisEm]

[MaWal

[ParLac]

[ParMe]

[EquLac]

[KosG|

[HaiHuy|

[SWInPro]

[ParKat]

[WaBoGe]

[Isom]

[MetSp]

Stan Wagon, The Banach-Tarski Paradoz (Encyclopedia of Mathematics and
its Applications). Cambridge: Cambridge University Press, 1985.

Kiss Emil, Bevezetés az algebrdba. TypoTeX Kiado 2007

Mats Wahlberg, The Banach-Tarski Paradox (Bachelor Thesis). ar-
Xiv:2206.13512v1 [math.HO] 26 Jun 2022

Laczkovich Miklos, Paradozical Decompositions: A Survey of Recent Results.
First European Congress of Mathematics (Paris, July 6-10, 1992). Progress in
Mathematics, No. 120, Birkh&user, 1994, Volume II, 159-184.

Laczkovich Miklos, Paradozes in Measure Theory. Handbook of Measure The-
ory (editor: E. Pap), Elsevier, 2002. Vol. I, 83-123.

Laczkovich Miklos, Equidecomposability of Sets, Invariant Measures and Pa-
radozes. Rendiconti dell’Istituto di Matematica dell’Univ. Trieste 23 (1991),
145-176.

Kos Géza, Analizis 4 jegyzet (kézirat). 2024, https://kosgeza.web.elte.hu/
oktatas/2023tavasz-an4/Analizis4_Jegyzet-20240218.pdf

Haiyu Huang, Paradozical Decomposition and Amenability (UCSD Math Honor
Thesis). https://www.math.ucla.edu/ haiyu/

Stanley Wagon, Invariance Properties of Finitely Additive Measures in R™. I1-
linois Journal of Mathematics Volume 25, Number 1, Spring 1981

Kate Juschenko, Lecture 1. Paradoxical decompositions of groups and their ac-

tions (kézirat). https://web.ma.utexas.edu/users/juschenko/notes.html

Maeve Coates Welsh, Scissorc Congruence. 2016, https://math.uchicago.
edu/"may/REU2016/REUPapers/Welsh.pdf

Keith Conrad, Isometries of R™. 2012, https://api.semanticscholar.org/
CorpusID:15635493.

Micheal O Searcéid, Metric Spaces. Springer London, 2007, https://doi.org/
10.1007/978-1-84628-627-8.

47


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2023tavasz-an4/Analizis4_Jegyzet-20240218.pdf
https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2023tavasz-an4/Analizis4_Jegyzet-20240218.pdf
https://www.math.ucla.edu/~haiyu/
https://web.ma.utexas.edu/users/juschenko/notes.html
https://math.uchicago.edu/~may/REU2016/REUPapers/Welsh.pdf
https://math.uchicago.edu/~may/REU2016/REUPapers/Welsh.pdf
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:15635493
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:15635493
https://doi.org/10.1007/978-1-84628-627-8
https://doi.org/10.1007/978-1-84628-627-8

	Kedvcsináló
	Csoportelméleti bevezető
	Az egymásbadarabolhatóság és a paradox tulajdonság
	Egymásbadarabolhatóság
	Paradox tulajdonság

	Példák paradox halmazokra és paradox csoportokra
	Paradox halmazok
	Paradox csoportok

	Hausdorff paradoxon
	Mértékelméleti bevezető
	Hausdorff paradoxon

	A Banach-Tarski paradoxon
	Átdarabolhatóság
	Banach-Tarski paradoxon
	Kitekintés

	Amenábilitás
	A csoportelméleti építkezés folytatása
	Amenábilitás

	Összegzés
	Hivatkozások

