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1. Bevezetés

A variacioszamitas a matematikanak, azon beliil az analizisnak egy nagy multra vissza-
tekinté dgazata. Mar a tizenhetedik szazad végén felmeriiltek a teriilet hires problémai,
példaul a brachisztochron-probléma, melyekkel a kor jeles matematikusai kezdtek el foglal-
kozni. S6t, mar az okori gorogok is foglalkoztak egyes problémékkal. A varidcioszamitas,
mint 6nall6 teriilete az analizisnak 1744-t6] eredeztethets, amikor Euler felfedezte a rész-
ben rola elnevezett differencidlegyenletet, ami, mint késébb latni fogjuk, egy sziikséges
feltétele a minimalizalé gorbének.

A variacioszamitasban, a kalkulus szokasos problémaéival ellentétben egy olyan értéket
akarunk minimalizalni, ami nem csak egy vagy tobb véltozotol fiigg, hanem egy egész
gorbétsl vagy feliiletts] vagy toébb dimenzids hiperfeliilettdl.

A variacioszamitasnak sok fizikai alkalmazasa van. Példaul Hamilton elve, ami azt allitja,
hogy egy rendszer dinamikaja csak egy Lagrange-fiiggvény variaciojatol fligg, teljesen ezen
alapul. Tovabba Albert Einstein és Erwin Schrodinger is alkalmaztak a hires munkéssaguk
alatt, Finstein az altalanos relativitas elméletében, mig Schrodinger a hullimegyenletének
felfedezésében.

Ez a szakdolgozat f6leg Lawrence C. Evans Partial Differential Equations|2| cimi miivének
ide vonatkozo részeinek foldolgozasan alapul(8. fejezet), azon beliil az egzisztenciaelmélet-
tel. Tovabba fel lett még hasznalva forrasként George F. Simmons Differential Equations
with Applications and Historical Notes|3| cimd mive.



2. A jelolésrendszer és elmélet bevezetése

Definiciok

U C R" korlatos, nyilt halmaz.

L:R" xR x U — R sima fiiggvényt Lagrange-fiiggvénynek hivjuk.
pER" ze€Résx €U esetén L(p,z,x) = L(p1, e, Pry 2y T1y vy Tpy)
D,L = (Ly,,...,L,,), D,L =L, és D,L = (Ly,,..., L) jelolésekkel

w : U — R sima, peremfeltételt teljesits (w|sy = g) fiiggvények esetén

Tw] = /U L(Dw(z), w(z), z)dz

Ekkor keressiik I[w] minimumhelyét w fliggvényében.

2.1. Tétel. Ha eqgy u : U — R sima, peremfeltételt teljesitd fiigguvény a minimumhelye
Iw]-nek, akkor

n

- Z (LpZ(DU(J}),U(ZL‘),l’))% + LZ(DU("L‘% U(ZE), JI) =0

i=1
2.2. Definicid. Ez utobbi egyenletet hivjuk Euler-Lagrange eqyenletnek.
Bizonyitds. Legyen v € C°(U) tetszbleges sima tesztfiiggvény és legyen i,(7) = I[u+7v].

Ekkor i,-nek minimuma van 0-ban, hiszen u+ 7v sima, peremfeltételt teljesits fiiggvények

(hiszen (u + Tv)|sy = uloy + Tv|ov = g + 0 = g), tehat i’ (0) =0

in(r) = Iu+ 70] = /U L(Du(z) + Do), ulx) + To(z), 7)dz

amibdl

in(T) = /U; L, (Du(x) + 7Dv(z), u(x) + Tv(x), ) U4+
+L.(Du(x) + 7Dv(zx),u(x) + Tov(z), )vdx

ir (0) = /UZ L, (Du(x),u(x), x)vy, + L.(Du(x), u(z), x)vde



ami parcialis integralassal

/UZ(—(Lpi(DU(x), u(), x))e,v) + Lo (Du(z), u(z), v)vdr =

n

= /U [= > (L (Dul@), u(x), 2))s, + Lo(Du(w), u(z), 2)vdz

=1

Ez minden v tesztfiiggvényre csak akkor lehet 0, ha

_ Z(Lm(Du(m), u(z),x))a, + L.(Du(z), u(z),z) = 0
O]

Természetesen az Euler-Lagrange egyenlet nem elégséges feltétel, ha egy u fiiggvény meg-
oldasa, akkor lehet hogy csak lokalis maximum vagy akar még az sem. Emiatt az Euler-
Lagrange fliggvény megoldasait gyakran hivjal stacionérius gorbének vagy stacionérius
fiiggvénynek.



3. Példak

3.1. Két pontot 0sszekots legrovidebb gorbe

Ennek intuitivan egy szakasznak kellene lennie.
Ekkor U = (z1,22) € R és L(p, z,x) = /1 + p?, illetve g(x;) = y; peremfeltétel esetén

I[w]:/UL(Dw(a:), w(z),z d:c—/ JTF (Dw(@))dx

éppen w ivhossza, és az eddigiek alapjan ennek minimumhelye u-ban akkor lehet, ha

: —0¢ _
(mivel L, =0és L, = 1erQ)

amibdl
)/ 1+ Du(z &
v/ 1+Du(z)?
1+ Du(ac)2
amib6l mivel 1 + Du(z)? # 0, igy egyszertisitve

0:

0 = D?u(x)(1 4 Du(x)?) — Du(z)?*D*u(x) = D*u(z)(1+ D(u(x)?) — D(u(x)?)) = D*u(x)

innen Du(z) = C} és u(x) = Cix + cq, és ez a peremfeltétellel egytitt éppen a (z1,y;) és
(22, y2) pontokat Gsszekots egyenest adja.

Ez tehat az egyetlen stacionaris gorbéje I-nek, annak matematikailag rigorézus igazoléasa,
hogy ez valéban globélis minimalizald, tovabbi megfontolasokat igényel.

3.2. Brachisztochron-probléma

Adva van egy fliggéleges sikon két pontunk, A és B, ugy, hogy A magasabban van, a
kett6t valamilyen palya koti Ossze, és ezen egy golydt guritunk le A-bol B-be. A kérdés:
milyen gorbén jut le a legrévidebb id6 alatt A-bol B-be a golyd, ha 0 kezdGsebességgel
indul és surlodassal nem szamolunk?

A=1(0,0), B=(X,Y),0>Y esetén U = (0, X), h(0) =0, h(X) =Y

t idopillanatban a goly6 a (z(t),u(x(t))) pontban van, sebessége v(t).

Ekkor tetszéleges pillanatban a goly() mozgéasi energiaja %mv2(t), helyzeti energiaja
—mgu(x(t)), igy Osszenergidja va(t) mgu( (t)), ami élland(’) és t = 0 esetén 0, igy
smv?(t) = mgu(z(t)), amibsl v(t 2gu(z ), ahol V(z) = /2gu(x) a
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goly6 sebessége a hely fliggvényében.
Tudjuk, hogy

T:/ _ds_/\/%T\/D—wa_/ 1+2£U

tehéat ha L(p, z,x) =/ 1;; P~ “akkor a Brachisztochron-probléma megoldasa éppen

= [, L(Dw(x),w(z), x)dz minimumhelye w|yy = h peremfeltétellel.
Ehhez felhasznéljuk a kévetkez6 lemmét:

3.1. Lemma. Ha a Lagrange-fiigguvényben nem szerepel x, vagyis ha L(p, z,z) = F(p, z),

és u(x) megoldja az Euler-Lagrange egyenletet, akkor

konstans.

Bizonyitds. Ekkor L derivaltja x szerint

%L(Du( ),u(x),x) = L,(Du(x),u(z), z) D*u(z) + L.(Du(z), u(x), ) Du(z)+

+L.(Du(z), u(z),z) = D*u(x)L, + Du(x)L,

hiszen L, =0, és L,Du(z) derivaltja = szerint

% LyDuw) = (L)sDulx) + L,D’u(x)

Igy

%(LpDu(x) — L) = (L,).Du(x) + L,D*u(x) — D*u(z) L, — Du(x) L. = Du(z)((L,), — L.)

ami éppen az Euler-Lagrange egyenlet tobbszorose, vagyis 0. O
4 : — 1+p P .
A lemméba behelyettesitve L(p, z, ) = /52 (ekkor L, = m).
(Du)? 1+ (Du)?* o
V(1 + (Du)?)2gu 2gu



amibdl

(Du)® — (1 + (Du)?) = C\/(1 + (Du)?)29u

—1=Cv2g\/u(1 + (Du)?)

gy u(1+ (Du)?) = chac = Zg%. Ekkor ha u(z) helyére csin®(¢(x))-et helyettesitiink,

akkor Du(x) = 2csin(¢(z)) cos(p(x))¢’ igy

¢ = csin® ¢(1 + (2csin ¢ cos ¢¢')?) = csin® ¢ + 4¢® sin? ¢ cos® ¢(¢')?

és

Ezt rendezve:
sin? ¢ + 4c?sin* ¢ cos® p(¢')? = 1

4c? sin ¢ cos® ¢(¢')* = 1 — sin? ¢ = cos® ¢
4 sin* p(¢')? =1
2csin® p¢’ =1
c(1 —cos2¢)¢ =1

/c(l — cos 2¢)dp = /1dx

c¢—gsin2¢+clzx

A peremfeltételbsl, mivel 0 = h(0) = u(0) = csin?(¢(0)) miatt ¢(0) = 0, amibsl ¢; = 0,
fgy .
T = 5(2¢ — sin 2¢)

és
u = csin® ¢ = g(l — €08 20¢)

vagy ha a = 5 és 0 = 2¢ helyettesitéssel
r = a(f —sinb)
u=a(l —cosh)
ami a ciklois szokasos paraméterezése.

Ez tehat az egyetlen stacionaris gorbéje I-nek, annak matematikailag rigorézus igazolasa,
hogy ez valoban globélis minimalizalo, itt is tovabbi megfontolasokat igényel.



4. Egyenletrendszerek és tobb dimenzi6

Altalanosithatjuk egyenletrendszerre a kovetkezGképpen: a Lagrange-fliggvénytink ekkor
L:R™" x R™ x U — R ahol L(P,z,z) = L(p},...,p"™, 24, ..., 2™, 11, ..., 1,) felsGindexes
jelolést hasznaljuk az egyszertiség kedvéért.

Ekkor w : U — R™ sima, a w|gy = g peremfeltételt teljesits fiiggvényekre
w| = [,; L(Dw(x), w(x), z)dz minimalizdlasa hasonléan levezethets a

Z (Lype(Du(z), u(z), 2))e; + L (Du(z), u(z),z) = 0
Euler-Lagrange egyenletrendszerre, ahol ha v minimalizalja I [u]-t, akkor minden 1 < k <
m teljesiil az Euler-Lagrange egyenletrendszer.

Egy L Lagrange-fiiggvény null-Lagrange, ha az Euler-Lagrange egyenletrendszer minden
u: U — R™ sima fliggvényre teljesiil. Ilyenkor I{w] csak a peremfeltételtsl fiigg:

4.1. Tétel. Ha L null-Lagrange, és ulpy = w|ov, akkor Iju] = I[w]

Bizonyitds. Legyen
i(t) = I[tu+ (1 — t)w]

tetszbleges 0 < t < 1-re. Ekkor

i'(t) = (/U L(tDu(z) + (1 — t)Dw(z), tu(z) + (1 — t)w(x), a:)da:) =

/ ZZL «(tDu(z) + (1 — t)Dw(z), tu(z) + (1 — hw(z), z)(uf, — wh )+

i=1 k=1

+Z Lx(tDu(z) + (1 — t)Dw(x), tu(x) + (1 — t)w(x), z)(u* — w*)dx =

m n

/U [— Z (Lpf (tDu(z) + (1 — t) Dw(x), tu(x) + (1 — t)w(x), x)) 4

k=1 i=1 i

+ L (tDu(z) 4+ (1 — t)Dw(z), tu(x) + (1 — t)w(z), x)} (u* — wh)dx =

i/ u—w Ydz =0
k=1
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hiszen az Euler-Lagrange egyenletrendszer teljesiil tu + (1 — t)w-re. Ekkor tehat i(t)
konstans, igy I[u] = i(1) = i(0) = I[w]. O

Egy példdja a null-Lagrange-fiiggvényeknek a determinéns, vagyis P € R™"™ esetén
L(P) = det P. Ekkor ugyanis az Euler-lagrange egyenletrendszer a kovetkezd:

_ " (0det Du
0= (Ly(Du))a, = > (a—pk)
=1 =1 ? Zq

Ismert, hogy (det P)I = PT(cof P), ahol cof P a P matrix kofaktor matrixa. Ebbél

(det P)é sz cofP (1)

Itt a matrixelemek jelolésére (sor és oszlop) also és fels6 indexeket hasznalunk. Ezt par-
cidlisan derivélva p¥ szerint i = j esetben

Odet P
opk

(2

= (cofP)iTC (2)

tehat az Euler-Lagrange egyenletrendszer a kovetkezd:

n

Z(CofDu)fm =0

i=1

4.2. Lemma. Tetszdleges u: U — R™ sima fligguényre és k =1, ...,n-re

n

Z(COfDU)?,:ci =0

i=1

Bizonyitds. (1)-be P helyére Du-t helyettesitve a kovetkezst kapjuk:

Z us (cof Du)¥ = &; ; det Du

k=1

ezt x; szerint derivalva

= ddet Du ddet Du au
o ko) _
E ( Up,a, (CofDu) o (cofDu)j@J =0;; 8% =0 g ot

k=1 m,k=1



A jobb oldalra (2)-t behelyettesitve

n n

Z (uw 2 (cofDu) ’;i(cofDu)ﬁx) =0, (cofDu)fnu];mmj

k=1 m,k=1

ezt 7 =1, ..., n-re Osszegezve

n

Z (uw 2 (cofDu) (cofDu > Z 8ij(cof Du)k u ];xm = Z (cof Du)kul
m,k=1

Ji,k=1 J,k,m=1

Ezt atrendezve

Z u’;% (cof Du) + Z uk (cofDu);ixj = Z u];ixj(cofDu)
J,k=1 Jik=1 k=1

amibdl
n

0= Z CofDu Zu (Z cofDu)§7Zj>

Ekkor ha det Du(zg) # 0, akkor kovetkezik, hogy

n

> “(cof Du(wo))k, =0 (3)

j=1
Ha pedig det Du(xy) = 0, akkor valaszthatunk tetszélegesen kicsi e-t, amelyre ha

u(z) = u(x) + we, akkor det Du(zg) # 0, igy u(xg)-ra teljesiil (3), és ezutan e-nal 0-hoz
tartva u(zo)-ra ugyszintén kévetkezik, vagyis

n

Z(cofDu);?’mj =0

J=1

]

Ebbdl tehat tetszdleges k-ra teljesiil az Euler-Lagrange egyenletrendszer, tehat a deter-
minans null-Lagrange.
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5. Brouwer-fixponttétel

A fenti, technikainak tetszd levezetés egy varatlan kovetkezményeként a
Brouwer-fixponttétel egy analitikus bizonyitasa adddik, melyet ebben a fejezetben pre-
zentalunk.

5.1. Tétel. Legyen u : B — B folytonos leképezés, ahol B az n-dimenzids zdrt eqység-

gomb. Ekkor van u-nak fizpontja, vagyis létezik x € B, amire u(x) = x.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u : B — B folytonos és nincs fixpontja. Ekkor legyen w :
B — 0B az aleképezés, ahol w(z) az (u(x), x) nyilt félegyenes és 0 B metszéspontja. Ekkor
w : B — 0B folytonos leképezés amire minden =z € 0B-re w(z) = x. Ezt a fiiggvényt
folytonosan kiterjeszthetjik R"-re, hogyha € R"\B-re w(z) = x. A tovabbiakhoz

sziikségiink van buckafiiggvényekre:

5.2. Definicid. Legyen

C'exp (;) ha |z| <1

|z[*—1

n(x) =
0 ha |z| > 1

ahol C' ugy van megvdlasztva, hogy fRn n=1

Legyen € > 0-ra
1 x
x) = g ()

Ekkor n a standard buckafiigguény és n. buckafiigguények.
5.3. Lemma. Tetszdleges f : R™ — R lokdlisan integrdlhato fiigguényre f *n. sima.

Bizonyitds. Legyen f xn. = f¢. Legyen x € R” fix, h € R tetsz6leges, és i € {1,2,...,n}.
Ekkor

[lothe)=f) 1 /n% [n (M) . (&)] Fly)dy =

11




:/v% [77 (—x+h€€i_y> —7 (I;y)] f(y)dy

valamely V' C R” nyilt halmazra, mivel n tart6ja kompakt. Ekkor V-n

(=) - () ()

egyenletesen, igy fr létezik és

F@) = [ e =)0y

Hasonloan tetszéleges a multiindexre megmutathatjuk, hogy

Df(x) = | D%n(x—y)f(y)dy

R

]

5.4. Lemma. f° — f majdnem mindenhol, ha ¢ — 0. Ha f folytonos, akkor f< — f

egyenletesen tetszdleges kompakt halmazon.

Bizonyitds. Tudjuk Lebesque differencialési tételébdl, hogy

1 dy = 4
B 50 ] gy V0~ 1 = W

majdnem minden x € R"-re. Ekkor tetsz6leges ilyen x-re

|[f(x) = f2)| =

/n ne(x —y)f(y)dy — f(x) /n ne(x —y)dy‘ _

= () v = sena] < 2 [ (S22 10 = sy <

1 C C|B(xz,e)] 1
< — —|f(y) — f(z)|dy =
o oo ¢ W IO =TS B AT S

ha € — 0, tehat ekkor f< — f.

[f(y) = f(2)|dz =0

Ha f folytonos és V' C R™ kompakt, akkor valaszthatunk olyan V' C W C R"-t, amire f
egyenletesen folytonos W-n, ekkor (4) minden x € V-re egyenletesen teljestil, igy a fenti

szamitasok alapjan f¢ — f V-n egyenletesen. m

12



Ekkor mivel w(x) sehol sem 0 és folytonos, ezért valaszthatunk olyan kicsi e-t, amire
w; = w * 7 szintén sehol sem 0. Ekkor a fenti lemmak miatt w; sima és mivel 7. ()

radialis (vagyis csak |z]-t6l fiigg), igy wi(x) = = ha x € R\B(0,2), ahol B(0,2) nyilt

goémb.
Ekkor wy(z) = |1;12((22~”';)) — |$Z:gi;| egy B — OB sima leképezés, amire wy(z) = &E;i;' =
é—i‘ = %x =z 0B-n, mivel ekkor 2z € R\ B(0, 2).

Ekkor hogyha w : B — B az identitasfiiggvény, akkor mivel w|sp = ws|sp és a de-
terminans null-Lagrange, ezért a determinans alapjan definialt I{w] esetén I[ws] = I[w]

avagy
/ det Dwydr = / det Dwdx :/ ldz =|B|#0
B B B

Viszont mivel |wy(z)]? = 1, ezt derivilva (Dws)Twq = 0, amibél 0 sajatértéke Dwl -nek,

vagyis det Dwy = 0, igy [ g det Dwydx = 0, ami ellentmondaés. O]

13



6. A masodik variacié vizsgalata

Ha a korabban definiélt 4,(7) minimumat keressiik, akkor 6nmagaban nem feltétlen elég,
hogy i,(0) = 0, hiszen itt még lehet lokéalis maximum vagy inflexiés pont is, hogy ez
utobbit kikiiszoboljiik, megvizsgalhatjuk i”(7)-t is. Ha ugyanis minimumbhelyiink van,
akkor 4//(0) > 0 minden v-re, és ha ¢/(0) > 0 minden v-re akkor lokalis minimumhelyiink
van.

ip(T) = Iu+T0] = /UL(Du(x) + 7Dv(z),u(x) + Tv(z), r)dx

ennek masodik derivaltja

/U Z Lp,p, (Du(z) + 7Dv(x), u(x) + 70(), ) Vs, V0, +

1<4,5<n

+2 Z L,,.(Du(z) + 7Dv(z),u(x) + Tv(x), x)v,, v+

+L..(Du(z) + 7Dv(z), u(z) + 7v(2), 2)vdw

amibdl a feltétel

020 = [ 37 Ly, (Dut),u(a).0)im e, + Y Lye(Dula). ulo), oo v+

Ui<ij<n i=1
+L..(Du(x),u(z), )v’dx

minden v tesztfiiggvényre.

Legyen ¢ € C°(U) és p(x) az 1-periodikus cikk-cakk fiiggvény (azaz ha 0 < z < I akkor

p(z) =z, ha i <z < 1akkor p(z) =1—x és p(z) = p(z+1)) és legyen v(z) = ep(%)(’(m)

tetsz6leges & € R™ konstansra.

Ekkor v, = p'(£5)&¢ + ep(22)C — p/(£5)&,¢ ha enal 0-hoz tartunk.

Erre a v-re is teljesiilnie kell a fenti egyenl(ﬁtlenségnek igy ezt behelyettesitve

0< Z Lp.p, (Du(z), u(z), z)(p') 26:¢;¢° "‘ZLgm (Du(x), u(x), x)epp'€:C*+

Ui<ij<n
+L..(Du(z), u(z), z)ep*(* 5 Z Ly, (Du(z), u(z), x)(p/)Q&ngQ -
U 1<4,5<n

/ Z Lpzpj Du ( )71.)5715]62

U 1<ij<n
Ennek minden ¢ € C2°(U)-ra teljesiilnie kell, ami csak akkor lehet, ha

Z Ly, (Du(z), u(z), 2)&&; > 0 (5)

1<ij<n

Ez tehét sziikséges feltétele, hogy v minimalizal6 legyen.
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7. A minimalizal6 l1étezésének vizsgalata

Ebben a fejezetben a Lagrange-fiiggvény olyan tulajdonsagait keresiink, amelyek garan-
taljak I[w] minimumhelyének létezését.

7.1. Koercivitas

Ismert, hogy tetszdSleges sima, alulrél korlatos R — R fiiggvény nem feltétlen veszi fel a
minimumbhelyét, mint példaul e vagy (zy — 1)? + y?, ezért ahhoz, hogy I[w] minimali-
zélojat meégis garantalni tudjuk, ésszerd nagy w-kre valamilyen modon behatarolni 1.
viselkedését.

Legyen 1 < ¢ < oo fix. Feltessziik, hogy léteznek o > 0,8 > 0 konstansok, hogy
L(p,z,x) > a|p|? — f minden p € R", z € R és « € U-ra, ugyanis ekkor

Iw] > 5||Dw‘|%4(U) — B|U] (6)

valamely 0 > 0 konstansra. Ez utobbi egyenl6tlenséget hivjuk I[.] koercivitasi feltételének.

7.2. Kiterjesztés Szoboljev-terekre

A koercivitési feltételbdl észrevehetjiik, hogy ésszeri kiterjeszteni a vizsgalt fiiggvények
halmazéat a Wh4(U) Szoboljev-térre, ahol a peremfeltételiink nyom értelemben van értel-
mezve. Jelolje ekkor

A= {w e W(U)| w|psy = g nyom értelemben}
az elfogadhato fiiggvények halmazat. Ekkor (6) miatt I[.] definidlva van minden w € A-ra.

A tovabbiakban tobb tételt a funkcionalanalizis témakorébsl fogunk felhasznélni, amik
kozvetve vagy kozvetleniil a Szoboljev-terekrdl is szoélnak, és itt bizonyitas nélkiil szere-
pelnek.

7.1. Tétel (Rellich-Kondrasov kompaktsagi tétel). Ha U C R™ korldtos OU C'-beli és
1 <p<n, akkor
WP (U) cc LY(U)

tetszdleges 1 < q < px-ra.

7.2. Tétel (Mazur tétele). Ha X egy valds Banach-tér, akkor annak tetszéleges konvex,

zart részhalmaza gyengén zdrt.
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7.3. Tétel (Morrey-egyenl6tlenség). n < p < oo és korldtos U esetén létezik C konstans,
amire

HUHCO*“%(U) < C”UHWLP(U)

tetszoleges u € CH(U) N LP(U) esetén.

7.4. Tétel (Arzela-Ascoli). Ha fi valds értékd figgvények sorozata, amire
|[fe(a)| < M

valamely M konstansra és minden k-ra, és a fiigguénysorozat egyenletesen ekvifolytonos,

akkor van, kompakt halmazokon egyenletesen konvergens részsorozata.

7.3. Félig folytonossag

Legyen

m = inf [w]
weA

ekkor léteznek olyan u; € A fiiggvények, amelyekre

ekkor (ug)reny egy minimalizalo sorozat. Mivel 1 < ¢ < oo, ezért LI(U) reflexiv, igy
Banach-Alaoglu tétel miatt létezik w,-nak egy uy, részsorozata és v € Wh(U), hogy
U; — U
és
Duy, — Du
gyengén rendre L4(U)-ban és LI(U;R"™)-ben. Ezt a tovabbiakban ugy roviditjik, hogy
uy, — u WH4(U)-ban. Ekkor még u = g OU-n a gyenge konvergencia miatt, igy u € A.

Ekkor ha I[.] folytonos lenne a gyenge topologiara, akkor kovetkezne, hogy Ifuy;] — Iful,
vagyis ekkor u egy minimalizalo. S&t, elég I].] alulrol félig folytonossiga, hiszen ekkor
m < Ifu] < limIug,] = m, vagyis v minimalizal6. I[.] operatort gyengén alulrol félig
folytonosnak hivjuk, ha a gyenge topoldgiara nézve alulrél félig folytonos. A tovabbiakban
olyan tulajdonsagat keressiik L-nek, amelybdl kovetkezik, hogy I gyengén alulrdl félig
folytonos.
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7.4. Konvexitas

A maésodik variacio vizsgalatat lefolytatva (5)-bél tudjuk, hogy ahhoz, hogy az Euler-
Lagrange-egyenletet kielégitd kritikus fliggvény valéban minimalizéld lehessen, ennek az
egyenlGtlenségnek kell teljestilnie. L els6 valtozo szerinti konvexitésa tehat jo kiindulopont
lehet a minimalizal6 tényleges 1étezéséhez, amint azt a kovetkezd tételekben demonstralni
fogjuk.

7.5. Tétel. Ha L sima, alulrdl korldtos és p wvdltozo szerint konvex, akkor I[.] gyengén

alulrol félig folytonos.

Bizonyitds. Legyen (ux) gyengén konvergens sorozat, amire uy, — u W14(U)-ban és legyen
[ = liminf I]uy]
k—o0

Ekkor be kell latnunk, hogy [ > I[u]

Tudjuk, hogy egy gyengén konvergens sorozat normaja korlatos, vagyis

Sl;lp [ugllwra@) < oo

Ekkor attérhetiink I[ug]-nak egy olyan konvergens részsorozatara, amire [fuy] — [. A
Rellich-Kondrasov Kompaktsagi Tétel alapjan uy — u L%(U)-ban, ezutan pedig megint
attérhetiink u; olyan részsorozatara, amire u; — w majdnem mindenhol U-n beliil.

Legyen ¢ > 0 fix. Ekkor Jegorov tétele alapjan up — u egyenletesen egy E. mérhetd

halmazon, amire |U — E,| < e. Feltehetjiik, hogy 0 < ¢’ < e-ra E. C Eo. Legyen
1
F. = {x e U : |u(z)| + |Du(z)| < E}

Ekkor
U — F.| =0

e—0

Legyen G, = E. U F,, és a koradbbiakbol tudjuk, hogy

U - G.|—0

e—0
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Mivel L alulrdl korlatos, ezért feltehetjiik, hogy L > 0. Ekkor

I[uk]:/UL(Duk(x),uk(x),x)dxz/ L(Dug(x), ug(z), z)dx >

€

> /GE L(Du(z),u(x), x)dx + /GE D,L(Du(x),ux(x), x) - (Dug(xr) — Du(z))dzx

ahol az utobbi egyenlétlenség L konvexitasabol jon.

kh—>Holo . L(Du(z), ug(x), x)dx = /6 L(Du(z),u(z), x)dx

mivel u, — u egyenletesen E.-on és G, C E,.. Hasonl6an
Dy L(Du(x), ux(x), ©) — Dy(Du(z), u(z), )
egyenletesen G-on, és mivel Duy — Du gyengén LI(U;R™)-en, ezért

lim D,L(Du(z),ug(x),x) - (Dug(x) — Du(x))dz =0

k—o0 Ge

Ezeket osszevetve:

[ = lim I[u] > lim L(Du(z),ug(x), x)dr+

k—o0 k—o0 G.

+ lim D,L(Du(z),ui(x), z) - (Dug(x) — Du(x))dr = / L(Du(x),u(zx), x)dx

k—o0 Ge Ge

Ez minden e-ra teljesiil, igy ha e-nal 0-hoz tartunk, akkor a Monoton Konvergenciatétel
alapjan:
| > / L(Du(z), u(x), z)dz = T[]
U

]

7.6. Tétel. Legyen L p vdltozo szerint konvex, és teljesiti a koercivitdsi feltételt, és A
nemdtires. Ekkor Ju € A amire
Tu] =min [
[u] = min I|w]
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Bizonyitds. Legyen
m = inf [[w]
weA

Ekkor ha m = oo, akkor trivialis, tehat feltehetjiik, hogy m véges. Legyen (uy) egy
tetszbleges minimalizalo sorozat. Ekkor I[ux] — m. A koercivitasi feltételnél feltehetjiik,
hogy 8 = 0, hiszen kiilonben vehetjiik helyette a L = L + 8 Lagrange-fiiggvényt, igy
L > alpl?, igy

Iw] = / L(Dw(z),w(x),z)dx > / a|Dw(x)|%dx = a/ | Dw|?dx
U U U
tetszleges w € A-ra. Mivel m véges, igy az el6bbiekbdl
sup || Dug|| oy < 00

Legyen w € A fix. Mivel ug|sy = g = wlou, ezért up —w € Wol’q(U). Ekkor a Poincaré-

egyenlGtlenség alapjan
||Uk||Lq(U) S ||uk — w||Lq(U) + ”’LUHLq(U) S cHDuk — DU}HLq(U) +c S O
Amibdsl
Sup [kl Laqy < 00

Ezek alapjan (uy) korlatos W?(U)-n, igy van gyengén korlatos részsorozata (uy, ), amire

U —Uu

valamely u € Wh4(U)-ra. W, (U) egy zart, linearis altere W14(U)-nak, igy Mazur tétele
alapjan zart a gyenge topologiara is, tehat v — w € Wy U(U), igy ulpy = g. Mivel L
konvex p szerint, ezért a korabbi tétel alapjan I[.] gyengén alulrdl félig folytonos, igy

Tu] < liminf ITuy,;] = m, viszont a kordbbiak alapjan u € A, igy m < I[u], igy

m = I[u] = inf I[w]

weA
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7.5. Egyértelmiiség
Altalanos esetben nem tudunk egyértelmiiségrél beszélni, egy I[.] operatornak sok mini-
muma lehet. Viszont bizonyos megkotések mellett egyértelmt lesz.
7.7. Tétel. Ha az L Lagrange-fiigguény z-vdltozdtdl figgetlen (vagyis irhatjuk a tovdb-
biakban L(p,x)-ként), és egyenletesen konvex p wvdltozéban, vagyis létezik 6 > 0 amire
minden p,& € R™ ésx € U-ra

Z Ly, (0, )&:&5 > 0|¢J

ij=1

akkor I[.] minimalizdldja egyértelmd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u, @ € A minimalizaljak I[.]-t. Legyen v = “2ﬂ ekkor azt
allitjuk, hogy
1 T
) < 11 )

és az egyenlGség csak akkor van, ha v = @ majdnem mindenhol.

Az egyenletesen konvexséghdl kovetkezik, hogy tetszéleges p,q € R"-re és x € U-ra
4 2
L(p,z) = L(g, ) + DpL(g,2) - (p — ¢) + 5lp — d (8)

Ekkor ha p = Du, q = w és az integraljuk mindkét oldalt U-n, akkor

/UL(Du(a:),a:)da: ] > AL(Du(x);DfL(x),I)dx—i—

+/UDPL<Du(x)42—Da(:U)7$) . (Du(x);Dﬂ(z))dw+/l]g‘Du(x);Dvl(x) 2dx _
:I[v]+/[JDpL<Du(x);Da(x),x) | (D“(l’) gDﬁ(m))dx%—g/UWu(w)—Dﬂ(m)|2dx

Ha pedig (8)-ba p = Du-t (és ugyanazt a ¢-t) helyettesitjiik be, és integralunk U-n, akkor
a kovetkezot kapjuk:

L (Du(x) + Di(x) x) _ (Dﬂ(m) - Du(x)) s

Umzuﬂ+/ : 5

U
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0
+3 / |Du(z) — Du(x)|*dx
8 Ju
Ekkor ha a két egyenlGtlenséget 6sszeadjuk és osztunk kettével, akkor a kovetkezét kapjuk:

Mivel az integral nemnegativ, ezért (7) kovetkezik, ha pedig (7)-ben egyenléség van, akkor
mivel v és u minimalizalok, ezért az integralnak O-nak kell lennie, ami csak akkor lehet,
ha Du = D@ majdnem mindenhol, és mivel ulgy = Uy, ezért kovetkezik, hogy u =

u
majdnem mindenhol. O]

7.6. Gyenge megoldasok

Meg akarjuk mutatni, hogy egy minimalizal6 u € A teljesiti az Euler-Lagrange egyenletet
valamilyen értelemben. Mivel u-rél nem tudjuk, hogy sima, hiszen A Szoboljev-térbeli
fiiggvényekbdl all, ezért nem hasznéalhatjuk a masodik fejezetbeli bizonyitast. S6t, sziik-
ségiink lesz a Lagrange-fiiggvény néhény novekedési megkotésére:

| L(p, 2, 2)| < C(Ipl” + [2]* + 1)
|DpL(p, z,2)l < C(Ipl" " + 127" + 1)

|[D:L(p, z,2)| < C(Ipl" " + 12" + 1)

valamely C' konstansra és minden p € R", z € R és x € U-ra.

Mivel u Szoboljev-térbeli fiiggvény, ezért nem varhatjuk el, hogy teljesitse az Euler-
Lagrange egyenletet, csak gyenge értelemben.

Az Euler-Lagrange egyenlet gyenge megoldasanak nevezziik azon u € A-t, amire

/UZ L,.(Du(z),u(z),x)vy, + L,(Du(z),u(z),x)vde =0

tetszoleges v € Wy (U )-ra.

7.8. Tétel. Ha L teljesiti a novekedési megkotéseket és u € A minimalizdlja I[.]-t, akkor

u eqy gyenge megolddsa az Fuler-Lagrange egyenletnek.
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Bizonyitds. Legyen v € W, (U) tetszéleges és legyen i,(7) = I[u + Tv]. A névekedési
megkotések miatt i, (7) mindig véges. Legyen 7 # 0 és tekintsiik a kovetkezd differencia-

hényadost:

dr =

i(T) —i(0) / L(Du(z) + 7Dv(x),u(z) + Tv(z), ) — L(Du(x), u(z), )

T T

= /ULT(.fc)dx
ahol L (z) = (L(Du(z) + 7Dv(x), u(z) + Tv(z), z) — L(Du(x), u(x), x)).
Ha 7-val 0-hoz tartunk, akkor

L(z) — Z L, (Du(x),u(z), x)vs, + L,(Du(z), u(x), x)v
i=1
majdnem mindenhol. Tovabba

L (z) = %/OT %L(Du(m) + sDv(x),u(x) + sv(x),r)ds =

= % /OT Z L,,(Du(x) + sDv(x),u(z) + sv(z), )v,,+
+L.(Du(x) + sDv(x),u(x) + sv(z), z)vds

Ezutan belathato, hogy
IL7(2)] < C([Dufx)|? + [u(x)]” + | Do(x)[" + |o(x)[" + 1)
amibdl a Dominalt Konvergenciatételbsl

ir (0) = /UZ L, (Du(x),u(x), x)vy, + L.(Du(x), u(z), x)vds

és mivel u minimalizalja I[.)-t, ezért ,(0) = 0 minden v € Wy %(U)-ra, vagyis u gyenge

megoldasa az Fuler-Lagrange egyenletnek. m
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7.7. Egyenletrendszerek

Hasznaljuk a negyedik fejezetben bevezetett jelolést. w : U — R™, L : R™" x R™ x U —
R esetén keressiik

I[w]:/UL(Du(x),u(x),x)dx

minimalizalojat.
Ekkor ha a koercivitasi feltételiink minden P € R™*", 2z € R™ és x € U esetén

L(P,Z,ZL‘) ZO_/|P|q—B

valamely a > 0 és 8 > 0 konstansokra, az elfogadhato fiiggvények halmaza pedig adott
g : OU — R™ peremfiiggvényre

A= {w e W"(U;R™) : w|gy = gnyom értelemben}

akkor latni fogjuk, hogy a korabbi tételeink hasono feltételekkel teljesiilnek.

7.9. Tétel. Ha L teljesiti a koercivitdsi feltételt, konver a P wdltozéban, és A memiires,
akkor létezik u € A amire

Iu] = {Unelﬂ Iw]

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint 7.5 és 7.6 tételek esetén. O

7.10. Tétel. Ha L a z wvdltozotol fiiggetlen és egyenletesen konvex P wvdltozoban, akkor

I[.] minimalizdloja egyértelm.

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint 7.7 tétel esetén O]

Tovabbiakban tegyiik fel, hogy valamely C' konstansra L teljesiti a kovetkezd névekedési
megkotéseket:
|L(P,z,z)| < C(|P]"+ 2|7+ 1)

[DpL(P,z )] < C(IPI"" + ]2 + 1)

és
|D.L(P,z,x)| < (|P]"' + |2|"" 4+ 1)
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minden P € R™*"-re, z € R™-re és x € U-ra.
Tekintsiik az Euler-Lagrange egyenletrendszert:

_ Z(Lpf(Du(x),u(a:), r))e, + L (Du(x),u(x),z) =0

minden 1 < k < n-re, és hivjuk u € A-t ennek egy gyenge megoldasédnak, ha minden
w € Wy (U; R™) esetén

Z /U Z Ly (Du(z), u(z), x)wfz + Lx(Du(z), u(z), z)w"dz =0

7.11. Tétel. Ha L teljesiti a novekedési megkitéseket, és u € A minimalizdlja I|.]-t,

akkor u eqy gyenge megolddsa az Fuler-Lagrange egyenletrendszernek.

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint 7.8 tétel esetén [

7.8. Polikonvex egyenletrendszerek

7.5 tételt P valtozoban konvex fliggvényekre mondtuk ki, azonban ez nem sziikséges felté-
tel, elég azt tudnunk, hogy I[.] gyengén alulrol félig folytonos. Erre fogunk masik elégséges
feltételt talalni, azonban ehhez elGszor a kovetkez6 lemmat bizonyitjuk:

7.12. Lemma. Legyenn < q < 0o és uy — u Wh4(U; R™)-ben. Ekkor det Duy, — det Du
LY™(U)-ban

Bizonyitds. Ismert, hogy (det P)I = P(cof P)T, amibél

det P = Zp;(cofP)é

=1

minden i = 1, ..., n-re, igy ha w € C*(U;R") fuggvény, akkor

det Dw = Z wij (cof Dw)}

Jj=1

4.1 lemmébol tudjuk, hogy



tetszbleges i-re, igy

n

Z( “(cof Dw)") Z w, (cof Dw)! + Z w'’ cowa) = det Dw

j=1 j=1 Jj=1

vagyis a gradiensmétrix determinansa felirjaté divergenciaként, igy ha v € C§°(U), akkor

/vdetDwdm-/Z cowa Z/% *(cof Dw);; d

Mivel uy-t kozelithetjiik sima fiiggvényekkel, ezért lathatjuk, hogy

/ vdet Dugdr = — Z/ vkjuZ(cofDuk)é-da:

Mivel uj, — u WH4(U; R™)-ben, igy uy, korlatos W14(U; R™)-ben, igy
Morrey-egyenl6tlenségb6l tudjuk, hogy wy korlatos C° 1_*(U R™)-ben. Ekkor Arzela-
Ascoli-tétel miatt attérhetiink ug-nak egy egyenletesen konvergens részsorozatara. Duy —

Du gyenge konvergenciabol belathatjuk, hogy

lim/z/J(cofDuk);dx:/w(cofDu)édx
U

k—o0 U

ennek felhasznalasaval pedig lathatjuk, hogy

lim vdet Dupdr = — v ut (cof Dug)idx = | vdet Dudx
U ik J

k—o0 U U

Mivel uy korlatos Wh4(U;R™)-ben, és | det Duy| < C|Duy|™ ezért det Duy, korlatos Li-
ben, igy tetszSleges részsorozatanak van gyengén konvergens részsorozata. O]
A tovabbiakban feltessziik L-r6l a kovetkezot:

L(P,z,z) = F(P,det P, z, )

ahol F : R™" x R x R™ x U — R sima fiiggvény, illetve L polikonvex, vagyis a (P,r)
F(P,r, z,x) leképezés minden z € R™, x € U-ra konvex.

7.13. Tétel. Legyen n < q < oo és az L Lagrange-fiigguény polikonvex és alulrdl korldtos.

Ekkor I[.] gyengén alulrdl félig folytonos.
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Bizonyitds. Legyen uy, tetszleges W14(U; R")-ben gyengén konvergens sorozat, amire
ur, — u. Ekkor a lemma alapjan det Du, — Du, és ezutan hasonléan megy a bizonyitas,

mint a 7.1 tételnél:
Tug] = / L(Dux(x), ug(x), 2)dz > / L(Dux(x), up(x), 2)dz —
U Ge

:/G F(Duk(a:),detDuk(x),uk(:c),x)dx2/G F(Du(zx),det Du(x), ug(x), z)dx+

—l—/G Fp(Du(z),det Du(x), up(x), x) - (Duy — Du)da+

—|—/G F,.(Du(z),det Du(z), ux(x), x)(det Dug(x) — det Du(z))dx

ahol 7.1 jeloléseit hasznaljuk. Itt mar elég azt latni, hogy

kh—{go g Fp(Du(z),det Du(z), ug(x),x) - (Dug(x) — Du(z)) =0

lim Fp(Du(z),det Du(z), ug(x), x) - (det Dug(z) — det Du(x)) =0

k—o0 Ge

Példa: elaszticitas

Egy fontos elsfordulasa a polikonvexitasnak az elaszticitds a térben, vagyis ha n = 3.
Ekkor ha van egy elasztikus testiink, ami alaphelyzetben U alakjat veszi fel, majd oU
minden z pontjat atvissziik g(x) pontba, és meg akarjuk tudni, hogy milyen 1j alakba kertil
ekkor a testiink, akkor létezik egy L energiasiirtiséggiiggvény, amelyre mint Lagrange-
fiiggvényre a

Iw] = /UL(Dw,:U)dx

minimalizaléja u lesz a testiink 1j formaja. Ha a test pedig hiperelasztikus, abban az eset-
ben feltehetjiik, hogy L polikonvex. Ennek tovabbi magyarazata John M. Ball cikkében|1|
talalhato.
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7.9. Lokalis minimalizilok

Ebben a fejezetben arra tekintiink ki, hogy milyen kériilmények kézott lesz I[.] egy kritikus
pontja lokalis vagy abszolit minimumbhely.
Legyen L p valtozdban konvex, és legyen u sima fliggvény, ami megoldasa a

{— S Ly (Dul@), ul@), x)e, + L.(Du(x), u(z), z) = 0
U\aU =g

Euler-Lagrange differencidlegyenletnek, vagyis kritikus pontja I].]-nek.
Legyen I C R nyilt intervallum amire 0 € I és legyen {u(.,\)|\ € I} egy, az Euler-

-----

és R ezek grafikonjai altal generélt régi6. Legyen 0 : U — I egy sima fiiggvény amire
Olay = 0 és legyen

7.14. Tétel. Tetszdleges 0-ra
Iu] < Ifuwp]

vagyis u lokdlis minimalizdlo az R région.

Bizonyitds.
Woa,(7) = U, (z,0(2)) + u(z, 0(2)) 0, (z)

igy L konvexitasabol

Iw) :/L(Dw,w,x)dx:/L(Dxu+u,\D9,w,3:)da:2
U U

> / L(Dyu,w,x) + uyxD,L(Dyu, w,x) - D8dx
U

Legyen oo
b = / wr(2, N Ly, (Dyu(z, A), ulz, \), 2)d
0

és legyen b = (b', ..., b") vektormezs.

Ekkor

n n

divb = Z bl = (ba,us(w,0(x)) Ly, (Dou(z, 0(x)), u(z, 0(x)), x)+

Jj=1 Jj=1
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0(x)
+/ Un g, (2, N) Ly, (Dyu(z, N), u(z, A), 2) +ur(z, \) Ly, o, (Deu(z, A), u(w, )\),J;)d/\) =
0

= ux(z,0(x))D,L(Dyu(z, 8(z)), w(z), z) - DO+
0(z) ™
+/0 ZU/\’Ij (2, \) Ly, (Dyu(z, ), u(z, N), x) + ux(z, \) L. (Dyu(z, X), u(x, A), x)dA

ahol az utolso egyenlGséghez az Euler-Lagrange egyenldséget hasznaltuk fel, hiszen u(., \)

megoldasa annak.

n

(L(Dyu(x, N),u(x,\),x))\ = Z Ly (Dyu(z, N), u(z, ), )z, A+

=1

+ L, (Dyu(x, N),u(x, \), x)uy
felhasznélasaval
0(x)
divb = uy(z,0)D,L(D,u, w, ) - DO + / L(D,u,u, x)yd\ =
0

= ur (2, 0) Dy L(Dyu, w, ) - DO+ [L(Dyu(x, N), u(z, \), 2)|0" =

= ux(z,0)D,L(Dyu,w, x)- DO+ L(Dyu(x,0(z)),u(z, 0(x)), v) — L(Dyu(z,0), u(z,0), z) =
= uyD,L(Dyu,w,z) - DO+ L(D,yu,w,z) — L(Dyu, u, x)

tehat

Iw] > / L(Dyu,w,x) +u\D,L(Dyu,w,x) - DOdx = / divb + L(D,u,u, x)dx =
U U

= / divb dz + I[u]
U

Viszont a Gauss-Osztrohradszkij tétel alapjan

/divbdx:/ b-vdS=0
U U

hiszen 0|5y = 0 igy V/|sr = 0 tehat b|gy = 0, tehét

Iw] > Ifu]
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