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1. Absztrakt

A szakdolgozat a mechanizmustervezés egy Uj €s izgalmas teriiletével foglalkozik. Ez a te-
riilet az igazsagos felosztds. F6 témamként két algoritmust dolgozok fel. A két algoritmus a
Hannaneh Akrami, Noga Alon, Bhaskar Ray Chaudhury, Jugal Garg, Kurt Mehlhorn és Ruta
Mehta 4ltal publikélt EFX Allocations: Simplifications and Improvements [AAC™22], valamint
a Bhaskar Ray Chaudhury, Jugal Garg, Kurt Mehlhorn, Ruta Mehta és Pranabendu Misra: Imp-
roving EFX Guarantees through Rainbow Cycle Number [CGM*21] cikkekben taldlhat6 meg.

ElsSként definidljuk a sziikséges fogalmakat, majd ismertetiink egy algoritmust, melyet [AAC22]

felhaszndl az eredményeihez. Ezek utdn bemutatjuk a dolgozat gerincét ad6 két algoritmust.

Lezarasként egy Python kédot készitiink az els6 algoritmushoz mind a megértés segitése mind

a tovabbi tesztelés céljabol.



2. Bevezetés

Téargyak elosztdsa tobb fél kozott idotlen kérdés minden ember szdmdra. Lehet sz6 pizza, szend-
vics vagy ruhdk felosztasardl, mindenki igazsdgos részt kovetel. Ezt a problémat két fél kozott
a kozismert ’egyik oszt masik valaszt” modszer alkalmazdsdval meg is oldhatjuk. Mi torténik
azonban tobb osztozkod6 kozott? A matematikusok tobb kiilonb6zd médszert dolgoztak ki a le-
hetséges helyzetek megolddsara. Erre j6 példa a pizza felosztasa kettonél tobb fél esetén, mely
egy a mindennapokban jol alkalmazhat6 algoritmussal megoldhat6. A tovdbbiakban egy hason-
16 problémaban mélyediink el. Ez a probléma a legaldbb harom fél kozti osztozkodds torhetetlen

targyak esetén, példaul ruhdk felosztdsa tobb csaladtag kozott.



3. Korabbi eredmények

Az igazsagos felosztas kérdésével foglalkoz6 elmélet els6ként Hugo Steinhaus Sur la division
pragmatique cimi cikkében [Ste49] jelent meg 1949-ben. Valamint hozzajarult a korai fejlo-
déshez L. E. Dubins és E. H. Spanier How to cut a cake fairly cimi cikke [DS61], mely a The
American Mathematical Monthlyban jelent meg 1961-ben. A téma ezek utan fontos kérdésévé

valt a matematikdnak, a pénziigynek valamint a szdmit4stechnikanak.

A teriileten végzett kutatast két nagy csoportba tudjuk sorolni a targyak oszthatésdga szerint.
Az els6 nagy rész végteleniil oszthaté targyakkal, mig a masodik oszthatatlan targyak csopor-

tositasdval foglalkozik.
Definidljuk az osztozkodasi feladatot.

3.1. Definici6. Legyen a jatékosok szama N, a targyak halmaza M, az értékelések halmaza
pedig v. Ekkor az osztozkoddsi feladat az M halmaz elemeinek felosztdsa N jatékos kozott a
v-ben taldlhat6 értékelések segitségével.

Els6ként sziikségiink van egy eszkozre mely segitégével meg tudjuk dllapitani, hogy a jatéko-
sok mennyire értékelik a nekik kiosztott csomagot. Erre a feladatra hasznaljuk az értékelésfiigg-

vényt.

3.2. Definici6é. Azokat a fiiggvényeket, melyek a targyak halmazdnak minden részhalmazahoz

nemnegagiv értéket rendelnek, értékelésfiiggvénynek nevezziik.

3.3. Definicié. Egy v; értékelés additiv, amennyiben V;(S) = ¥ c5vi(g) teljesiil birmely S hal-

mazra.

3.4. Definicio. Egy értékelésfiiggvényt monotonnak neveziink, amennyiben VA C S esetén v;(A) <
V,'(S).

A legfontosabb eszkoziink definidldsa utan tekintsiik 4t roviden a felosztasok terén végzett ku-
tatdsok fontosabb eredményeit, mind az oszthatatlan, mind az oszthat6 targyak esetében. Ezt
az oszthatatlan targyak esetében a [ABFRV22] survey cikk az oszthaté esetben pedig Kirdly
Tamas jatékelmélet jegyzete [VL24] alapjan tettiik. A jegyzet megtaldlhaté a kdvetkezd linken:
Jatékelmélet jegyzet

3.1. Oszthato targyak

A szakdolgozat t¢émdja ugyan nem ehhez az irdnyhoz tartozik, azonban érdemes ismertetniink

az elsd teriileten elért sikereket is. Ez az irdny szintén két részre oszthaté annak fényében, hogy


https://tkiraly.web.elte.hu/students/jatekelmelet_jegyzet.pdf

a felosztds milyen feltételeknek kell megfeleljen. Az elsé irdnyzat az igazsagos felosztds, egy
vi(P)

P pizza példdjan szeml€ltetve n darab jat€kos esetén ez azt jelenti, hogy minden jatékos a =~

részét kapja a pizzdnak. A masodik irdnyzet ezt finomitja az irigység bevezetésével.

3.5. Definici6. Legyen p; az i. jatékosnak kiosztott rész Vi € [N|. Emellett legyen a v;(-) a
jatékos értékeléstiiggvénye. Ebben az esetben i irigyli a j jatékost amennyiben v;(p;) < vi(p;)

teljesiil.

3.6. Definicié. Egy felosztds irigységmentes, ha nem 1étezik olyan i, j € [N] jatékospdr, ahol i.

jatékos irigyli a j. jatékost.

Beldthatd, hogy az irigységmentes felosztds biztosan igazsagos is. Mivel ekkor i szerint az &
része legalabb olyan j6, mint a tobbi jatékosé.

Most tegyiik fel, hogy vi(p;) < %P), vagyis nem igazsagos a felosztds. Ezt 4t tudjuk alakitani
a kovetkez6 médon: nv;(p;) < v;(P). Mivel azonban a felosztds irigységmentes, v;(p;) = vi(p;)
barmely j jatékosra nézve. Ez azt jelenti, hogy a tobbi jatékos csomagjanak értéke feliilrél be-
csiilhetd p; értékével. Ezen feliil a csomagok i szerinti értékének Osszege meg kell egyezzen
P értékével. Ebbol adéddan nv;(p;) < v;(P) sosem teljesiilhet egy irigységmentes felosztasban.

Ezzel belatjuk, hogy minden irigységmentes felosztis egyben igazsagos is.

Ezek mellett a feltételek mellett ki tudjuk jelenteni, hogy a jatékosok szamétdl fiiggetleniil 1éte-
zik igazsagos felosztds oszthaté targyak halmazara. Ennek kapcsan ismertetiink egy médszert,

mely minden esetben képes ilyen felosztast produkalni.

A példa kedvéért dolgozzunk tovabbra is pizzaval. A mddszer egy mozgd késsel dolgozik, en-
nek folyomdanya, hogy minden jatékos egy nagy szeletet kap €s nem pedig tobb kisebbet. Az
elv egyszerd, legyen A; az 1 jatékos szerint a pizza értéke. Mivel a keresett felosztds igazsagos
Vi € [N] jatékosra kell, hogy teljesiiljon a kovetkezd egyenlGtlenség % < vi(pi).Ezek alapjan a
modszer miikodése a kovetkezd. A pizza kozepéhez helyezziik a kés hegyét és vagunk egyszer.
Az els6 vagds utan elkezdjiik forgatni a kés pengélyét az dra jardsdval megegyezden. A tovab-
biakban barmely jatékos szélhat, hogy a szelet neki megfeleld. Ekkor levagjuk a szeletet és a

jatékosnak adjuk. Ezt ismételjiik addig, még minden jatékos nem kap a pizzabdol.

Most nézziik meg a felosztast a k. jatékos szemszogébdl. Lehetséges, hogy szaméara mar nem
jut megfeleld méretd szelet? Mivel az els6 k — 1 esetben nem szdlt bele a vagasba, tudjuk, hogy
az eddig kiosztott szeletek legfeljebb % értékiiek voltak. Ha ezt tudjuk akkor a kiosztott pizza
értéke a k. jatékos szerint legfeljebb (k — 1)‘% vagyis biztosan van elég k jatékosnak, hogy egy

igazsdgos szeletet kapjon. Ezek alapjan beldthatjuk, hogy a felosztds igazsagos.

A bizonyitds sordn nagyban tdmaszkodtunk arra a tényre, hogy amint megfeleld egy jatékosnak
egy szelet, akkor sz6l. Amennyiben ez nem torténik meg, nem biztositott az igazsdgos felosztas.

Erdemes azonban megjegyezni, hogy minden jatékosnak célja ezt a stratégiat kovetni, hiszen



ha egy, a neki megfelelonél értékesebb szeletet elvisz valaki, akkor jelent8s hdtranyba kertil.

Az irigységmentes felosztasrél oszthat6 targyak esetében a dolgozatban nem irunk mélyreha-
téan, féleg a bizonyitds komplexitdsa miatt. Azonban érdemes megemliteni a cikket, amiben
részletesen leirjdk a modszert. A cikket [BT95] Steven J. Brams és Alan D. Taylor publikalta
1995-ben a The American Mathematical Monthly-ban. A cikkben felhasznalt médszer azonban

Selfridge és Conway nevét viseli.

3.2. Oszthatatlan targyak

Az oszthat6 targyak utdn térjunk at az oszthatatlanok esetére. Ezen a teriileten a targyak torhe-
tetlenségébdl addéddan az igazsagossag nem minden esetben érhetd el. Azt viszont megfigyelték,

hogy az irigység relaxdcidjaval lehetséges ezen a teriileten is mérni az adott felosztds mindségét.

3.2.1. EF1

Az elsd ilyen relaxédci6 az EF1 melynek implicit bevezetése Richard J. Lipton, Evangelos Mar-
kakis, Elchanan Mossel és Amin Saberi nevéhez kothetd [LMMSO04]. A formalis definicid azon-
ban Erik Budish 2011-es publikdcidjdban [Bud11] tortént csak meg. EF1 esetén egy i jatékos
irigykedhet j jatékosra addig, ameddig j csomagjaban van olyan g tdrgy melynek eltdvolitasa

utdn 1 mér nem irigykedik.

3.7. Definici6. Egy felosztdas EF1 tulajdonsdgu i szempontjabdl, ha V j#i jatékosra igaz, hogy
vi(Xp)>vi(X;\g), valamely g € X; targyra.

Errdl a kutatdsi teriiletrdl is bemutatunk egy algoritmust, mely jatékosszamtodl fiiggetleniil meg-
ad egy EF1 felosztast.

A bemutatott médszer a Round Robin algoritmus. Allitsuk sorba a jatékosokat. Ebben a sorrend-
ben vdlasszon minden jatékos egy targyat az elosztani kivant halmazbdl, mig el nem fogy mind.
Az algoritmus egyszerli mégis minden esetben jo felosztast ad. Ennek rovid bizonyitdsa a ko-
vetkezd. Az els6ként vélaszto jatékos nem irigyelhet senkit, hiszen 6 kivalasztotta a legnagyobb
targyat minden korben. Megfigyelhetjiik, hogy az n. helyen valaszt6 jatékosra tekinthetiink ugy
, mint az elsére, ha elvessziik az eddig kivalasztott n — 1 targyat. Mivel ezek a targyak mind
kiilon csomagba keriilnek, ezt meg tudjuk tenni a végleges felosztds kialakitdsa utdn és még az

EF1 feltételeinek is megfelel, hiszen minden csomagbdl egy kijelolt targyat tavolitunk el.



3.2.2. EFX

A szakdolgozat szempontjdbol legfontosabb relaxédcié az EFX. Az EFX relaxécié az EF1-hez
hasonlé. A kiilonbség a kivalasztott targyban rejlik, ugyanis mig EF1 esetén egy specifikus targy
1étezése elégséges, EFX esetén barmely targy eltiavolitdsa az irigység megsziinéséhez vezet.
Ezek alapjan megéllapithatd, hogy amennyiben egy felosztas EFX tulajdonsdgu, akkor EF1 tu-
lajdonsagu is. A relaxdciot 2016-ban vezette be a ma is hasznalatos nevén loannis Caragiannis,
David Kurokawa, Herve Moulin, Ariel D. Procaccia, Nisarg Shah és Junxing Wang csoportja
egy konferencia soran, majd 2019-ben publikdlta is cikk formajdban [CKM™19]. Ezt megels-
z6en viszont mér hasznéltdk near fairness néven egy Laurent Gourves, Jerome Monnot és Lydia
Tlilane altal irt cikkben 2014-ben [GMT14].

3.8. Definicid. Egy felosztas az i. jatékos szempontjab6l EFX tulajdonsagu, ha V j#i jatékosra
igaz, hogy v;(X;)>vi(X;\g), V g € X targyra.

A szakdolgozat, valamint a [AAC"22] cikk alapjdn készitett algoritmus szempontjabol legfon-
tosabb eredmény a PR-algoritmus. Mivel a tovdbbiakban sokban épitiink erre az algoritmusra,
ezt részletesebben taglaljuk és egy python kdédot is frunk rd. Az algoritmus Plaut és Rough-
garden utdn kapta a nevét, ugyanis az 6 cikkiikben [PR20] jelent meg. Ebben a cikkben, tob-
bek kozott, azt az esetet vizsgaltdk, mikor minden jatékos értékelésfiiggvénye megegyezik. Az
egyetlen feltétel erre a fiiggvényre a monotonités. Itt érdemes kihangsilyozni, hogy az algorit-
must ugyan hdrom illetve két jatékos esetére haszndljuk a tovdbbiakban, val6jdban nem létezik

megkotés a jatékosok szdmadra vonatkozdan.

Az algoritmus egy tetszdleges X felosztdsbol indul és aprobb véltoztatasokkal eléri, hogy az uj
felosztasban a legkisebb csomag értéke mindig nagyobb legyen mint a kordbbi esetben. Most
tekintsiik 4t a mozgatast az algoritmusban. A legértéktelenebb csomag legyen az e jatékos cso-
magja. Ha ez a felosztds nem EFX, akkor létezik olyan i,j jatékospdr, melyre dg € X;, amire
X; < X;\ g. Ekkor ezt a targyat kapja meg az e jitékos. Ebben az esetben a két Gj csomag
X.Ug és X;\ g. Ezek koziil az els6 biztosan értékesebb mint X, a masodikra a feltételt pedig a
kovetkezd egyenldtlenség lanccal tudjuk bizonyitani:

X <Xi<Xj\g

Igy belathatjuk, hogy minden esetben né a legrosszabb halmaz értéke. Ez azt jelenti szimunkra,
hogy az algoritmus sosem latogat meg egy felosztist kétszer, valamint megtaldl egy Y felosztést,

amely EFX tulajdonsagu.
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3.2.3. Kod a PR algoritmushoz

Az aldbbiakban leirt kod a PR algoritmus egy lehetséges megvaldsitdsast mutatja be python-
ban. A fliggvény megfeleld futdsa érdekében elégséges lenne egy paraméter, amely megadja
a felosztast amelybdl indulunk. Mivel azonban ezt fel fogjuk haszndlni az [AAC"22] cikkben
bemutatott algoritmus sordn, ahol tobb kiillonbozé értékelésfiiggvényt haszndlunk, sziikségiink

lesz egy mésodik paraméterre is, amivel ki tudjuk vélasztani a felhasznalt értékelést.

A kod soran felhasznélt segédfiiggvényeket, mint példaul az is_efxst az A fiiggelékben taglaljuk

mélyrehatébban, igy itt ezeket nem részletezziik.

A koéd kulcs része az adjust function mely egy az EFX tulajdonsdgot meggatld targyat j. ja-
tékos csomagjabdl az i. jatékos csomagjiba helyez. Ezen segéd fiiggvény felhaszdlasaval és
egy megfelelden konstrudlt ciklussal megkapjuk a PR algoritmus kodjat. Elso 1épésként ki kell
valasztanunk a legértéktelenebb csomagot. Amennyiben ez a csomag nem EFX tulajdonsagu,
egy for ciklus segitségével kikeressiik a csomagokat melyek miatt ez bekovetkezik és az adjust

segitségével dthelyeziink beldliik targyakat.

def adjust (X, i, J,Vv):
for good in X[Jj].copy():
if value (v, X[i]) < value (v, X[]] - {good}):
X[i] .add (good)
X[3].remove (good)
print (£’ Adjusting: {i+1} <- {3j+1}")
return X

return X

def PR(X, number_of_ the_valuation_function) :

v = number_of_the_valuation_function

if all(is_efxst (X, i + 1, v) for i in range(len(X))):
return X
values = [value (v, x) for x in X]
Xe_index = values.index (min (values))
if not is_efxst (X, Xe_index+ 1, wv):
for j in range(len(X)):
if j !'= Xe_index:
X = adjust (X, Xe_index, 7Jj)
if is_efxst (X, Xe_index + 1, vVv):
break

11



return PR (X, V)

3.3. Az EFX tulajdonsag relaxacioi

Az EFX tulajdonsdgu felosztas 1étezése minden megkotést nélkiilozo esetben -ekkor nem te-
sziink fel az értékelésfiiggvényekr6l semmit, sem monotonitdst, sem additivitdst- még mindig
nyitott kérdés. Emiatt alkalmazunk egy relaxdciét EFX-re is. Ebben az esetben azonban az ed-
digiektdl eltérden nem a targyak elvételével sziintetjiilk meg az irigységet, hanem egy o szorz6

bevezetésével.

3.9. Definicio. Legyen o € (0,1]. Egy A felosztds a-EFX, amennyiben minden i, j € N jaté-
kospdrra teljesiil, hogy vi(A;) > a-vi(A;\g) barmely g € A; esetén.

A tobbi relaxdci6hoz hasonldan erre az esetre is hozunk egy példa algoritmust, 4m a mdédszer

komplexitdsa miatt ezt a 6.1 fejezetben taglaljuk részletesen.

A relaxdciok definidldsa utdn érdemes mejegyezni, hogy a dolgozat sordn mind a felosztasokra,
mind a csomagokra haszndlni fogjuk az EFX és a-EFX kifejezéseket. Egy csomag esetében
mindig egy jatékosva nézve alkalmazzuk. Ekkor egy csomag EFX i jatékosra nézve, ha Vj
jatékos esetén v;(X;)>vi(X;\g), V g € X| tdrgyra. Amennyiben pedig egy felosztdsrol beszéliink

a korabban leirt definicidk alapjén tessziik azt.
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4. EFX felosztas harom jatékos esetén

A matematikdban mint sok més tudomédnyédgban, a mai napig léteznek megvélaszolatlan kérdé-
sek. Az egyik ilyen nyitott kérdés az EFX tulajdonsdgu felosztdsok 1étezése n jatékos esetén.
Nem tudjuk sem aldtdmasztani, sem céfolni az allitast, hogy a jatékosok szamatdl fiiggetleniil
létezik EFX tulajdonsagu felosztds minden megkotést nélkiilozo értékeléstiiggvények esetén. A
dolgozat sordn az [AAC*22] cikkben leirtak alapjén ismertetiink egy algoritmust, mely harom
jatékos esetében garantdlja nekiink a megfeleld felosztast. A cikkben leirtaktdl eltér6en azonban
minden értékeléstiiggvénytdl additivitast koveteliink meg. Ennek 6 oka, hogy egy konnyen at-

lathat6 egységes esetet tudjunk ismertetni, valamint igy egy kicsit egyszerisithetd a bizonyitas.

4.1. Tétel. Minden I = ([3],M,V) esetén ha v;(-) Vi-re additiv akkor IX = (x,x3,x3) EFX

tulajdonsdgii felosztas.

Ha mutatunk egy algoritmust, amely ezen feltételek mellett megtaldlja az X felosztast, akkor a
tételt tekinthetjiik bebizonyitottnak. Az aldbbiakban pontosan ezt fogjuk megtenni a [AAC122]

segitségével.

4.1. Az algoritmus
4.1.1. Kezdeti feltételek és nulladik 1épés

Az algoritmus nulladik 1€pése a kezdeti X tetszOleges felosztast Gjraosztani. Ezt a PR algorit-

mussal teszi meg vi-et felhasznélva. Innent6l a felosztas megfelel a kovetkezd feltételeknek:
e X és X, EFX tulajdonsagu az els6 jatékos szempontjabdl.
e X3 pedig a maradék két jatékos koziil legalabb egyre nézve EFX tulajdonséagu.
A feltételek adédnak a PR algoritmus tulajdonsdgaibdl, valamint a ténybdl, hogy minden jatékos

szempontjabol van legjobb részhalmaz, amely szdmara EFX tulajdonsagu is. Ezek alapjan a

cimkézést meg tudjuk oldani a feltételeknek megfelelGen.

Ezeket a feltételeket szeretnénk mindig kielégiteni az algoritmus futtatdsa soran. A feltételek
mellett vezessiink be egy potencial fiiggvényt is, legyen ez ¢(X) = min(v(X;),v1(X2)). Ez a
fliggvény nagyon fontos lesz szdmunkra, ugyanis egy 1épés akkor lesz j6 ha ezen a potencidlon

novel.

4.2. Megfigyelés. Ha a mdsodik és harmadik jdtékos koziil valamelyik X; és Xo koziil EFX
tulajdonsdguinak taldl egy csomagot, olyan felosztast taldltunk amely EFX tulajdonsdgii.

Bizonyitds. A bizonyitast azzal a feltevéssel kezdjiik, hogy X3 EFX tulajdonsigi a masodik

jatékosra nézve. A harmadik jatékos esete hasonléan bizonyithato.
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1. Az els6 esetben a masodik jatékosnak megfelel az X és X, részhalmazok koziil egy.
Ekkor ha a harmadik jatékos kivdlasztja a szdméra legértékesebb részhalmazt, ez utdn a
masodik jatékos kovetkezik, akinek még biztosan van egy megfelel6 csomag és végiil az
elsd jatékos. Ezzel a médszerrel ebben az esetben minden alkalommal EFX tulajdonsagu

elosztast kapunk.

2. A madsodik esetben a harmadik jatékos az, akire nézve az X; és X, koziil valamelyik
megfelel6. Ebben az esetben minden jatékos egy részhalmazt biztosan megfeleldnek talal

és ezek kiilonbozoek, vagyis itt is 1étezik EFX tulajdonsdgu elosztas.

(Az eddig taglaltakhoz tartozé python kodrészlet a A.6 alfejezetben taldlhaté meg.)

4.1.2. Elso lépés

A tovébbiakban feltételezziik, hogy sem a masodik sem a harmadik jatékos nem tartja megfele-
16nek X;-et és Xo-t.

4.3. Definicio. Egy X; csomag értékesebb mint X; csomag az i. jatékos szempontjabdl, amennyi-
ben v;(X;) > v;(X;). Ezt masképpen jelolhetjiik X; >; X; modon is.

Ezt a jelolést a tovdbbiakban minden reldcids jelre alkalmazzuk.
4.4. Definicié. A g; jelolje a legértéktelenebb targyat X3-ban az i jatékos szdmara..
4.5. Allitas. Az X3 \ gi a legértékesebb val6di részhalmaza X3-nak az i jatékos néz&pontjabal.

4.6. Megfigyelés. X3 \ g; >; max;(X1,X») mind a mdsodik mind a harmadik jdtékos esetében.

Bizonyitds. Nézziik a masodik jatékos esetét (a harmadik jatékos esete itt is hasonléan bizo-

nyithato).

A bizonyitas indirekt médon torténik a kovetkezd feltevéssel: X; >, X3\ g3. Amennyiben a
feltevés teljesiil, akkor az egyetlen ok, ami miatt X; nem EFX a mdsodik jatékosra nézve, ha
Jdg € X, amire X, \ g >» X;. Ebbdl pedig adédik a kovetkezd Xo >» Xo \ g >2 X1 >0 X3\ g3,
vagyis X, értékesebb a masodik jatékos szemében, mint X3 barmely valds részhalmaza, valamint
Xj. Ez azt jelenti, hogy X, EFX tulajdonsdgu a masodik jatékos szempontjabdl, amit viszont a

korabbi kik6tés nem enged meg. Igy ellentmondasra jutottunk és a megfigyelést belattuk. [

A tovibbiakban tegyiik fel, hogy X; <; X, vagyis ¢(X) = v (X]). A 4.5 dllitds és a 4.6 megfi-
gyelés alapjan az algoritmus kovetkezd 1épése g; kivalasztasa X3-bol, majd X; U g; 1étrehozésa.
Most az algoritmus két esetet kiilonboztet meg, annak fiiggvényében, hogy mennyire értékes
X1Ugi.
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4.1.3. Elso eset

Az elsG esetben X; U g; <; X3\ g; egyenlStlenség teljesiil. Dolgozzunk most az i = 2 feltevéssel(
az i = 3 eset hasonlé médon bizonyithatd). Itt belathatjuk, hogy X3 \ g> a mdsodik jatékosra
nézve EFX tulajdonsdgi. Ez adédik a 4.6 megfigyelésbdl, hiszen X, <5 X3\ g2 és Xj <2 X3\
g2 Ha X1 U gy <5 X3\ g2 teljesiil X3\ go a legértékesebb csomag a masodik jatékos szerint a
(X1Ug2,X2,X3 )\ g2) felosztasbdl. Ebbdl kiindulva X, <, X3\ g2 és X1 U gy <2 X3\ g2, vagyis a
X3\ g2 csomag EFX tulajdonsdgui a masodik jatékos szempontjabal.

Kovetkez 1épésként hozzunk létre egy dj X (D = (Xl(l),Xz(l),Xgl)) felosztasat a targyaknak a

kovetkez6 modon:

° Xl(l) legyen X| U g, egy minimadlis részhalmaza gy, hogy Xl(l) >1 X1 ésVg e Xl(l) :Xl(l) \
g <1 X1

° Xz(l) =X5.
. X3(1) — (X3 \ g2) U((X1 Uga) \ X).

A 1épés utdn be kell bizonyitani, hogy ¢ (X")) > ¢(X) a kordbban leirtak alapjan. Ezt konnyen
beldthatjuk, ugyanis X\") = X, és err6l tudjuk, hogy X, >1 X; mivel ¢(X) = v, (X;) egy korabbi
(1) .

feltevés alapjan. Most X~ értékérdl kell mondani valamit, de a definici6ja alapjan tudjuk, hogy

Xl(l) >1 Xj. Ezekkel beldthatd, hogy a potencidl fiiggvény biztosan novekedni fog a 1€pés utan.

Els6ként le kell ellendrizniink, hogy a harmadik jatékos szempontjabol EFX tulajdonsagui-e az
Xz(l). Ugyanis amennyiben ez igaz, taldltunk egy jo felosztést és az algoritmus megéllhat. Ha ez

nem teljesiil, a kezdeti feltételek teljesiilését kell bebizonyitanunk.

Most a foglalkozzunk a kezdeti feltételekkel. X3(1) EFX tulajdonsédgt a masodik jarékosra nézve,
mivel ez a legnagyobb értékli csomag. Vagyis ha Xl(l) és Xz(l) EFX az els6 jatékosra, akkor a
feltételek teljesiilnek. Itt tobb esetet tudunk megkiilonboztetni.

1. Az elsd eset legyen az ha a két halmaz koziil legalabb egy nem EFX az els6 jatékosra
nézve. Ebben az esetben els6ként beszéljiink Xl(l) és Xz(l) értékelésérdl az elsd jatékos

szerint.

4.7. Megfigyelés. Vg € Xz(l) esetében Xl(l) >1 Xz(l) \ g ValamintVh e X 1(1) esetében Xz(l) >
xM\n

Bizonyitds. Nézziik az els6 allitast. X 1(1) >1 X1 a definicidk alapjan. Szintén tudjuk, hogy
Vg € X, esetén X| > X, \ g mivel X| EFX tulajdonsagu volt az els jatékosra nézve. Ezek

alapjan valamint Xz(l) definici6javal a kovetkez6t tudjuk éllitani Vg € X, = XZ( D esetén:

Xl(l) >1 X] > Xz\g:Xz(l)\g
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Most bizonyitsuk a masodik allitast. Kordbban feltettiik, hogy X, >1 X;. Emellett X; >
X{\h|Vhe Xl(]) adodik Xl(]) definici6jabol. Mindent figyelembevéve a kovetkezd egyen-

16tlenséget kapjuk Vh € X 1(1) esetén:

X2 :Xz(l) >1 X1 >1 Xl(l) \]’l
Ezek segitségével a megfigyelés minden allitasat bebizonyitottuk. [

A 4.7 megfigyelés alapjan Xl(l),Xz(l) csak akkor nem EFX tulajdonsagu az els6 jatékos

szempontjabdl nézve, ha dg € X3( b, X3(1) \g>1 min(Xl(] ) ,Xz( 2 ). Ebben az esetben futtatni
kell a PR algoritmust v (-) értékelés fiiggvény felhasznaldsdval djra. Ennek az outputja

legyen Y = (Y1,Y,Y3).
Most be kell latni, hogy¢ (Y) > ¢ (X). Ez a kovetkezd médon torténik:

mivel v (X3(1)) > min(v; (xgl)),vl (Xz(l))) a feltevés kovetkezményeképpen.

Most a mésodik jatékos valassza ki a szamdra legértékesebb részhalmazt. Ezt nevezziik el
Y3-nak. Ezzel a 4.1.1 részben leirt feltételek teljesiilnek és noveltiik a potencial fiiggvényt
is.

. A masodik eset az egyszer( eset, ahol mind X 1(1) , mind Xz(l) részhalmaz EFX tulajdonsagu
az elso jatékosra nézve, vagyis X (1) felosztés teljesiti a kritériumokat és noveli a potencial

fliggvényt is.

Ezzel az els6 nagy esetet befejeztiik. (Az els6 nagy eset kodja megtaldlhaté az A.8 alfejezetben.)

4.1.4. Masodik eset

A madsodik esetben a X3\ g; <; X Ug; egyenlGtlenség igaz az elsG 1épés utdn létre hozott fel-

osztasra, ahol g; az X3 csomagban taldlhaté legértékesebb targy i szerint. Az elsd nagy esethez

hasonldan itt is a masodik jatékos szempontjabdl tekintjiik a felosztast. Ez azt jelenti, hogy a

X3\ g2 <2 X; U g, egyenlGtlenség teljesiil

4.8. Megfigyelés. Ebben az esetben beldthato, hogy az X1 U g; a legértékesebb csomag a mdso-

dik és a harmadik jdatékos szempontjdabol.
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Bizonyitds. A 4.6 megfigyelést felhasznédlva a kovetkez6 egyenl6tlenség irhatd le mind a ma-

sodik mind a harmadik jitékosra:
X <iX3\g& <iX1Ugi

O]

Most futtassuk a PR algoritmust az (X3 \ g2,X; U g2) felosztdsra a vy értékelés fiiggvénnyel
Ennek az eredménye legyen (Y,,Y3) felosztas. Most védlasszon a harmadik jatékos elsének. A
kordbbiak alapjin feltételezhetjiik, hogy Y> és Y3 koziil valaszt valamit. Legyen a vdlasztott
halmaz az Y3. Most vegyiik a kovetkez8 X' = (X, Y2, ¥3) kiosztdst:

o Az elsé jatékos kapja X,-t
e A madsodik jatékos kapja Y-t
e A harmadik pedig kapja Y3-at

Az 1j felosztds meghatdrozasa utan le kell ellendrizniink, hogy megfelel-e a 4.1.1 részben meg-
adott feltételeknek és noveli-e a potencidl fiiggvényt. Els6ként nézziik meg az irigységeket eb-

ben a felosztasban.
4.9. Megfigyelés. Y, EFX-tulajdonsdgii a mdsodik, Y3 pedig a harmadik jdatékosra nézve.
Bizonyitds. Mivel (Y,,Y3) a PR algoritmus végeredménye v,-re:

VheY;: Y, >2Y3\h

Yo 2o miny(X3\ g, X1 Ugi) >2 Xz

Ebben az esetben az elsd egyenlbtlenség a PR-algoritmus tulajdonsagaibdl adédik. A masodik

pedig a kovetkez6 egyenldtlenségbdl:
X2 <2 X3\g2<2X1Ug

Ezzel belattuk, hogy ¥» EFX-tulajdonsdgu a mésodik jatékosra nézve.

Most bizonyitsuk be, hogy az Y3 EFX tulajdonsagui a harmadik jatékosra nézve. Fontos belétni,
hogy Y3 = max3(Y»,Y3), hiszen a harmadik jatékos vdlaszt elsSként. Tovdabb4, mivel minden
értékelésfiiggvény additiv és (Y2,Y3) egy valos felosztdsa a X; U X3 részhalmaznak, beldthatjuk
a kovetkez6 egyenlGtlenséget is:

Y3 = max3(Y2,Y3) >3 Xo
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Ebbdl adoddan
Y3 >3 maxz(Y2,X7)

Vagyis beldttuk, hogy Y3 EFX-tulajdonsdgu a harmadik jatékosra nézve. 0

Most vélasszuk szét az els6 jatékos irigysége szempontjabdl az eseteket. Hairom lehetséges

helyzet 1étezik.

1. A X; EFX-tulajdonsagu az elsé jatékosra nézve.
2. Az elso jatékos Xp-re vett EFX tulajdonsagéat mind a két masik jatékos meggatolja.

3. Az elsé jatékos X,-re vett EFX tulajdonsidgat pontosan egy masik jatékos gatolja.

Az els6 esetben taldltunk egy EFX-tulajdonsdgui felosztdst vagyis az algoritmus taldlt egy j6

felosztast és ezzel végeztiink.

A masodik esetben a kovetkez6 egyenlGtlenségek igazak:
n>1X

3>1 X

Ebben az esetben futtassunk egy PR-algoritmust v értékelésfiiggvénnyel a X 1) = (X2,Y2,Y3)
felosztasra. Ennek eredménye legyen X (2) felosztds. Most a masodik jatékos valassza ki a sza-

mara legjobb csomagot, amit nevezziink el X3(2) -nak. Igy a 4.1.1 részben leirt feltételek teljesiil-

nek ugyanis Xl(z) ,XZ(Z) az els6, mig X3(2) a mdsodik jatékosra nézve EFX-tulajdonsagu. Emellett

¢ (X?) > ¢(X), mivel
minl(sz),Xz(z),Xf)) >1 miny(X2,Y2,Y3) = Xz >1 X1 = ¢(X)

Az els6 egyenldtlenség a PR-algoritmus tulajdonsdgaibdl adédik.

A harmadik esetben feltehetjiik, hogy az els6 jatékos a mésodik jatékost irigyli.(A bizonyitds
ebben az esetben is szimmetrikus.) Legyen Yz(l) az Y, egy minimélis részhalmaza, amit az els6

jatékos jobban értékel, mint X»-t. Viltoztassunk X (2) felosztdson a kovetkezSképpen:
o x¥ =x,
o x{P =yV
o XV =rsum\1vY)

Most nézziik ebben a javitott elosztasban a jatékosok irigységét. Belathatjuk, hogy X3(2) EFX-

tulajdonsdgu a harmadik jatékosra nézve, mivel X (1) felosztasban ez teljesiilt €s most Xl(z) val-
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tozatlan, X2(2) vesztett az értékébsl X (2)-ben valamint X3(]) C X3(2>. Szintén figyeljiik meg, hogy
O(X ) = mim (v (X)), 1 (X)) = miny (v1 (X2), 11 (1)) = v (X X)) = 9(X
7 (X 1(v1(X2),v1(Y, 7)) = vi(X2) >1vi(X1) = ¢(X).

Ha Xl(z) és Xz(z) EFX-tulajdonsagu az elsd jatékosra nézve akkor, X (2) felosztas teljesiti a 4.1.1
részben leirt feltételeket, valamint ¢ (X (%)) > ¢ (X).

Most nézziik meg azt az esetet, amikor Xl(z) és XZ(Z) koziil legalabb egy nem EFX-tulajdonsagu

az elso jatékosra nézve. Vegyiik észre, hogy Vh € Xz(z)-re teljesiil Xl(z) > Xz(z) \ A és Xz(z) >
X Ezaz x{* = v{" definicicjabél adédik, mivel X\*) = X,. Ezek alapjén ha a két csomag
koziil valamelyik nem EFX az els6 jatékosra akkor 34’ € X3(2) melyre X3(2)\ >1 miny (Xl(z) ,Xz(z)).

Ebben az esetben futtasunk PR-algoritmust X (?) = (Xl(z) ,X2(2)7X3(2)) felosztasra v; értékelés-
fliggvénnyel. Most is védlasszon a mdasodik jatékos elsének a kapott X () felosztasbdl. Ezt a
csomagot nevezziik X§3)-nak. Ekkor az 1j felosztds megfelel a 4.1.1 részben leirt feltételek-
nek valamint beldthatd, hogy ¢ (X (3)) > ¢(X). Ezt az eggyenlGtlenséget a kovetkezd médon
lathatjuk be:

0 (X = min(vi (X, vy (X)), vy (x)) (M
> min(vy (Xl(z)), Vi (Xz(z))avl (X3(2))) 2)
=v1(X2) )
> v1(X1) @)
— 0(X) ®)

Az egyes egyenlGtlenség konnyen beldthat6 a potencidl fiiggvény definicidja alapjédn, a kettes
szamu kovetkezik a PR-algoritmus tulajdonsdgaibdl, a harmadik az X (2) felosztas definici6jabol
kaphaté meg, az utolsé két 1épés pedig az X, > X feltevésbdl kovetkezik. Ezzel végeztiink az

algoritmus elkészitésével.

A maésodik nagy esethez tartoz6 kod és magyarazat az A.9 alfejezetben taldlhaté meg.
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5. Az algoritmus értékelése

Megfigyelhetd, hogy nem minden esetben kaptunk EFX-tulajdonsagu felosztast. Ennek ellenére
mégis éllithatjuk, hogy az algoritmus rekurziv futtatisa minden esetben taldl egy ilyen felosz-
tast. Ennek beldtasdhoz fontos hogy minden végkimenetel novelte a potencidl fiiggvény értékét

valamint minden nem EFX-tulajdonsdgu outputra teljesiil két feltétel:

e Az elsé jatékosra nézve EFX-tulajdonsagu X és X, csomagok

e A mdsodik és harmadik jatékos koziil legalabb egyre nézve pedig EFX-tulajdonsagu X3

Ezek az algoritmus futdsdhoz sziikséges feltételek, vagyis ha ezek teljesiilnek az output felosz-
tasokra, akkor tudjuk rdjuk futtatni gjra az algoritmust a nulladik 1épés nélkiil. Belathatd, hogy
az algoritmus ismételt futtatdsa egy j6 megoldast ad. Ennek oka, hogy véges sok lehetséges fel-
osztas 1étezik és mivel a ¢ (-) szig. mon. novS ezért nem alakulhat ki soha ciklus a felosztdsok
kozott. Ennek eredményeképpen biztosan EFX tulajdonsdgu felosztast fogunk kapni, ha elég

alkalommal futtatjuk a fiiggvényt.
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6. EFX tulajdonsag tobb jatékos esetén

Eddig csak azt az esetet néztilk meg ahol harom jatékos kozott osztjuk el a targyakat. A tovab-
biakban egy olyan algoritmust mutatunk be, mely barmekkora jatékosszdmra mikodik. Habér
miikodik nagy jatékosszamra is, az algoritmus soran keletkezik egy ki nem osztott targyak hal-
maza melyet a tovdbbiakban P jelol, valamint a felosztdsok nem teljesen EFX tulajdonsdguak.
Ebben az esetben (1 — €)EFX tulajdonsdgrol beszéliink.

6.1. Definicié. Egy felosztas i jatékos szempontjabol (1 — €)EFX tulajdonsagu, ha V j#i ja-
tékosra igaz, hogy v;(X;) > (1 —¢€)-vi(X;\g), V g € X; targyra. Egy (1 — €)EFX tulajdonsdgui
felosztds azonban tartalmazhat egy csomagot melynek elemeit egyik jatékosnak sem osztjuk ki.

Ezen kiviil definidlnunk kell két specialis irigységet, melyek az algoritmus soran fontos szerepet
jatszanak.

6.2. Definicié. Egy i jatékos eléggé irigyli S halmazt amennyiben a v;(X;) < (1 —€) - v;(S)
egyenldtlenség teljesiil.

A masodik specidlis irigység az els6 definicidjara épiil.

6.3. Definicié. Az i jatékos erGsen irigyli az S halmazt, amennyiben 1étezik olyan valddi rész-

halmaza S-nek melyet i eléggé irigyel.

Ezek mellett még egy fogalmat kell definidlnunk az algoritmus elméletének megalapozdsahoz.

Ez pedig a bajnok fogalma.

Vegyiink egy X felosztast. Feltételezziik, hogy egy vagy tobb jatékos (1 — €)EFX tulajdonsdgat
elrontja az X; halmaz, miutdn hozzdadtunk egy g targyat a ki nem osztott tirgyak halmazabdl.
Legyen i egy ilyen jatékos, vagyis v;(X;) < (1 —&)v;(S") néhdny S’ C X;Ug. Legyen S; az X;Ug
legsziikebb részhalmaza, melyre v;(X;) < (1 — €)v;(S;) még teljesiil. Ennek kovetkezményekép-
pen barmely 7 C S; halmazra v;(X;) > (1 — €)v;(T). A bevezetd utdn definidljuk formdlisan a
bajnok fogalmat.

6.4. Definicié. Egy i jatékost, akinél v;(X;) < (1 —¢€) - v;(S;) teljesiil valamely S; C X; halmaz-
ra, ahol S; egyik valddi részhalmazat sem irigyli eléggé egyetlen jatékos sem, X, bajnokanak

neveziink.

6.1. A Rainbow cycle algoritmus
6.1.1. Elméleti alapok

Ebben a részben a f6 hangsulyt az algoritmus 1€pései helyett csupén a létezésének igazoldsira

helyezziik. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk tenni fontos a felhaszndland6 tételek, lemmak megfi-
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gyelések kimondasa, vagyis ezzel kezdjiik el a 1étezés bizonyitasiat. Mindenek el6tt azonban be
kell vezetniink a rainbow cycle szdm fogalmat. Ehhez azonban be kell vezetniink a k-osztatd

grafokat.

6.5. Definici6. Egy graf k-osztati, amennyiben csucsait k darab diszjunkt csoportba tudjuk

sorolni gy, hogy a csoportokon beliil nem halad éI.

Mint lathatjuk a k-osztatd graf a paros graf dltalanositdsa. Most mar minden sziikséges eszkoz-

zel rendelkeziink, R(d) definidlasahoz.

6.6. Definici6. Barmely pozitiv, egész d esetén a rainbow cycle number vagy R(d) a legnagyobb

k, melyre létezik egy irdnyitott k-osztatd G(Ui € [k])V;, E)) melyre
o |Vi| <dVie [k] esetén.

e Barmely két kiilonbozo V; é€s V; osztalyra teljesiil G-ben, hogy minden V; beli csuicsba

érkezik pontosan egy €l egy V; beli csicsbol.

e G-ben nem létezik irdnyitott kor mely minden osztdlyon legfeljebb egyszer halad at.

Ezen definicié mellett R(1)=1. Ezt a kovetkez6képpen tudjuk beldtni. Ha a graf egy pontbdl
all és nincs bnmagaba mend éle, megfelel minden kovetelménynek. Az elsé kritérium teljesiil,
ugyanis egy pontbol dll az egész graf, vagyis az osztdly mérete legfeljebb 1. A mésodik kritéri-
um szintén teljesiil, de mivel csak egyetlen cstics van, nem kell élet behtizni. Az élek hidnyaban
pedig nem lehet kor sem a grafban, vagyis mind a harom feltétel teljesiil. Most nézziik meg
mi torténik, ha két pontbdl all a graf. Ebben az esetben két pontosztalyt kapunk és a masodik
feltételbdl addéddan két €l taldlhat6 a grafban. Ez a két él egy kort alkot, mely minden osztalyt
pontosan egyszer érint. Ez pedig ellentmond a harmadik kritériumnak, vagyis R(1) nem lehet 2

vagy annal tobb.

Ezek utdn mondjuk ki a sziikséges lemmadkat és megfigyeléseket, melyeket felhasznidlunk a

bizonyités sordn. Elsoként azonban vezessiik be az E, gréfot.

6.7. Definicio. Egy X felosztas irigység grafja a jatékosokat csticsként reprezentélja. Egy i — j
irdnyitott ¢l akkor és csak akkor 1étezik a grafban, amennyiben v;(X;) <; vi(X;) vagyis az i.

jatékos irigyli a j. jatékost. Az X felosztas irigység grafja Ex

6.1. Lemma (Envy cycle elimination). Ha egy (1 — €)EFX felosztds E, grdfjdban létezik ko,
akkor meg tudunk dllapitani egy X' felosztdst, amely (1 — €)EFX tulajdonsdgii valamint Vi € [n]-
re vi(X]) > vi(X;), ahol [n] a jdtékosok halmazdt jelzi és E, aciklikus.

Itt a médszer, amellyel megkaphat6 az 1j felosztas, egy csere. Ekkor a kialakult kor irdnyitasaval

ellenkezd irdnyba 4tadjuk a csomagokat. Ezt a miiveletet addig ismételjiik mig az Ex aciklikussa

nem vilik. Az igy kapott dj felosztds legyen X'.
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A tovédbbiakban a harom legfontosabb lemmat fogjuk ismertetni az algoritmus szempontjabol.

6.2. Lemma (U1 szabdly). Vegyiink egy X (1 — €)EFX felosztdst. Amennyiben van egy s forrds

Ey-ben és egy ki nem osztott tdargy, amelyre teljesiil, hogy senki nem irigyli erésen X;U g-t, akkor
X' =(X1,X2,....X;Ug,.... X))

egy (1 —€) EFX tulajdonsdgii felosztds, ahol Yi € [n]-re vi(X]) = vi(X;).

Mivel X egy (1 — €)EFX felosztds, nincs olyan i,j jatékospar, ahol i erGsen irigyli j-t. Mivel
XU g csomagot nem irigyli egy jatékos sem erdsen, vagyis az eddigi erds irigység mentesség

fennmarad vagyis a felosztés tovabbra is (1 — €)EFX felosztas.

Megfigyelhetjiik, hogy ezt a lemmat egymads utdn legfeljebb m alkalommal tudjuk hasznélni,
ugyanis minden alkalommal csokken a ki nem osztott targyak halmaza. Miel6tt a fenmaradé

két lemmat ismertetjiik, be kell vezetniink egy fontos definici6t.

6.8. Definicié. X' felosztds er6sen Pareto-dominalja az adott X felosztast, akkor és csak akkor
ha Vi € [n]-re v;(X]) > v;(X;) valamint 3/’ € [n] melyre (1 —€)-v;(X;) = vi(Xy). Jelolés X' >pp
X

A definicié utan készen allunk a maradék két lemma kimondasara.

6.3. Lemma (U2 szabdly). Vegyiink egy X (1 — €)EFX tulajdonsdgii felosztdst és legyen P a ki
nem osztott targyak halmaza. Ha van olyan jdtékos, aki eléggé irigyli P-t, akkor polinomidlis
idében meg tudunk hatdrozni egy X' felosztdst, mely (1 — €)EFX tulajdonsdgii valamint X' > pp
X.

Ebben az esetben legyen 1 az a jatékos aki eléggé irigyli a P-t. Ekkor a bajnok definiciét al-
kalmazva elkezdiink keresni egy minimélis részhalmazt, melyet i még eléggé irigyel, viszont
barmely valddi részhalmazat mér senki nem irigyli elégé. Ez a minimalis részhalmaza P-nek
legyen S;. Ekkor 1 a jelenlegi csomagja helyett kapja meg S; legértékesebb részhalmazit, a ré-
gi csomagot pedig tegyiik a ki nem osztott targyak koz€. Ebben az esetben kimondhatd, hogy
egyik jatékos csomagja sem csokken, valamint i csomagja nott a PD feltételeinek megfelelGen.

S; definici6jabol adéddan pedig az j felosztds szintén (1 — €)EFX tulajdonsagu felosztas lesz.

6.4. Lemma (U3 szabdly). Vegyiink egy X (1 — €)EFX tulajdonsdgii felosztdast. Ha létezik egy
csoport forrds sy, ...,5; Ex-ben, egy csoport ki nem osztott tdargy g1, ..., valamint egy csoport

Jdtékos t1,t, ...t ugy, hogy Vi € [n] t; elérhetd s;-bOl Ex-ben és t; a X, , U g+ bajnoka. Ekkor

Si+1
polinomidlis idében meg tudunk hatdrozni egy X' (1 — €)EFX tulajdonsdgii felosztdst, melyre

)¢ >pp X
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Itt a kovetkezOképpen jarunk el. Mivel ¢; az X; ;1 U g;11 bajnoka létezik olyan S;, val6di rész-
halmaza az X;; U g;+1 csomagnak melyet #; még eléggé irigyel azonban ennek barmely rész-
halmazat egyik jatékos sem irigyli. Ekkor a s;#; it mentén cseréljiik el a csomagokat, vagyis
mindenki megkapja az altala irigyelt csomagot az Ut mentén, f; pedig kapja meg S;,-t. Itt fon-
tos belatni, hogy a 6.4 definiciobdl adédoan S;.-t egyik valodi részhalmazat sem irigyli senki
sem. A keletkezett felesleges targyat pedig tegyiik a ki nem osztottak kozé. Ebben az eset-
ben egyik jatékos csomagja sem csokken, #; csomagjdra pedig mivel bajnok, kijelenthets, hogy
(1- E)Vh'(Xt/i) > v, (Xy,)-

Most tegyiik fel, hogy a tovdbbiakban sem Ul sem U2 nem felhasznalhat6 valamint E, acik-
likus. Erre a tovdbbiakban (x) feltevésként hivatkozunk. Emellett a [CGM™21] cikk alapjdn
feltessziik, hogy € < 1/2.

A tovdbbiakban arra szeretnénk ramutatni, hogy amennyiben a ki nem osztott targyak halmaza

elég nagy, felhaszndlhatjuk az U3 szabdlyt és igy javithatunk a felosztdsunkon.

Els6 1épésként csoportositsuk a ki nem osztott targyainkat érték szerint.

6.9. Definici6. Egy részleges X felosztasban g értékes targy € mellett i jatékosra nézve, ha
vi(g) > €xvi(Xp).

6.10. Megfigyelés. Vegyiik g ki nem osztott targyat és s forrdst. Ha egy jdtékos eléggé irigyli a

X, U g csomagot, akkor a jdtékosnak értékes a g tdrgy.

Bizonyitds. Mivel s forras E,-ben, ezért v;(X;) > v;(X;). Mivel i eléggé irigyli X; U g csomagot,
ezért vi(X;) < (1 —¢€)*v;(X;Ug). Ezek alapjan a kovetkezGképpen lehet dtalakitani az egyenle-
tet:

vi(Xi) < (1—¢€)-vi(X;Ug)
vi(Xi) < (1—¢)- (vi(X;) +vi(g))
vi(Xi) < (1—¢€)- (vi(X;) +vi(g))
vi(Xi) — (1 =€) vi(Xi) < (1—€)- (vi(X;) +vi(g)) — (1 — &) -vi(Xi)
evi(X;) < (1—¢€)-vi(g)
evi(Xi) <vi(g)

Az étalakitds végén az értékesség definicidjat kaptuk meg, vagyis a megfigyelést bebizonyitot-
tuk. 0

Mivel az 6.2 lemma feltételei nem teljesiilnek a (*) feltevés miatt, megfigyelhetd, hogy minden

s forrashoz és g targyhoz van legaldbb egy jatékos aki er6sen irigyli. Ebbdl azt a kovetkeztetést

tudjuk levonni, hogy minden ki nem osztott targy értékes valamely jatékosnak.
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6.11. Definicié. Egy ki nem osztott tirgy a H, halmazba tartozik, akkor és csak akkor, ha leg-

alabb d + 1 jatékos szamdra értékes.

6.12. Definicio. Egy ki nem osztott targy a L, halmazba tartozik, akkor és csak akkor, ha leg-
feljebb d jatékos szamara értékes.

7z 2

A d értéket késdbb fogjuk meghatarozni.
Amennyiben sem U1, sem U2 nem hasznalhatd, E| is aciklikus és P elemszdma meghaladja a

4n
—1¢2
(e-h=1(F))
értéket akkor U3 haszndlhatd. A tovabbiakban ezt fogjuk bebizonyitani, hiszen ebben az esetben

tudunk javitani a felosztasunkon. Az itt felhasznalt h~!(-) fiiggvény a h(d) = d - R(d) fiiggvény

2n

inverze. Ebbdl adédéan ! (%) a legkisebb pozitiv egész melyre h(d) > 2

6.13. Megfigyelés. A (*) feltételezés mellett,

H| <2

Bizonyitds. Vg € Hy-re legyen 1, azoknak a jatékosoknak a szdma, akik értékesnek taldljdk a g

targyat. Ekkor a definici6 alapjdn az - 0sszértékére a kovetkezd egyenlStlenség mondhatd ki.

Z Ng > ’Hx‘ -d
8<€Hy

Most feldlrol korlatozzuk le a szumma értékét 28—" értékkel.

Ezutdn megmutatjuk, hogy egy jitékos szamara legfeljebb 2 /€ ki nem osztott tirgy lehet érté-

kes. Nézziink egy i jatékost. A kezdeti feltételezés alapjan U2 nem haszndlhatd, vagyis

(1—¢e)vi(P) <vi(Xi)

V,'(P) <

l1—¢

vi(P) < 2v;(X;) mivel € < 1/2.

N

Ha egy targy értékes i jatékos szdmadra, akkor def. alapjan v;(g) > €v;(X;). Ezek alapjan egy

jatékos szamara legfeljebb % = % ki nem osztott targy lehet értékes.
2
Hy|-d < ) mg<n-=
gcH, €
IHy| < 2n
Y ed
Ezzel a megfigyelést belattuk. O
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Most nézziik meg |Ly| értékét. Pontosabban megmutatjuk, hogy |L,| < R(d). A tovabbiakban
k := |L,|. Ehhez bevezetjiik a csoportos bajnok graf fogalmat. Elséként minden a jatékoshoz
kijeloliink egy s(a) forrast, amelybdl elérhetd Ey-ben. Ha a elérhets t&bb forrdsbdl is, akkor
onkényesen vilaszthatjuk ki s(a)-t ezek koziil. Most definidljuk a k-osztatd G = (U,er, Ve, E)
gréfot, ahol V, a Qg-ben 1€v0 jatékosokat reprezentdld forrasok mésolataibol all, Q, pedig a g

targyat értékesnek taldlé jatékosok halmaza Vg € L, esetén.

Most beszéljiink a G éleirSl. A V,-ben 16vS (g,s(a)) cstcsbol akkor, és csak akkor megy €l a

Vy-ban 16v6 (h,s(b)) csdcsba, ha a az X,y U g bajnoka.

6.14. Megfigyelés. Vegyiik bdarmely g,h € L, pdrt. A (*) feltevés mellett, minden csiicshoz Vj-
ban tartozik legaldbb egy V,-bol érkezo él

Bizonyitds. Vegyink egy (h,s(b)) € V, csicsot. A (*) feltevés alapjan, van olyan jatékos, mely
erGsen irigyli X ;) Ug csomagot. Ha ez nem lenne igaz, tudnéank alkalmazni Ul-et. A 6.10
megfigyelés alapjan a jatékos ebben az esetben értékesnek tartja a g targyat, vagyis a jatékos
Qq-nak eleme. Legyen a az X,(;,) U g bajnoka. Szintén egy korabbi megfigyelés alapjan a erGsen
irigyli X,y Ug csomagot. Ebbdl kovetkezik, hogy a € Q,. Ezeket 6sszevonva beléthatd, hogy a
(g,s(a)) csicsbdl (h,s(b)) csicsba vezets €l 1étezik, vagyis belattuk a megfigyelést. O

6.5. Lemma. Amennyiben létezik egy C kir a fent definidlt G grdfban, mely minden Vy osz-
talybol legfeljebb egy csiicsot tartalmaz, akkor polinomidlis idoben meg tudunk hatdrozni egy
(1 — €)EFX-tulajdonsdgii X' felosztdst melyre X' >pp X.

Bizonyitds. Legyen C=(giy1,8:)) — (git+2,Si+1) — ... = (&j+1,5;) egy kor a G grafban, mely
minden osztalyt legfeljebb egyszer érint. Most nézziik a s;,s;1,...,s; sort. Ha nem kiilonbozik
az Osszes forrds, akkor 1étezik egy folytatolagos részsorozat s,y 1,-..,s 7, ahol minden kiilon-
b6zG valamint sy 1 = 57 €s i < i < j < jis igaz. Innentdl dolgozzunk a sy, s, ceySj1 TESZ
szekvencidval. Tudjuk, hogy VI € [’ + 1, /' + 1] esetén létezik (g;,s5,—1) — (g1+1,51) él. Ez azt
mutatja, hogy létezik #;_; jatékos, aki X, U g; bajnoka és s(#;_1) = s(I — 1). Ezek alapjan #;_;
elérhetd s;_1-bol E,-ben. Mivel sy, 57741, ..., 5 killonbozok a reprezentélt jat€kosok is killonbo-
z0k (ay,ap41,...,a;). Ezek alapjdn van egy csoport kiillonbozs forrdsunk sy, sy 1,...,5 7 Ex-ben,
kiilonbozd kiosztatlan targyaink gy 1,8y, ...,8; valamint killonboz0 jatékosok ty,ty 1, ...,
Ebben az esetben U3 alkalmazhat6 vagyis tudunk polinomidlis idoben megfeleld felosztast ta-
lalni. [

Ezek utdan mar kész vagyunk felsé korldtot adni L, méretére. Megfigyelhetd, hogy G cstcsosz-
talyainak szdma megegyezik L, méretével.Ezért olyan felsd korldtra van sziikség, mely meggé-

tolja egy C kor létezését a G grafban.

6.6. Lemma. Vegyiink egy X (1 — €)EFX-tulajdonsdgii felosztdst. Ha |Ly| > R(d), létezik (1 —
€)EFX-tulajdonsdgi felosztds X' mely X' >pp X.
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Bizonyitds. |Lc| = k és k megegyezik G osztdlyainak szamaval. Megfigyelhet6, hogy minden
osztidly megfelel egy adott targyat értékesnek tarté jatékosokat reprezentald forrasoknak. L,
deliniciéja alapjan legfeljebb d db jatékos tart értékesnek egy ide sorolt ki nem osztott targyat,
vagyis minden osztdly legfeljebb d csucsbdl éll. Tudjuk még, hogy minden V}, beli csicsba
érkezik legalabb egy él V, valamely csticsabdl. R(d) definiciéja alapjan, ha k > R(d) akkor
1étezik C kor a G grafban mely minden csoportot legfeljebb egyszer érint. Ha pedig 1étezik C kor
akkor a 7.5 Lemma alapjén meg tudunk hatdrozni egy X’ (1 — €)EFX-tulajdonsdgu felosztdst

mely Pareto-domindlja X felosztast. Ezzel a lemmét beléttuk. 0

Erdemes megfigyelni, hogy ebben az esetben a polinomidlis futdsi id6 nincsen garantélva, csak
a létezés. Ennek oka a C kor megtaldldsa. Ez ugyanis egy nagy miiveletigényli probléma. A
polinomidlis futdsi id6 akkor lehetséges, ha a kort polinomidlis id6ben meg tudjuk taldlni a

grafban. Ezt viszont nem tudjuk minden esetben megtenni |L,| > R(d) feltétel mellett.

6.1.2. Az algoritmus elkészitése

Az algoritmust egy X iires felosztdssal kezdjiik, melyre trividlis az (1 — €)EFX tulajdonség
belatasa, hiszen egyik jatékos sem birtokol mégy egyetlen targyat sem. Ezutidn az algoritmus
minden iterdciéban els6ként a 6.1 lemma alapjan aciklikussé teszi E, grafot. Amenyiben E,

aciklikus harom lehetséges eset van:

e U1 alkalmazhato.
e U2 alkalmazhato.

e Sem Ul, sem U2 nem alkalmazhato.

Az els§ esetben 1étrehozunk egy X' felostast, mely (1 — &)EFX tulajdonsdgi valamint Vi € [n]-re
vi(X!) > vi(X;). Emellett csokken a ki nem osztott tirgyak halmaza is. A masodik esetben szin-
ten Gj X’ felosztédst kapunk, mely (1 — €)EFX tulajdonsdgi valamint er§sen Pareto-dominélja
X felosztdst. A harmadik esetben ennél komplikéltabb az utolsé 1€pés. MindenekelStt azonban
1étrehozzuk a H, és L, halmazokat. A 6.13 megfigyelés alapjan |Hx| < g—’(‘l. Innentdl azonban
L, elemszamatol fiiggden két kiilonbozd eset lehetséges:

e |L| <R(d)
e |Ly|>R(d)

Az elsé esetben nem 1étezik a C kor a fent definidlt G grafban, igy nem tudunk javitani az aktu-
alis X felosztason, vagyis az algoritmus ezt adja vissza megoldasként. A mdsodik esetben meg
tudjuk hatarozni a C kort (Ennek gyors és hatékony megtaldlasat a kovetkez6 fejezetben tag-
laljuk részletesen), vagyis U3 kovetkezménye képpen meg tudunk hatérozni egy X' felosztast,

mely (1 — €)EFX tulajdonsagu és erSsen Pareto-dominalja X felosztast.
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Az algoritmus befejeztével igy:
o |H,| < 3—'2
e |L| <R(d)

Ebbdl adéddan a ki nem osztott targyak halmazdnak elemszamat meg tudjuk becsiilni.

2n
Pl <2 " R(d
Pl < 2max (22 R(@))

Most adjuk meg d explicit értékét. Legyen d értéke a legkisebb egész szdm, melyre a 82%2 > R(d)

egyenlStlenség még teljesiil. Ebben az esetben d = h~! (2?”, ahol h(d) =d-R(d), vagyis a ki nem

osztott targyak halmazanak elemszdma legfeljebb

4n
/20y
€-h 1 (?)
Mir csak az algoritmus végességét kell megmutatnunk, vagyis be kell latnunk, hogy az algo-
ritmus véges sok iterdci6é utdn megall. Ezt egy polinomidlis felsd hatédr 1étezésével meg tudjuk

tenni.

Miutan E, aciklikussa valt a kovetkez8 modszerekkel hatdrozhaté meg egy tj X' felosztds egy

iteracioban:
e U1 alkalmazasa.
e U2 alkalmazasa.

e Egy C kor megtaldldsa a G gratban majd ez alapjan U3 felhaszndlasa.

Minden esetben igaz, hogy Vi € [n]-re v;(X]) > v;(X;). Ez azt jelenti, hogy nincsen olyan ja-
tékos, akinek a csomagja vesztett volna az értékébdl a tulajdonosa szerint. Emellet U1 csak
m egymadst kovetd alkalommal haszndlhatd, ugyanis a ki nem osztott tdrgyak halmaza min-
den alkalommal csokken. A Pareto-dominancia okdn U2 és U3 alkalmazasa utdn Ji jatékos,
akinek v;(X{) > v;(X;) a definicié miatt. Mivel minden jétékos értékelés fiiggvénye korlatos
W = maxic,vi(M) értékkel feliilrdl és sosem csokken. Ezek alapjén legfeljebb poliy(n,m,W,%)
olyan iter4cidt hajthatunk végre, amely U2-t vagy U3-at haszndlja fel. Osszegezve, legfeljebb

poliy(n,m,W,é) -m iterdcio utdn az algoritmus megall.
A fent leirtak alapjan beldthat6 a kovetkezd tétel.

6.15. Tétel. Legyen h(d) = d - R(d). Ebben az esetben létezik egy X (1 — €)EFX tulajdonsdgii

felosztds és egy P ki nem osztott tdrgyak halmaza melyekre |P| < e-h‘jﬁ

€
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7. A rainbow cycle szam Kkorlatozasai

Ebben a szakaszban a masodik algoritmus altal haszndlt R(d) értékét fogjuk korlatozni. Ez az
érték a legnagyobb k, amelynél egy k-osztati G digrafban nincs olyan iranyitott kor, amely
minden csucsosztalyt legfeljebb egyszer érint. A G grafra igaz, hogy minden V; csucsosztily
mérete legfeljebb d, és barmely i,j (i # j) esetén V; minden csticsdba vezet él V; valamely
csucsabol.

7.1. Tétel. Amennyiben,

1
k-(1—= k—1
-4

teljesiil, akkor R(d) < k. Ebbél addédéan R(d) < (1+o0(1))dlogd

<1

Ezt a kdvetkez6 mddon kapjuk meg:

1 k=1
k(1 — — Yl cke @ <1
( 1—d) < ke <

log(dlog(d)(1+0(1)) <log(d)(1+40(1))
log(d) +1log(log(d))+c < log(d)(1+o0(1))
log(d)+1og(log(d))+c < log(d)+2log(log(d))
c <log(log(d))

(
(
(
(
Az o(1) helyére behelyettesitettiik Mﬁgd» értéket a miiveletek kozben. Az utolsé egyenldt-

lenség igaz nagy d esetén igy az egyenl6tlenséget beléttuk.

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy, k- (1 — %)k_l < 1 teljesiil. Legyen S a G grafbdl véletlenszertien
kivélasztott k cstics halmaza oly médon, hogy minden V; osztalybdl egy csucsot véletlenszertien
és egyenletesen vdlasztunk. Emellett tegyiik fol, hogy a valasztdsok fiiggetlenek egymastol.
Egy v csucsra nézve legyen E, az az esemény, hogy v-t bevélasztjuk S-be és S nem tartalmaz
olyan u csudcsot, melyre 1étezik irdnyitott uv él. Belathatd, hogy v € V; esetén az E, esemény

valoszintisége legfeljebb

1 1
(1 k=1
v d
Mivel v € § val6szintisége ebben az esetben Valamint a graf tulajdonsagalra alapozva léte-
17 | Ebbol adéddan

annak esélye, hogy olyan cstcsot valasztunk V;-bdl melyb6l nem megy 1rany1t0tt él v-be, leg-

\VI
zik olyan u; € V; melyre u v irdnyitott él Iétezik és u; € S valészintisége

feljebb 1 — é. A vilasztdsok fiiggetlenségébdl adédéan megkapjuk E, valdszinliségének felsd
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korlatjat. Vagyis annak valdszinlisége, hogy 1étezik v melyre E, teljesiil, legfeljebb

fm =Yoo Ly
My YTy d

< 1.

Ezek alapjan kijelenthetjiik, hogy annak valdszinlisége, hogy az S alapjin 1étrehozott részgraf
minden csicsdnak van be éle, nem nulla. Mivel annak a valdszinisége, hogy a mintdban nincs
kor, kevesebb mint 1, ezért a G grafban biztosan taldlhaté a korabbi feltételeknek megfeleld
kor. 0

Kordbban emlitettiik, hogy az el6z6 fejezetben bemutatott algoritmus nem fut le polinomidlis
1d6ben. Ennek kikiiszobolésére egy, az eredeti cikkben fel nem hasznalt médszert alkalmazunk.

A moédszer 6sszekotés ezzel a problémaval a [AAC™22] cikkben keriilt publikdldsra.

A tovédbbiakban ezt a mddszert fogjuk megismerni.

7.2. Allitas. Legyen G egy k-osztatu digraf V; pontosztilyokkal, melyek legfeljebb d csucsot
tartalmaznak. Tegyiik fel, hogy minden kiilonb6z6 1,j esetén minden V; beli cstcsba érkezik €l
egy V; beli csticsbdl és minden V; beli csuicsba érkezik €l egy V; beli csucsbol. Emellett tegyiik
fel, hogy k- (1 — é)kil < 1 is igaz. Ebben az esetben a C rainbow cycle megtalalhaté a G

grafban egy determinisztikus polinomiélis idejli algoritmussal.

Bizonyitds. A legfontosabb eszkoziink S = sy,s2,...,5; G-beli csicshalmaz megtaldldsaban a
feltételes varhato érték lesz. Itt s; € V; oly modon van kivélasztva, hogy az S halmaz éltal a
G-ben létrehozott irdnyitott részgraf minden csucsanak pozitiv be-foka legyen. Ezt ugy tudjuk
megtenni, hogy egyesével valasztjuk ki S minden elemét és kdzben egy potencidlfiiggvényt
vezetlink be S csucsok értékelésére. Ez a bevezetett ¢ fiiggvény a feltételes varhato értékét jeloli
bekovetkez6 E, események szdmdnak az eddig kivalasztott s; csicsok alapjan. A kivdlasztas

els6 1épésénél mivel S iires halmaz a ¢ értéke legfeljebb:

k k—1 k—1
1 1 1
Vil (1-=) =k (1-=) <1
,-;| i < d) ( d>

Feltéve, hogy a s1,s7,...,5;—1 mdr kivdlasztisra keriilt és a feltételes varhat6 érték még mindig
kisebb mint egy, vélasszuk s; € V;-t igy, hogy az igy bdvitett halmazra ¢ a lehet6 legkisebb
legyen, vagyis vélasszuk azt a csicsot melyre a feltételes varhat6 érték novekedése minimaélis
vagy nem is novekszik. Mivel a varhat6 érték az 6sszes lehetséges s; esetén kapott érték atlaga,
a potencidl fliiggvény értéke még mindig kisebb mint egy. A sziikséges varhat6 értékek kisza-
mitdsa minden lehetséges s; € V; esetén, ahol |V;| < d, elvégezhet6 hatékonyan. Igy S minden
elemének kivalasztidsa utdn a potencidlfiiggvény megadja hany csticsra kovetkezett be az E,

esemény. Mivel ez a szdm a kordbbiak alapjdn kisebb mint egy, ez az esemény nem kovetkezik
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be a kivélasztott csticsok altal 1étrehozott részgrafon. Igy megkaptuk a kivant S-t és a csticsa-
in mindig be-szomszédra mozogva egészen addig, ameddig egy mar kordbban meglatogatott

csucsra nem ériink megadja nekiink a keresett rainbow cyclet. [

A bizonyitas dtfogd megértésének céljabol érdemes beszélni a feltételes varhat6 érték kiszami-

tdsanak modjarol. Belathato ugyanis, hogy ez a legfontosabb pontja a mdédszernek.

Els6ként vezessiink be egy Y, indikator fiiggvényt, mely vagy nulla vagy 1 értéket vesz fel egy
adott ponton. A felvett érték 1, amennyiben E, esemény bekovetkezik és nulla maskiilonben. A

feltételes varhato érték kivalasztott sy,5,,s53, ..., 5; esetében
E(ZYv|s1,s27S3, ey SK)
v
modon irhat6 le, amely a varhat6 érték tulajdonsdgainak ismeretében atalakithat6
ZE(YV|S1,S2,S3, vy SK)
v

moédon. Mivel Y, vagy 0, vagy 1 értéket vesz fel minden esetben a varhat6 érték megegyezik

P(Y, = 1|sy,s2,53,...,5) valoszintiséggel. Ez a val6szintiség harom lehetséges értéket vehet fel.

e Az elsé esetben v egy olyan osztdly eleme ahonnan mar valasztottunk valamilyen s; csu-

csot. Ebben az esetben a valdsziniiség nulla, mivel nem valaszthaté djra.

e A masodik esetben 1étezik s;v irdnyitott él. Ekkor a csucsra nézve sosem kovetkezik be az

esemény, vagyis valdszintisége nulla.

e A harmadik eset, amikor v csticsba nem vezet él az eddig kivdlasztott csicsokbdl. Ilyen-
kor E, akkor teljesiil ha a tobbi osztilybdl csak olyan csicsokat valasztunk melyekbdl
nem vezet €l v-be. Ebben az esetben a valészintiség ﬁ H‘JL:X,l 4 (1 — W) . A kép-
letben N~ (v) a v cstics be szomszédait jeloli, azokat a csticsokat, akikbdl vezet €l v csucs-

ba.

Ezek segitségével és a graf ismeretével hatékonyan ki tudjuk vdlasztani a megfeleld cstcsot,

melyel minimélisan noveljiik a feltételes varhato értéket.

Ezzel a médszerrel az algoritmusunk mér képes polinomidlis idGben (1 — €)EFX felosztést

talélni.
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A. Az els6 algoritmus python kédja

Ebben a fejezetben a negyedik fejezetben feldolgozott algoritmus python kédjat fogjuk 4tnéz-
ni. A konnyebb megértés kedvéért a kodot blokkokra bontjuk és betiikdddal 1dtunk el, melyek
alapjan meg lehet hatarozni a 1épést az algoritmus leirdsdban is. Mindenek el6tt a segédfiiggvé-

nyeket kell megépiteni. Ezek a kovetkezok:

1. value(agent, bundle)
is_efx(X, agent)
is_efxst(X, agent, v)
efx(X)

isnot_efx(X, agent, agent2)

min_resz(X, Y, v)

A L T

valasztas(Y,elso,masodik,harmadik)

A kod felhasznalja a PR fliggvényt is, azonban azt mar 6néll6 fiiggvényként ismertettiik a 3.2.3

részben.

A.l. value

A legfontosabb segéd az algoritmus sordn az egyes szammal jelslt value fiiggvény. gy magatdl
értetddik, hogy ezzel kezdjiik a magyarazatot. Ez a fiiggvény az értékelésfiiggvény megfelelGje.
Mivel a fiiggvények kiillonboz6k minden jatékos esetében, ezért sziikségiink van egy paramé-
terre, mely megadja melyik jatékos értékeli a csomagot. A legfontosabb pedig a csomag maga,
melyet értékelni szeretnénk. Az el6bbit az agent, az utébbit pedig a bundle véltozdval tud-
juk befolydsolni. Az értékelésfiiggvények additivitdsabdl adéddan a value kddja meglehetdsen
egyszerl ha jol definidljuk az adataink szerkezetét. Az dltalunk hasznélt médszerrel a kovetke-

z0képpen néz ki a fiiggvény:
if bundle:
return sum(values[agent] [good] for good in bundle)

return O

Mint l4that6 egyetlen szumma alkotja a teljes kddot. Lathatd, hogy az additivitast felhaszndlva

csak Osszeadjuk a jatékos dltal a csomag targyaihoz rendelt értékeket.
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A.2. is_efx(st)

A maésodik és harmadik fiiggvény miikodése meglehetdsen hasonld, ugyanis a harmadik a mé-
sodik egy specidlis esetére ad nekiink megoldast, ezért ezeket egyiitt targyaljuk. A masodik
fliggvény két paramétert kap és bool valtozét ad ki vélaszul annak fiiggvényében, hogy az adott
jatékosra nézve EFX-e a jelenlegi felosztds. Mivel minden jatékoshoz sajat értékelésfiiggvény
tartozik, a masodik fiiggvény esetében nincs sziikségiink specifikaciora. Ezzel szemben a har-
madik névszerint is_efxst esetén az st a standard roviditése, mely arra utal, hogy minden jatékos
értékelése megegyezik. Ebben az esetben a plusz v paraméter jeloli melyik jatékos értekelését
hasznaljuk fel. Erre a PR algoritmushoz volt sziikségiink. Mind a két fiiggvény 1ényegi része

egy for ciklusba 4dgyazott for ciklus:

i = agent -1
for j in range(len (X)) :
for good in X[i]:
if value (v, X[i]) < value (v, X[]J] - {good}):
return False

return True

Ezeknek a segitségével a i futdvaltozé bejarja az X felosztds mind a hdrom részét még a ’good”
befutja a az adott csomag minden elemét. Az if pedig eldonti a kérdést, ugyanis ha ez a feltétel
teljesiil olyan csomagot taldltunk, mely egy elem kivétele utdn is ért€kesebb a jatékos szerint,
mint a sajatja. Megfigyelhetjiik, hogy ebben az esetben legrosszabb esetben minden targyon vé-
gigmegy a keresés, vagyis n targy esetén n alkalommal kell az if-nek vélasztania. Ezt ki tudjuk
keriilni ha csak minden csomag legértéktelenebb targyara nézziik meg a dontést. Ebben az eset-
ben minden csomagban egy alkalommal dontiink, de a minimum megtaldldsa ugyanannyi id6be

telik, mint lefuttatni minden targyra a jelenlegi dontést. Ezzel ezt a két fiiggvényt lezdrhatjuk.

Az négyes szammal ellatott segéd legfébb szerepe a kod egyszerliségének megtartdsa. Ez a
fliggvény a teljes felosztdsra nézett EFX tulajdonsag meghatdrozdsara szolgal, amit megtehe-
tiink harom darab is_efx egymads utdn fizésével de ez sok helyet foglal €s a kés6bbi esetleges
atalakitdsok szempontjdbol nem célszerli. Ennélfogva a kddja pontosan is_efx egymads utan fi-

zése:
return all(is_efx(X, i + 1) for i in range(len(X)))

2.7 2z

Ebben az esetben szintén egy bool valtozot kapunk. Magétdl értetddden a visszatérd érték akkor

és csak akkor lesz igaz, ha minden benne 1€v6 fiiggvény is igaz értéket ad.
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A.3. isnot_efx

Ennél a témakornél maradva az hatodik segédfiiggvény szintén az EFX tulajdonsdghoz kapcso-
l6dik. Amennyiben létezik olyan targy, melyet agent2-t6l elvéve agentl irigyli a csomagjat, a

fliggvény megadja ezt a targyat. Most nézziik a kod 1épéseit:

if X[agent2]:
g = min(values[agent] [good] for good in X[agent2])
else:

g = None

Els6 1épésként a fiiggvény megnézi, hogy agent2 csomagjiban van-e tirgy. Hiszen ha iires a
hozz4 tartoz6 csomag, nem létezik ilyen targy. Erre a dontésre nagy valdszintiséggel sosem lesz
sziikség, hiszen két targy esetén minden felosztds, ahol csak egy iires részhalmaz van, EFX
tulajdonsdgu. Mivel azonban minimélis értéki tirgyat keresiink, nem engedhetiink meg lires
halmazt, mert az hibdhoz vezetne. Kovetkezd 1épésként a harmadik\negyedik segédfiiggvény-

nél bemutatott alternativ megoldést haszndljuk:

if value (agent, X[agent]) < (value(agent, X[agent2]) - g):
return g
else:

return None

Erdemes megjegyezni, hogy az itt haszndlt g egy egész szdm, nem pedig egy tirgy. Mint lathat-
juk nem is tesziink vele semmit, csak levonjuk egy fiiggvény értékébdl.

A.4. min_resz

A hatodik segédfiiggvény harom paramétert haszndl. Az X és Y paraméterek csomagokat jelol-
nek a v pedig annak a jatékosnak a szama, akinek az értékelését felhasznaljuk. Ekkor a fiiggvény

egy X’ minimélis részhalmazt ad meg X-re nézve melyre a kovetkezdk teljesiilnek:
e v,(X') > n(Y)
o Vge X esetén v,(X'\ g) <w(Y)

Most nézziik meg a kédot, amely 1étrehozza nekiink ezt a minimalis részhalmazt:

Zz=set ()

while value (v, X)>value (v,Y) :
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valuesl = [value (v, {x}) for x in X]
minX=min (valuesl)
if (value (v, X) —minX)<value (v, Y) :
break
for x in X:
if value (v, {x}) == minX:
g=x
X= X-{g}
Z.add (qg)
break
valuesl = [value (v, {x}) for x in X]
minX=min (valuesl)
A=[X, Z]

return A

Nulladik 1épésként 1étrehozunk egy Z halmazt, ahova azok az elemek keriilnek melyeket ki-
vettiink az X halmazbdl. Els6 1épésként 1étrehozunk egy while ciklust, ami addig fut mig a v.
jatékos szerint X értékesebb mint Y. Ezutdn 1étrehozunk egy listat, benne X elemeinek érté-
keivel, majd ebbdl kivessziik a legkisebb értéket. Erre azért van sziikségiink, hogy a ciklust le
tudjuk 4llitani, ha a részhalmaz mar megfelel a médsodik feltételnek is. Amennyiben ez még nem
teljestil, egy for ciklus segitségével ki tudjuk keresni a targyat a legkisebb értékkel. Ha megta-
laltuk ezt a targyat, akkor dthelyezziik a Z halmazba. Ezek az dthelyezett targyak az algoritmus

sordn még fontos szerepet fognak betolteni.

A.5. valasztas

Az utols6 segédfiiggvény a valasztas. Négy paramétert adunk meg a fiiggvénynek. Az els6 az Y
mely egy felosztést jelol. Ebbdl a felosztasbdl vélaszt a harom jatékos a maradék harom para-
méter segitségével megadott sorrendben. A kdd maga ebben az esetben is inkdbb hosszadalmas

mint bonyolult:

X=[set (),set (),set ()]
for i in range(len(Y)):
if value(elso, Y[i]) == max(value(elso, y)for y in Y):
X[elso-1] = Y[1i]
Y.remove (Y[1i])
break
for i in range(len(Y)):

if value (masodik, Y[i])== max(value (masodik, y)for y in Y):
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X[masodik-1] = Y[i]
Y.remove (Y[1])
break

X [harmadik—-1] = Y[0]

return X

Nulladik 1€pésként itt is 1étrehozunk egy iires listat, melyben a felosztas csomagjait taroljuk
majd. A kovetkez6 1épés egy for ciklus, amely végigfut a felosztds minden csomagjan. En-
nek segitségével kivalasztjuk a legértékesebb részhalmazt az elsd jatékos szdmadra, majd ezt X
megfeleld indexére helyezziik és kitoroljiikk az Y-bol. Ezt megismételjiik a masodik vélasztd
esetében is, majd a fennmaradé csomagot odaadjuk a jatékosnak, aki még nem vélasztott. Mi-
vel a python indexelése nulldval kezd6dik és nem eggyel, ezért sziikséges a jatékosok szamat
minden alkalommal eggyel csokkenteni, hogy a megfelels helyre keriiljon a csomag és ne adjon

hibat a fliggvény futtatis soran.

A.6. Blokk A

Az els6 nagyobb részét a kodnak blokk A néven fogjuk hivatkozni a leirt elemzésben. Itt de-
finidljuk a mar targyalt segédeszkozeinket, majd azonnal végrehajtunk egy PR-algoritmust a
kezdésnél kapott felosztasunkra, majd kiosztjuk az igy kapott felosztds csomagjait. A kod sordn
X egy lista, igy a jatékosoknak a megfelelden indexelt helyek felelnek meg a listan. Vagyis a py-
thon kédjdban X[0] az elsd jatékoshoz tartozé csomag. Ezen a ponton eltériink a cikkben adott
indexeléstdl, de ezen feliill minden pontosan gy torténik, ahogy azt leirtuk kordbban. A blokk
utolsé 1épése egy ellendrzés, mellyel megnézziik, hogy EFX tulajdonsdgu felosztast taldlt-e a
kéd. Amennyiben igen, visszaadjuk ezt a felosztast és megall az algoritmus.

def PR(X, number_of the wvaluation_function):...

def is_efx (X, agent):...

def is_efxst (X, agent, v):...

def efx(X):...

def isnot_efx (X, agent, agent2):...

def value (agent, bundle):...

def min_resz (X, Y, v):...
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def valasztas(Y,elso,masodik, harmadik) :...

def felosztas (X, values):
Xs = PR(X, 1)
X = [set (), set (), set ()]
X = valasztas(Xs,2,3,1)
if efx(X):

return X

A.7. Blokk B

A masodik blokk egy rovid mégis nagyon fontos rész, ugyanis mint olvashattuk a 4 fejezet-
ben, az algoritmust két f6 esetre lehet osztani. A B blokk fogja nekiink megalapozni ezt, mivel
itt valasztjuk ki a mésodik jatékos csomagjabdl a legértéktelenebb targyat a jatékosok szerint.
Ezen targyak listdja g €s mint X esetén a jatékost most is az index hatdrozza meg. Mivel min-
den jatékosra meg akarjuk ezt adni, kell egy for ciklus mely végigmegy a jatékosokon. Emellett
a legegyszerlibb maximum vélasztasi mdodszert hasznéljuk, amely egy for ciklusbdl és egy el-
dontésbol all. A legfontosabb dolog, amelyre itt figyelniink kell, az adatok tipusa, ugyanis X[i]
egy részhalmazt jelol igy nincsen benne index. Ezt ebben a nyelvben ki tudjuk kiiszobolni egy
egyszerd list() parancsal amely a for cikluson beliil ideiglenesen beindexeli a csoport elemeit

igy mindet 4t tudjuk nézni.

g = [None, None, None]
for j in range(3) :
for i in range( len(X[1])):
if g[j] is None or value(j, {gl3jl}) > value(j, {list(X[1][i]l}):
gl[j] = list(X[1]) [1]
X[1] = X[1] - {gll]}

A.8. Blokk C

Ahogyan az el6z6 részben mar emlitettiik az algoritmus két nagy esetre bonthatd. Az elsd eset
az vo(X1Ug) < v (X2 \ g2) (tt a jatékosok szdmét hasznéljuk az indexeik helyett). Ebben az
esetben létrehozunk X U g, halmazbdl egy minimdlis részhalmazt a min_resz() segitségével.
Majd az elemeket melyeket a miivelet soran eltavolitottunk(Z halmaz vagy A[1]) hozzacsatol-
juk a masodik jatékos csomagjdhoz. Amennyiben ez megtortént, felhasznaljuk a 4.7 egy kovet-

kezményét az if megalkotdsahoz. A kovetkezmény leirdsa a 1. bekezdésben taldlhat6. A dontés
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eredményétdl fiiggden futtatunk egy PR()-t és kiosztjuk az 1j felosztds csomagjait. A blokkot
nem zarjuk le return X sorral, ugyanis a felosztas fv rekurziv meghivdsa megteszi ezt helyet-
tiink.

if (value (2, X[0]) + wvalue(2, {gll]l})) < value(2, XI[1]):
Xf = X[0].union({gl[1l]})
A = min_resz (Xf, X[0], 1)
X[0] = A[OQ]
X[1].update(A[l])

if max((value(l, X[1l]) - wvalue(l, {good})) for good in X[1]) > mi
Y = PR(X, 1)
X = wvalasztas(Y,2,3,1)

return felosztas (X, values)

A.9. Blokk D

A madsodik nagy esethez tartoz6 koéd kisé hosszadalmas. Emiatt a blokkot tovabb bontjuk két
részletre és ezeket kiilon targyaljuk. Mivel az esetszétvalasztisndl ebbe az dgba keriiltiink, a
kovetkez$ egyenlStlenség igaz vy (X Uga) = va(Xo \ g2). Az elsd fontos 1épés egy PR algo-
ritmus futtatdsa egy két csomagbdl all6 felosztason. Ezért volt sziikség a kordbban leirt PR()
sordn, hogy ne fiiggjon a jatékosok szamditdl a kdd futdsa. Miutdn ez megtortént kiosztjuk a

csomagokat. Ezzel a blokk els6 1épését befejeztiik.

else:
X[0].add(gll])
Z [X[0], X[1]1]
Y PR(Z, 2)
gy = max(value(3, Y[0]), value (3, YI[1]))

if value (3, Y[0]) == gy:
X = [X[2], Y[1], Y[O]]
else:

X = [X[2], Y[O], Y[1l]]

A madsodik 1épés egy esetszétvdlasztds. Annak fiiggvényében 1€piink, hogy az elsd jatékos ho-
gyan értékeli a felosztast. Ezt a 4.9 megfigyelés alapjan tessziik meg, ugyanis ez alapjan kije-
lenthetjiik, hogy az els6 jatékos véleménye donti el, hogy EFX tulajdonsdgé felosztast kaptunk
vagy sem. Mivel a megfigyelés alapjan a tobbi jatékos meg van elégedve a sajit csomagjdval.

Héarom nagy esetet kiilonboztetiink meg.
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o A felosztas EFX.
e Az elsé mind a két jatékosra irigy.

e Az els6 csak egy jatékosra irigy.

Az els6 esetben a kod visszaadja a felosztast és végeztiink.

if is_efx (X, 1):

return X

A maésodik esetben egy utolsé PR() futtatasra van sziikségiink. Ez magaval hordozza a vdlasz-
tast is természetesen. Ebben az esetben nem return X sorral zarunk, hanem tjra futtatjuk a
felosztas()-t.

elif isnot_efx(X,1,2) and isnot_efx(X,1,3):
Y = PR(X, 1)
X=valasztas (Y, 2,3,1)

return felosztas (X, values)

A harmadik és egyben utolsé esetben egy specidlis és csak erre az utolsé esetre irt segédfiigg-

vényt haszndlunk, mely az utolso névre hallgat.

def utolso(X,1):
J=3-1
A=min_resz (X[1i],X[0],1)
X[1]=A[0]
X[3].update(A[1l])

return X

Mint lathato a fliggvény egyszerl. Ezt a segédfiiggvényt azért nem targyaltuk a tobbivel, mivel
ez specidlisan erre a helyzetre lett létrehozva. A fiiggvény két paramétert hasznél de ezekr6l

majd a tényleges felhasznalds sordn beszéliink.

elif isnot_efx (X, 1, 2) or isnot_efx(X,1,3):
if isnot_efx(X,1,2):
utolso (X, 2)
else:
utolso (X, 3)
if is_efx(X,1l)==False:
X=PR (X, 1)
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valasztas (X, 2,3,1)
return felosztas (X,values)

return X

Az utolsé esetben az elsd jatékos pontosan egy madsikat irigyel. Itt meg kell nézniink, melyik
az. Ha megtalaltuk az irigyelt jatékost, akkor futtatunk egy utolso()-t az irigyelt jatékossal i
paraméterként. Ilyenkor a segédfiiggvény futtat egy min_resz()-t az irigyelt csomagra az elsé
jatékosra nézve. Az igy eltavolitott targyakat pedig a a nem irigyelt jatékos csomagjiba helyez-
ziik. Amennyiben ez a felosztds nem megfeleld, az elsd jatékos szamdra futtatnunk kell egy

utols6 PR() és valasztas() kombinaciot. Az esetet pedig egy rekurziv ujrahivassal kezdjiik.
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