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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani azoknak a személyeknek, akik valamilyen
szinten osztozkodnak velem ezen tanulményi sikeremben.

ElsGsorban azok felé¢ szeretném kifejezni héalamat, akik nagyban hozzajarul-
tak ahhoz, hogy erre a palyara induljak; egykori matematika tanéraimnak - Csire
Andrasnak és Annamaéarianak, valamint Varga Eszternek - akik a matematika vila-
gaba oly moédon vezettek be, ami megalapozta, hogy egyetemi tanulmanyaimat ezen
a szakon végezzem.

Ezen feliil szeretném megkoszonni a testvéreimnek, barataimnak, baratomnak,
akikre tdmaszkodhattam és akik mindvégig tartottak bennem a hitet, hogy végig
jussak ezen az tton.

Végiil, de egyaltalan nem utolsé sorban koszonettel tartozom Dr. Toth Arpad
konzulensemnek, hogy éles meglatasaival, kiemelked§ szakmai tudésaval, lelkesité-

sével tamogatta a szakdolgozatom irasat.



1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacio

A dolgozatom téméjat az a kivancsisag ihlette, ami akkor meriilt fel bennem, mi-
kor differencidlegyenletrendszerek egyensulyi pontjait vizsgaltuk és komplex sajat-
értékek mellett egészen egyedi trajektoria részleteket figyelhettiink meg. Konkrétan
komplex differencidlegyenlet rendszerekrsl nem esett szé és ez egy nagy trt oko-
zott bennem, mivel a komplex fliggvénytani tanulmanyaim soran szamtalan érdekes
fiiggvénybeli tulajdonsagot ismerhettem meg. Ez a két matematikai agazat 6tvozete

motivélja a dolgozatomat.

1.2. Komplexesités

1.2.1. Alap definiciék

Ebben a fejezetben atvandorlunk a valos térrendszerbdl a komplexbe. Az utébbit
jobban szoktuk preferalni: elsGsorban ezen rendszer magaba foglalja a valost, igy
jobban tudunk altaldnositani, masodsorban az R test algebrailag nem zart (mig a

C test igen), ezért is szokott bonyolultabb lenni a valés eset bizonyitasa.

1. Definicié (A valds tér komplexesitése). Legyen R" a valos linearis tér. Az
R™ tér komplexesitése egy n-dimenziés komplex linearis tér, jele: “R”, amelyet a
kovetkezdképpen szerkesztiink meg:

A CR" tér pontjai a (€,n) parok, jeliik: £ + in, ahol £, € R™.



1. Bevezetés

2. Definici6é (Valoés linearis operator komplexesitése). Legyen A: R™ — R"
egy linearis operator. Az A operator komplexesitése egy C-linearis operator: CA:

CR™ — R", amelyet a kovetkezd Osszefiiggés definial: CA(E + in) = AE +iAn.

Emlékeztetd. A komplex operator exponense, determinansa és nyoma a valos esettel
megegyezben definialhatd. A tulajdonsagok is megegyeznek, azzal a kivétellel, hogy a
komplex determinans nem adja vissza a sorok vagy oszlopok vektorai altal kifeszitett

politop térfogatat: azaz nem funkcional térfogattorzitasi tényezdéként.

3. Definicié (Komplex értékii gérbe derivaltja). Legyen p: [ — C" a valos t
tengely egy I intervallumanak leképezése a komplex C" linearis térbe. Egy ilyen u

leképezést gorbének neveziink és a ty € I pontban vett derivaltjat igy definialjuk:

il pito +h) — plto)

dt =ty 0

A derivaltvektor a C™ térben fekszik.

1. Tétel. Legyen A : C" — C" egy C-linedris operdtor. Ekkor ¥Vt € R-re létezik eqy

C" — C™ C-linedris operdtor, amely az et derivdltja:

d

%eAt — AeAt
2. Tétel (Cauchy-Riemann-egyenletek). Legyen f(x + yi) = u(x,y) + iv(z,y),
ahol az u €s v fiigguények valos értékiek €s valtozopuak. Teqyiik fel, hogy f parcidlis
derivdltjai folytonosak. Ekkor az f akkor és csak akkor differencidlhatd az (a,b)

pontban, ha

du dv du dv
%(a7b) - d_y(avb)7 d_y(a7b> - _%(aab)



1. Bevezetés

1.2.2. Komplex fazistér

4. Definicié6 (Komplex differencidlegyenlet rendszer). Legyen A : C* — C"
egy C-lineéris operédtor. C" fazisterd alland6 komplex egyiitthatoja, elsérendi, ho-

mogén lineéris differencidlegyenlet rendszernek nevezziik a

2=Az2€C

egyenletet.
Ezen egyenlet u(ty) = zo, to € R, zp € C kezdeti feltétel melletti p megoldasanak

nevezziik a valos t tengely I intervallumanak a C"-be valo p: I — C" leképezését, ha

1. barmely t € I —re: %1 = Ap(0),

t=0
2. to el és /,L(to) = 20
5. Definici6o. Legyen A : R” — R” egy lineéris operator, amely a linearis

T = Ax r € R" (1.1)
egyenletet adja meg. Ezen egyenlet komplexesitése:

i =CAz zeC" = ‘R" (1.2)

3. Lemma. Az = ¢(t) fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa a komplexesitett
(1.2) egyenletnek, ha valos és képzetes részei kielégitik az eredeti (1.1) egyenletet.

Azaz,
CA(x +iy) = Az +iAy,

ezért a (1.1) egyenlet komplexesitése:

{%::Ax (1.3)

y = Ay,

ahol x, y € R™.



1. Bevezetés

1.3. Autoném rendszerek

6. Definicié (Autoném rendszer). Legyen f : R" — R" Gsszefiiggs nyilt halma-
zon értelmezett fliggvény, az @ = f(x(t)) egyenletet n > 1 esetén autonom rend-

szernek vagy wvektorértékd autonom differencidlegyenletnek nevezziik.

Megjegyzés. Amennyiben az f fliggvény teljesiti a lokalis Lipschitz-feltételt (A), ak-

kor létezik egyértelmi megoldés.

7. Definici6 (Faziskép, fazistér). Az i(t) = f(z(t)) n-dimenzi6s autoném rend-

szer fdzisképének nevezzitk a D(f) C R™ halmazt, benne a palyakkal és azokon a

haladés irdnyéval.

A D(f) halmaz neve fdzistér, amit n = 1 esetén fdzisegyenesnek, n = 2 esetén pedig

fazisstknak mondunk. Ezekre példat az 1.1-es, illetve az n = 2 esetre a 2.1-es abrak

mutatnak.
W
X
P2 P1 P3 = =
[ 4
<+ 3 —» . <+ . —» >
(a) Fazisegyenes (b) Fazistér

1.1. 4bra. Fazistér 1 és 3 dimenzids esete

8. Definici6 (Dinamikai rendszer). Legyen M C R" Gsszefiiggs nyilt halmaz. A
iR x M — M folytonos fiiggvényt dinamikai rendszernek nevezziik, ha Vt,s € R

és p € M esetén

1(0,p) =p, plt+s,p) = plt, u(s,p)) (1.4)



2. fejezet

Stacionarius pontok

2.1. Stacionarius pontok

9. Definici6é (Stacionarius pont). A p: R x M — dinamikai rendszer egyensilyi

pontja p € M, ha u(t,p) = p, Vt € R esetén.

10. Definicié (Stacionarius megoldés). Legyen f : R"™ — R" fiiggvény és
@(t) = f(x(t)) autoném rendszer.
Ha a p € D(f) konstansfiiggvény megoldas, akkor ezt az autoném rendszer staci-

ondrius megolddasénak nevezzik, a p € R pontot pedig a rendszer egyensily: vagy

stactondrius pontjanak.

Megjegyzés. Az f: R" — R" fliggvény és @(t) = f(x(t)) autoném rendszernek akkor
és csak akkor egyensilyi pontja p, ha f(p) = Ogn.

2.1.1. Stacionarius pontok tipusai kétdimenzidés autoném
rendszerben

x
11. Definicié. Legyen p = b € R2, akkor az megoldas a p kdzéppontu

D2 )
polarkoordinatarendszerben

{w(t) = p1 + r(t)cosy(t)

y(t) = pa + r(t)siny(t),

ahol r és ~ folytonos fliggvények és r > 0.



2. Stacionéarius pontok

L 4
™ /' d 4
. <
& 4 e
W N\ v »
¥
h 2
(a) Nyeregpont (b) Fokusz (c) Centrum

2.1. abra. Stacionarius pontok néhany tipusa

12. Definicié (Nyeregpont). A kétdimenzids autoném rendszer p egyensulyi pont-

jat nyeregpontnak nevezziik, ha létezik olyan kérnyezete, ahol

(i) pontosan két palyara igaz, hogy

i (1)) =

(ii) pontosan két palyara igaz, hogy

lim v

t——oo \ Y(t

(iii) az Osszes tobbi palya t — oo és t — —oo esetén is elhagyja az emlitett kor-
nyezetet az egyensulyi pont egy ponta palyaja kivételével.

A nyeregpontot a 2.1a abra szemlélteti.

13. Definicié (Stabil fokusz). A kétdimenzios autonom rendszer p egyensiulyi
pontjat stabil fokusznak nevezziik, ha létezik olyan kornyezete, amelyiknek barmely
pontjara illeszkedé palyan a megoldés p kozéppontu polarkoordinataira teljesiil, hogy
lim 7(t) = 0, lim |y(¢)| = o0
t—o0 t—o0
Megjeqyzés. Azaz a t paramétert pont valamelyik irdnyaba végtelen sokszor koriil-
jarja a p egyensilyi pontot.

A 2.1b-n lathato fokusz példaul ilyen tipust.



2. Stacionéarius pontok

14. Definici6é (Instabil fokusz). A kétdimenzids autoném rendszer p egyensilyi
pontjat instabil fokusznak nevezziik, ha létezik olyan kornyezete, amelyiknek bar-
mely pontjara illeszkedd palyan a megoldas p kdzépponti polarkoordinétaira teljesiil,
hogy

lim r(t) = O,tgr_noo |v(t)| = oc.

t——o00

A 2.1b abran az iranyitast megforditva kapnank instabil fokuszt.

15. Definicié (Centrum). A kétdimenziés autonoém rendszer p egyensulyi pontjat
centrumnak nevezziik, ha létezik olyan kérnyezete, amelyikben minden pont pélyaja
periodikus p egyponti palyajanak kivételével, és ezen koncentrikus korok belsejében

helyezkedik el p. Centrum tipust egyensilyi helyzetre példat a 2.1¢ abra mutat.

<
A
4

(a) Stabil csomo (b) Instabil csomo

A J

2.2. dbra. Nem elfajult csomok tipusai

16. Definicié (Stabil csomod). A kétdimenzios autoném rendszer p egyensilyi
pontjat stabil csomonak nevezziik, ha létezik olyan kornyezete, amelyiknek barmely
pontjara illeszkedd palyan a megoldas p kbzéppontu polarkoordinatéira fennall, hogy

lim r(t) = 0, lim |y(¢)| < oo
t—»00

t—o0
Stabil csomora a 2.2a dbra ad példat.

17. Definicié (Instabil csomd). A kétdimenziés autonéom rendszer p egyensilyi
pontjat instabil csomonak nevezziik, ha létezik olyan kornyezete, amelyiknek bar-

mely pontjéra illeszkeds palyan a megoldas p kozéppontt polarkoordinataira fennall,
hogy
lim r(t) = O,tlim |v(t)| < oc.
——0c0

t——o0

10



2. Stacionéarius pontok

Instabil csomét lathatunk a 2.2b abran.

2.2. Stacionarius pontok osztalyozasa

Az autonom differencidlegyenlet rendszerek egyensulyi pontjait sokféle médon
csoportosithatjuk, ez esetben: stabilitas és elfajultsag szerint fogjuk.

Legyen az aldbbi egyenletiink:

= f(z) ,x € HCR, (2.1)

ahol f a H tartomanyon megadott legalabb kétszer differencialhaté vektormezd.
Tovabbé feltessziik, hogy a 2.1 egyenletnek létezik stacionarius pontja, amit a rend-
szerrel egyiitt az origoba tolunk, tehat f(0) = 0.

A u(ty) = 0 kezdeti feltételhez az = 0 megoldas tartozik.

2.2.1. Ljapunov-stabilitas

Stabilitas vizsgalatakor arra vagyunk kivancsiak, hogy a kozeli kezdeti feltételek-
hez tartozé megoldésok hogyan viselkednek az id6 el6rehaladtaval: kozel maradnak

a stacionérius ponthoz, talan kozelitenek hozza vagy eltavolodnak téle?

,¢’_-."~
/\‘
5
N /& 5

A Y

oM ,/

‘—--~

-~

(a) Stabil (b) Aszimptotikusan stabil (c) Instabil

2.3. abra. Egyensilyi helyzetek stabilitdsanak esetei

11




2. Stacionéarius pontok

18. Definici6 (Ljapunov-stabilitas). Az (2.1) egyenlet x = 0 helyzetét Ljapunov-

stabilnak nevezziik, ha Ve > 0-hoz 30 > 0,amire fennall, hogy:

ha ||zol] <d = ||u(t)]] <€Vt > O-ra, (2.2)

ami a 2.1 egyenlet u(0) = o kezdeti érték melletti megoldasra &ll fenn.

Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy az imént targyalt 0 paraméteriink csak e-tol

flige és t-t6l fiiggetlen.

19. Definicié (Aszimptotikus stabilitas). A (2.1.) egyenlet x = 0 stacionérius

pontjat aszimptotikusan Ljapunov-stabilnak nevezziik, ha
e 1) Ljapunov-stabil, és
2) li =
e 2) lim pu(t) =0,

Vi megoldasra, amelynek 1(0) kezdeti feltétele a nulla elegendGen kicsi kérnyezetébe

tartozik.

20. Definicié (Aszimptotikus stabilitas). Az origo egyensilyi helyzet exponenci-

dlisan Ljapunov-stabil az (2.1.) egyenletrendszerben, ha 36, v, 5 pozitiv konstansok,

hogy:
ha |2(0)| <6 = Ja@®)] < allz(O)] e V> 0-ra

Tovabbé, ha egy egyensiilyi helyzet
exponencialisan stabil = aszimptotikusan stabil = stabil.
Megjegyzés. Egybdl lathatjuk, hogy mivel tlim aePt=0= tlim z(t) =0
—00 —00

21. Definici6 (Instabilitas). Az origd egyensulyi helyzet instabil az & = f(x)

rendszerben, ha nem stabil. Azaz, ha e > 0, amihez nem létezik 6 > 0, hogy:

ha ||zo|| <6 = ||u(t)]] <€ V¥t > O-ra,
azaz hidba ||zg|| < § egy to id6pont utan ||u(t)|| > €, Vt > to-ra.

Példak stabilitas vizsgalatra

Vizsgaljuk meg a kovetkezd rendszerek stacionérius pontjainak stabilitésat.

12



2. Stacionéarius pontok

.=z
Az egyenletiink megoldasa az x(t) = Ce' gorbe, ahol C' € R.

A rendszer egyensiilyi helyzete pedig az + = 0 pontban van.

+o0o,haC >0
lim Ce' =< 0, haC =0
t—o0

—oo,haC <0

Mivel ez egy korlatlan fiiggvény, igy nem tudunk semmilyen e-hoz a

Ljapunov-stabilitashoz megfelels -t talalni (kivéve, ha C' = 0).
nem létezik ¢, amire: ha ||zy]| < § = ||Ce'|| <e.

Tehat az x = 0 stacionarius pont instabil.

1.Példa: instabil stacionarius pont

200
c paraméterek

c=-2.0

1501 —— c=-16
— c=-12
— c=-0.8
— c=-04
— ¢c=0.0

c=04
— c=0.8

c=12 |
— c=16
— c=2.0

100 +

50

x(t)

—100

—150

—200

2.4. abra. 1. Példa

13



2. Stacionéarius pontok

1:1 = T2
iﬁg = —I

Ezen egyenletrendszer megoldasgorbéje az

o(t) = (;m(t)) _ ( Cicos(t) + Casin(t) ) |

xo(t) —Cysin(t) + Caycos(t)

ahol Cl, Cy € R.

A rendszer egyetlen egyenstlyi pontja az origd.

2.Példa: Stabil stacionarius pont

C paraméterek
-24+—— C1=0.5,C2=05
— Cl=1,C2=1
— C1=15,C2=15
] ——cCcl1=2,C=2
— C1=25,C2=25

2.5. 4bra. 2. Példa

Lathatjuk, hogy a megoldasok kor alakot irnak le, azaz egy xy kezdeti érték

mellett a megoldasok € = ||zg|| = J sugaron beliil maradnak, de nem kozelite-

(Cl) ’: \JAE+E <o
Co

Ja(oll = lloll = | (20 | -

c18in(t) + cocos(t

nek az egyensiilyi helyzethez.

120 = [l = H( c1c08(0) + c25in(0) )H _ ‘

c151n(0) + cocos(0)

= V/(c1cos(t) + ca5in(t))? + (—cysin(t) + cacos(t))? =

= \/c%(sinz(t) + cos?(t)) + c3(sin?(t) + cos?(t)) = \/cf +i<e=4

Tehat az origd stabil, de nem aszimptotikusan stabil stacionarius pont és ezt

a tipusi egyensilyi helyzetet centrumnak hivjuk.

14



2. Stacionéarius pontok

33:1 =T
1:2 = —X2

A megoldasgorbénk az

- l’l(t) . C’let
Z’(t) o (l’g(t)) o (Cget ’
ahol C,Cy € R.
Az egyensiilyi helyzetiink ebben a rendszerben is az origd. A trajektoriak un.

kézeledve tdvolodo viselkedést mutatnak az origd iranyaba haladva. Egyediil

akkor maradunk az egyenstlyi helyzetiink kozelébe, ha C; = 0,y # 0.

(ZESD H = /(c1€%)2 + (c2e0)2)2 = m <5

le(O)] = v/(e2e!)? + (cze™)2)2,

12()] = lzo]) = ‘

hac, =0= /Ge 2 =cre?—0, hat— oo.

Azaz barmilyen kozeli z¢ kezdeti értéket véve, a gorbénk barmekkora e
sugartu kornyezetbdl kilép. Tehat az origd instabil egyensulyi pont, ez esetben

épp nyeregpont.

3.Példa: instabil stacionérius pont

C paraméterek
— C1=0.1,C2=0.1
— Cl=1,C2=1
— Cl=1C=2
— Cl=1,C=3
—— Cl=2,C2=2
Cl=2,C=3

X2

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

2.6. 4bra. 3. Példa

15



2. Stacionéarius pontok

2.2.2. Elfajultsag - csomoék esetén

Legyen a korabban definialt #(tf) = f(x(t)) 2-dimenziés autoném rendszer,
ahol f : R® — R? fiiggvény. Legyen A € R*** az a matrix, amire f(z(t)) =
Ax(t) Vz(t) € R% Ezen A matrix valos sajatértékei legyenek A, Ao, valamint az A
matrix rendelkezzen az R2-beli sajatvektoraibol allo bazissal.

(LER = Lineéaris egyenletrendszer)

Ekkor, ha A-nak kétszeres sajatértéke A\ # 0 és ezen sajatértékhez tartozd saj-
ataltér egy dimenzios, akkor a kovetkezbket allithatjuk:

1) Ha A < 0: A LER orig6 stacionéarius pontjat stabil elfajult csoménak nevezziik.
2) Ha A > 0: A LER orig6 stacionarius pontjat instabil elfajult csomonak nevezzik.

Ezen esetekben altalanos alakban
Al
a=[o )|

Az A maéatrix nem diagonalizalhato6, igy sajatvektorokbol allo bazisa nincs.

16



3. fejezet
Ljapunov-fiiggvény

A differencidlegyenlet rendszerek egyenstulyi helyzeteinek stabilitasi kérdéskoré-
ben nagy szerepet jatszik az un. Ljapunov-fiigguény, ami Aleksandr Mikhailovich
Lyapunov orosz matematikus, mechanikus és fizikus utan kapta nevét. Ljapunov ki-
emelkedd kutatési eredményei mellett szoros kapcsolatban allt Andrey Andreyevich

Markov matematikussal a Markov-lancok atyjaval.

22. Definici6 (Ljapunov-fiiggvény). Legyen

i = f(x)
f:R" R

autonom rendszer x = 0 egyensilyi ponttal.

Az r(x) : R™ — R skalarfiiggvény Ljapunov-figgvény, ha
o kétszeresen folytonosan differencialhato,
e szigoriian pozitiv, ha x # 0,

e folytonos a 0-ban és r(0) = 0.
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3. Ljapunov-fiiggvény

4. Tétel (Ljapunov-stabilitas [7]). Legyen

&= f(z)
f:R*"—=R"

autonom rendszer x = 0 egyensilyi ponttal.
Ha létezik r(z) : R" — R Ljapunov-figguény, akkor a kévetkezdk dllnak fenn, ha
r(0)=0,r(x) >0, hax #0

e Ha Zr(x) <0 akkor az origd stabil egyensiilyi helyzet

e Ha %r(x) < 0 akkor az origo aszimptotikusan stabil egyensilyi helyzet

e Ha %r(m) <0 és %r(a:) = 0 egyediil akkor, ha x = 0, akkor az origé aszimp-

totikusan stabil eqyensilyi helyzet.

Megjegyzés. Az utols6 esetben az allitds megforditéasa is igaz.

5. Tétel. Ha 2'(t) = f(z(t)),z(0) = xo # 0 és A = Jy(x) Jacobi matrix sajdtérté-
keire Re(\) < 0, akkor létezik r(x) kvadratikus alak, ami Ljapunov-fiigguény és ezért

az origo stabil eqyensily: helyzet.

A kovetkezd fejezetben a linearis esetre konstrualunk.

3.1. Ljapunov-fiiggvény linearis rendszerre

Tetsz6leges n € N esetén legyen A : R" — R" lineéris leképezés, melynek a

kovetkezSképpen definialjuk a karakterisztikus polinomjat:

charpol := p(\) = det(A — I\)

valés egyiitthatos, pontosan n-edfokt polinom. Tehéat

k
n—y

pN) =T —ay) T 0 =2 =),

j=1 j=k+1

ahol a; € R, A\j = o + Bi, a5 > O,Xj pedig a \; sajatérték komplex konjugaltja.

A -k nem feltétleniil mind kiilonbozéek.
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3. Ljapunov-fiiggvény

[lusztraljuk ezt n = 2 esetben, ekkor a karakterisztikus polinom p(\) =
o (A — )\ — ay)(R esetben)
e A= 2)A=X) =22 =X — MA+ M = A2 — 209 A + [\ ]” (C esetben)
Példanak vegyiik a kovetkezd matrixot:
= 2)
Karakterisztikus polinomja: (1 — A)(2 — \), tehat a sajatértékei: Ay = 1, Ay = 2.

6. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A linedris transzformdcio sajdtértékeinek valds része

pozitiv. Ekkor létezik B(x,y) pozitiv definit bilinedris forma, hogy

B(Az,z) > 0,

ha x # 0.

Vagyis az A : R — R” egy olyan linearis operator, amelynek minden sajatérté-
kének valos része pozitiv. Ekkor létezik egy R™-ben egy olyan euklideszi struktira,
amelyben az Az vektor minden z # 0 pontban hegyes szoget zar be az x vektorral.

Tehat, létezik egy R™ dimenzios 0 kozépponti ellipszoid, amelynek minden z

pontjaban az Ax vektor kifelé mutat.

3.1. dbra. Ljapunov-fiiggvény nivofeliilete
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3. Ljapunov-fiiggvény

Egy fontos kovetkezmény, hogy ilyenkor az r(x) = B(z,x) olyan pozitiv definit
kvadratikus alak R"-ben, amelynek az Ax vektormezé iranymenti derivaltja pozitiv.

Ez lesz majd a Ljapunov-fiiggvényiink, amint a kdvetkezd tétel mutatja.
7. Tétel. Tegyiik fel, hogy az iménti 4. Tétel feltételei teljestilnek, ekkor az

T =—Ax

linearis differencidlegyenlet rendszer aszimptotikusan stabil az origoban.

Bizonyitds. A 6. Tétel szerint tudjuk, hogy létezik egy B(x,y) pozitiv definit biline-
aris forma, hogy B(Az,z) > 0. Azt allitjuk, hogy az r(x) = B(x,x) egy Ljapunov-

fiiggvény. Belatjuk, hogy
D, >0, ha z # 0.

c s

Legyen ¢(t) = f(z + tv). Az f fliggvény v irdnyu derivéltja
(Do f)(z) = g'(0)

Megjegyzés. Egy fontos tétel szerint D, f(z) = (grad(f), v).
Magabol a definiciobol D 4,7 (x)=g'(0), ahol

g(t) = r(x+tAx) dof. grorint B(z+tAz, x+tAx) bilinghis £ B(z,7)+2tB(z, Av)+t*B(Az, Az)

Majd t = 0-ban derivalva ¢ szerint:

épp a fentiek miatt.
Végezetiil vegyiik észre, hogy a tobbvaltozos fliggvényekre vonatkozo lancszabaly

szerint

i?"(fv(t)) = (grad(r)(z(t)), &(t)) = (—grad(r)(z(t)), Az(t)) =

dt
— Dao(r)(x(t)) = =B(Az(t),z(t)) < 0.
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3. Ljapunov-fiiggvény

A 6. Tétel bizonyitasa

Miel6tt ratériink a 6. Tétel bizonyitésra, vegyiik észre, hogy ha A diagonalis
akkor létezik ey, ..., e, bazisa R"-nek az A sajatvektoraibol &llo bazis.

Legyen B : R" x R" — R fiiggvény,

z,y) = Zﬂijj,
j=1

ahol z = ijej, y = Zyjej
j=1 j=1

Specialisan r(z) = B(z, x), ekkor

B(Az, z) ZZak]x]xk,

ahol (A)g; = axj, (2); = xj, (k,j € ZT)
Ezen formula diagonalis matrixok esetén igen leegyszertisodik. Ehhez definialjuk a

Kronecker-delta szimboélumot.

23. Definicio.
1 haj=k

Kronecker-delta: j;; = { 0 haj £k

= azaz epe; = O,

n n n

2

B(Az, x) E E QkjTRCET € = E E 5kjaijkszg KTy,
k=1

k=1 j=1 k=1 j=1

Mivel A diagonélis és sajatértékeinek valos része pozitiv, amik épp a diagonal elemek

(arr, > 0, Yk € Z) és igy B(Az,x) > 0.

Az altalanos esetet tobb lépésben bizonyitjuk, valamint sziikségiink lesz komplex

szamokra és Jordan normaélalakra is.

21



3. Ljapunov-fiiggvény

3.2.1. Valés sajatértékii és sajatbazissal rendelkezd A matrix

esete

Legyenek vy, ..., v, € R" az A sajatvektorai, amikre

AUj = )\j’Uj, (31)

ahol \; € R és \; > 0, Vj. Ekkor Vo € R" vektorra egyértelmien létezik
(t1(x), ..., ty(z)), hogy :
x = Z t;(z)vy, (3.2)
j=1

mert a v; vektorok bazist alkotnak.

8. Tétel. A fenti jeldlést haszndlva legyen

B(z,y) = > _ti(x)t;(y).
j=1
Ekkor B pozitiv definit és
B(Az,x) >0
kivéve, ha x = 0.

Bizonyitds. Mivel B(x,z) = ", t3(x) > 0 a B(z,y) bilinearis forma nyilvinvaloan

pozitiv definit.
Vegyiik észre, hogy

n

AZL’ = Aztj<5(7>?]j = th(I)AUj = Z )\jtj(x)vj.
j=1 j=1

7j=1
Az elgallitas egyértelmiisége miatt

tj(Az) = Njt;(x).

Ezért x # 0 esetén

B(Az,z) = Z (Njtj(2)t;(x) = ZAjt§(a¢) > 0.
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3. Ljapunov-fiiggvény

3.2.2. A komplex eset n = 2-re.

Tegyiik fel, hogy A egy 2 x 2-es val6s matrix, aminek a sajatértékei nem valdsak.
Mint az el6z6 fejezetben lathattuk, komplexesités utan tekinthetjiik gy, mint egy

C? — C? linearis operator. Itt tehat létezik A-nak egy v € C? sajatvektora.

9. Lemma. Legyen a fenti feltételek mentén Av = v, Im()\) # 0. Ekkor
(Re(v), Im(v)) bazist alkotnak, amiben

T
A= 4 alaku.
Yy x

Bizonyitds. A v € C? és v € C? lineérisan fiiggetlen vektorok, mivel A = A és igy
AT = AT = Av = \v = \D.

A feltevés szerint X # . Ezért a v és 7 kiilonboz sajatértékhez tartozo sajatvektorok
linearisan fiiggetlenek és ily médon bazist alkotnak C2-ben.

Azt akarjuk belatni, hogy v; = Re(v), vy = I'm(v) bazist alkotnak.

Legyen x = civ + v, x € R és ¢y, € C.

Mivel x a valds térben fekszik, ezért

T =T = CU] + Cavs.

A v, 7 lineéris fiiggetlensége miatt ¢; = 3, co = €.

Végezetiil legyen ¢y = a + bi,co = a — I, és v = vy + v, U = v; — 1vy. Ekkor

r =10 + 0 = (a + bi)(vy + ivg) + (a — bi)(vy — ivy)

= avy + aivy + bivy — bvg + avy — aive — bivy — bvg = 2(avy — bvy).

Tehat az x vektor valoban elGéllt a vy és vy linedris kombinéacidjaként, azaz tényleg
bézist alkotnak C2-ben.
Most bizonyitsuk be, hogy a matrixunk valoban olyan alakt, amilyennek megadtuk.

Legyen a v € C? az A egy sajatvektora, azaz

Av = Av, ahol A=z +iy € C.
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3. Ljapunov-fiiggvény

A feltevés szerint > 0, y # 0. Vizsgaljuk meg az az A leképezés a v; = Re(v)

és vy = I'm(v) vektorokat mibe képzi.

A(vy +ivg) = (z +iy) (v + ivg) = (zv1 — yug) + i(yvy + zvy).

Tehat

Avy = 201 — Yvg

Avy = yvy + x0s.

O

T
Megjegyzés. Legyen az A matrix Y alaki. Ha a r = /22 4 4?2, akkor a
y

. : 3 cos(f)  sin(0)
A = r(cos(8) + isin(f)), valamilyen 6 szogre. Ezért az A =r
—sin(f) cos(0)

Azaz az A maéatrix, mint linearis transzformacio r-szeresre vald nyujtas és 6 szoggel
valo forgatas. Ekkor (Ax,x) : z — r(f-val elforgatott x,x) = r|z|* cos(h) > 0.

Valoban, a hosszok nemnegativak, cos(f) pedig azért nemnegativ, mert |0 < 7.

Mint megszokhattuk gyakran a komplex esetet konnyebb bizonyitani majd a

valos esetre lesziikiteni, mint egybdl a valos esetet.

Nézziink a fentiekre egy példat:
Legyen A : C* — C?

= (4)

Szamitsuk ki az A méatrix komplex sajatértékeit és sajatvektorait:

- sajatértékek:
(1-XA)?+1=0
(1-X)?*=-1
I1—A =i

AM=1-—1
A=1+1

- sajatvektorok: vy = w (A-hez tartozo), vo = u (As-hez tartozo)
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3. Ljapunov-fiiggvény

(1) () =0 2)

Rendezziik az egyenletet homogén alakra: (A — IA\)w =0
—i 1|0 | =1 —=¢j0| 0 00
-1 —i]0 -1 —i|0 -1 —2|0
= —Tyy, — Wy, = 04> Ty = =y,
L _iyw —i
w = = = “Yw | Yw €C
v (o) = (G = () fwec
2) Ay = 1 +i. A korabbiak alapjan u = w, tehat
Ty Y i
u = = = Yy | Yy € C
1= (o) = () = {0)w|mec)

24. Definicié. Definialjuk C?-en a skalarszorzéas miveletét: Legyen x,y € C2. Ekkor

léteznek z1, x5 € C, hogy x = x1w + xau, és y1,y2 € C, hogy y = y1w + you. Legyen

B(z,y) = 171 + 227s.

Folytassuk a példankat:

Azt szeretnénk belatni, hogy ha x € R", x # 0 akkor

B(z,z) >0 és B(Az,x) > 0.

Ez direkt szamolassal is adodik, de mi a fenti gondolatmenetet hasznaljuk. Legyen

v = Re(w) = Re (—1@> _ ((1))
vy = Im(w) = Im <—12> _ (é)

Vegyiik észre, hogy v = 3 (w4 W), va = 5. (w — W). Ezért

Blor,va) — %B(w W, w - ) = - (Blw, w) + B, w) — B(w,w) — B(W,)) = 0.

|
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3. Ljapunov-fiiggvény

Ez alapjan, ha z = (z1, x2) akkor
Loy, 9
B(z,z) = Z(xl + x3).

Emiatt B(Axz, ) = || Az||||z|| cos(), ahol § az x és Az vektorok altal bezart szog.
Végezetiil vegyiik észre, hogy a vy, v bazisban A egy v/2-szoros nytjtasbol, és egy

7 /4 szogd forgatasbol all, tehat || Az||||x|| cos(8) = \/§||:v||2\/L5 > 0.

3.2.3. Diagonalizdlhat6é matrix esete
Ezen alfejezetben az A maétrix sajatvektorai C"-ben vannak, nem feltétleniil a
valos térben. Ennek ellenére visszavezetjiik a korabban mar targyalt esetekre.

10. Lemma. Tegyik fel, hogy Vi,V, C R™ linearis altérek, amikre V; & V5 = R”,
azaz kiegészits alterek, valamint AV C Vi, AV, C Vs,
Tovabba tegyiik fel, hogy B; a Vi-en, By pedig a Vo-n értelmezett bilinearis formak,

amikre fennall, hogy

Bl(Al‘1,IL‘1) >0 Ve, eV és BQ(AI‘Q,ZL‘Q) >0 \V/[L'Q S ‘/2,1‘1 7§ 0, z9 7& 0.

Ha z,y € R" legyen
B(z,y) = Bi(z1,y1) + Ba(Xa, y2),

ahol x = @1 + T2,y = Y1 + Yo, T1, 41 € V1 T2, 42 € Va.
Az igy definidlt B bilinearis forma teljesiti a B(Az,x) > 0 feltételt.

Bizonyitds. Mivel V = V@ Vs, akkor Vo € R™ vektorra egyértelmten létezik 1 € V)
és x9 € Vi, amikre x = x1 + 5. Ezért B jol definialt.

Ha x # 0, akkor z; # 0 vagy xo # 0

e Ha z; # 0 = B(Ax,z) = Bi(Azy,21) + B(Axg, 23),amikre By(Axy,z1) > 0,
By(Axy, x9) > 0= B(Az,x) > 0.

e hasonléan, ha x5 # 0.
O

HaV =V1®Vo®--- @V, akkor Vo € R" vektorra egyértelmten létezik x, € Vi,
To € Vo, ..., x, € V) amikre x = 21 + 22 + -+ + g,

A fentihez hasonl6 modon kapjuk a kovetkezd allitast.
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3. Ljapunov-fiiggvény

10.1. Allitds. Tegyiik fel, hogy Vi, Vs, ..., Vi C R" lineéris altérek, amikre Vi @ Vs @&
- @V = R", AV; C V,, V5. Ha minden j-re adott egy B;, a V;-n értelmezett

pozitiv definit bilinearis forma, amikre fennéll, hogy

Bj(Al’j,l’j) >0 Vl'j S ‘/j,l’j #0

akkor a
k

B(z,y) = Y Bj(;,y;)

j=1

teljesiti a B(Ax,x) > 0 feltételt, ha x # 0.

A 6.Tétel bizonyitasa ebben az esetben a kovetkezé modon torténik:
AV = R" vektorteret felbontjuk a valds sajatvektorok éltal kifeszitett altér, és a
komplex sajatvektorok valds és képzetes részei altal kifeszitett alterek direkt Ossze-

gére. Az alabbi lemma szerint ez megtehetd.

11. Lemma. Legyen A € C" métrix, melynek sajatértéke a Ay # A\ € C, av;, 77 € C*
sajatvektorokkal.

Ekkor Re(vy), Im(vy) € R™ linearisan fiiggetlenek és a

Vi = {aRe(vy) + BIm(vy) | o, B € R}

altér A-invarians, AV, C V.
Bizonyitds. A bizonyitas a 9. lemma bizonyitasat koveti. Legyen A\; = x 4 yi. Ekkor
A(Re(vq) +ilm(vy)) = M Re(vy) + iIm(vq)) =

(x +iy)(Re(vy) + ilm(vy)) =
(xRe(v) —yIm(vy)) +i(yRe(v) + xIm(vy))

A bizonyitashoz sziikségiink lesz még egy észrevételre.
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12. Lemma. Legyen vy, vy ..., v, U, € C" ésvopy1,...,v, € R" az A sajatvektoraibol

allo bazisa C"-nek. Definidljuk a kovetkezd altereket:

Vi = (Re(vq), Im(vy))
Vo = (Re(vg), Im(vq))

Vi = (Re(vy), Im(vy))

Vi = <U2k+17 ]m(’Ul»

Ekkor R* =V @ Vo b ... & Vi B Viys.

Bizonyitds. Ha k = 0 az allitas trivialis. Egyébként k szerinti indukcioval az el6z8

lemma kovetkezménye. O]

A 6. Tétel bizonyitdsa a diagonalizdlhato mdtrizokra. Vegyiik a 12. Lemmaban sze-
repl6 felbontast. Az el6z6 két alfejezet szerint minden V; direkt dsszeadandén van
olyan B; bilineéris forma, ami teljesiti a B;j(Ax;,z;) > 0 feltételt. A 10.1. Allitas

szerint ezek Osszege a tételben megkivant bilinearis forma lesz. O]

3.2.4. Sajatbazissal nem rendelkezé A matrix esete: altalanos

eset
Az egyetlen eset, amit eddig a bizonyitasunk nem fedett le az, amikor az A matrix
nem diagonalizalhatd. Célunk olyan alakra hozni, ami szétbonthat6 egy diagonalis

és egy nem diagonalis, de igéretes alakra. Ehhez sziikséges definialnunk a Jordan-féle

normélalakot.

25. Definicié (Jordan-blokk). Az (m x m)-es A\-hoz tartozo Jordan-blokk:

A0 0 0 00
1 X0 0 00
0 1 A 0 0 0
Dm =M+ Jpm= |1 1 SR I
000 --- X000
o 00 --- 1 0
000 -+ 0 1 X

azaz jpr = A, Jk+1k+1 = 1, minden mashol 0. Tovabba J,,, matrixban a f6atlo alatti

atlobeli elemek 1-ek, azon kiviil 0-k. Tovabba I,,, az m x m-es identitasmatrix.
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26. Definicié (Jordan-féle normélalak). Az M € C™™ matrix Jordan alaki, ha a

diagonalisban Jordan blokkok szerepelnek és a tobbi eleme 0.

13. Tétel (Jordan-féle normalforma). Minden M € C™*" mdtriz egy megfeleld bd-

zisban Jordan-alakra hozhato.

Megjegyzés. Ez esetleg tobbféleképpen is lehetséges, a kapott Jordan-féle normaéalalak
azonban egyértelmi és csak a blokkok sorrendje valtozhat. Azaz minden A és m
esetén egyértelmiien meghatéarozott (nem fiigg a valasztott 0j bazistol) az, hogy a

kapott Jordan-alakd matrixban hany darab J) ,,, blokk szerepel.

Csak a valos sajatértékek esetére mutatjuk meg, a komplex eset a jelolést leszamitva
hasonléan bizonyithato.

Els6 lépésben hasznaljuk, hogy a vektorteriink szétbonthatd olyan alterekre,
amin csak egy sajatérték van. Itt megfelel6 bazisban a matrixunk Jordan blokkokbol

all. Ezek kezelésére kell a kovetkezd lemma.

14. Lemma. Legyen J) ,,, Jordan blokk és € > 0,

1 A
€ € €A
E = € EJy,, = e 2\

I en—l_ I En_1>\_

_1 - B -
e ! € A

E™ = e = ElnE =] €A
) . _
EfnJrl )\

ahol F diagonalis, A = EJ,,E~" pedig alséharomszog matrix, ahol az atlo alatti

elemek abszolutértéke kisebb, mint e.

15. Lemma. Tegyiik fel, hogy A = D + €J,, Jordan norméalalakban van, ahol D

diagonalis. Ha B(x,y) olyan pozitiv definit bilinearis forma, amire

B(Dx,x) > 0. (3.3)
Ekkor amennyiben e elég kicsi akkor D 4,r% > 0, ha z # 0
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Bizonyitds. Legyen a szokasos B bilineéris pozitiv definit kvadratikus forméank, ami-
re tehat B(Dx,x) > 0, ahol D diagonalis matrix, pozitiv valos sajatértékekkel. Azt
szeretnénk belatni, hogy elegendden kicsi e-ra B((D + eJ)x, z) > 0, azaz, hogy nem
diagonalizalhaté matrixokra is taldlunk megfelel§ ilyen bilinearis formulét.

Irjuk fel a vizsgalando kvadratikus alakot:

r(z) = B((D +eJ)z,x) > 0) ""E"" B(Dx,z) + eB(Jz,x) > 0,

ha € elég kicsi.

A kvadratikus alak konstansszoros inputra a kovetkezGképp reagal: Legyen ¢ valos

konstans, ekkor r(cx) = B(cx,cx) = ?B(x,z) = ?r(x). Ezért az allitast elegend

belatnunk arra az esetre, ha ||z|| = 1.

Legyen S" ' = {z € R" | |lz|| = 1}. Mivel ez kompakt halmaz és a B(Jx,z)
fiiggvény folytonos

IM eR: B(Jz,z) <M VreS"

Hasonloképpen a B(Dw, z) fiiggvény folytonos, ezért létezik minimuma az S™!

kompakt halmazon, amit nevezziink m-nek.

Mivel m minimum, ezért Jxg, ahol |zof = 1, amire B(Dxo,z9) = m. A (3.3)

feltétel miatt m > 0 ezért, ha

|z|| = 1, akkor B(Dx,x) > m és ||B(Jx,x)|| < M

Tehat
B((D + eJ)z,z) = B(Dzx,x) + eB(Jx,x) > m — €M,

ahol az els6 tagot alulrél, a mésodikat pedig feliilrél becsiiltiik.

Azaz, megfelel pl. € := 537 valasztasra:

B((D +eJ)x,z) >m/2 > 0.
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3.2.5. A Ljapunov-fiiggvény megszerkesztése a gyakorlatban

Vizsgéaljuk meg a Ljapunov-fliggvényt programozo6i szemmel, azaz vezessiik be
ugy, hogy szamitégépen implementalhato formulat kapjunk.
Elgszor tegyiik fel, hogy az A matrix n x n-es, diagonalizalhaté és sajatértékei
valosak, ebbdl kovetkezik, hogy létezik a vy, v, ..., v, (0szlop)sajatvektorokbol allo

V bézisa: | |

V=1lvy - v,
| |

Valamint legyen A diagonalizaltja:

Lassuk be, hogy AV = VD:

| | | | | |
AV =A vy -+ wv,| = |Avy --- Av, sv._tul- AU o A\ | =VD

Eppen a sajatvektor tulajdonsaga és a matrixszorzas szabalya miatt.

Majd vizsgaljuk meg, hogy igazabo6l mit is jelent az, hogy:

x1 n
< Rn = Z t]U_]
Tn Jj=1
Tudjuk, hogy
tl T
Vv =| :
tn Ty,
Ha adott egy

]
I
<
—~
8
~—
I
g
~
LN
I
~—
~
—
~
3
SN—
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3. Ljapunov-fiiggvény

Ebbdl pedig megkapjuk r(z)-et

r(z) = ("W (Wx) = 2T (WTW)z

Tehat megkaptuk a még fentebb definialt B fliggvényiinket:

B(z,y) = ("WT)(Wy)

Végiil ellendrizziik le, hogy valéban teljesiil erre, hogy
B(z,Az) >0 Vz, x#0
azaz, hogy (r'WT)(WAz) >0 VY, z#0
Vegyiik észre, hogy mivel
AV =VD <= ATTAV =A"'VD +—
V=A"VD < VD '=AT'VDD' <= VD ' =47V
Vegyiik mindkét oldal inverzét

DV '=V1A & DW=WA

Amibsl

(@"WT)D(Wz) =Y M\t? >0,

j=1

mivel A sajatértékei mind pozitiv (valosak) voltak ezért az egész szumma is az.
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3. Ljapunov-fiiggvény

Vegyiink erre egy 3 dimenzi6s példat

Legyen
7T =2 4
A=10 5 0
-2 2 16
- sajatértékei: \y =5,y =8, A3 =15
1 4 1
- sajatvektorai: vy = [ 1|, wv=10|, v3=10
0 1 2

Ellenérizziik le, hogy B(Axz,x) > 0, ha x # 0, azaz, hogy (z"W1)D(Wz) > 0

50 0 141 L
D=10 8 0 V=100 W=-12 -2 -1
00 15 01 2 -1 1 4

Az atlathatosag kedvéért vegyiik a W matrix 7-szeresét, ez a pozitiv konstansszorzo
ugysem valtoztat a kvadratikus alak definitségén.

T
Legyenx = | 25 | — T2TWT = ((%@) (2x1 — 29 — x3) (—m1 + 22+ 41:3))

xs3

7($TWT)D = <5(%[I)2) 8(2£L‘1 — 2[[)2 — ZL‘3) 15(—1’1 + Zo + 4ZL'3))

1
7

Wax = 201 — 219 — x3

T2

—X + 2o + 4513'3

= 49(x"WT)D(Wx) = 49(5(3x2)* + 8(21 — 225 — 23)? + 15(—x1 + 22 + 423)%) > 0
,;mivel minden tag négyzetes és a konstans szorzo pozitiv, ezen kiviil B(Az,z) =0
akkor és csak akkor, ha x = 0.

Ekkor r(z) = B(z,z) = (zTWT)(TW=z) =

= 49((F22)? + (231 — 223 — w3)* + (—x1 + 22+ 413)?) > 0, azaz talaltunk egy pozitiv
definit Ljapunov-fliggvényt.

A kovetkezd fejezetben arra kapunk vélaszt, hogy hogyan tudjuk az eddigieket a valo

életben alkalmazni.
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4. fejezet

Egyenstlyi helyzetek alkalmazasa a

valo életben

4.1. Valbésag lemodellezése

Az emberiség torténelmét végig kisérte a valosag lemodellezésének kisérletei és a
modellekbdl szarmazo prediktalasok a jovére vonatkozoéan. Szamos jelenséget igyek-
sziink a matematika szabalyainak kordajaban tartva megjosolni a milt megvizsga-
lasaval és az ezen adatokbodl felépitett modellek vizsgalataval. Az ezekbdl szarmazo
predikciok az emberi életet és a hozza tartozé dontések meghozatalat kivanjak meg-
konnyiteni. Napjainkban ezen struktirak alkalmazési teriileti a meteorolégiai elére-
jelzésektol a jarvanyterjedési vizsgalatokon at a tézsdei valutaingadozasokig terjed.

A valésagot azért is nagyon nehéz lemodellezni, mert a vilag akar csak egy kis
részlete, jelensége is szamos tényez6tdl fiigg, amik a modellekben valtozoként jelen-
nek meg. Viszont minél precizebben probaljuk lemodellezni az adott jelenséget, -
azaz minél tobb tényezével kalkulalunk - annal komplexebb, bonyolultabb és annéal
tobb valtozos rendszert kapunk.

A valésag lemodellezésénél tehat torekedniink kell arra, hogy csak azon ténye-
z8ket foglaljuk a modelliinkbe, amik kardinalisak, illetve amik relevansak az adott

jelenségre és azon beliil a vizsgalatunk céljara nézve.

Emlékeztetd. A valtozast, mint jelenséget differencialassal tudjuk szemléltetni. Ezen
elv alapjan barmely fiiggvény véaltozasat meg tudjuk vizsgalni, valamint felhasznalva
ezen tudasunkat képesek vagyunk a minket koriilvevé jelenségeket differencialegyen-

letek segitségével lemodellezni és hipotéziseket tamasztani a jov6 prediktalasaval.
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4. Egyensiilyi helyzetek alkalmazasa a valo életben

4.2. Van der Pol oszcillator

A holland szarmazéasu van Der Pol fizikus a dinamikus rendszerek vizsgalatakor
allt el6 egy nem konzervativ, nemlineéris csillapitéssal rendelkezd rezgé rendszer
modelljével. Ezen rendszert a multban vakum csévek esetén hasznaltak, napjainkban

pedig a robotikdban nyer értelmet. [5]

4.2.1. Modell felirasa

Legyen
e y(t) : a pozicio koordinatafiiggvénye a ¢ iddpillanatban,
e c: az a skalaris paraméter, ami a nemlinearitést és a csillapitas erdsségét jelzi.
A modell eredeti egyenlete
y—l—y—e(%—y) =0

Legyen x1 = y, x5 = 1), ekkor a rendszeriink:

Qfl (t) = T2

1'3
ZEQ(t) = —x1 +€ (? — ZL‘Q)

4.2.2. Rendszer atirasa

Alakitsuk az egyenletrendszeriinket & = f(x) alakura:

I 9
Legyen z(t) = ,z:R—=R
X2

A rendszeriink pedig:

ORI <_x1 ve(%- m))
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4. Egyensiilyi helyzetek alkalmazasa a valo életben

4.2.3. Egyensulyi helyzet és stabilitasa

Keressiik meg a rendszeriink egyensulyi helyzeteit.

Amibsl

x; = (0,0) az origd az egyetlen egyensulyi pontja a rendszernek.

Vizsgaljuk meg ezen stacionarius pont stabilitésat, azaz keressiink alkalmas r(x)
Ljapunov-fiiggvényt.

Mivel a rendszeriink nemlineéris igy a lineéris esetben latottakat direktbe, indoklés
nélkiil nem alkalmazhatjuk. Vizsgéljuk meg a rendszert az egyensulyi helyzetének
koérnyezetében annyira kozelrsl, hogy a nemlineéris trajektoriak mar linearisnak lat-
szodjanak.

Ezt az otletet igazolja, illetve helyezi keretek kozé a Hartman-Grobman elmélet.

16. Tétel (Hartman-Grobman tétel). Legyen & = f(x) nemlinedris differencidl-
egyenlet rendszer, ami az x* egyensilyi helyzetnek eqy B(e) kornyezetében a rendszer
fazisképe lokdlisan topologikusan ekvivalens az © = Ax, linedris rendszer fazisképé-
vel, ahol az A : R" — R"™ mdtriznak nincs tisztdn képzetes sajdtértéke tovdbbd
A= %(m*), azaz a rendszer Jacobi-mdtrixa az eqyensilyi pontban.

Az atlathatosag érdekében jeloljiik a rendszerben szerepld fiiggvényeket a ¢ val-
tozo elhagyasaval: zq, x».

A Hartman-Grobman tétel értelmében irjuk fel a rendszer Jacobi-matrixat:

J(z) = [_01 e(xgl— 1)>}

Az x3 = (0,0) egyensulyi pontot behelyettesitve:
0 0 1
(@)=

A (0,0) pontbeli Jacobi matrixunk sajatértékei:

—e++e2 -4

)\2+)\6+1:O:>)\172: 5
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4. Egyensiilyi helyzetek alkalmazasa a valo életben

Sajatértékek epszilon figgvényében

lambda

—6 -4 -2 0 2 4 6
epszilon

4.1. abra. Sajatértékek az epszilon fiiggvényében

Az 4.1. d4bran a kék gorbe a méasodfoki megoldoképlet fliggvénye az Osszeadésra,
és a rozsaszin a kivonasra a valos sikban. Ha |e| > 2, akkor a sajatértékek valosak.
Az ébran is lathatjuk, hogy € > 2 esetén mindkét sajatérték kisebb, mint nulla.
Ha |e| < 2, akkor az A matrixnak komplex konjugélt gyokei vannak.

Legyenek a sajatértékek A;, Ay € R, ekkor a karakterisztikus polinom

(/\ — )\1)()\ — )\2) = )\2 — 20[1)\ + |/\|2,

ahol ay = as = Re(\) = Re()2), mivel egymas konjugéltjai. A fenti masodfoku
egyenlet egyiitthatoéira nézve kapjuk, hogy € = —2a;.

Tudjuk, hogy, ha oy < 0, akkor a sajatértékek valos része negativ lesz, tehat hae > 0
akkor az origd Ljapunov-stabil. De vajon lehet-e aszimptotikusan stabil?

Legyen a Ljapunov-fiiggvénytink a
L oo o
r(z) = 5(951 + 13),
ami léthatoan pozitiv definit. Es id6 szerinti elsé derivaltja:

4 4
2

. . . P 2 P
V = 2121 + 2389 = 2122 — T122 + 53 — €Ty = 53 — €Z5.
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4. Egyenstilyi helyzetek alkalmazasa a valo életben

4.2. abra. Van der Pol oszcillator fazisképe epsilon = 0.63 esetén

Elsére azt mondanéank, hogy ha € > 0, akkor az origd aszimptotikusan Ljapunov-
stabil 22 < 3 esetén, de ezt nem allithatjuk, mivel a Ljapunov-fiiggvény derivaltja
nem fiigg az r1-t6l ami ezért az x; tengelyen végig 0 lesz. Az origd a 4. Tétel sze-
rint ez esetben Ljapunov-stabil, de nem aszimptotikusan Ljapunov-stabil egyensilyi

helyzet.
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5. fejezet

Osszefoglalo

A dolgozat esszencidja a differencidlegyenlet rendszerek egyensiilyi helyzeteinek
stabilitas vizsgalata volt. Ebben jott segitségiinkre a Ljapunov-fiiggvény, amit nem
csak linearis, de a Hartman-Globman tétel miatt nemlinearis rendszerekre is tudtunk
alkalmazni. A Ljapunov-fiiggvény ereje abban rejlik, hogy alkalmas ilyen fliggvényt
talalva akar egészen bonyolult rendszerek egyenstlyi helyzet stabilitdsarol is be tu-
dunk szédmolni.

A bizonyitéas szekcioban minden esetre kitértiink, néhol példakkal is demonstral-
va a kimondott tételeket, lemmakat. Lathattuk, hogy a legkényelmesebb esetben,
amikor A diagonalis volt, rendkiviil konnyen belattuk a tételiinket, ellenben az élta-
lanos eset belatasdhoz mar komplex szamokra és Jordan-féle normalalakra is sziikség
volt.

Végezetiil a robotikdn beliil az tn. bipedal robotoknal alkalmazott differencial-

egyenlet rendszernél tudtuk kamatoztatni a korabbi fejezetekben targyaltakat.
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A. fuggelék
Fuggelék

Az f:R" — R" fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha 3 L > 0, melyre V x,y
€ D(f) esetén:
[f(x) = fy)l < L]z —yl|.
Ha egy fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, akkor az értelmezési tartomanya min-
den pontjaban teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt.
Ha az f fliggvény egyvaltozos, akkor x#£y esetén

<L

— Y

0= )l < Lp =yl o (L2210

azaz az f fiiggvény akkor és csak akkor teljesiti ezt a feltételt, ha graphf hurjainak
meredeksége korlatos.

Ha egy egyvaltozos f fiiggvény differencialhato és derivaltfiiggvénye korlatos, azaz
‘f‘ < K, akkor f teljesiti a Lipschitz feltételt, hiszen barmely x,y € D(f),z # vy

esetén a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint dc € R x és y kdzott, amire

f(l’)—f(y):f

v —y (l“):>|f(l’)—f(y)|=)f(c)‘|x—y|§[(|w_y|

Ekkor ugyebar a K korlat lesz a Lipschitz-konstans.

A f:R™ — R" fuggvény teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt, ha Vx € D(f) pontra
dB kornyezet, melyre f| az f B-re leszikitettje teljesiti a Lipschitz-feltételt.

Ha az egyvaltozos f fﬁgggény differencialhato és derivaltfiiggvénye folytonos, akkor
f teljesiti a lokalis Lipschitz-feltételt. Legyen xo € D(f) tetszbleges szam és € > 0
olyan, hogy [zo—¢, £g+€] C D(f), akkor a Weierstrass-tétel kovetkeztében f korlatos

ezen a zart intervallumon, igy az xo pont (xg — €, g + €) kdrnyezetében is.
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Jelmagyarazat

o A nagybetiikkel jelolt objektumok métrixot reprezentalnak, A := A

e A kisbettivel, egyszeres aldhizassal irt objektumok vektort jelolnek, v
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