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1. Bevezetés

A normalis eloszlés a valoszinliségszamitas €s matematikai statisztika egyik
legfontosabb €s legtobbet alkalmazott eloszldsa. Ismert még Gauss-eloszlés
néven is, mert feltételezhetéen Carl Friedrich Gauss volt, aki 1809-ben el6-

szor haszndlta és nevezte igy a normdlis eloszlast. Az eloszlas stirliségfiigg-

vényét Gauss-gorbének vagy alakjabol fakadéan haranggorbének szoktuk

hivni. A gorbe szimmetriatengelye a varhat6 érték, szélességét pedig a sz6-

rds hatarozza meg. Ennek harom példéja lathat6 az 1. dbran.

Normalis eloszlasok siiriiségfiiggvénye
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1. abra

A normélis eloszladssal egyiitt bevezetem majd a standard normalis eloszlds
fogalmat is, mert tobbdimenzidban ennek segitségével definidlom a norma-
lis eloszlast.

Az biztos, hogy a normalis eloszlas az egyik legfontosabb abszolut folyto-
nos eloszlas, mert a természetbeli, kozgazdasagtani, szocioldgiai folyama-
tok jelent6s része kozelithetd normdlis eloszléssal, illetve sok statisztikai
szamitas alapfeltétele a normalitds. Emellett az egyre fontosabb adattu-
domdnyban és adatbianydszatban is nagy jelent6sége van annak, hogy az
adathalmaz vajon normalis eloszlast kovet-e.

A tobbdimenzids normalitds fontos még a faktoranalizis teriiletén is, ahol a
maximum likelihood becslés explicit feltétele, hogy fiiggetlen, tobbdimen-
z10s normélis eloszlasu legyen a minta. A matematika egy masik teriilete,
ahol alkalmazzuk a tobbdimenzids normalitast a diszkriminancia analizis.



Ez a klasszifikdcié mddszer el6szor tobbdimenzids normalis eloszlist ada-
tokra lett kifejlesztve. Aktudlisan pedig a linedris diszkriminancia analizis
azokra az adatokra hasznalhat6 leghat€ékonyabban, amik minden osztalyon
beliil tobbdimenzids normalis eloszlast kovetnek.

Ez csak néhdny a sokszinl alkalmazasi teriiletek koziil, igy nem véletlen,
hogy a mai napig foglalkoznak vele és hogy a tesztelésére sok numerikus
¢és grafikus modszer 1€tezik.

A szakdolgozatom mdasodik fejezetében bevezetem a témahoz sziikséges
alapfogalmakat, ideértve az egydimenzids normalitést, az illeszkedésvizs-
galatot €s a bootstrap mddszert. A harmadik fejezet a tobbdimenzids nor-
milis eloszldssal foglalkozik. Osszefoglalom, hogy miért is ilyen fontos,
majd bemutatom a d-dimenziés normalitést, illetve egy fontos specidlis
esetét, a 2-dimenzids véltozatat. A negyedik fejezet a tobbdimenzids nor-
malitdsvizsgalat két grafikus modszerét targyalja, nevezetesen a Q-Q plotot
€s a Holgersson-féle grafikus tesztet. Az 0todik fejezetben foglalkozom a
normalitastesztekkel, konkrétan a Mardia-teszttel, a Henze-Zirkler teszt-
tel, a Székely-Rizzo teszttel és a Doornik-Hansen teszttel. A hatodik feje-
zetben pedig ezt a négy tesztet hasonlitom 0ssze generdlt adatok és valds
adatok segitségével is. Az utolso fejezetben pedig Osszefoglalom a tesztek
Osszehasonlitdsabol levonhat6 konklizidkat.



2. Alapfogalmak

2.1. Az egydimenzios normalis eloszlas

ElGszor definialom a normalis €s a standard normalis eloszlast:

2.1. Definicié (Normalis eloszlas). Egy X valdszintiségi valtozé normalis
eloszlasu, ha siirliségfiiggvénye a teljes valds szdmhalmazon értelmezett
alabbi fiiggvény:
2
x J—
. (x—pu)

f(x)=——e 202  aholu€R,0eR".
V2no

Jelolése: X ~ N(u, o), ahol u a varhato értéket, o pedig a szorast jeloli.

2.2. Definicio (Standard normalis eloszlas). Egy val6szintiségi valtozo stan-
dard normélis eloszlasu, ha normalis eloszlasa és © =0, 0 = 1, azaz a
strtiségfiiggvénye:
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Az egydimenzios normdlis eloszlds fontos tulajdonsaga, hogy szimmetri-
kus a varhato ért€kre nézve és ekoriil helyezkedik el a legtobb megfigyelt
érték, a kiugré értékek pedig kifejezetten ritkdk.

A statisztikdban kiemelten fontos, mert sok természetesen eldfordulo je-
lenséget nagyon j6 kozelitéssel ir le. Gondolhatunk itt példdul emberek
magassigdra, cipoméretére vagy akar vérnyomasara is.

Normalis eloszldsu valoszinliségi valtozokat standardizdlhatunk is, €s az
eredmény is normalis eloszlasu lesz. A leggyakoribb standardizicios elja-
ras a Z-ért€k kiszdmoldsa. Az eljaras sordn a valtozokat linedris transzfor-
macidval ugy alakitjuk at, hogy O vérhat6 értékd, 1 szérdsu valdszindisé-
gi valtozot kapjunk. Ennek segitségével pedig kiilonb6zd mértékegységli
vagy nagyon eltéré skilazasi mintdkat is 6ssze tudunk hasonlitani. Emel-
lett ralatdst nyerhetiink arra, hogy adott megfigyelés mennyire tér el a var-
hat6 értéktdl vagy Osszehasonlithatunk kiillonbozd varhatd értékd és sz6-
rasu normalis eloszlasbol szarmazd megfigyeléseket, ami egyébként nehéz
feladat lenne.



X ~ N(u, o) standardizdlasa:

Fontos még megemliteni a centralis hatareloszlas-tételt, ami tulajdonkép-
pen az elméleti hitterét mondja ki a normalis eloszlas fontossaganak. A
tétel allitdsa, hogy sok Kkis fiiggetlen, véletlen hatds 0sszegzddése kozelito-
en normélis eloszlasu.

2.1. Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel). Legyenek X1,Xs,...,X, azonos
eloszldsu, fiiggetlen valosziniiségi vdltozok, tovdbbd tegyiik fel, hogy E (X;) =
= U < 0 és 0 < D(X;) = 62 < oo léteznek. Legyen Z,, a kovetkezd modon
definidlva: _
X—u X +-+X,—nu

Zn pu— G p— ,

o \/nc

Vn

lim P(Z, < x) = ¢(x), xR,
n—oo

ekkor

ahol ¢ (x) a standard normdlis eloszldsfiiggvény.

A tétel megfelelden nagy elemszamu minta esetén alkalmazhat6. Egzaktul
szinte sosem teljesiil, hiszen egy nem normalis eloszlasbol szarmazo minta
eléggé nagy elemszam esetén sem lesz pontosan normalis eloszlasu, csak
kozelitdleg. De nyilvan egy normélis eloszlast kovetd mintdra barmekko-
ra elemszam esetén teljesiil a tétel. Azonban ha a meghatarozott feltételek
teljesiilnek, barmilyen eloszldst minta esetén meghatarozott maximalis hi-
bahatéarhoz tudunk kiisz6bot mondani, ehhez hasznédlhat6 példaul a Berry-
Esséen tétel. A gyakorlatban taldn legtobbszor alkalmazott alsé hatar az
n > 30 elemszam, de ez fiigg a minta eloszldsanak alakjatol.

A tétel jo tulajdonsdga, hogy nem szamit, hogy X; valoszinliségi valtozok
milyen eloszlast kdvetnek, a 1ényeg csupdn, hogy fiiggetlen, azonos elosz-
lasdak és véges szordsdak legyenek. S6t dltaldnosithaté gyengén dsszefiig-
g6 €és nem pontosan azonos, csak azonos nagysagrendl osszeadanddkra
is.

A centrélis hatareloszlas-tétel ebben a formdban kimondva alapvetden az
X; valésziniiségi valtozok atlagara, X-ra dllitja, hogy kozel normdlis el-
oszlasu. A gyakorlatban azonban ugy is alkalmazhatjuk, hogy definialjuk
Sy-t, mint X;-k 0sszegét, €s S,-re mondjuk ki a tételt, tehat a valoszinliségi
valtozok Osszegét kozelitjiikk normaélis eloszléassal.
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2.2. Az illeszkedésvizsgalat

A statisztikai illeszkedésvizsélat egy olyan elemzési mddszer, melynek
segitségével azt vizsgilhatjuk, hogy egy adathalmaz mennyire kovet egy
adott elméleti eloszlast.

Kétféleképpen is végezhetiink illeszkedésvizsgélatot ; grafikusan vagy sta-
tisztikai teszttel. A grafikus tesztek vizualisan segitenek annak kiért€kelé-
sében, hogy az adathalmazunk hogyan viselkedik egy elméleti eloszldshoz
képest. Azonban ezek segitségével csak egy intuitiv valaszt kapunk, nem
pedig egy konkrét szamértéket, igy a grafikus modszereket inkabb kiegé-
szitésként hasznéljuk a statisztikai tesztek mellett.

Az egyik legtobbet hasznalt grafikus mddszer a Q-Q plot, vagyis a Quantile-
Quantile plot. Ez egy egyszer( és hatékony eszkoz eloszlasok vizudlis ér-
tékeléséhez. Abrazoljuk a feltételezett elméleti eloszlds kvantiliseit és az
adathalmazunk kvantiliseit egy diagramon. Az elméleti és tapasztalati ér-
tékek Osszehasonlitdsaval hasznos informaciot kaphatunk arrél, hogy az
adataink eloszlasa hogyan viszonyul a feltételezett elméleti eloszlashoz. A
legismertebb grafikai tesztek kozé sorolhaté még a boxplot és a hisztog-
ram, de ezeken kiviil 1s sok modszer 1étezik.

Statisztikai teszteket is haszndlhatunk illeszkedésvizsgalatkor. A hipotézis-
vizsgélat 1ényege, hogy feltesziink egy nullhipotézist, ami az alapdllapot,
és megfogalmazunk egy ellenhipotézist, ami pedig az a feltevés, amit bi-
zonyitani szeretnénk €s valamilyen értelemben szignifikans eltérést fogal-
maz meg a nullhipotézisiinkkel szemben. Teszteléskor valasztanunk kell
egy szignifikancia szintet, amit dltaldban o-val jeloliink. Ezzel az els6faju
hiba valdszintis€gét hatarozzuk meg, leggyakrabban o = 0,05 értéknek va-
lasztjuk. Ennek meghatarozdsa fontos feladat, mert ez befolydsolja a teszt
érzé€kenységét és megbizhatosagat. Ezutdn kiszamoljuk a probastatisztikat
és a hozza tartozé p-értéket. Ha ez kisebb, mint az adott szignifikancia
szint, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, mert szignifikdns eltérést kaptunk
a teszt alapjan. Ha azonban a p-ért€k nagyobbb, mint ¢, akkor nem tud-
juk elutasitani Hy-t. Valdjdban statisztikai bizonyitékot sosem kapunk arra,
hogy a nullhipotézisiink igaz, ezekben az esetekben azt tudjuk mondani,
hogy nincs szignifikans eltérés.

Sok illeszkedést vizsgald tesztet ismeriink, gondoljunk akar a y2-prébara,
a Kolmogorov-Szmirnov tesztre, az Anderson-Darling tesztre, de taldn a
legismertebb normalitdsvizsgélati moédszer Shapiro-Wilk teszt, ezt be is
mutatom roviden a kovetkezd pontban.



Az illeszkedésvizsgalat fontos szerepet jatszik a statisztikai modellezésben
és a hipotézisvizsgalatban. A j6 illeszkedés azt jelzi, hogy az adatok megfe-
lel6en kovetik az elméleti eloszlast, ami noveli a modell megbizhatésigat
¢és az eredmények érvényességét. Ellenkezd esetben, ha az adatok jelent6-
sen eltérnek az elméleti eloszlastol, az azt jelentheti, hogy az alkalmazott
modell nem megfelel6 adatainkra, és tovédbbi vizsgdlatokra van sziikség.

2.2.1. Shapiro-Wilk teszt

Ahhoz, hogy tobbdimenziés normalitdsnak a tesztelésérdl egyaltaldn be-
sz€Ini tudjunk, elengedhetetlen, hogy az egydimenzids normalitast tesztel-
ni tudjuk.

Martin Wilk és Samuel Sanford Shapiro 1965-ben publikalt cikke [1] egy
merdben Uj mddszert mutatott be a normalitds tesztelésére. Azt a tényt
haszndltdk fel, hogy ha egy minta normalis eloszlast kovet, akkor a minta
Q-Q plotjan a mintaelemek €s a megfeleld standard normélis kvantilisek
lineérisan helyezkednek el.

A Shapiro-Wilk egy regresszion alapul6 eljaras. Kétségteleniil ez az egyik
legtobbet hasznalt normalitasteszt, mert nem tulsdgosan elnyulo és ferde
eloszlasok esetén kiemelkedden nagy a proba ereje, de hosszan elnyulo
eloszlasok esetén a teljesitménye még mindig elfogadhaté erejd.

Legyen X' = (X[, X5,...,X,) standard normalis, rendezett, n elem{ minta
m’' = (my,my,...,m,) = 0" varhat6 érték vektorral és V = (v;;) kovarian-

ciamatrixszal. Ezek alapjan tehat:

cov(X;", X7) = vij (i=1,...,n,j=1,....n)

Legyen Y' = (Y{,Y,...,Y,) rendezett, n elemi véletlen minta. Tudjuk,
hogy ha Y;-k normélis eloszldsuak ismeretlen ( és o paraméterekkel, ak-
kor felirhatéak Y;* = p +oX* (i=1,...,n) alakban.

Shapiro és Wilk az 1965-ben kiadott cikkiikben levezették, hogy u és o
legjobb linedris becslései azok lesznek, amelyek minimdlizaljdk a
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(Y —pul—om)'V~!(Y — ul — om) kvadratikus alakot, ahol 1’ = (1,1, ...

Ezek a becslések pedig:

m'V-!(ml' —1m")V-'Y
'V-1m'V-Im— (I'V-1m)?

i

'V (1m' —m1’) V'Y

© 'V -"1m'V-Im— (1’V-1m)?

Szimmetrikus eloszldsoknal igaz, hogy 1'V~!'m = 0, ekkor a becslések

egyszerlsithetoek.

A Shapiro-Wilk teszt probastatisztikdja:

_R'6* b AY <l-

B i p—
Y (Yi—Y)?
i=1
ahol .
mVv~—
a' = ay,...,ay) = ,
(2 ) Vm'V-1V—Tm
R24
h="",
C

R:=m'V 1m,
C:=m'V-lv-Im,

n J—
S?2 = ¥ (Y;—Y)? pedig (n — 1)o? torzitatlan becslése.
i=1

A teszt statisztika két mutatoszam hanyadosa, mely normalis eloszlas ese-
tén ugyanazt az elméleti paramétert, a variancat becsiili. A szamlal6 egy
konstans szorzoétdl eltekintve a szérds négyzetének a normadlis eloszlés-
bol szarmazo rendezett statisztikdkbol szadmitott legjobb linearis torzitatlan
(Best Linear Unbiased Estimation — BLUE) becslése. A nevezd pedig az
atlagtol valo eltérés négyzetosszege, vagyis (n — 1)-szerese a tapasztalati

variancianak.

Ha a W probastatisztika értéke kisebb, mint a becsiilt W, kvantilis, akkor
elvetjiik a nullhipotézist, miszerint normalis eloszlast kovet a minta. A Wy,

becsiilt értékei a Shapiro-Wilk cikkben is megtalalhatéak n < 50 esetben.

A Shapiro-Wilk tesztet megvizsgaltam az R statisztikai programban is. A
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shapiro.test() parancsot hasznaltam. A programban a mintaelemszdmnak 3
¢s 5000 kozé kell esnie.

Amennyiben normalis eloszlasi mintat tesztelek példaul o = 0,05 terje-
delem mellett, akkor barmekkora mintaszdmndl j6 kozelitéssel 95%-ban
fogja a teszt normadlis eloszlasunak értékelni a mintét, ahogy ez véarhato is.

Ezért azt vizsgaltam, ha két normalis eloszlast mintat 0sszekeverek és ezt a
mintat vizsgadlom a Shapiro-Wilk teszttel, akkor o = 0,05 terjedelem mel-
lett milyen aranyban €értékeli a teszt normalisnak a mintamat.

Egy "for" ciklusban végeztem a tesztelést, amit 1000-szer futtattam le. A

n_n

cikluson beliil generdltam egy "a" és egy "b" mintét, az elsd vizsgdlat al-

. LN L n, 4n ey
kalmaval mindkettd > a masodik alkalommal — és — elemszamuak. Ha a

két minta szordsa vagy varhato értéke kozott tal nagy az eltérés a teszt nyil-
van nem fogadja el a nullhipotézist, miszerint a kombinalt minta normalis
eloszlast kovet. Ezért ugy generéltam "a" és "b" mintdkat, hogy mindkettd
varhat6 értéke 0 €s "a" szorasa 1, mig "b" szordsa 0,5. Ezt a két mintat
Osszeraktam egy vektorba, igy kaptam a kombindlt mintat, aminek elem-

szama n lett. Ezen futtattam le a Wilk-Shapiro tesztet.

A "for" ciklusban megszamoltam, hogy az 1000 tesztelésbdl hany alkalom-
mal fogadta el a nullhipotézist. Ezt kiprobaltam kiillonb6z6 n értékekre, a
végeredményt pedig az 1. tablazatban 0sszefoglaltam.

A Wilk-Shapiro teszt az egydimenzids normalitési tesztek koziil sok eset-
ben a legerdsebb préba, igy azt varhatjuk, hogy ilyen minta tesztelésekor
is képes elutasitani a nullhipotézist.

1000-bd1 hanyszor fogadtuk el Hy-t
mintaelemszam 50% — 50% arany 20% — 80% arany
n=10 911 947
n =150 818 905
n =100 652 813
n = 1000 3 92
n = 5000 0 11

1. tdblazat

Jol latszik, hogy minél nagyobb elemszamu mintan végezziik el a tesztet,
anndl tobb alkalommal képes elutasitani a teszt Hy-t. Azt is latjuk, hogy
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amikor a kombindlt minta 80%-a ugyanabbdl a normalis eloszlasbol szar-
mazik, akkor a tesztnek nehezebb dolga van és nehezebben utasitja el a
nullhipotézist, miszerint az 0sszetett minta is normalis eloszlast kovet.

2.3. A bootstrap moédszer

A bootstrap egy ujramintavételezési eljards, amit 4ltaldban becslések sz6-
rasanak a vizsgalatdra és modell-illeszkedés ellendrzésére hasznalunk. A
dolgozatomban kés6bb latunk majd példat az alkalmazédsara, azonban ah-
hoz, hogy ez vilagos legyen, szeretném most bemutatni ezt a modszert.
Az otlet a modszer mogott egyszerli: egy populdciobol sok mintét szeret-
nénk, azonban csak egy van. A bootstrap sordn az eredeti adathalmaz min-
talemszdmanak megfeleld adathalmazokat képeziink az eredeti mintabol
visszatevéses mintavétellel.

Legyenek X1,X>,...,X, fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valto-
z0k, F kozos ismeretlen eloszlassal. Legyen a vizsgdlandd valOszintiségi
véltoz6 T, = t,(X,,, F), aminek eloszlasat jeloljiik G,-nel. Ekkor a boot-
strap modszerrel G, eloszlast szeretnénk megbecsiilni, a kdvetkez6 1épé-
seket végezziik ehhez el:

1. Vesziink egy adott X-re m (4ltaldban n = m) elemi mintét visszate-
véssel: X, = (X[, X5,....X);

1 n
2. Az X-ok kozos eloszldsa F, = — Y Ox;;
ni=1

3. Kiszdmoljuk T;;; , = t(Xm, Fn)-t;

4. Az el6z6 1épéseket B alkalommal megismételjiik, majd az dsszes ka-
pott 7,, , statisztikdbol megbecsiiljiik a G, eloszlast.

A kovetkezd tételre szoktak hivatkozni a bootstrap médszer alaptételeként.

2.2. Tétel (A bootstrap modszer alaptétele). Ha a fenti esetet nézziik és
62 = Var(X;) < o és a statisztika a standardizdlt mintadtlag

X, —
Tn:\/r_l naua
akkor

lim sup|Px(7,, < x) — @ (x)| =0

n—oo

1 valosziniiséggel.
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A modszer tulajdonsigai:

e A bootstrap az eredeti adatok mindegyikét ugyanakkora val6szinii-
séggel valasztja ki a mintavétel folyaman.

e Visszatevéses mintavételt hasznal, az eredeti adatok kiillonb6z0o szi-
mulalt ismétléses kombinaciodit hozza létre.

e A modszer B darab n elemszamu mintat fog 1étrehozni az eredeti
adathalmazbdl. B-t ugy kell vdlasztanunk, hogy elég nagy legyen
ahhoz, hogy a mintavételi hiba elhanyagolhat6 legyen.

A mddszer eldnyei tobbek kozott, hogy rugalmas a minta eloszldséra vo-
natkoz6 feltételek valtozasara, konnyl leprogramozni, illetve jelenleg ez
az egyik leggyorsabban fejlodo teriilete a statisztikanak.
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3. A tobbdimenzios normalis eloszlas

A tobbdimenziés normadlis eloszlds egy alapvetd fogalom a statisztika-
ban, ami az egydimenzids normaélis eloszlés kiterjesztése. Az egydimenzi-
Os cenralis hatareloszlas tétel kimondhato tobbdimenzidban, ez a 3.1 tétel.
Kulcsfontossagu szerepet jatszik kiilonbozo teriileteken, tobbek kozott :

e a bioldgidban, ahol példaul bonyolultabb genetikai interakciokat €s
orokl6dési mintdzatokat tanulmanyoznak [2],

e tajelemzésben, ahol az olyan befolydsol6 tényezok egyiittes vizsga-
lata esetén, mint hdmérséklet, sz€l és csapadék, a tobbdimenzids nor-
malis eloszlas jo kozelités [3],

e apénziigyi szdmitdsokban is, ahol példaul a csddeldrejelzésben hasz-
nalt diszkriminanciaanalizisben fontos [4].

Minden példdhoz hivatkoztam egy cikkre is, amiben bévebben lehet ol-
vasni az adott alkalmazasi teriiletekrdl. Ezeken kiviil pedig sok més olyan
esetben is fontos, ahol Osszetett kapcsolatokat kell vizsgalni.

A tobbdimenzids normalis eloszlas egyik legfontosabb tulajdonsédga, hogy
modellezni tudja tobb véletlen viltoz6 egyiittes viselkedését, ahogy ezt
majd a tobbdimenids centralis hatdreloszlés tételben latni fogjuk. Az egy-
valtoz6s normalis eloszlassal ellentétben a tobbdimenzids véltozat alkal-
mas arra, hogy vizsgéljuk vele tobb véltozé egymastdl valo fiiggését. Ami-
kor egy bonyolult rendszert szeretnénk modellezni, amit egy valtozéval
nem tudunk megtenni, akkor a tobbdimenzids eloszlas elengedhetetlen.

Lathatjuk, hogy a tobbdimenzids normaélis eloszlas sokoldali alkalmaz-
hat6sdga miatt nagyon fontos szimos tudoményos €s analitikai teriileten,
mert lehetové teszi a komplex tobbdimenzids rendszerek vizsgélatat. Azon-
ban valddi adatok esetén nem feltételezhetjiik biztosan mindig azt, hogy
adataink a normalis eloszlast kovetik. Bar megbizonyosodni nem tudunk,
szamtalan teszt 4ll rendelkezésiinkre, hogy megvizsgaljuk, hogy az illesz-
kedés elfogadhat6-e. Ezekbdl fogok néhdnyat bemutatni a kovetkezo feje-
zetekben, illetve azt is targyalom, hogy melyiket milyen esetben a legcél-
szerlibb alkalmazni.
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3.1. A normalis eloszlas d-dimenzioban

Megvizsgiltuk az egydimenzios esetét a normadlis eloszlasnak, most pedig
nézziikk meg d-dimenzidban !

Ebben az esetben d darab valdszintiségi valtozonk van, X1, X5, ..., X;. Ezek
alkotnak egy d-dimenzios vektort, amely d-véltozds normalis eloszlast ko-
vet. Ezt a varhato érték vektorral és a variancia-kovarianca matrixszal tud-
juk jellemezni.

3.1. Definicié (d-dimenzids standard normalis eloszlds). Legyenek az

Y1,Y5,...,Y,; figgetlen, standard normélis eloszlasu valdszinliségi valto-
z0k. Ekkoraz Y = (Y1, Y3, ...,Y,) valoszintiségi vektorvaltozot d-dimenzids

standard normalis eloszlasunak nevezziik.

3.2. Definici6 (d-dimenziés normalis eloszlas). Ha Y = (Y1,Y2,...,Y,) d-
dimenzids standard normélis eloszlasu vektorvaltozd, A egy dxd méretld
valés matrix és g = (U, Uo, ..., 1g) € R?, akkor a

X:=YA +pu

valoszinliségi vektorvaltozot d-dimenzids normalis eloszldsunak nevezziik.
Jelolése:

2

Xi M1 6 O12 -+ Oiq
Xo 135) Oy O35 - Oy
. ~N . N . _2 . , ahol Gij :COV(Xi,Xj).
X4 M o4 Op + OF

Az X definialasakor hasznalt feltételeket most ki tudjuk haszndlni, a variancia-
kovariancia matrixot A segitségével ki tudjuk szdmolni. Mivel Y d-dimenzi6s
vektor standard normalis eloszlasu, igy a variancia-kovariancia matrixa a
dxd méret(i egységmatrix, tehit: ¥ = Var(AY) = ATVar(Y)A = ATIA =
= ATA.
A d-dimenzios normdlis eloszlés siirliségfiiggvénye:

1

)= eaxen) T (xp)
fx1,-. o xa) (27r)d|2\e

A centralis hatdreloszlas tételt mar felirtam egydimenzidban, azonban a
tétel d-dimenzidban kimondott valtozata is legalabb ennyire fontos.

16



3.1. Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel d-dimenzidban). Legyenek az
X1,Xo,..., X, azonos eloszldsu, fiiggetlen d-dimenzids valosziniiségi vdl-
toz0k, tovdbbd tegyiik fel, hogy E (X;) = u vektor és ¥ variancia-kovariancia
mdtrix véges. Legyen Ly a kovetkezd modon definidlva:

7y = %;(Xi_“)v

ekkor
Zy — Ny (0,XY), ahogy n — oo,

ahol Ny a d-dimenzios normdlis eloszldst jeloli.

A d-dimenziés normalis eloszlés stirliségfiiggvényében az exponencidlis
tag kitevSjében szerepls (x — u)7X~!(x — ) kifejezés egy kvadratikus
formula. Ennek a négyzetgyokét, a \/(x —u)TX~1(x — ) mennyiséget
Mahalanobis-tavolsagnak hivjuk, ami az x €s pu vektorok tavolsagat rep-
rezentalja.

Két megemlitend6 tulajdonsiga az X = (X,X>,...,X,) d-dimenzids nor-
malis eloszldsu vektorvéltozénak, amelyek fontosak lehetnek kiillonboz6
tesztek alkalmazasakor:

e Nem csak az igaz, hogy ha X koordinatai fiiggetlenek akkor korrela-
latlanok, hanem az is, hogy ha X koorditdnai korreldlatlanok akkor
fliggetlenek is.

¢ X minden X; koordinataja egydimenzios normélis eloszlasu. Ez vi-
szont visszafele nem feltétleniil igaz! Tehat ha van egy Z vektor,
aminek minden Z; koordinatdja normadlis eloszlast kdvet, nem biz-
tos, hogy Z;-k egyiittes eloszldsa is normalis.

3.2. A kétdimenzios normalis eloszlas

A tobbdimenzids normalis eloszlds egy megemlitendd specidlis esete a két-
valtoz6s normalis eloszlas. Azért gondolom fontosnak ezt kiilon targyalni,
mert a kétdimenzids slrliségfiiggvény jol dbrazolhato. Itt értelemszertien
két koordinatink van:

; 2
X5 Mo po102 O,
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A variancia-kovarianca matrix féatlgjdban X; és X, szérdsnégyzetét taldl-
juk. A masik atloban a két valdsziniiségi valtoz6 kovariancidja talalhato,
amit a korrelacio €s a két szoras szorzataként kapunk.

A variancia-kovariancra matrix determinansa €s inverze ebben az esetben
egyszerlien szamolhatd:

N 1 0 —poIoy
Y| = oo (1 —p?), y = ( 2
| 1o (1=p7) 0203(1—p2) \—po102 o}

Lattuk az eldzo alfejezetben a tobbdimenzids normalis eloszlés strliség-
fliggvényét. Azonban a X determindnsanak és inverzének behelyettesitésé-
vel kétdimenzidban igy is fel tudjuk irni a két valdsziniliségi valtozo egyiit-
tes strliségfliiggvényét:

1

X1,X2) = :
foe,x) 2m61024/ 1 — p?

(xl—M)Z (Xl—M)(xz—Hz) <X2—Mz)2]
—2p +
O] (o)] (0)) (03]

A kétdimenzids normalis eloszlas stirtiségfiiggvényét megnéztem az R sta-
tisztikai programban — ezek az (a) jeld abrdk —, majd ennek a szintvonalait
1s kirajzoltam — ez l4that6 a (b) jeld dbrakon.

) X 0 10 PP . .
A 2. dbra az (X2> ~N KO) , <O 1>] esetet abrazolja, mig a 3. abra

X 1 1 0,5 L
az <X2> ~ N {<1> , (075 1 )] esetet szemlélteti.

1
2(1-p?)

€
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5
% 0.15 o

(a) (b)

2. dbra. A két valdsziniliségi valtozo korreldlatlan

P‘E [ I .
—0.15 ©
~ -
1
.05 S
('}I_
I I T T T T I
2 -1 0 1 2 3 4
(a) (b)

3. dbra. A két valoszinlségi valtozo kozott pozitiv korrelacié van
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4. Grafikus tobbdimenzios normalitasvizsgalat

Azt, hogy az adataink normadlis eloszlast kovetnek-e, megvizsgalhatjuk
grafikus €s statisztikai tesztek segitségével is. A grafikus mddszerek le-
hetdvé teszik az adatok vizudlis elemzését €s értékelését, elosegitve sza-
munkra az Osszefiiggések felismerését €s az esetleges kiugro értékek ész-
revételét.

A grafikus tesztek haszndlata sordn az a célunk, hogy az adatok illeszke-
dését az elméleti normalis eloszlashoz viszonyitani tudjuk vizudlisan. Am
ezen modszerek hasznalatakor nem kapunk egyértelmii €s pontos valaszt,
hiszen egy 4brat vagy grafikont vizsgdlunk. Ezért ezeket a teszteket akkor
szoktuk inkabb alkalmazni, amikor komplex adathalmazzal van dolgunk és
nem az a fontos, hogy preciz eredményt kapjunk, hanem inkdbb az, hogy
ralatast nyerjiink az adatainkra és vizualizalni tudjuk ezeket.

Ebben a fejezetben bemutatok néhdny ismert grafikai modszert, amelyek
alkalmazhatdak a tobbdimenzids normalis eloszlas tesztelésére.

4.1. Q-Q plot

A Q-Q plot — amit erre az esetre Wilk és Gnanadesikan publikalt el6szor
1968-ban — alkalmazhaté nem csak egydimenzids, hanem tobbdimenzids
eloszlasok esetén is, én most ezt a tobbvaltozds normalis eloszlas esetére
fogom megnézni.

Az el6z0 fejezetben mar esett sz6 a Mahalanobis-tavolsagrol, nézziik meg
most azt az esetet, ahol ezt hasznaljuk a Q-Q plotban! Adjunk az ért€k
négyzetének egy jelolést, legyen 62 = (X —u)"2 (X — ). Eza véltozé d
szabadsagfoku y2-eloszlast kovet d-dimenziés normalis eloszlasd vektor-
valtozo esetén. Ezzel tehat vissza tudjuk vezetni a feladatot egydimenzids
x? eloszlés tesztelésre.

A Q-Q diagramon a minta Mahalanobis-tdvolsagai fognak szerepelni. Az
alapotlet ugyanaz, mint egy normalis valdsziniiségi plot esetén, a rendezett,
tapasztalati Mahalanobis-tavolsig ért€keket abrazoljuk, majd megnézziik,
hogy ezek mennyire illeszkednek egy d-szabadsagfok y2-eloszlasbél szar-
maz0 mintéra.
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Q-Q Plot
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(a) Kétdimenzids normalis minta
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Empirikus Mahalanobis-tavolsagok

(b) Hatdimenzids normalis minta

4. dbra. Tobbdimenziés normélis mintak Q-Q plot-ja

Q-Q Plot
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Empirikus Mahalanobis-tavolsagok

(a) Kevert minta

Q-Q Plot
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Empirikus Mahalanobis-tavolsagok

(b) Négydimenzids egyenletes minta

5. dbra. Tobbdimenzids nem normalis mintdk Q-Q plot-ja

A diagramok x-tengelyén az empirikus Mahalanobis-tavolsagok rendezett
értékei szerepelnek, az y-tengelyén pedig a kvantilisek ﬁ felosztasban.

A 4. dbra (a) jeld részén egy kétdimenzids, mig a (b) jeld részén egy hat-
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dimenzids generalt normaélis minta Mahalanobis-tdvolsigait hasonlitottam
ossze egy 2, illetve 6 szabadsagfoku y2-eloszldssal és lathatd is, hogy vals-
ban egész jol illeszkednek. Ez alapjan elfogadhatonak tiinik a feltételezés,
hogy val6ban normalis eloszlasbdl szarmazik a mintank.

Az 5.4bra (a) részén ismét elovettem azt a modszert, hogy ugy készitettem
egy kétdimenzids mintdt, hogy a 20%-a egy kétdimenzids normélis elosz-
last kovet, mig a 80%-a szintén kétvaltozds normaélis eloszlasd, azonban
mas paraméterekkel. Lathatd, hogy itt azért vannak mar szisztematikusan
eltérd értékek. Az 5.4bra (b) részén pedig egy négydimenzids egyenletes
eloszlasu mintéit abrazoltam. Latszik, hogy ez semennyire nem illeszkedik
a 4 szabadsagfoku y2-eloszlasra.

4.2. A Holgersson-féle grafikus teszt

Egy maésik grafikus moédszer a karakterisztikus fiiggvényt hasznalja fel. Ezt
a megkozelitést Thomas Holgersson irta le el6szor cikkében [5].

A modszer a normadlis eloszlds azon tulajdonsagan alapszik, hogy a minta-
atlag és a minta varianca-kovariancia matrixanak barmilyen lineéris kom-
binécidi fiiggetlenek egymadstdl akkor és csak akkor, ha a valésziniségi
valtozonk normdlis eloszlast kovet. Holgersson azt mondta, hogy ezen gra-
fikus modszer segitségével azt tudjuk inkabb megallapitani, hogy mikor
nem normadlis eloszldst a mintdnk. Amikor vizudlisan nincs nagy eltérés
az abrazolt realizalt értékek és az elméleti eloszlas kozott, akkor mondhat-
juk, hogy a feltételezett eloszlasbol szarmazik a mintank.

Legyen Xy,X3,..., X}, azonos eloszlasy, fiiggetlen minta R”-ben a beve-
zetett X és p jelolésekkel. Tovabba legyen

X =

S| =
S| =

n
X;ésS=-Y (X;—-X)(X;—X)".
i=1 i=1
Az egyiittes eloszlast B bootstrap modszerrel kapott, fiiggetlen mintaval
fogjuk vizsgalni. Legyen ez az n elemd X = (X|,...,X,) mintdbol vissza-
tevéses mintavétellel kapott X, X5, ..., Xp.
B-bdl képzett minden (WIX 5, wIS*,w), b = 1,..., B pért dbrazolunk. Ha
a grafikonon korrelaciot tudunk felfedezni, akkor az egyiittes normélis el-
oszlast elvetjiik, ellenkez6 esetben pedig elfogadjuk.
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Azt még fontos megjegyezni, hogy w vektor sokféleképpen valaszthato.
Ha az egész mintank eloszlasat szeretnénk vizsgalni, akkor w egyik kom-
ponense sem lehet 0. Ha bizonyos koordinatdkat nem szeretnénk a vizsga-
lat sordn figyelembe venni, akkor ennek megfeleléen kell bizonyos koor-
dinétdkat O-nak valasztani.

Amikor dbrézoljuk a mintankat, akkor a B-b8l képzett (WX ,, wTS*,w)
parok (WIX")) értéke szerepel az x-tengelyen, mig (wT'S*,w) értéke pedig
az y-tengelyen.

Ennek a mddszernek is — ahogy a grafikus teszteknek altaldban — hétrinya,
hogy nem képes egyetlen méroszamban megragadni a minta normalitdsat.
Ahogy a kovetkez6 példan latni is fogjuk azonban, szerencsére nemnor-
maélis mintdk esetén a korreldci6é szemmel lathat6 a grafikonon.

Az egyik minta, amit abrdzoltam Marshall-Olkin féle tobbdimenzids expo-
nencidlis eloszlasd. Legyen {E;: 0 # B C i€ {1,2,...,b}} A, paraméter(i
exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozokbal all6 sorozat. Legyen to-
vabbd T; = min{Ep : j € B}, ahol j=1,...,b.

Ekkor T = (T1,...,T}) egyiittes eloszldsa lesz a b-dimenziés Marshall-

Olkin exponencidlis eloszlds {Ag,B C {1,....b araméterrel.
Y Y 9
o
o | S ]
g g &
g . g °
o - — e}
s ©° 5 & -
o) | 2 o
X -
o o wn
o © | o v -
g o 8 ©
E S
. o 2
o
<
3
T T T T T 1 — T T T T T 1
-0.3 -0.1 0.1 0.3 7.6 8.0 8.4 8.8
elsd koordinata elsé koordinata
(a) Normalis eloszlasd minta (b) Marshall-Olkin exponencidlis minta

6. dbra. Kiilonboz6 eloszlast mintdk Holgersson-féle dbrazoldsa

A 6. dbra (a) jell részén egy kétdimenziés normdlis mintat dbrdzoltam,
ezen latszik, hogy az adataink egymadstdl viszonylag fiiggetleniil helyez-
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kednek el. Az dbra (b) jelii részén egy olyan mintat abrazoltam, amit a két-
dimenzids Marshall-Olkin exponencidlis eloszlasbol kaptam. Ezen egyér-
telmden latszik, hogy nem normalis minta, mert latszik korrelacio az dbran.

Osszességében azt mondandm, hogy nem a leglatvanyosabb teszt, bizto-
sabb eredményt kapunk, ha inkabb kiszdmoljuk a korrel4ciot, bar ez nagy
mintaelemszam esetén igencsak koltséges lehet. Arra haszndlhat6 j61 Hol-
gersson tesztje, hogy vizualizaljuk az adatainkat és az esetleges korrel4ciot.
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5. Normalitastesztek tobbdimenzioban

A normalitdstesztek a grafikus modszerekkel ellentétben, mar egy egyértel-
mi és objektiv dontéssel szolgdlnak. Meghatdrozott o szignifikancia szint
mellett elutasitjdk vagy nem tudjak elutasitani a nullhipotézist, miszerint a
megadott minta normélis eloszldsbol szarmazik.

5.1. Mardia-teszt

Ezt a médszert Kanti Mardia nevéhez kotjiik, 6 irta le eldszor a mitiko-
dését [6]. A teszt vizsgdlatdhoz elOszor is be kell vezetnem a ferdeség és
csucsossag fogalméit egydimenzidban, majd tobbdimenzidban is.

5.1. Definicié (Ferdeség). Ha X egy valdszintiségi valtozo, akkor a ferde-
ségét igy definidljuk:
_E(X—p)
Y= o3
5.2. Definicié6 (Cstcsossag). Ha X egy valdszintiségi valtozo, akkor a csu-
csossdgat igy definidljuk:
_EX—p)

4
K= ——>——3.
(74

A csucsossag képletében azért vonunk le 3-at, mert igy lesz normalis el-
oszlas esetén K = 0.

5.3. Definicié (Ferdeség d-dimenzidban). Legyen X és Y két fiiggetlen,
azonos eloszlasu d-dimenzids vektor. Ekkor a mar ismert u €s X jeloléseket
haszndlva a ferdeséget igy definialjuk:

y=E{(X—-p)= (Y -u)}’].

5.4. Definicio (Csucsossag d-dimenzidban). Legyen X és Y két fiiggetlen,
azonos eloszlasui d-dimenzids vektor. Ekkor a csicsossdgot igy definidl-
jJuk:

k=E{(X—n) T (Y-p)}?.

Amikor nem egy valOszintiségi valtozo ferdeségét €s csucsossagit szamol-
juk — ami egy elméleti érték—, hanem egy megfigyelt mintdét — igy tapasz-
tali értéket kapva —, akkor tovabbi apr6 valtoztatasra van sziikségiink.
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Y’ . . : n \?
1) -nal, a csucsossagot pedig (m) -nal

n_

A kiszamolt ferdeséget <

szorozzuk be.

A ferdeség azt méri, hogy az eloszlds mennyire nem szimmetrikus, a csu-
csossdg pedig magatol értetddden azt méri, hogy mennyire csicsos az el-
oszlas strlségfiiggvénye.

Fontos tudnunk, hogy a normaélis eloszlds esetében ezeket a definiciokat
alkalmazva y= 0 és Kk = d(d +2). Ez alapjan tudjuk a kovetkez&kben defi-
nidland6 Mardia-teszt segitségével megdllapitani, hogy mikor utasithatjuk
el egy adathalmazra a normalis eloszlast.

5.1.1. Ferdeség-teszt

El6szor nézzilkk meg azt az esetet, amikor ferdeség alapjan teszteliink ! Le-
gyen a mintank X, X, ..., X, ahol X; € R1* Ebben az esetben a Hy az
az allitas, hogy a minta tobbdimenzids normalis eloszlasbol szarmazik. Ha
valoban igy van, akkor:

n 2

Y~ x(df),

ahol
dd+1)(d+2)

df = 6 .

Ha a mintank kevés megfigyelésbdl all (dltaldban ezt n < 20 esetére értjiik),
akkor a kovetkezd korrigélt statisztikat alkalmazzuk :

nc
=T~ x*(df),
ahol

_(n+1)(n+3)(d+1)
 n(n+1)(d+1)-6

€és d f az elozOk alapjan definidlt.

Ennek kiszamolasa utdn meghatéarozott szignifikancia szint mellett mar lat-
juk, hogy a nullhopitézist elutasitjuk-e vagy sem.

5.1.2. Csicsossag-teszt

Most nézziik Mardia azon tesztjét, amikor a X1, X», ..., X,,, ahol X; € R1¥
mintank csucsossiga alapjan teszteliink. Ha normalis eloszlast kovet, ak-
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kor:

(k —d(d+2)) ~ N(0,1)

n
8d(d+2)

Ez alapjan csak Ugy, mint a ferdeség tesztelésekor, elére meghatirozott o
mellett mar tudjuk, hogy el tudjuk-e utasitani Hy-t vagy sem. Illetve itt is
érvényes az, hogy csak azt tudja a teszt biztosan megallapitani a nullhi-
potézis elutasitisa esetén, hogy a minta adott szignifikancia szinten nem
normalis eloszlasu.

5.2. Empirikus karakterisztikus fiiggvényen alapulo tesz-
tek

Ez egy masik tobbdimenziés normalitési teszt, amirdl Henze és Zinkler
irtak el6szor atfogo cikket 1990-ben [7], bar 1988-ban mar Baringhaus és
Henze is foglalkozott vele.

Legyenek X1, X3, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen vektorok R4-
_1 _
ben. Legyen emellett Y, ; = S, *(X; — X,) a mdr haszndlt jelolésekkel.

5.2.1. A BHEP tesztek

T. W. Epps és Lawrence B. Pulley normalitastesztjét, ami az empirikus ka-
rakterisztikus fiiggvényen alapul [8], Ludwig Baringhaus és Norbert Karl
Henze éltalanositottak tobbdimenzids esetre eldszor. Innen jon ezeknek a
tesztelési modszereknek az 0sszefogd neve €s jelolése is, a BHEP betliszo.
Ezzel a probastatisztikaval szamold modszer az egyik legtobbet vizsgalt
tobbdimenzids normalitds teszt.

A probastatisztika igy szdmolando:

BHEP, ; = n / W, (1) — Wo (1) Peog (1), dr

ahol
¥, (t ) -

S | =

n
. T .
elt Yn.J7 te Rd
J=1
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az Y, 1,...,Y,, empirikus karakterisztikus fliggvényét jeloli, tovabba

[

lP()(l‘) =e

a Ny(0,1;) eloszlas karakterisztikus fliggvényének jelolése. A probastatisz-
tikdban még taldlhato egy sulyozo fiiggvény, ami pedig igy szdmolhat6:

wp(1) = (2mB)2e 72,
ahol B > 0 egy fix konstans.

N\&‘

Barmelyik BHEP, g probastatisztikan alapulé teszt jo tulajdonsaga, hogy
konzisztens barmilyen alternativ hipotézis esetén.

Baringhaus és Henze arrdl a specidlis esetrdl {rtak, amikor B = 1 [9], az
altalanos esetrdl mar 2 évvel késébb pedig Henze és Zirkler publikéltak.
En az utobbit fogom bemutatni.

5.2.2. A Henze-Zirkler modszer

Henze és Zinkler azt vizsgalta, hogy a BHEP probastatisztika a kdvetke-
z0képpen is felirhato:

2
d 1 I

2B%2+1
ahol 72 = M, és
(287)
02
8np (¥ hd Z % W
ahol pedig h? = > ﬁz

A g, p egy nemparaméteres kernel stiriiségbecslés. A magfiiggvény a nor-
malis eloszlas strlségfiiggvénye, ezt értékeli ki a fiiggvény az x pontban
ugy, hogy kiszamolja minden Y, ; tdvolsagat az adott ponttdl. Latszik, hogy
azokban a pontokban lesz nagy a kapott érték, ahol az ||x — Y, ;| tdvolsdg
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kicsi, tehat ahol kozel van egymashoz a két érték. A h valasztasaval pedig
azt tudjuk szabdlyozni, hogy ez milyen széles tartomanyon hat.

Ha egy zart alakot szeretnénk a probastatisztikara, amiben integralnunk
sem kell, akkor a kdvetkez6 gondolatmenetet érdemes kovetniink. Legyen
a kiindul6 probastatisztikank

T, p = n(4-1{Synem invertdlhat6} + BHEP, g - 1{Sy,invertdlhat6})

Azt mar az elején megfigyelhettiik, hogy Y, ; csak akkor van értelmezve, ha
Sy invertalhato, hiszen igy definialtuk. Ebbol kovetkezik, hogy a BHEP, g
probastatisztika is csak ebben az esetben szamolhat6. Helyettesitsiik tehat
BHEP, -t a legnagyobb értékkel, amit felvehet, amikor S, nem invertal-
hato, tehat 4-gyel. Ez az otlet egyébként Csorgd Sandor egyik cikkébdl
szarmazik [10]. Ekkor ha a f3 is az eddigiek alapjan van definidlva, a pré-
bastatisztika felirhat6 a kovetkezd modon:

1 n n _ﬁ Vo V. 5
BHEPn’B:;XTZIe( 7 Y=Y 7))
i=1j=

1A (- B2 12
_2(1_|_B2)—‘ZIZZ€( 2(1+52|’Yn,zH )_|_(1_|_2B2)—
i=1

[STISH

Carlos Tenreiro egy 2009-es tanulmédnydban [11] a teszt erejét vizsgalta
d € {2,3,...,10,12,15} dimenzidkban n € {20,40,60,80,100} elemsza-
mu mintdkra. A konkldziéja az lett, hogy B = % valasztas adja a legjobb
eredményt vastagsz€ll vagy kozepesen csucsos esetekre, azonban véges-
tartdju eloszlas esetén ez nem egy jO vdlasztds. Tenreiro javaslata, hogy
B = v2(1,376 4+ 0,075d) paraméterrel szamoljunk, ha nem tudunk sem-
mit a mintank eloszlasarol.

Ebbdl a tanulmanybol azt is megtudhatjuk, hogy érdekes moédon az optima-
lis h vélasztdsa nem fiigg a mintaelemszamtol. Inkdbb azt kell figyelembe
venniink, hogy hany dimenzids adattal dolgozunk és mi az ellenhipotézi-
stink.

5.3. A Székely-Rizzo teszt

A kovetkezd normalitdsi teszt, amit megvizsgalunk, rendelkezik magyar
vonatkozassal is. A Székely Géabor és Maria Lizzo altal targyalt modszert
szoktuk energia tesztnek is hivni, amirdl két atfogo cikket is irtak, az elsot
2005-ben [12], a masodikat pedig 2013-ban [13].

29



5.3.1. Az energia tavolsag

Tobbféle tavolsagot tudunk definialni statisztikai megfigyelések kozott. Az
egyik legismertebb és leghasznaltabb az L, tdvolsdg, melyet Cramér 1928-
as cikkében definialt [14]. Ha van egy valOsziniiségi valtozonk F eloszlas-
fiiggvénnyel és F,, tapasztalati eloszlastiiggvénnyel, akkor ezek L, tadvolsa-
ga igy irhato fel:

/_ Z(Fn(x) _F(x)2dx.

Ennek a tavolsag fogalomnak az a hatranya, hogy nem minden eloszl4sra
alkalmazhato ugyanugy. Tehat ha példaul illeszkedésvizsgdlat kzben sze-
retnénk ezzel szamolni, a kritikus értékek fliggenek F'-t6l. Ezt a problémat
kiiszoboli ki a Cramér-von — Mises — Smirnov tdvolsdg, ami a kovetkez6-
képp definidlhato:

| (o) = F ) ar ).

Am ennek a két tavolsagnak még mindig fenndll egy hétranya. Amennyi-
ben a mintank d-dimenzids, ahol d > 1, akkor sem az L,, sem a Cramér-
von — Mises — Smirnov tadvolsdg nem forgédsinvarians. Ez egy nem elhanya-
golhat6 probléma, féleg ha tobbdimemzids normalitdst szeretnénk tesztel-
ni.

Az energia tavolsag ezt tudja kikiiszobolni.

Legyenek X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok F és G eloszlasfiigg-
vénnyel. Legyen tovabba X "az X fliggetlen masolata, ami alatt azt értjiik,
hogy a két valtozd ugyanabbdl az eloszlasbol szarmazik, viszont nincs koz-
tilkk korrelacig, sem barmilyen egyéb kapcsolat, tehat teljesen fiiggetlenek
egymastol. Ugyanigy képezzik Y / fiiggetlen mésolatat is az Y val6szin(-
ségi valtozénak. Ekkor:

2/ (F(x) = G(x))2dx = 2E|X — Y| —E|X =X | —E|Y —Y'|.

Ahhoz, hogy ezt végig tudjam szdmolni, eloszor kimondok egy lemmit is,
amit hasznalni fogok hozza.

S51.Lemma. E|X —Y|= [~ _F(x)(1-G(x))dx+ [~ G(x)(1—F(x))dx.

30



5.1. Bizonyitas. Tudjuk | X —Y|= [T X <u<Y}+I{Y <u < X}du.
E\X—Y|:(/Q/ooH{X§u<Y}+]I{Y§u<X})dudP:
:/w/ (X <u<Y}+I{Y < u < X})dPdu =
/ PX<u<Y)+PY <u<X))du=

_/ P(u<Y)P(u>X)+P(u< X)P(u>Y))du =

-[ @ +F(u)(1- Glu)))du

A bizonyitasban Fubini tételét, illetve X és Y fiiggetlenségét haszndltam
ki.

Nézziik tehat:
2/ dx—Z/ (F*(x (x) +G*(x)) dx =
:2/ (F?(x (X) + G*(x)) + (F(x) + G(x)) — (F (x) + G(x)) dx =

-2/ °QF( )1 G() +G)(1 - G)) +F>(x) + G(x) — (F(x) + G(x)) =

:2E\X—Y|+2/_0;F(x)(F(x)—1)dx+2/_°;G

itt a lemmat felhasznalva

2/ X —1) dx——/_iF(x)(F(x)—ndx—

/ F'(x)(F'(x) = 1)dx = —E|X — X |

—00

2/ G(x x)—1)dx=— /G x)—1)dx—

—/ G (x)(G(x) = 1)dx = —E|Y — Y|,

és

igy megkapjuk, hogy
2/ Ydx=2E|X —Y|—E|X—X|—E|Y—Y|.
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Ennek egy természetes kiterjesztése d-dimenzoban az energia tavolsag fo-
galma.

5.5. Definicié (Energia tavolsag). Legyenek X és Y fiiggetlen val6szind-
ségi valtozok, X és Y fiiggetlen masolatokkal, tovabbd E|X|; < o és
E|Y|4 < oo. Ekkor

2EX-Y|,—EX-X|;—E[Y-Y |,

Nem trivialis, de bizonyithatd, hogy ez az ért€k nemnegativ, tovibba akkor
¢és csak akkor 0, ha X és Y eloszldsa megegyezik. Es fontos, hogy erre a
mennyiségre mar a forgasinvariancia is teljesiil.

5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen d-dimenzios valosziniiségi
vdltozok, E|\X |4+ E|Y|q < oo, és Y és @ jelolik a karakterisztikus fiiggvé-
nyeiket. Ekkor az energia tdvolsdaguk

/ ' 1 1) — t 2
e ¥y Xy Y] L [ MO0,
S

ahol

5.3.2. A Székely-Rizzo modszer

Ehhez a médszerhez az energia statisztika fogalmaét kell haszndlnunk. Az
energia statisztikak lényegében statisztikai megfigyelések kozotti tdvolsa-
gok fiiggvényei. Ez a koncepcié Newton potencialis energia fogalman ala-
pul, amely két test tavolsaganak fiiggvénye. Ezért vezettem be részletesen
az energia tavolsdg fogalmat, hogy egyszertien megérthet6 legyen a Szé-
kely és Rizzo éltal bevezetett mddszer.

Legyen X és Y két d-dimenziés, fiiggetlen véletlen vektorok PX és PY
eloszlassal, X és'Y pedig X €s Y fliggetlen masolatai. Ekkor a négyzetes
energia tavolsagot PX és PY kozott igy definidljuk:

D*(PX,PY) = 2E|X ~Y|| - E|[X - X || - E[[Y - Y ||
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A teszt probastatisztikdja:

271
Sn:n -
n:

_ 1 & IO
ZEHYn,i—NlH—EHNl—NzH—; Y ElYui—=Yujll |
i=1 ij=1

ahol || - || euklideszi normat jeldl és

~ n 1
J— £ _ 2 —_— .
Yn,i—w/—n IY”’i és Ypi=Sp’(xi—%), i=1,...,n,

ahol pedig S a minta varianca-kovarianca matrixa, x pedig a mintaétlag.
Tovabba N és N, fuiggetlen vektorok N;(0,1;) eloszléssal.

Az energia tavolsdg mélyebb ismerete segitségével észrevehetjiik, hogy
d+1

E|Ny —Nof| = 2T | =2~
r(¢)

A Székely-Rizzo teszt a nullhipotézist, miszerint a mintank d-dimenzios
normadlis eloszlast kovet, nagy &, probastatisztika érték esetén utasitjael. A
két szerz6 2005-0s cikkébdl azt is megtudhatjuk, hogy a teszt konzisztens
minden nemnormalis alternativéra.

5.4. A Doornik-Hansen teszt

Az utolsé tobbdimenzids normalitast teszteld mdodszer, amit bemutatok
Jurgen A. Doornik és Henrik Hansen cikkében szerepel [15]. A teszt a
a vizsgalni kivant minta ferdeségén és csticsossdgan alapul, &m ezeket az
értékeket eldszor sztenderd normalis eloszldstiva konvertaljuk, ezutan vé-
gezziik el a tesztelést.

A két szerz0 arra hivatkozva alapozta a tesztet a ferdeségre és csticsossagra,
hogy a leghatékonyabb omnibusz tesztek vagy a rendezett megfigyelések
sulyozott Osszegét hasznaljdk fel, mint példaul a Shapiro-Wilk teszt, vagy
a minta ferdeségét és csucsossagat. Viszont véges mintakban a megfigye-
1ések ferdesége €s csiicsossdga nem fiiggetlen egymastdl nagy mintaelem-
szam esetén sem. Ezért ennek a tesztnek a probastatisztikajat transzformalt
értékekbdl szamoljuk.

A Doornik-Hansen teszt hasznalhatd egyvaltozos €s tobbvaltozos esetben
is. En a sziikséges értékeket definidlom egy- és tobbdimenzids esetben is,
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viszont a miikodési elvet csak d-dimenzids esetben mutatom be. Az egy-
valtozods eset hasonld probastatisztikaval szamolhato.

Az elméleti ferdeséget €s csucsossidgot definidltam mar. A tapasztalati fer-
deséget és csucsossdgot megkaphatjuk a megfigyelésekbdl, jeloljiik ezeket
by és br, modon:

m m 1 & :
by :—2, bzz—;, ahol mi:—Z(xi—)_c)l.
2 m n ‘=
ms 2 i=1
Legyen X = (X1,X3,...,Xn) € R mitrix, ahol minden x; egy d-dimenzids

sorvektor. Legyen X mintadtlag €s S minta variancia-kovariancia matrix.
Legyen V egy olyan métrix, aminek foatl6jaban a szérdsnégyzeteket van-
nak, tehdt V = diag(o?,03,...,07). C pedig legyen az a métrix, amit igy
1 1 s, P . 7, 7z .
kapunk: C = V72SV 72, C sajatértékei legyenek A;-k és A matrix tartal-

//////

H matrix pedig élljon a A;-khez tartozé sajatvektorokbol.
Y = (y1,¥2,.--,¥n) matrix pedig alljon azokbdl a transzformalt megfigye-
1ésekbdl, amiket igy kapunk:

yi = HA2HTV 2 (x; — %).

Szamitsuk most ki minden transzformélt megfigyelésnek a ferdeségét és
cstcsossagat, majd rendezziik ezeket két vektorba, By = (byy,...,b14) és

By = (ba1,...,byg).

Ezutin még a by és b értékeket is transzformdlnunk kell. A ferdeséget
Ralph B. D’ Agostino mddszere [16] szerint fogjuk szamolni. Az 4talakitas
egyetlen feltétele, hogy n > 8 legyen:

5 — 3(n?4+27n—70)(n+1)(n+3)
 (n=2)(n+5)(n+7)(n+9)
—1

o’ =—1+(2(B 1))
1

D=
-




A csticsossdgot elészor x? eloszlastivd, majd tovdbbalakitva végiil szten-
derd normédlis eloszlasuva transzformdljuk, megkapva igy z; értéket. Ehhez
a Wilson-Hilferty kobgyok moddszert hasznaljuk:

§=(n—-3)(n+1)(n*+15n—4),
(n—2)(n+5)(n+17)(n*+27n—170)

“= 65 ’
. (n—7)(n+5)(n+7)(n*>+2n—75)
60 ’
. (n+5)(n+7)(n> +37n* + 11n—313)
126 ’
a=a+bc,

X = (by—1—b1)2k,
1
_((xN . L !
Z2_<(2a> 1jL9oc)(9O‘)2'

Igy mér tudjuk a prébastatisztikdhoz sziikséges vektorokat definidlni, mint
Zy = (z211,---,214) €8 Ly = (221, - -, 224)-

Ekkor a d-dimenzids préobastatisztika:

Ey =471 + 7,7} ~ x*(2d).

A prébastatisztika elénye, hogy bar hosszadalmas, de nem bonyolult kisza-
molni. Emellett a korreldcidval szamolunk a kovariancia métrix helyett, igy
a teszt skdla-invarians, ami szintén egy pozitivum. A modszer jo tulajdon-
sagai kozé sorolhaté még, hogy C métrix V2-bsl szamolandog, igy invarians
a rendezésre.
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6. Tesztek osszehasonlitasa

6.1. Szimulalt adatok tesztelése

Mindegyik bemutatott teszt megtaldlhaté az R statisztikai program vala-
melyik beépitett csomagjaban. A Mardia és a Henze-Zirkler teszt az mvn-
normalTest csomagbdl a mardia() és mhz() parancsaival, a Székely-Rizzo
teszt az energy csomag mvnorm.test() parancsaval, a Doornik-Hansen teszt
pedig az mvnTest csomag DH.test() parancsiaval hasznilhat6. Mindegyik
beépitett teszt a feljebb bemutatott probastatisztikaval szdmol. A Mardia
tesztnél van annyi kiilonbség, hogy egy teszten beliil vizsgalja az adatok
csucsossagat és ferdeségét, €s ha mar az egyik érték kritikus, akkor eluta-
sitja a nullhipotézist.

Azzal kezdtem a bemutatott tesztek 0sszehasonlitdsit, hogy mindegyiket
lefuttattam normalis eloszlasbol szarmazé mintakon, o = 0,05 szignifi-
kancia szint mellett. Kiindulasképpen ez jol mutatja, hogy melyik teszt
mekkora valdszintiséggel kovet el elsdfaju hibat, mindenhol szazalékban
megadva.

teszt n=>50 n =200 n=>500 | n=1000
Mardia 4 4.6 4.4 5,2
Henze-Zirkler 5.4 4.8 3.8 4.8
Székely-Rizzo 8,2 7,6 5,7 5,8
Doornik-Hansen 6 6,8 4.8 5

2. tablazat. Az els6fajd hiba relativ gyakorisdga 5%-os nomindlis érték €s
d = 2 dimenzids normdlis minta esetén

teszt n=>50 n =200 n=>500 | n=1000
Mardia 6,1 6,2 5 4.9
Henze-Zirkler 8,3 7,9 6,1 5,2
Székely-Rizzo 11,2 10,4 7,2 6,8
Doornik-Hansen 7,8 6,7 5,8 5,2

3. tablazat. Az els6faju hiba relativ gyakorisaga 5%-o0s nomindlis érték és
d =5 dimenziés normélis minta esetén
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teszt n=>50 n =200 n =500 n = 1000
Mardia 6,8 6,7 5,8 5,1
Henze-Zirkler 8,4 8,1 7.4 5.8
Székely-Rizzo 14,7 12,8 9.4 8,2
Doornik-Hansen 16,2 13,1 9,2 6,9

4. tablazat. Az elsofaju hiba relativ gyakorisdga 5%-os nomindlis érték és
d = 10 dimenzids normalis minta esetén

Latjuk, hogy magasabb dimenzidkban f6leg kis mintaelemszamnal akar
16% koriil is mozog példaul a Doornik-Hansen teszt esetén az els6faju hiba
gyakorisaga. Azonban azt is J0l megmutatjdk a tablazatok, hogy magasabb
mintaelemszam teszteléskor ez mar sokkal kevésbé valészint, o = 0,05
esetén mindegyik tesztnél az elsdfaju hiba gyakorisdga kozelit 5S%-hoz.

Ezutin generdltam egy olyan mintat, aminek peremeloszldsai normalis el-
oszlasuak, am az ezekbdl képzett tobbdimenzids minta méar nem az. Ezt
ugy csinaltam, hogy d-dimenziés minta esetén igy definidltam X;-t, ahol
ie{l,....d}: X; ~N(0,1) és

{ |
=
X1

Xi ~N(0,1), hai=2k+ 1 alakd, ahol k € Z.
Igy kapunk d darab egymastdl fiiggetlen X; viltozot.

ha—1§X1§1

ha i = 2k alaku, és
kiillonben,

Itt is azt tiintettem fel a tablazatban szdzalékosan, hogy a tesztek milyen
aranyban tudtdk elutasitani a nullhipotézist, miszerint d-dimenzids normé-
lis eloszlasbdl szarmaz6 mintét vizsgalunk.

A lefuttatott tesztek alapjan lathatd, hogy d = 2 dimenzidban a Mardia
teszt a masik harom teszthez képest kisebb aranyban tudja elutasitani a
nullhipotézist, a Henze-Zirkler, a Sz€kely-Rizzo és a Doornik-Hansen teszt
viszont mdr n = 500 eleml minta esetén is 95% koriili ardnyban képes ra.
d =5 és d = 10 dimenzi6 esetén azonban mér n = 500 és n = 1000 elem
minta tesztelésekor a Mardia az a teszt, ami a legnagyobb aranyban ké-
pes elutasitani Hy-t. A Székely-Rizzo teszt sok esetben észrevehetéen na-
gyobb ardnyban képes a nullhipotézis elutasitasira, am itt figyelembe kell
venniink, hogy az els6faji hiba valdszinlisége is ennél a mddszernél volt
a legnagyobb. Igy ennek hasznélatakor mérlegelniink kell, hogy mekkora
szignifikancia szinttel szeretnénk szdmolni.
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teszt n=>50 n =200 n =500 n = 1000
Mardia 52 34,1 48,7 76,8
Henze-Zirkler 40,7 64,9 94.6 95,2
Székely-Rizzo 49 4 92,6 96,1 95,8
Doornik-Hansen 41,2 84,3 95 94,7

5. tdblazat. d = 2 dimenzids kevert minta esetén

teszt n=>50 n =200 n =500 n = 1000
Mardia 6.4 27,4 64,1 94,6
Henze-Zirkler 5,2 12,8 38,2 69,4
Székely-Rizzo 14,8 32,2 59,7 82,3
Doornik-Hansen 5,2 11,7 41.3 74.6

6. tablazat. d = 5 dimenzios kevert minta esetén

d = 10 dimenzidban lefuttattam a teszteket n = 5000 elemszdmu mintara
1s, mert minél magasabb a dimenzid, anndl nagyobb eleml minta esetén
kapunk megbizhat6 eredményt. Azért néztem n = 5000 nagysdgu mintara,
mert a Mardia teszt az R programban maximum ekkora elemszdmra fut.
Latjuk, hogy ebben az esetben mar mindegyik teszt észrevehetden jobb
eredményeket ad, mint kisebb mintdk esetén. Ekkora elemszamu minta
esetén mdr a tesztek futdsi ideje sem elhanyagolhatd. 1000-szer futtattam
minden tesztet. A Mardia €s Henze-Zirkler teszt 5 perc alatt futott le, a
Székely-Rizzo teszt pedig majdnem 12 perc alatt. A Doornik-Hansen teszt
az, amelyiket a leggyorsabban el tudja végezni a program, ez még ekkora
minta esetén is 10 masodperc alatt lefutott. Azt is megéllapithatjuk ezek
alapjan, hogy minél magasabb dimenzidju adatokat teszteliink, annal na-
gyobb elem{l mintdra van sziikségiink a jo teszteredményekhez, akdrme-
lyik médszert 1s vélasztjuk.

teszt n=50 | n=200 | n=500 | n=1000 | n = 5000
Mardia 4.2 17,6 49,1 91,2 95
Henze-Zirkler 9.1 8,9 16,2 21,4 64,2
Székely-Rizzo 21,3 27,1 46,5 75,8 84,8
Doornik-Hansen 5,4 6,1 7,2 17,3 63,4

7. tablazat. d = 10 dimenzids kevert minta esetén
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Lattuk, hogy a Székely-Rizzo és a Doornik-Hansen teszt adott szignifikan-
cia szint mellett jelentdsen nagyobb elsdfaju hiba valdszintiséggel dolgo-
zik, mint a mésik két teszt, f6leg magasabb dimenzi6 és kicsi mintaelem-
szam esetén. Ezért d = 10 dimenziés mintdra lefuttattam ezt a két tesztet
o = 0,02 szignifikancia szinttel 1s, hogy "igazsdgosabb" legyen az Ossze-
hasonlitdsuk a Mardia és a Henze-Zirkler teszttel.

Teszteredmeények d=10 dimenziéban

0.75

Test

-®- Doornik-Hansen
0.50 -®- Henze-Zirkler

-®- Mardia

=@~ Szekely-Rizzo

Elutasitasi arany

0.25

0.00
50200 500 1000 5000
Mintaelemszam

7. abra

A Székely-Rizzo teszt elég nagy mintaclemszam esetén még igy is tobb-
szor tudta elutasitani a nullhipotézist, mint az a = 0,05-tel szamol6 Henze-
Zirkler teszt, a Doornik-Hansen pedig maradt a legkevésbé erls teszt a
négy koziil d = 10 dimenziéban. A Mardia teszt az, ami mar n > 500 ese-
tén a tobbi harom tesztnél ldthatdan tobbszor tudta elutasitani, hogy a minta
egyiittes eloszldsa normalis.

6.2. Valodi adatok tesztelése

A teszteket szerettem volna lefuttatni valédi adatokon is. Emlitettem, hogy
fontos szerepet jatszik a normalis eloszlas a pénziigy teriiletén is, igy tOzs-
dei adatokat valasztottam. A Standard& Poor’s 500 adatokat toltottem le. A
Standard & Poor’s 500 egy olyan amerikai részvényindex, amely a legna-
gyobb 500 kizép- és nagyvillalatot tartalmazza az Egyesiilt Allamokban.
Az S&P 500 gyakran szolgdl referenciaként az amerikai tozsde teljesitmé-
nyének mérésére. A befektetdk €s a pénziigyi szakemberek széles korben
hasznaljik, hogy megértsék az amerikai részvénypiac alakuldsat és a gaz-
daségi trendeket.
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Az altalanos feltevés, hogy a részvények ardinamikdjat geometriai Brown-
mozgdas hatdrozza meg, €és ebben az esetben az drak logaritmikus hoza-
mai fliggetlenek €s normalis eloszlast kovetnek. Egy fontos példa erre a
Black-Scholes modell. Ezt a feltevést teszteltem ugy, hogy 100 olyan val-
lalatnak letoltottem az drhozamait az elmult 18 évbol, amelyek ebben az
1d6szakban konzisztensen részét képezték a Standard&Poor’s indexnek.
Erre a 100 vallalatra nézve kiszdmoltam a napi, heti €s havi d&rhozamok
logaritmusat. Az igy kapott adatokon pedig lefuttattam a mar jol ismert
négy statisztikai tesztet. A kovetkezd tablazatban 0sszefoglaltam, hogy a
100 vallalat hiany szazalékanal tudtik a tesztek elutasitani a nullhipoté-
zist a napi, heti és havi loghozamok alapjan. Az el6z06 alfejezetben kapott
eredmények miatt a Székely-Rizzo és a Doornik-Hansen tesztet o = 0,02
szignifikancia szinttel futtattam.

teszt napi adatok heti adatok havi adatok
Mardia 86 42 16
Henze-Zirkler 69 27 9
Székely-Rizzo 72 34 13
Doornik-Hansen 64 27 7

8. tablazat

Ez alapjan azt latjuk, hogy a napi adatok alapjan nagy aranyban tudjak el-
utasitani a tesztek Hp-t, miszerint normalis eloszlastak az adatok. A heti
loghozamok vizsgdlatakor mér kisebb aranyban, viszont ha a havi logho-
zamokat nézziik, azok alapjan méar az esetek nagy tobbségében nem tudjuk
elutasitani a nullhipotézist.

Ebben tényez0 lehet a kevesebb adatszam, illetve a korrekci6 is, miszerint
a napi szinten el6fordul6 kiugrdsok havi szinten kiegyenlitddnek.
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7. Konklazio

A bemutatott tesztek Osszehasonlitisa ramutatott arra, hogy a kiilonb6z6

statisztikai tesztek eltéroen viselkednek a tobbdimenzios normalis eloszlas
tesztelése soran.

Az eredmények alapjdn elmondhatd, hogy a Székely-Rizzo €és a Doornik-
Hansen tesztek haszndlatakor nagyobb az els6faji hiba valdszintsége, f6-
leg alacsonyabb dimenziéban, mint amit varunk. Ezért ha ezeket a mdd-
szereket haszndljuk, fontos jol megvélasztanunk az a-t. Magasabb dimen-
zidban a Mardia teszt képes a legnagyobb aranyban elutasitani a nullhipo-
tézist, mikor olyan mintédkat teszteliink, amiknek az egyiittes eloszldsa nem
normalis eloszlést kovet. Ez f6leg nagy mintdk esetén l4thato.

A kevert mintdk esetén a Székely-Rizzo teszt volt dltaldban a legerdsebb,
azonban a magasabb els6faju hiba valoszintisége miatt érdemes Gvatosan
kezelni ezeket az eredményeket. A Henze-Zirkler teszt konzisztensen tel-
jesitett, bar nem mindig volt olyan erds, mint a Székely-Rizzo, de az alkal-
mazasakor kisebb az elséfaji hiba valdszinlisége, igy megbizhatébb lehet
a gyakorlatban.

A valddi adatok tesztelése sordn a pénziigyi adatok elemzése is €rdekes
eredményeket hozott. A kiszdmolt napi loghozamok esetén szintén a Mar-
dia teszt volt a leger6sebb, 86%-os elutasitdsi ardnnyal, mig a heti és havi
értékeknél a tesztek ereje jelentdsen csokkent. Ez arra utal, hogy a napi
adatokban tobb olyan tendencia taldlhat6, amely eltér a normdlis elosz-
lastol, mig a heti €s havi adatok inkabb megfelelnek a normalis eloszlas
hipotézisének. Ez azt is jelentheti, hogy hosszabb id6tdvon az adatok szo-
rasa csOkken, igy kevésbé tudjuk elutasitani, hogy normalis eloszlasuak az
adatok.

Osszefoglalva, a kiilonboz6 médszerek dsszehasonlitdsa alapjan lathato,
hogy a megfeleld teszt kivdlasztdsa nagymértékben fiigg a vizsgdlt adatok
dimenzidjatol és a minta elemszdmatdl. Az els6faju hiba valdszintiségére
kiilonos figyelmet kell forditani, kiilonosen magasabb dimenziok €s kisebb
elemszdmu mintdk esetén. A valddi adatokon végzett tesztek eredményei
pedig rdimutatnak arra, hogy a tobbdimenzids normalis eloszlas feltétele-
zése nem mindig 4llja meg a helyét a pénziigyi adatok esetén, kiilondsen
rovidebb 1doszak vizsgalatakor. Ezért a statisztikai tesztek alkalmazdsa so-
ran mindig figyelembe kell venni az adatok jellegzetességeit és a tesztek
sajatossagait a legmegbizhatobb eredmények elérése érdekében.
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