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1. Absztrakt

Ebben a dolgozatban bemutatom a kapcsolatot a Sylvester [18] altal definialt

Hadamard-matrixok, és az eredetileg Pompeiu [16] altal kérdezett probléma diszk-
retizalasa [11] kozott. Ennek segitségére hasznalom Babai [1| és Lovész [13] ered-
ményeit a Cayley-grafok sajatértékeir6l. Belatjuk, hogy a két probléma ekvivalens
azzal, hogy egy Z% -beli vektorra merdleges hipersik felezi-e Matolesi [14] sulyfiigg-
vényét. Explicit moédon kimondom Matolesi [14] sulyfiiggvényének részleteit. Fzek

utan adok egy also korlatot a Z3 -beli vektor egyeseinek szamara.

2. Bevezeto

Egy Hadamard-matrix egy olyan négyzetes 1 métrix, amelynek sorai és oszlopai
paronként ortogonalisak:
HH" =n-Id.

Ezeket el6szor Sylvester [18] irta le 1867-ben, és belatta, hogy 27 méretli valds
Hadamard-matrixok léteznek, megmutatva egy generald algoritmust, amellyel vég-
telen sok Hadamard-méatrix elallithato. Majd Hadamard [5] 1893-ban vizsgalta
tovabb a kérdést, megmutatva alapeseteket n = 12,20 -ra, belatva, hogy nem csak
2 hatvany méretiiek léteznek, s6t belatta, hogy valés esetben csak n = 1,24k
méretiiek lehetnek. Hadamard [5] eredetileg azt kérdezte, hogy mi a maximalis de-
terminénsa egy maétrixnak, ha elemei az egységkorrdl szarmaznak. Erre a kérdésre
volt a valasz a kés6bb rola elnevezett Hadamard-métrix. Ennek a matrixosztalynak,
ha komplex egyhosszi elemekkel vizsgéljuk, akkor minden n -re 1étezik eleme, erre
példa a Fourier-métrixok. Valés esetben csak egy sejtésiink van, ami az egyik leg-
régebben fennall6 kombinatorikai sejtés: az Hadamard-sejtés, miszerint minden 4n
méretre létezik valos Hadamard-méatrix. Cati és Pasechnik [3] egy nagy adatbézist
allitottak 0ssze az eddig ismert Hadamard-matrixokrol, egészen n = 3000 -ig.

Egy ciklikus métrix olyan négyzetes méatrix, amely egy vektor ciklikus permu-
tacioival van generalva. Ryser [17| azt sejtette meg 1963-ban, hogy n = 4 -nél
nagyobb meéreti ciklikus Hadamard-matrixok nem léteznek. KEgyszertien lathato,
hogy a v = (—1,1,1, 1) altal generalt matrix Hadamard. Erre a sejtésre Turyn [19]
1965-ben adott egy sziikitést, bizonyitva, hogy n > 4 -re csak akkor létezhet valos
ciklikus Hadamard-matrix, ha n = 4u?, ahol v paratlan, és nem primhatvany. Le-
ung és Schmidt [12] sziikitették a nyitott u? esetetek listajat, a részletekért lasd [12]
[15]. Mig Hadamard-matrixbol sok van, ciklikus Hadamard-matrixbol igen kevés, és
a lehetséges méatrixok szama folyamatosan csokken.

A sik egy pozitiv Lebesgue-mértékkel rendelkezé kompakt részhalmaza Pompieu-
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tulajdonsaggal rendelkezik, ha igaz ra a kovetkezd: ha f : R? — C folytonos, és

/ Fdry =0
o(K)

minden o(K) tavolsagtartd transzformaciora, akkor ebbdl kovetkezik, hogy f = 0.
Tudjuk, hogy minden sokszég Pompeiu. Tudjuk, hogy a kor nem Pompeiu. Pompeiu
kérdése [16] az, hogy ha egy sima hatéara, kompakt részhalmaz nem Pompeiu, akkor
az a kor-e [10]. A Lebesgue-mértéket lecserélve a szamlalo mértékre, a tavolsagtarto

transzformaciokat eltolasokra, ezt diszkretizalni lehet, lasd [11]:

Zf(x—i—s):()

sES

Ezt a diszkrét probléméat lehet sszekapcsolni Matolesi [14] sulyfiiggvényével, ahol
ennek egy sulyozott valtozatat vizsgaljuk.

Ebben a dolgozatban beldtom, hogy a diszkrét Pompeiu-probléma ekvivalens
azzal, hogy a Matolcsi [14] sulyfiiggvényével sulyozott Z% -t felezi-e egy v € ZY
vektorra merdleges hipersik. Adok egy als6 hatart a v-ben szereplé 1-esek szamara:
k> .

3. Definiciok

Ebben a szekcidoban definiciok sorozata talalhato, amelyeket késébb hasznalni fogok.

3.1. Definici6. [9] Csoport. Egy G nemiires halmaz csoport, ha értelmeziink ele-

mein egy * kétvaltozos miiveletet, melyre igazak a kovetkezdk:
e x asszociativ, vagyis barmely a, b, ¢ € G -re (axb) xc = a x (bx*c);
e létezik e € (G kétoldali neutralis elem, melyre e x g = g * ¢ minden g € G-re;
e minden g € G-nek létezik g—! kétoldali inverze, melyre g ' x g =g* g~ = e.
Jelolés: (G, ).

3.2. Definiciod. [9] Abel-csoport. Abel-csoport egy olyan csoport, amely kommuta-

tiv, vagyis a fenti jelolésekkel: a,b € G esetén a xb = b * a.

3.3. Definicio. [9] Gyird. Az R gytrd, ha az R halmazon értelmezett egy Ossze-
adasnak nevezett + jeld mivelet is, és egy szorzasnak nevezett, altalaban egymas

mellé iréssal jelolt mivelet is, a kovetkezé tulajdonsagokkal:



e R az Osszeadasra nézve Abel-csoport. (Ez tehat azt jelenti, hogy + egy asszo-
ciativ és kommutativ mtivelet, amelyre nézve van nullelem, és minden elemnek

van ellentettje.)
e R a szorzasra nézve asszociativ.

e Ervényes a disztributivitas: tetszéleges z,y, 2 € R esetén (z +y)z = vz + yz

és z(x +y) = 2o + 2y.

3.4. Definicid. [9] Test. Az olyan kommutativ, egységelemes gytirtiket, amelyekben
minden nem nulla elemmel lehet osztani, testnek nevezziik. Ha egy gytiri nem nulla
elemei csoportot alkotnak a szorzasra, akkor a gytirtit ferdetestnek hivjuk. A testek

a kommutativ ferdetestek.

3.5. Definicio. 9] Ciklikus csoport. Egy G csoportot ciklikusnak neveziink, ha egy
alkalmas g elemének az egész kitevsji hatvanyaibol all. Az ilyen g elemeket a G

generdtorelemeinek nevezziik. Vagyis a g elem generalja a G csoportot.

3.6. Definicio. 9] Homomorfizmus. Legyenek (A, %), (B,Q)) csoportok. Egy f :
A — B homomorfizmus, ha f(a*b) = f(a) @ f(b) minden a,b € A-ra.

3.7. Definicio. 9] Izomorfia. Legyenek (A, %), (B,&)) csoportok. Legyen f egy
bijektiv homomorfizmus. Ekkor f izomorfia A és B kozott. Két struktara izomorf,

ha létezik izomorfia kozottiik.

3.8. Definicio. 9] Elemi Abel p-csoport. Az olyan G csoportokat, amelyek izomor-
fak a (Z})"-re, elemi Abel p-csoportnak hivunk, ahol p prim, n pedig egész.

3.9. Definici6. [6] Karakteriszktikus figgvény. Legyen X halmaz, A C X, legyen
T test. Az 14 : X — T fiiggvényt az A csoport karakterisztikus fiiggvényének
nevezziik, ha

1 z€A

0 x¢ A

La(x) =

minden xz € X-re.

3.10. Definicid. [6] Skaldris szorzds. Legyen V egy vektortér a K test felett. De-
finidlunk egy bilinearis fiiggvényt a kovetkezé modon: (-, ) : V x V — K, valamint
(a,b) = > a;b;, ahol a,b € V. Ezt a V vektortéren értelmezett skalarszorzésnak
hivjuk.

3.11. Definicié. [4] Abel-csoport karaktere. x, : A — C* homomorfizmus, ahol
veA C=(C\0,-), vagyis a komplex szamokbol képzett multiplikativ csoport a

klasszikus szorzasmiivelettel.



Karakter példéak:

e (), ciklikus csoport karaktere:
o
Xk(z) = exp (ﬂxk> ,
n

ahol C,, az n elemi ciklikus csoport, és xk modulo n van értelmezve. Mivel
exp(%) egy n-edik egységgyok, tehat n-edik hatvanya 1, igy ha z-et meg-
valtoztatjuk n valami egész tobbszorosével, akkor az exponencialis fiiggvény

értéke nem valtozik.

e clemi Abel p-csoport karaktere:

Xu(v) = exp (?(% v)) ,

ahol (u,v) a 3.10 definiciéban van definiélva.

2ms
n

Az el6z6 példakban lathattuk, hogy x — exp ( x) homomorfizmus.

3.12. Definici6. |9] Mdtrizok tenzorszorzata. Ha A egy n X m-es, B egy p X ¢-s

métrix, akkor a két méatrix tenzorszorzata egy pm x gn-es matrix: (A ) B)

pr+4v,qs+w
— a'rsbvw
bll b12 e bll b12
aii bar bay ... a12 ba1  bao
A® B = bir b2 ... bi1 b2
a1 bar bay ... a2 ba1 Do

Ezt szokas tenzorszorzat helyett Kronecker-szorzatnak nevezni.

3.13. Definicié. Ciklikus mdtriz. Egy A n x n-es matrix ciklikus, ha A;; = u,_,,

ahol u € T" vektor, és a j — ¢ index modulo n van szamolva.

Ez a definicié pont azt jelenti, hogy egy vektor generdlja a matrixot: az els§ sor
maga a vektor, a masodik sor a vektor elemei eltolva eggyel jobbra (az utolsé elem

az elsé lesz), és igy tovabb.

3.14. Definici6. Irdnyitatlan graf. Egy graf iranyitatlan, ha minden él forditottja

is él a grafban.



3.15. Definicio. [1] Szinezett grdf. Legyen V csucshalmaz, és legyen ¢, : V xV — C
fiiggvény minden élhez szint (sulyt) rendel. Lehet gy tekinteni a nem élekre, mint

amik 0 szint (sulyt) kaptak.

3.16. Definici6. [1| Cayley-grif. Legyen G egy csoport * csoportmiivelettel, és S
egy generatorhalmaz. Cay(G, S) grafban a cstcsok legyenek megfeleltethetéek a G

elemeivel, és akkor legyen kozottiik él, ha g, ' * go € S.

3.17. Definicio. (8] Adjacencia-mdtriz.

A G = (V, E) graf, szomszédsagi matrixa a kovetkezs n X n-es matrix:

l,haij € E

A, j) =
0,haij ¢ E.

[ranyitott és iranyitatlan grafok esetében is hasznalhat6. Iranyitatlan graf esetén ez

a matrix szimmetrikus. A G graf adjacencia matrixat Adj(G)-vel jeloljik.

3.18. Allitas. Amennyiben G egy ciklikus csoport, akkor Adj(Cay(G, S)) is ciklikus

lesz.
Ezt a fenti allitast trivialis belatni.

3.19. Definicio. [1| Szinezett Cayley-grif. Legyen G csoport és a: G — C. Ekkor
Cay(G, a) szinezett Cayley-graf definidlhato G-n: c,(g,h) = a(g~'h)

Ha « egy S halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor a Cay(G, S) Cayley-grafot
kapjuk, igy ez egy tényleges altalanositasa a Cayley-graf fogalmanak.

4. Hadamard-matrixok

4.1. Definicid. [2| Hadamard-mdtrizok. Egy n x n-s H méatrix Hadamard, ha
minden eleme 1 vagy —1, illetve HH?T diagonalis, vagyis minden sor merdleges a

tobbi sorra.

A HH7-t ebben az esetben pontosan ismerjitk: HH” = nld. Ugyanis itt a f54tl6
elemeiben négyzetosszegek szerepelnek 1 abszolit értéki szamokbol, vagyis n van
mindenhol a fGatloban.

Az el6z6 definicio altalanosithato.

4.2. Definicié. [2| Komplex Hadamard-mdtrizok. Minden eleme z € C, |z| =
1. Itt HH* matrixtol varjuk el, hogy diagonalis legyen, ahol H* a transzponalt
konjugéltjat jeloli.



4.3. Allitas. Az Hadamard-tulajdonsdg zdrt sorok és oszlopok cseréjére, illetve sorok

és oszlopok 1,—1-gyel valo szorzdsra, valamint a transzpondldsra.

Bizonyitds. A sorok és oszlopok cseréje utan az adott sor/oszlop tovabbra is csak
onmagara lesz nem mer6leges. Nemnulla skalarral valo szorzas nem valtoztat azon

a tulajdonsagon, hogy két vektor merdleges-e.
0= (a,b) = (A\a,b) = Aa,b) = 0.

Tehat ha egy a vektor meréleges egy masik b vektorra, akkor a meréleges —b-re
is. O

Sorok és oszlopok cseréjével, +1-gyel valo szorzassal lehet tigy atalakitani egy
Hadamard-matrixot, hogy az els§ sorban és oszlopban csupa 1-esek szerepeljenek.
Ez a miivelet egy ekvivalenciarelaciot definial a Hadamard-matrixokon. Az atala-
kitast kdvetGen ugyanolyan alaki Hadamard-matrixokat egy hasonlosagi osztéilyba
soroljuk. n = 1,2,4,8,12-re egy hasonlosagi osztaly létezik, vagyis hasonlosag ere-
jéig a matrix egyértelmd.

Alabb példék olvashatoak Hadamard-méatrixokra az osztaly Reprezentansaval.

o (11
SR W |

Ez a matrix szimmetrikus, vagyis HHT = H?.

e n =4
1 1 1 1
1 -1 1 -1
H4 -
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

Eszrevehetjiik, hogy

H, H
H4 _ 2 2
H, —H,

Ez altalanossédgban is igaz: ha vessziik a tenzor szorzatat két Hadamard-matrixnak,

akkor az eredmény is Hadamard lesz.
Az elébbi példa pont a Hy @) Ho.



4.4. Allitas. [18] Egy H @ Hy mdrtic Hadamard, ha H n x n-es tetszéleges Hada-

mard, Hy pedig a 2 X 2-es Hadamard-mdtrix.

H H
H,; =
H -H

Ha vesziink két tetszéleges oszlopvektort innen, akkor az els6 n koordinadtédban

Bizonyitas.

0 a skalar szorzatuk, és a masodik n-ben is, fliggetleniil att6l, hogy szoroztunk-e
—1-gyel. Ha vesziink két kiilonb6z6 vektort az els6 H oszlopaibdl, azok tovabbra is
merdlegesek lesznek egymasra. Ha vessziik barhol ugyanazt a két oszlopot, akkor
azok skalaris szorzata 2n lesz. Ha vesziink egy vektort az els6 H oszlopaibdl és
egy mésikat a masodik H oszlopaibdl, akkor az tovibbra is meréleges lesz, mert H
merdGleges — H-ra. Ha vessziik ugyanazt a vektort az els6 H oszlopaibol és a méasodik

H oszlopaibol, akkor azok merélegesek lesznek, hiszen n + (—n) = 0. 0

Ezek alapjan végtelen sok Hadamard-matrix létezik, de nem csak ezzel a mod-
szerrel lehet Hadamard-matrixokat generalni.

Lényegi részét képzi a valos Hadamard matrixoknak a méret kérdése. Korabban
méar emlitettem, hogy minden valés Hadamard-matrix ekvivalens egy olyan matrix-
szal, amelynek az els§ sora csupa l-es. Az, hogy meréGleges ra a mésodik sor, azt
jelenti, hogy ¢ darab l-es, és § darab —I-es van a mésodik sorban, vagyis n péros.

Az viszont, hogy a harmadik sor meréleges a masodik sorra, az azt jelenti, hogy az

n

5 darab egyes alatt van 7 l-es és §

—1l-es, ugyanigy az 7 —1-essel. Innen kovetkezik

a kovetkezg allités:
4.5. Allitas. [5/n = 1,2 kivételével minden valds Hadamard-mdtriz mérete oszthato
néggyel.

4.6. Sejtés. [5] Hadamard-sejtés. Minden n € AN szdmra létezik-e valds n x n-

es Hadamard-mdtriz. Ez az dgynevezett Hadamard-sejtés (Hadamard Conjecture -

HC).

A HC komplex esetben egy megoldott probléma, ekkor ugyanis minden n € N

-re létezik komplex Hadamard-matrix [2]. Egy példa ezekre az ugynevezett Fourier-
2im

matrixok: Fy = (wY),;, ahol w =e™.
A kovetkezd allitas a szimmetrikus Hadamard-métrixok sajatértékeirsl szol: szim-

metrikus esetben igen egyszerd ezt meghatarozni.
4.7. Allitas. [18] Ha H szimmetrikus, akkor H sajdtértékei +/n.

Bizonyitds. Mivel H szimmetrikus, ezért
HH" = H* =n - Id.
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Tegyiik fel, hogy H-nak sajatértéke \, v sajatvektorral. Ekkor
H?*v = H(Hv) = H(\) = AMHv) = \(\v) = \.

Mivel n - Id-nek csak az n a sajatértéke, ezért H-nak a 4++/n lehet. n

Mig az el6z6 allitasok csak az Hadamard-matrixok méretérdl szoltak, a kdvetkezs

a ciklikus Hadamard-méatrixok méretérsl szol.

4.8. Allitas. [19] Csak n = 4u® méretd valds ciklikus Hadamard-mdtriz étezhet,

ahol u pdratlan, és nem egy primhatvany.

5. Ciklikus matrixok

A cikikus matrixokat a 3.13-as definicioban definialtuk. Szorol szora ugyanaz a

definicio:

5.1. Definicié. Ciklikus mdtriz. Egy A n X n-es métrix ciklikus, ha A;; = u;_,,

ahol u € T" vektor, és a 7 — ¢ index modulo n van szdmolva.

Példa ciklikus matrixra egy Cayley-graf adjacencia matrixa. Legyen most a
G =175 és S = {2;—2}. Ebbdl a kovetkezs adjacencia matrix generalodik:

b

I
S = = O O
= = O O O
_ o O O =
o O O = =
O O = = O

Ezen latszodik, hogy ciklikus. Amennyiben S = {1;—1}, akkor a Cayley-grafunk
egy kor, ami ha G = Z"-ben n paratlan, akkor izomorf a fenti S = {2; —2} esettel.

Egy ciklikus matrix sajatértékei és sajatvektorai meghatarozhatoak a generéator-
vektorabol. Ha csak annyit tudunk a matrixrol, hogy ciklikus, a sajatvektorok akkor

is ismertek:

5.2. Allitas. [20] Egy ciklikus mdtriz sajdtvektorai a v; = (1,w’,w?, ... w®=17)

2im/n

vektorok j =0,1,...,n—1-re, aholw = e , vagyis az n-edik primitiv eqyséqqyok.

Bizonyitds. Ha uw = (ug,uy,...,u,—1) egy vektor, és egy C' ciklikus matrix, akkor
Cu = y. Ha kibonjuk az y-t: yo = ugco + uic1 + ... ; y1 = UgCp_1 + urco + ...
Yk = UpCo_k+U1C1_k, ahol i — j index modulo n van szamolva. Vagyis yx, = > w;ci_g,

ahol az indexek tovdbbra is modulo n.
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Legyen u; egy sajatvektor, vagyis u; = (1,w’,w¥, ..., ™7, Ekkor yj, a kvet-

kezGképp all el6:

n—1

g

Y = g CikW,? .
i=0

Ebbél a szummabol kiemelve wh-t a kovetkezs kifejezést kapjuk:

n—1

kj i—k)j

e =Wy gl
=0

Ez a szumma mar fiiggetlen a k-tol, ugyanis ez csak egy ciklikus eltoldsa az Ossze-
adasnak, vagyis csak a tagok sorrendjét valtoztattuk meg. A szumman kiviil pedig
pont az a vektorelem &ll, amit most vizsgélunk, vagyis ez tényleg egy sajatvektor.

]

Az el6z6 bizonyitasban sokkal tobb minden jott ki, mint amit eredetileg szeret-

tiink volna, ugyanis a bizonyitas alapjan tudjuk a sajatértékeket is:

n—1
g ciw,’.
i=0

Tehat a general6 vektorbol direkt szamolhatoak a sajatértékek.
A fent emlitett Hadamard-matrixokkal valé kapcsolata a ciklikus méatrixoknak a

kovetkezd sejtés:

5.3. Sejtés. [17] CHC (Circulant Hadamard Conjecture). n = 4-nél nagyobb n-ekre

nem létezik valds ciklikus Hadamard-mdtrix.

n = 4-re létezik:

~1 1 1 1
1 -1 1 1
H, =
1 1 -1 1

Ennél nagyobb ciklikus Hadamard méatrix nem létezik, és ekvivalencia erejéig ez
az egyetlen 4 x 4-es, mivel 4 x 4-es H matrixok egyértelmiek. Ennél kisebb mar
csak a trividlis 1 x 1-es illetve 2 x 2-es H méatrixok ciklikusak.

A fent emlitett H, ciklikus és szimmetrikus Hadamard, vagyis a sajatértéke-
inek egyszerre kell megfelelnie a ciklikus méatrixok és a szimmetrikus Hadamard-
matrixoknal kiszamolt értékeknek. A szimmetrikus Hadamard szdmolésa annyit

mond meg, hogy a sajatértékek 2 és —2 valamilyen multiplicitassal. A ciklikussédgbol
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az kovetkezik, hogy: jelen esetben legyen w = i, mivel i egy 4-edik primitiv egység-
gyok. Ekkor a négy sajatvektor a kovetkezs: vy = (1,1,1,1); vy = (1,4, —1,—1);
vg = (1,—1,1,—-1); vy = (1,—i,—1,4). A hozzajuk tartoz6 sajatértékek pedig
2,—2,—2,—2 ugyanebben a sorrendben. Tehat ez a matrix tényleg teljesiti mindkét

matrixosztaly altal meghatarozott feltételeket.

6. Cayley-grafok

Amennyiben az A csoport ciklikus, gy a bel6le generélt Cayley-gréafok is ciklikusak.
Ha egy Cayley-graf ciklikus, akkor a (stlyozott) adjacencia-matrixa is ciklikus. A
korabban definialt fogalmak és kimondott allitdsok alapjén ismerjiik a sajatértékeit
a ciklikus matrixoknak. Ezeken kiviil még Babai [1| és Lovasz [13] a kovetkezst

mondtak ki Cayley-grafok sajatértékeirdl:

6.1. Tétel. [1] Egy A Abel-csoport szinezett Cayley-grifianak, Cay(A, «) -nak a

spektruma:

A= alg)xilg)

geA
minden 1 = 0...n -re.

6.2. Allitas. [7] Amennyiben egy Cay(G,S) Cayley-grdaf S generdtorhalmaza zdrt

az inverzképzésre, vagyis Vs € S = s7t € S, akkor az a Cayley-grdf irdnyitatlan.

6.3. Példa. Legyen G = Z§, S = (ey,eo,...ex), ahol ¢; a csupa 0 vektor, kivéve
az i-edik helyen, ahol 1-es. Ez a halmaz a k dimenziés egységkockit generilja
Cayley-grafként. Itt minden elem 6nmaganak az inverze, ugyanis koordinatanként
04+0=0,141=0modulo 2. Ezt igy tudjuk abrézolni k = 3 esetben:

(0, 1, 0) (1, 1, 0)
(0, 1, 1) L, 1)

(0, 0 (1,0, 0)
(0, 0, 1) (1,0, 1)

7. Diszkrét Pompeiu-probléma

Ebben a szekcioban egy merden méas témarol fogok irni, amelyrél késébb kidertiil,
hogy nagyon szorosan kapcsolodik a fent leirtakhoz.

Pompeiu [16] eredetileg a kovetkezd kérdést tette fel:
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7.1. Kérdés. [16] Legyen K kompakt, pozitiv Lebesgue-mérhetd halmaz. Igaz-e,
hogy ha egy f : R? — C folytonos fiigguvényre igaz, hogy

/ f(x,y)dr d\, =0,
o(K)

ahol 0(K) K egy tdvolsagtarto transzformdcidja, és ez igazVo(K)-ra, akkor ebbdl

kovetkezik, hogy f =0, vagyis f a konstans 0 fiigguény?
Ezt a fenti kérdést lehet diszkretizalni a kévetkezd modon:

7.2. Definicio. [11] Legyen S C A, S # (), ahol A egy Abel-csoport, és S véges.
Azt mondjuk, hogy S-nek van diszkrét Pompeiu-tulajdonsaga, ha egy f: A — C
fiiggvényre igaz, hogy

Zf(:c—l—s)zo

ses
minden x € A-ra, akkor f azonosan 0.
Azt mondjuk, hogy S nem Pompeiu-halmaz f-re nézve, ha létezik f # 0, ami

kielégiti a fenti egyenletet.

7.3. Definicié. [11]| Sulyfiggvény. Legyen A egy Abel-csoport. Ekkor sulyfiigg-
vénynek hivunk egy w : A — Z] fiiggvényt.
Megjegyzés: ez a fliggvény képezhet Q-ba vagy Z-be is.

A kovetkezd definicié Osszekapcesolja az el6bb bevezetett fogalmakat:

7.4. Definicid. [11] Pompeiu sulyfiigguény. Legyen w : A — Q stlyfiggvény. Azt
mondjuk, hogy w Pompeiu sulyfiiggvény, ha barmely f : A — C fiiggvényre igaz,
hogy

Zw(s)f(m—i—s) =0

ses
minden x € A-ra, akkor abbol f azonosan 0 kovetkezik. Azt mondjuk, hogy w nem

Pompeiu-sulyfiiggvény f-re nézve, ha létezik f # 0, ami kielégiti a fenti egyenletet.

Végig lehet gondolni, hogy az el6z6 definicioban a w a Q -ba képez. Eszreve-
hetjiik, hogy ha w-t megszorozzuk egy racionalis szammal, attol még a Pompeiu
tulajdonsaga nem fog valtozni. Vagyis felszorozhatjuk tgy, hogy w csak egész érté-
keket vegyen fel.

A legegyszertibb sulyfiiggvény, amit vizsgalhatunk, az 15 karakterisztikus fiigg-
vény. Vegyiink egy specidlis esetet:

Legyen A Abel-csoport, legyen S C A. Legyen most I' = Cay(A,S). Ebbdl
meghatéarozhato Adj(I"), ami I' adjacencia-matrixa. Adj(I") csticshalmaza I csoport

elemei. Ekkor
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1 haae Aésase S,se s,
0 kulonben.

Adj(a,s) =

7.5. Tétel. [11] Legyen A egyn elemd Abel-csoport, legyen S C A, legyen f : A — C
figguény, w : A — Q sulyfiigguény, t € A tetszdleges. Ekkor

> fla)w(a+1t) =0 <= Adj(T)g =0

acA
ahol Adj(T") a Cay(A,S) adjacencia-mdtriza, g = (f(a1), f(az), f(as) ... f(an)),
ahol a; € A.

Ez a tétel itt van elGszor ebben a formaban kimondva, de Kiss-Malikiosis-Somlai-

Vizer [11] cikk tobb helyen implicit médon hasznalja.

7.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 7.5 tétel azt mondja ki, hogy ha van
egy w nem-Pompeiu sulyfiiggvényiink, amit f tantsit, akkor az ekvivalens azzal,
hogy Cay(A,S) adjacencia matrixanak g egy nemnulla sajatvektora 0 sajatérték-
kel. Ugyanakkor, ha megvizsgaljuk az ekvivalencia (7.5) bal oldalat is, a kdvetkezst
vessziik észre: (f,w;) = 0. Vegyiik észre, hogy itt az w = 1g, vagyis ez egy egyszinii

Cayley-graf.

Ha a Cayley-grafunk stlyozott (szinezett), akkor a stlyok keriilnek az adjacencia

métrixba, és az alabbi tétel all fenn:

7.7. Tétel. [11] Legyen A Abel-csoport, legyen S C A, legyen f : A — C fiiggvény,
w: A — Q sulyfiggvény, t € A tetszdleges. Ekkor

> fla)w(a+t) =0 <= Adj,(T)g =0,
acA
ahol Adj,(I") a Cay(A,S) adjacencia-mdatriza w silyokkal, és g kévetkezdéképp
néz ki:
9= (f(a), flaz), f(as) ... f(an)),
ahol a; € A.

Legyen Y, egy karakter. Babai [1]| és Lovasz [13| eredménye alapjan ismerjiik
a sajatertékeket a ciklikus Cayley-grafoknak. Babaival [1] ellentétben itt nem a(a)
-val jeloljik a szinezéfiiggvényt, hanem w(a) -val. Ekkor a ciklikus Cayley-graf

> xu(a)w(a)

acA

sajatértékei minden y,, -re:
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Mi innentél az A = Z7 elemi Abel-csoportot fogjuk vizsgalni. Legyen y, : A —
C* karakter. Ekkor minden v € A-ra:

Xo(a) = exp (—(a,@) = (1)),

Vagyis minden v € Z7 -re megkapjuk a Cayley-graf egy sajatértékét:

> (=) w(a),

a€”Zy

Pompeiu [16] - vagyis pontosabban Kiss-Malikiosis-Somlai-Vizer [11| kérdése
pont az volt, hogy ez az Osszeg lehet-e 0 valamilyen v -re.
Eszrevehetjiik, hogy az (—1)(%%) két értéket vehet fel: 1. Vagyis az érték 1, ha

u és v merdleges egymaésra Z§ vektortérben; —1, ha nem merélegesek. Tehat:

YD w(a) =Y wla) = Y w(a).

a€”Zy a€Zy a€ly
alw afv

Ha v # 0, hiszen a 0-vektorra minden vektor meréleges, akkor a kdvetkezé a formula:

a€Zy a€Zy
alwv afv
Tehat jelen esetben Pompeiu kérdése a kovetkezs: Létezik-e olyan v € Z%, hogy a

v-re merdleges hipersik pont felezi a silyfiiggvényt?

7.1. Matolcsi Maté sulyfiiggvénye

Mi a szamunkra fontos sulyfiiggvényt Matolcsi Maté [14] cikkébdl nyerjiik ki. Matol-
csi csupan egy egyenletrendszert irt fel, aminek a kapcsolatat a Pompeiu-probléméval
évekkel késébb ismerték fel a Kiss-Malikiosis-Somlai-Vizer [11] cikke alapjan. Ma-
tolesi [14] arra hasznélta, hogy 1j bizonyitast 4.8-re.

A sulyfiiggvény definicioja az alabbi formulabol nyerhetd ki:
n—1 /n—1 2
d=1 \j=0

ahol j + d mod n-ben van szamolva. A sulyfiiggvény w : Z3 — N, és minden
v € Zy-re az értéke az, hogy a fels6 Osszeghdl a koordinatakban szerepls 1-esek
hanyféleképpen johetnek ki. Az u; valtozokat elképzelhetjiik, mint a Z% vektortér

generétorai, azaz ezek méasodrendt elemek. A négyzetiik igy a multiplikativ csoport

16



egységeleme, vagyis 1. Mivel késGbb ezt egy Abel-csoportként kezeljiik, ahol affin
hipersikokat vizsgdlunk majd, az egységelemre nullaként és a Z7 elemeire vektorok-
ként hivatkozunk, amik kozott az Osszeadas lesz a miivelet. Amig az u; betiiket
hasznaljuk, a mitiveletet szorzasként irjuk.

A formulabol w;ujuru; négyes szorzatok jonnek ki. Itt ha két u-nak az értéke
megegyezik, akkor fent emlitett négyzetremelés miatt kiesnek, vagyis a négyesbdl
kettes, kettesbdl nullas lesz. Ezt gy is lehet megfogalmazni, hogy mivel a rendje 2,
ezért a négyzete 1. Ez azt jelenti, hogy minden pontnak, amelynek 1,3 vagy 5-nél
tobb 1-ese van a koordinataiban, azoknak a sulya 0, vagyis csak a 0, 2,4 darab egyes-
sel rendelkez vektoroknak lehet silya. Matolesi [14] cikke alapjan Kiss, Matolcsi

és Somlai belatta a kovetkezot L.

7.8. Allitas. A Matolesi-féle sulyfigguényre a Pompeiu-probléma és a ciklikus Ha-
damard sejtés (CHC) ekvivalens.

Mivel a CHC és a Pompeiu-probléma ennél a sulyfiiggvénynél ekvivalens, ezért
feltehetjiik, hogy n osztja 4-et.
Megkérdezhetjiik, hogy mik a konkrét sulyok.

7.1.1. Konkrét silyok

Amennyiben formalis Osszegeket képeziink az u; valtozok szorzataibdl, vagyis kisza-
moljuk, hogy melyik vektor milyen sullyal szerepel Z3-ben, akkor ezek az egyiittha-
tok nem negativ egész szamok, és akkor a rendszer stlya az egy ilyen formalis Gsszeg

silya, vagyis az egyiitthatok Gsszege.
7.9. Allitas. Az egész rendszer silya n*(n — 1).

Bizonyitds. Direkt leszamolassal a Cauchy-szorzatbol (7.1). Minden 4-es egy sulyt
ad valamelyik vektorhoz, és a bels§ szumma n? sulyt ad, a kiilsé ezt megismétli
n — l-szer. A bels6 szumma u,ujurw alaki, ez pont az i, j, k, [ indexekkel szerepls
vektorhoz ad sulyt, természetesen a négyzetre emelések utan. Vagyis az Osszsuly
n?(n —1). O

7.10. Allitas. 2 A 0-vektor silya n?.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg, hogy a 0-vektor hanyféleképp johet ki. 0-vektor akkor
jon létre, ha minden u; kiesik. Lefixélt d-vel minden u;-hez pont a masik u; tartozik:
U;jUj4qUiU;+q. Van ebbdl n darab minden d-re, vagyis ez fed n(n — 1) sulyt. Viszont

van egy kiilonleges eset, a d = 5. Ekkor minden j-re a fentiek melett a kovetkezs

!Somlai Gabor, mint témavezetdm informalt réla, hogy ez az eredmény nem jelent meg sehol.
2Sajat eredmény.
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lesz igaz: wjujpqujrqu; is 0-t ad, mivel u; = w109 = wjyy,. EbbSl n darab van, és

csak a d = 2 esetben, vagyis a 0 vektor sulya n(n — 1) +n = n’. ]

7.11. Allitas. ® Minden olyan vektornak, amiben 2 egyes van, eqymdstdl pdros td-

volsdgra a sulya 8, kilonben 0.

Bizonyitds. Legyen d rogzitett: d lefixdlasaval az Osszegben szerepld tavolsdgot ro-
gitjiik. Ekkor két egyes csak akkor johet ki, ha w;u;4qu i qu 04 alakban megadhato
a 4-es, ahol mindent mod n-ben szamolunk. Ebbél a u;ujiq4 kettes jon, amibdél
nyilvanval6, hogy a tavolsdguk csak paros lehet.

Legyen most az index rogzitve: 7,1, tavolsaguk 2[. Hogy az indexek ne bonyo-
lodjanak tul, a koztes, kies6 pontot ug-val jelolom. Amennyiben talalunk megfels
i, j, k indexeket, akkor azok mindenképp 2 sulyt kapnak, mivel u;, u, ug, u;-b6l jon
egy, €s Uy, uj, u;, up-bol jon a mésik, mivel szimmetrikus. Szamoljuk le, hogy mik
lehetnek a koztes pontok! Feltehetjiik, hogy i < j, ekkor a kéztes pont lehet i és j
kozott, vagyis ¢ < kye < J, vagy lehet "kivil" vagyis vagy 7 < kpy vagy kru < i. Az
egyértelmii indexek (olvashatosdg miatt a k lemarad, csak a "kul / bel" maradt):
UjUperUper ;- A masodik esetben wjupug,u;. Ezeket meg lehet ismételni agy, hogy
kul-t kicseréljiik bel-re és forditva. Vagyis minden ilyen vektornak 4 -2 = 8 sulya

van. O

Feltehetjiik a kérdést, hogy hany darab ilyen vektorunk van. Ha rogzitiink egy
indexet, akkor hozza § —1 mésik index jo. Indexbél n darab van, de mindent kétszer

szamoltunk, vagyis (5 - 1) darab két egyessel rendelkezd vektorunk van, aminek

van stlya is. Ezek 6sszesen 8- 7 (% — 1) = 2n? — 4n stlyt fednek le. Lathatjuk, ezek

alapjan, hogy a stlyok igen nagy része a 4 egyessel rendelkez6 vektorokba esik.
7.12. Allitas. * Legyenek az indexekre igazak a kivetkezdek:

e 0<i<jy<k<l<n;

o k—i=1—j;

e k—i=l—-j7=3

FEkkor az ezeken az indexeken 1-et, mindenhol mdshol 0-t felvevd vektor siulya 16.

Amennyiben az utolso feltétel nem igaz rd, a silya csak 8.

Bizonyitdas. Egyszertibb a 8 stilyt bizonyitéssal kezdeni. Régzithetjiik az els6 indexet

0-ba, hiszen az egész forgatésinvarians. Most nem probaljuk leszamolni Gket, csak

3Sajat eredmény.
4Sajat eredmény.
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megvizsgalni. Ebben az esetben els§ index b, méasodik b + ¢, a harmadik index
b+c+b, ahol c+2b < n. Amennyiben c+ 2b ttlcsordul, azt mashol fogjuk vizsgalni.
Ezt a négyest tudja produkalni a d € {b,b+ ¢,n —b,n — (b+ ¢)}. Ezek mindegyike
2 sulyt ad, hasonl6 médon mint a két egyessel rendelkezé vektorok. Szépen kifrva

az indexnégyesek a 0,1, j, k jelolést hasznalva 0 < i < 7 < k < n:
e 00,7,k
0 0,7,k
e 1,0,k j
e 5.0,k

Akkor, ha tudjuk, hogy j = § kévetkezik, hogy k —i = 5. Az el6z6 4-esek tovabbra

is igazak, ezen feliil jonnek még be a kovetkezd négyesek:
e 0,k 7,1
e k,0,4,7
e 0,7,k
e 7.0,4,k

A négy indexet 4! moédon rendezhetjiik sorba, de mivel az elsé kett a méasodik kettGvel
felcserélhets (ugyanazt az esetet adjak), ezért csak 12 kiilonboz6 eset van. Tehat a
fenti eseteken kiviil még leszamoljuk, hogy a maradék négy index-sorozat sehogyan

sem johet ki.

e 0,i,k,j : k— j tavolsdga ebben az iranyban szigorian nagyobb mint 0 —
tavolsadga, mivel k-t el kell jutni 0-ba, majd 0-bol i-be majd -bdl j-be, ami

szigorian nagyobb, mint 0-bdl i-be.
e i. 0, j, k: Ugyanaz, mint az el6bb
e 0, k, i, j: Ugyanaz, mint az el6bb
e k, 0, j,i: Ugyanaz, mint az el6bb
Ez az 0sszes suly. [

A 16 sulytakat le tudjuk szamolni direkt moédon. Mivel egy feltétele annak, hogy

16 legyen a silya, hogy a szemkozti elemek 7 tavolsagra legyenek, ezért minden ilyet

le tudunk generalni azzal, hogy a [O, 7%2) intervallumbol valasztunk két elemet, amit

megtehetiink (?2) modon, vagyis az Osszsilyuk 16(?2).
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Tehat eddig lattunk n?+2n2 —4n + 16(?2) stlyt az n® —n? stlybol. A maradék
suly az ,altalanos” helyzet négyesekbdl adodik. Vagyis

n—2

n? +92n? —4n + 16(?) + MAR =n® —n?

Ez atrendezve:
n® —6n® —16n — 16 = M AR.

Ezen a 0szegen meg kell vizsgalnunk, hogy oszhatoé-e 8-cal. Ez az 6sszeg valoban
oszthato 8-cal, mivel a tagok egyenként is oszhatoak 8-cal (n paros).

A kovetkezd allitas sajat eredmény, sajat Otletbdl sziiletett, és a bizonyitas is
sajat. Azt vizsgaljuk meg, hogy abban a vektorban, amelyre merdleges hipersikot

szeretnénk allitani, hany egyes szerepelhet.

7.13. Allitas. ° Amennyiben a vektorban legfeljebb & darab 1-es van, akkor arra

merdleges hipersik sosem felezi a sulyfiigguényt.

Bizonyitds. Adok egy nagyon durva fels6 becslést a megdleges altér eltoltjanak a
silyara, és belatom, hogy ez is kisebb, mint a sulyfiiggvény fele.

Legyen v vektor, amiben tetsz6leges helyen legyen k darab 1-es. Ahhoz, hogy
egy vektor silya az eltolt altér stilyahoz szamitson, az kell, hogy péaratlan sok helyen
legyen ugyanott 1-es. Mivel tudjuk, hogy csak olyan vektoroknak van silya, ame-
lyekben 2 vagy 4 darab 1-es szerepel, ezért tudjuk, hogy elég a paratlansokasagbol az
1-et és a 3-at vizsgalni. El6szor vizsgaljuk meg azt, amikor egy egyes egyezik v-vel.
Becsiiljiik feliil a 2 egyessel rendelkezs vektork sulyat az eltolt altérben: 8k(n — k).
A k egyesbdl k-féleképp valaszthatunk, hozza n — k-féleképp johet a mésik egyes,
hogy legyen 8 siilya, szoval ezeket sikeresen feliilbecsiiltiik.

Becsiiljiik most feliil a 4 egyessel rendelkezé vektorokat: 16 - 4 - k(”;k) A k da-
rab egyesbdl k-féleképp valaszthatunk ki egyet, a maradékbol elGszor (”gk)—féleképp
kivalasztunk két egyest, majd ehhez a haromhoz legfeljebb négy helyen lehet a ne-
gyedik egyes, hogy lehessen siilya, és akkor becsiiljiik a legszebben feliil, ha 16 stlyt
adunk mindennek. Azért lehet csak négy helyen, mert harom pont elhelyezkedése
mar meghatarozza a lehetséges d értékeket. A masik eset, hogy 3 egyest vilasztunk
a k-bol. Ekkor is nagyon hasonlé médon tudunk becsiilni: 16 - 4(§)

Legyen k = Z valamilyen c konstanssal! Ekkor a fenti kifejezések kibonthatoak

és még tovabb feliilbecsiilhetdek: 8”—c2 + 32”73 + 3272—33. A kérdés, hogy ez mikor kisebb

1
2

¢ = 65 jo valasztas, vagyis ¢ darab 1 esetén nem lehet felezd. O]

(n® —n?)-nél. Ez algebrai atalakitéasok utdn 64-nél nagyobb c-k esetén igaz. Vagyis

5Sajat eredmény.
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Felhivnam a figyelmet, hogy ez az allitas és ez a bizonyitas nagyon durva felsd
becslést alkalmazott. A sejtés az, hogy 7 kornyékén létezhetnek a ténylegesen felezs
vektorok.

El lehet gondolkodni, hogy hogyan viselkedik a fiiggvény a bévitésre %: ha van
egy v vekotrunk, amelyre a meréleges alteret allitanank, akkor hogyan viselkedik
a sulyfiiggvény, ha hozzdadunk/elvesziink egy egyest valahonnan. A késSbbiekben
bemutatott programkod alapjan feltételezziik, hogy ez nem monoton. A legegysze-
riibb bévités a kovetkezd: mindig a soron kovetkezd egyest vegyiik be a 0-vektorbol
indulva. Ekkor a mer6leges altér silya 7-ig csokken, majd F-ig nd, utdna megint
csokken 2%-ig, majd megint né n-ig. Vagyis az f(k) := az els6 k darab 1l-es, a tbbi
0’ fliggvény nem globélisan monoton, vannak lokalis maximumjai, minimumjai. A
kovetkezs abrak a meréleges altér stlyanak aranyat mutatjak n = 60 illetve n = 100

esetben.

104 @
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. o
06 - . -
0 10 20 a0 40 50 B0

1. 4bra. n = 60 eset

6Ez az allitas a kovetkezd szekckidban leirt program eredmeényei, tehat sajat eredmény.
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2. 4bra. n = 100 eset

Az &brak nagyon hasonlitanak egymasra, amibdl arra lehet kdvetkezteni, hogy

allando6 az arany. Szépen latszanak a lokalis minimum és a lokélis maximum helyek.

7.2. A sulyfiiggvény megvaldsitasa szamitégép segitségével.

A kovetkezdkben egy olyan programot fogok bemutatni, amit én irtam a sulyfiigg-
vényre, illetve a hozza tartozo szamitasokra.. A program maga kis n-ekre (n = 200-
ig) kiszamolja a teljes sulyfiiggvényt, illetve ha adunk neki egy n hosszt v vektort,
kiszdmolja a v-re merdleges altér stulyat. Hogy Osszehasonlithato legyen a felezéssel,
ezért ha a sulyt leosztjuk az osszsullyal, akkor pont a szazalékos sulyarédnyt kapjuk.
Ezt az aranyt lathattuk az el6z6 szekcidban. A program Python nyelven volt irva,

Python 3.7.10 verzion. A programhoz a kovetkezs csomagok kellenek:
e from collections import Counter
e import random, ha véletlen vektorokat szeretnénk tesztelni.

Programleirés:
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uni_e(x):

return tuple(sorted(tuple([key for key, val in Counter(x).items() if val == 1])})

sulyfgv(n):
vegsuly = []
for d in range (1, n):
sulyok =[]
for 1 in range (n):
sulyok.append([i, (i+d)%n])
sulyl = sulyok
suly2 = sulyok
for e in sulyl:
for £ in suly2:
vegsuly.append(uni_e(e+f))
dict(Counter(vegsuly))

Ez a kod felel a sulyfiiggvény generaldsdhoz. Minden n-re visszaad egy szotarat,
amelynek a kulcsai a vektorokban szerepls egyesek indexei, a hozzajuk tartozd ér-
tékek pedig a vektor stulya. A sulyfiiggvény szotar kovetkezé modon néz ki n = 60

esetben:

{(): 3600,

(8, 2): 8,

(@, 1, 2, 3): 8,
(@, 1, 3, 4): 8,
(@, 1, 4, 5): 8,
(e, 1, 5, 6): 8,
(@, 1, 6, 7): 8,
(e, 1, 7, 8): 8,
(e, 1, 8, g): 8,
(e, 1, 9, 18): 8,
(e, 1, 1@, 11): 8,
(e, 1, 11, 12): 8,
(@, 1, 12, 13): 8,
(e, 1, 13, 14): 8,
(e, 1, 14, 15): 8,
(e, 1, 15, 16): 8,
(e, 1, 16, 17): 8,
(e, 1, 17, 18): 8,
(e, 1, 18, 19): 8,

Ez csak a kezdeti par sora a szotarnak. Lathato, hogy (), vagyis a 0 darab 1-es,
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vagyis a O-vektor stlya pont 60> = 3600. A program késébb ezt a szotarat fogja

megkapni egy bemeneti paraméterként.

7.14. Definici6. [8] Ordo. Legyenek f és g : N — R{ fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy f = O(g), ha léteznek ng,c¢ € N konstansok, hogy minden n > ng egészre

f(n) < c-g(n).

Mivel ebben a szétarban a vektorok szama O(n?), és ezeken az én algoritmu-
som végigiteral, ezért az az algoritmus, amely a stlyok eloszlasat szamolja ebben a
megvalositasban nem lehet O(n?)-nél gyorsabb. Kifejezetten hangsilyozom, hogy ez
erre a konkrét megvalositasra igaz csak, az én megoldésom igen nagy valoszintiséggel
szuboptimaélis.

A kovetkezd kodrészlet felel a merdleges altér kiszamitasara:

def hadamard vekt(n, wvektor, a = a, b = b):
m alt suly = @
for pont in b:
if(len(pont)==8):
m_alt suly += a[()}]
else:
skal = @
for k in range (len{pont)):
it pont[k] in vektor:
skal = (skal + 1)%2
if skal == @:
m_alt suly += a[pont]
return m_alt suly

Ahol 'vektor’ egy lista, amelyben kiillonb6z6 egész szamok vannak, ezek a vektor
indexei; 'a’ a sulyfiiggvénylink; b’ a sulyfliggvény kulcsai, vagyis azok az indexek,
amelyeknek sulya van. Ebben a programban vétett hiba miatt fedeztem fel a kévet-

kezs észrevételt:

7.15. Megfigyelés. Amennyiben a merdleges altérbdl az eltoltjaiba dtrakjuk a 0-
vektor sulydt, akkor taldlunk felezd vektort. Amennyiben az egész sulyfiigguénybdl

kivessziik a 0 sulydt, gy talalunk felezd vektort.

Ezt az észrevételt véletlenvektor-generalassal lehet megfigyelni: generalunk vé-
letlen vektorokat, és kiiratjuk azokat, amelyek felezik. Egy példa n = 60-ra, ahol a
0 silya az eltoltban van, a lista feletti szam az arény, a lista alatti szam a 1-esek

szama:

8.5
[3, 5, 7, 12, 18, 17, 19, 21, 23, 27, 3@, 32, 33, 35, 37, 39, 4@, 42, 44, 45, 51, 55, 56, 58, 59]
25
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Egy példa n = 60-ra, ahol a 0 stulya nincs a rendszerben:

[8, 3, 6, 8, 0, 11, 13, 14, 21, 22, 26, 28, 29, 32, 34, 35, 38, 39, 4@, 42, 45, 51, 54, 55, 56, 57]
26

Matematikai értelme a hibas kod miatti felezésnek jelenleg nincsen, de érdekes
jelenség. Ez alapjan erésodik az a sejtésiink, hogy a 0-vektor silya (n?) miatt nincs
egyenlGség.

Az eredeti verzio véletlenszert vektoros tesztelésekor a tapasztalt minimaélis arany
n = 100-nal: 0.502602, a maximuma 0.509680, az atlag pedig 0.504969.
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