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Koszonetnyilvanitas

Ko6szonom szépen a csaldadomnak, akik végig tamogattak mindennel és minden-
ben. Volt olyan idészak, amikor csak azért nem adtam fel, mert bizonyitani akartam
nekik. Innen nézve, mar csak az is segitség volt, hogy nyerhettem bel6liik motivaciot.
Ko6szonom szépen az egyetem oktatoinak, hogy munkajukkal értékes tudasra tehet-
tem szert. Koszonom szépen az egyetemen szerzett barataimnak a kozos tanulasokat
és a korrepetaldsokat. Tovabba koszonom Sziklai Péter témavezetomnek, hogy tiire-
lemmel allt hozzam.
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Bevezetés

Szakdolgozatomban a véges testekkel foglalkozom. Mik azok? Hogyan képzeljiik
el 6ket? Mire hasznalhatéak? A téma egészét nézve hatalmas, ezért az alapjait
tekintem &t, illetve a kiilonboz6 teriileteken valé felhasznaldst nézem meg.

Az elején definidlom a véges testeket, megnézem honnan eredeteztethetéek, illet-
ve bevezetek par - hozzdjuk szorosan kapcsolodd - fogalmat. Ezt kovetoen a fel-
hasznalasi teriileteket veszem szemiigyre. Levezetésképpen pedig bemutatok egy
kombinatorikai problémat, melyet python segitségével vizsgaltam.

A szakdolgozatomhoz tébb kiilonbozé forrasbol meritettem ihletet, az irodalom-
jegyzéket a dokumentum végén helyeztem el.



1. fejezet

Véges testek

Az els6 fejezetben megnézziik mi a kongruencia, mik a véges testek, majd ezt ki-
egészitjiik néhany fontos, hozzdjuk kapcsolédé definicioval, tétellel. [1) [2] [3] [4] [5]
[6] [7] [8] [9] [10] [11]

1.1. Kongruencia

A kongruencia a szamelmélet egyik alapfogalma. Az oszthatdsaggal és a maradékokkal
valo szamolassal foglalkozik. Egy relacid, ami megnézi, hogy egy adott szamhoz
képest két szam osztasi maradéka egyenlé-e.

Definicio

Legyen a, b € Z tetszoleges egész szam, m € N zérotdl kiillonbozé természetes szam.
Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, azaz hogy a és b egészek m-mel
vett osztdsi maradéka egyenld, ha

m | (a —b)
azaz
dke€Z :a=km-+b

Jelolése:
a=b (modm)

Lehet talalkozni a kovetkezd jelolésekkel is:
a=b(m)
a=b modm
a=b mod mz
a=,b

Ha a nem kongruens b-vel modulo m, azt mondjuk, inkongruens vele, és a #Z b
(mod m) alakban jeloljik.
Megjegyzés: a mod matematikai maradékképzo fiiggvény, a maradékos osztds ma-
radékat rendeli a szamhoz.
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1.1.1. Euler-Fermat tétel

Az Euler-Fermat tétel egy fontos eredmény a szédmelméletben. A tétel kimondja,
hogy ha a és m egész szamok, ahol m > 0 és a relativ prim n-hez, akkor:

a®™ =1 (mod m)

Itt ¢(m) az Euler-féle fi-fliggvény, amely azon m-nél kisebb pozitiv egész szamok
szamat adja meg, amelyek relativ primek m-hez.

A tétel bizonyitasahoz fontos ismerniink a redukalt maradékrendszer fogalmat.
Legyen a maradékosztaly (mod m). Redukélt maradékosztdlynak nevezziik a-t, ha
a és m relativ primek.

Bizonyitas
Legyen 1,79, ..., Ty@m) redukalt maradékrendszer modulo m. Az (a,m) = 1 feltétel
miatt az ary,ary, ..., arya,) maradékosztdlyok is redukalt maradékrendszert alkot-

nak modulo m. Ekkor minden 1 < i < o(m)-hez létezik egyetlen olyan 1 < j <
©(m), amelyre ar; = r; (mod m). Jeloljiik ezt az r;-t s;-vel. Ekkor:

ary =s1  (mod m)

ary = so  (mod m)

aTp(m) = Sp(m) (mod m)

A kongruencidkat Osszeszorozva kapjuk:
a?™pir, To(m) = 5152 - - - Sp(m)  (mod m)

ahol ry,7a,...,Tym) S2zAmok az sy, Sa, ..., Sp(m) Szamok egy permutacidjit alkotjak.
Ezért a kongruenciat felirhatjuk igy:

Mivel (r;,m) = 1, ezért a kongruencia mindkét oldalat leoszthatjuk az Gsszes ri-vel,
amibdl
a®™ =1 (mod m)

addédik.

Az el6z6ekbol latszik, hogy érdemes tudni két szam legnagyobb kozos osztojat. En-
nek kiszamolasara pedig van egy hatékony mddszer.

1.1.2. Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus két egész szdm legnagyobb kézos osztéjat (LNKO) hatérozza
meg. Az algoritmus alapelve az, hogy az egyik szamot a masikbol vett maradékok
segitségével redukaljuk, mig végiil a maradék nullava valik.
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Algoritmus lépései

Legyen adott két pozitiv egész szam, a és b, ahol a > b:
1. Ha b =0, akkor LNKO(a, b) = a.
2. Kiilonben hatarozzuk meg a és b osztési maradékat: » = a mod b.
3. Cseréljiik le a-t b-re, és b-t r-re.

4. Ismételjiik a folyamatot, amig b nullava nem valik. Az utolsé nem nulla b
érték lesz a legnagyobb kozos oszto.

Példa
Szamoljuk ki a 217 és 182 legnagyobb kozos osztojat:

217 =182 =1 maradék: 35
217 =1-182+ 35
182 +~ 35 =5 maradék: 7

182 =5-35+7
35=7=25 maradék: 0
35=5-7+0

Az utolsé nem nulla maradék 7, igy ez a két szam legnagyobb ko6zos osztoja.

Bizonyitas

Az euklideszi algoritmus bizonyitésa az osztési algoritmust és az LNKO tulajdonsagait
veszi alapul.

Segédtétel
Ha a = bg + r, akkor LNKO(a,b) = LNKO(b, ).

Bizonyitas
1. Oszthatoésag: Ha d osztja a-t és b-t, akkor d osztja r-t is.

r=a —bq szerint d osztja a — bg-t, azaz r-t.

2. Forditva: Ha d osztja b-t és r-t, akkor d osztja a-t is.

a =bq+r szerint d osztja bg-t és r-t, igy d osztja a-t is.

Tehat minden kozos osztdja a-nak és b-nek kozos osztdja b-nek és r-nek, és forditva.
Ezért LNKO(a,b) = LNKO(b, ). Ez alapjan az euklideszi algoritmus minden 1épése
csokkenti az egyik bemeneti értéket, amig az egyikiik nullava nem valik, és az utolsé
nem nulla érték lesz a legnagyobb kozos oszté.
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1.2. Véges testek

Definicid - test

A test egy olyan algebrai struktira, melyen az Osszeadas és a szorzas muveletek
vannak definidlva. Az 6sszeadas asszociativ és kommutativ. Létezik 0 elem, melyre
igaz, hogy a + 0 = a@ minden a-ra. Emellett minden elemnek 1étezik additiv inverze
ugy, hogy a + (—a) = 0.

A szorzas is asszociativ és kommutativ, illetve 1étezik egy egységelem, melyre igaz,
hogy a -1 = a. Emelett minden nemnulla elemnek 1étezik multiplikativ inverze gy,
hogy a-a~! = 1. Végiil igaz a disztributivitds is: a-(b+¢)=a-b+a-c.

Definici6 - véges test

A véges test egy olyan test, melynek véges szamu eleme van és rendelkezik egy test
alapveto tulajdonsagaival. Egy véges test rendje prim vagy primhatvany. Minden p
primre és k egészre léteznek olyan testek, melyeknek rendje p* és az azonos méretiiek
izomorfak egymdshoz. A ¢ = p* elemszamn testet F,-val jeloljiik.

Allitas:
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas: Legyen az F' véges test karakterisztikdja p, ahol p egy prim (egy
test karakterisztikaja az a legkisebb pozitiv egész p, amelyre p -1 = 0, ahol 1 a
test egységeleme. Ez azt jelenti, hogy az l-et p alkalommal Gsszeadjuk). Az 1
tobbszorosei egy P nevi résztestet alkotnak, amely a legkisebb részteste F-nek. F
egy vektortér P felett. Legyen |F : P| = n, ami azt jelenti, hogy F dimenziéja n
a P felett. F' elemei egyértelmien felirhatok a P feletti vektortér n dimenzidéjanak
megfeleléen. Ez azt jelenti, hogy létezik egy bézis {b1,ba,...,b,} F-ben P felett.
Minden F-beli elem A1b; + Asbs + ... + \,b, alakban irhaté fel, ahol \; € P. Az F
test elemei az Osszes lehetséges linearis kombinéciéi a bazis vektoroknak a primtest
P elemeivel, ami azt jelenti, hogy minden \; p-féle lehet. Ezért F' elemeinek szama
p", mivel minden koordinata p kiillonboz6 értéket vehet fel, és n koordinatank van.

Torténelmi attekintés

A torténelemben szétnézve egészen a 17. szazad kozepéig vezethetjilk vissza a mate-
matika véges testekkel foglalkozo agat, &m onalléo tudoméanyagként csak a 19. szazad
végén lett elismert. Egy korai tétel, amely értelmezhetd a véges testek nyelvén a
kis Fermat-tétel (Pierre de Fermat, 1636). Fermat nem adott rendes bizonyitast a
tételre. 1736-ig kellett varni, amikor is Leonhard Euler (1707-1783) bizonyitotta be
a tétel igazsdgat. A 18. szazadban tovabbi tételeket fedeztek fel, melyeket prim mo-
dulo kongruencidkban fejeztek ki. Ezeket a tételeket az elobb emlitett Euler, illetve
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) és Adrien-Marie Legendre (1752-1833) fedezték
fel. Ennek ellenére az els6 publikaciét, amely a prim rendii véges testekkel foglal-
kozik, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) adta ki. Gauss bevezette az el6bb emlitett
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kongruenciat, melynek hasznélata és jeldlése(=) gyorsan elterjedt. Bizonyitotta,
hogy egy n foku egész polinomnak nem lehet n-nél tébb inkongruens gycke modu-
lo egy prim. Euler kimutatta, hogy az 2" — 1 = 0 kongruencia modulo egy prim
legfeljebb n gyokot tartalmazhat. Gauss megjegyzi, hogy Euler médszere konnyen
altalanosithato.

A véges testek témaban korszakalkoté munkat végzett még Evariste Galois (1811-
1832) francia matematikus. Kutatdsai alatt kifejtette algebrai nézeteit, mellyel
megalapozta a kombinatorikus algebra moddszereit és az egyenletek algebrai meg-
oldhatésaganak kritériuméat. Leghiresebb rank maradt eredménye a Galois-elmélet.
Az elmélet kapcsolatot nytujt a testelmélet és a csoportelmélet kozott.

Kis Fermat-tétel

Legyen p prim és a € Z egész, mely p-hez relativ prim. Ekkor

a? =1 (mod p)

Kiegészités: Ez a tétel valdjaban egy altalanositasa az Euler-Fermat tételnek
ugy, hogy a modulo egy prim és igy ¢(p) =p — 1.

Alapmiiveletek - modulo(5)

Nézziik meg Fi-re a véges test alapmiiveleteit!
F5 5 elembol all, ezek az 5-tel osztas utani maradékosztalyok: 0, 1, 2, 3, 4

Példak az alapmiiveletekre:

Osszeadds: 34+4 =7 — 7 (mod 5) = 2, tehdt 3+4 =2 (mod 5)
Kivonds: 4 —3=1—1 (mod 5) =1, tehat 4 —3 =1 (mod 5)
Szorzds: 4-3 =12 — 12 (mod 5) = 2, tehat 4-3 =2 (mod 5)

Osztas: Az osztas egy fokkal bonyolultabb, mert ott meg kell talalni az adott elem
inverzét. 4 +3 (mod 5)-nél el6szor kell 3 inverze (mod 5). Az inverz egy olyan x
szam, melyre teljesiil, hogy 3z = 1 (mod 5). Megnézve a lehetséges megoldasokat
latjuk, hogy x = 2 az inverz.

3:2=6=1 (mod 5)

Ebbdl adodik:

4+3 (modb5)=4-2 (mod5)=8 (modb5)=3

Ha osztunk moduléban, akkor az osztanddét megszorozzuk az osztéd inverzével.
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1.3. Polinom F test felett

A kovetkez6 néhany pontban megnéziink néhéany fontos tudnivalot a kommutativ
test feletti polinomokkal kapcsolatban.

Polinom

Az F feletti P polinom egy olyan oy + ayx + . .. + o, 2™ kifejezés, ahol az a; egytitt-
hatok az F kommutativ test elemei. Két polinomot akkor tekintiink azonosnak, ha a
megfeleld egyiitthatoik megegyeznek. Ha az el6z6 kifejezésben o, nem nulla, akkor
n szamot a polinom fokszamanak nevezziik és (deg P)-vel jeloljiik.

A polinom igy még csak formalis kifejezés, de természetes médon hozzarendelhetiink
egy ugynevezett polinomfiiggvényt, amelyet F' — F' definidlhatunk. A v € F ele-
met egy polinomfiiggvény gyokének nevezziik, ha a fliggvény v helyen vett helyet-
tesitési értéke 0. Egy polinom gyokein a hozza tartozé polinomfiiggvény gyokeit
értjik. A v € F elemet a P polinom k-szoros gyokének nevezziik, ha P-bol az
x — v gyoktényezd pontosan k-szor emelhetd ki. Formalisan P = (z — v)*g, ahol
a g polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek a v mar nem gyoke. A nem nulla
polinomoknak legfeljebb annyi gyoke van ahany foka.

Polinomok Osszege és szorzata

Legyen két polinom ag + ayx + ...+ a,z™ és B + frz + ... + B
Ekkor a két polinom 6sszege:

(a0 + Bo) + (1 + Bz + ... + (o + Bo)a" + Boprz™™ + ... + Bra®

A két polinom szorzata:

apfBo + (P + o)+ ... + ( Z aiﬁ]) ™+ L+ ap B tE

i+j=m

Irreducibilis polinomok

Irreducibilisnek neveziink egy polinomot, ha csak konstans kiemelésével alakithato
szorzatta. P(x) irreducibilis egy valtozéban és egy adott test felett, ha nincs olyan
A(x) és B(x), melyekre

P(z) = A(z) - B(z)

ahol A(z) és B(x) fokszama is legalabb 1.

Példa:

P(x) = 2? + 1 irreducibilis a valés szamok felett, mert nem lehet felbontani két nem
trividlis polinom szorzatéara. Ezzel szemben P(x) = z* — 1 nem irreducibilis a valés
szamok felett, mert felbonthaté (z — 1) - (z + 1) szorzatra.
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TestbOvités

Legyen L test és K az L részteste. Ekkor L a K bovitése, mig K alaptest. Jele:
LIK

Ha L|K és M|L egyszerre teljesiil, akkor L neve kozbiilsé test ezzel a jeloléssel:
MI|LIK

K az L valédi részteste, ha L # K és K < L, akkor L a K valédi bovitése.

Ha L boévitése K-nak, akkor az L-nek mint K feletti vektortérnek a dimenziéjat a
testbévités fokdnak nevezziik és deg(L : K)-val jeloljik.

Egyszerti bovités
Legyen K részteste L-nek és © € L tetszOleges elem. Ekkor ez K-nak ©-val val6
egyszerl b6vitése, melyet K (O)-val jeloliink.

Tétel

K(©) az L testnek az a legsziikebb részteste, amely a © elemet és a K testet
tartalmazza, azaz

(i) K(©) az L testnek részteste;
(i) ® € K(©), K C K(0);

(iii) ha T részteste L-nek és © € T, K C T, akkor sziikségképpen K(0) C T.



2. fejezet

Véges testek alkalmazasa

Ebben a fejezetben megnézek néhany valédi teriiletet, ahol alkalmazzak a véges tes-
teket. A matematika nagyon sok részlegén nézelédhetnénk, de én most a kédolaselméleten
beliil a Reed-Solomon kddokat, a kriptografian beliil az elliptikus gorbéken alapuld
kriptogréfiat, és a képfeldolgozason beliil a JPEG tomoritést fogom megnézni. [12]

[13] [14] [15] [16] [17] [18] [19]

2.1. Reed-Solomon kodok

Irving S. Reed és Gustave Solomon 1960-ban publikaltdk ”Polynomial Codes over
Certain Finite Fields” cimii cikkiiket, mely a hibajavité kodokrol szolt. Ezeket ma-
napsiag Reed-Solomon koédoknak nevezziik és olyan teriileteken hasznalatosak, mint
az adattarolas vagy az adatatvitel. Ez egy olyan kodolasi séma, ami egy valtozos
polinomot hasznal az iizenet alapjan, ahol csak egy rogzitett értékkészlet ismert a
kédold és a dekddold szamara. Az eredeti dekdder n hosszu kodolt értékekbol és k
hosszu kodolatlan részhalmazok alapjan polinomokat general. A leggyakoribb poli-
nomot valasztja helyesnek, de ez csak a legegyszeriibb esetekben alkalmazhato.
Ezt kezdetben tgy oldottak meg, hogy az eredeti séméat egy BCH-kédhoz hasonld
sémava valtoztattak, amely egy fix polinomra alapult, amelyet mind a kédol6, mind
a dekddolo ismert.

BCH kéd

Bose-Chaudhuri-Hocquenghem koédok, tovéabbiakban BCH kédok a ciklus hiba-
javito kodok egy osztalyat alkotjak, amelyek polinomok segitségével keriilnek 1étrehozasra
egy véges test felett. A BCH kdédok egyik elonye, hogy konnyen dekdédolhatok, egy
algebrai médszerrel, amit szindréma dekodolasnak neveziink.
A szindroma dekodolas egy olyan moddszer, ahol az eredeti lizenetet egy hibajavité
kéddal kédoljak, ezzel redundanciat hozzaadva. Az adatok atvitele soran keletkez-
hetnek hibédk, igy a kddolt tizenet kiillonbozhet a vett tizenettol. A vett tizenet és a
koédolt tizenet kiilonbségét nevezziik szindromanak.
Roviden, a vett tizenetet (f) megszorozzuk egy paritdsellenérz6 matrixszal(M), ebbdl
megkapva a szindrémét(S).

S=M-f

12
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A BCH kodokat olyan tertileteken hasznaljak, mint példaul a miiholdas kommu-
nikacié, DVD-k, merevlemezek, USB flash meghajtok és vonalkddok.

Reed-Solomon kdédok jellemzoi

A Reed—Solomon kédok egy kodcsoportot alkotnak, ahol minden kédot harom pa-
raméter jellemez: egy abécé mérete p, egy blokk hossza n, és egy tlizenet hossza k,
ahol k£ < n < p. Az dbécé szimbolumkészlete egy véges test F,. A Reed-Solomon
kéd leggyakoribb paraméterezésében a blokkhossz dltalaban az tizenet hosszanak
valamilyen konstans tobbszorose, azaz a kodrata:

R=2
n

valamilyen konstans érték. Tovabba a blokkhossz egyenld vagy eggyel kevesebb,
mint az abécé mérete, azaz

n=p vagy n=p-—1.

Uzenet Reed-Solomon alakja

Reed-Solomon (1960) eredeti konstrukciéjadban az iizenet m = (mo, ..., my_1) € F*
leképezodik a ¢, polinomra, ahol

k—1
gn(a) =) mid
=0
Az m kbédszo a g, polinom n kiillonb6zo pontjan ag, . . ., a,_1 F testen kertil kiértékelésre,

és az értékek sorozata adja a megfelel6 kodszot. fgy a Reed—Solomon kod klasszikus
kédolé fiiggvénye C @ F*¥ — F™ a kovetkezéképpen definidlhato:

Qm(dn—l)

Ez a C fiiggvény linedris leképezés, azaz teljesiti a C'(m) = Am feltételt, ahol az
n X k matrix A elemei F' testbdl szarmaznak:

1 ay a2 - a7t [ me
1 a a2 . ! mp
C(m)=Am = _
2 k—1
1 Ap—1 Qp_q - Qp 1 mMp_—1

Ez a métrix egy Vandermonde-métrix(olyan matrix, melynek minden sordban egy
mértani sorozat elemei taldlhatok) F' test felett. Mds szdval, a Reed—Solomon kdd
linearis kod, és a klasszikus kédolasi eljarasban annak generatormatrixa az A.
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Hibajavité képesség
Legyen a Reed-Solomon kéd hossza p és dimenzidja k. A kéd képes akar t hibat is
javitani, ahol t a kovetkezoképp néz ki:

_ p—k+1

t
2

Ez a leheto legjobb hibajavito képesség barmely ugyanolyan hosszisagu és dimen-
zi6ju kéd esetében. Azokat a kdédokat, amelyek elérik ezt az ”optimalis” hibajavito
képességet, MDS kodoknak nevezik.

Generator polinom megkozelités

A generator polinom konstrukcié egy a Reed-Solomon kédokhoz hasznalt médszer.
Ez a megkozelités a ciklikus kodok leirasanak eszkoze. Egy kdédot ciklikusnak ne-
veziink, ha barmely kodszora,

c=(co,C1,C2y ..y Cpn2,Cpn_1)

a ciklikusan eltolédott szd

Cl = (Cnfly Co,C1y - - 7Cn72)

is kodszo.
Ha egy (n, k) kéd ciklikus, akkor megmutathato, hogy a kéd mindig definidlhaté egy
generator polinom

9(x) =go+ g1x + g2 + ...+ gppa™ "

segitségével. Ebben a definiciéban minden kdédszét kodpolinomként értelmeziink.

(Co, C1,Co,y ... ,Cn_l) = Cy + 1T + CQIE2 + ...+ Cn_ll’n_l

¢ vektor egy kdédszé a g(x) dltal definidlt kédban, akkor és csak akkor ha a megfelel6
kédpolinom ¢(x) oszthaté g(x)-el.

Legyen m = (mqg,mq,...,mg_1) egy tomb k informdciés szimbélummal. FEzek a
szimbélumok egy polinomhoz tarsithaték m(x) = mo+myz+. . .+my_12*1 amelyet
g(x)-el vald szorzas utjan kédolunk:

c(x) = m(x)g(x)

A ciklikus Reed-Solomon kéd konstrukcids folyamata a kovetkezo:

Tegyiik fel, hogy szeretnénk egy t-hibajavité Reed-Solomon kédot épiteni, amely
(p — 1) hosszisagui és a GF(p)-ben 1évé szimbolumokkal rendelkezik. A Galois test
GF(p) nemnulla elemei megjelenitheték egy a elem (p — 1) hatvanyaként.

A Reed-Solomon konstrukcios kritériuma a kovetkezo:

A t-hibajavitoé kod generator polinomjanak gyokei a egymast kovetd hatvanyainak

kell lennie 2t.
2t

g(@) = [J(x =)

j=1
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A kédpolinomok 2¢-t61 (p — 2) fokig terjedhetnek (p — 2 foku kédpolinom megfelel
egy p— 1 koordinatdji kédszonak). Kovetkezésképp a 2t foku generator polinommal
rendelkez6 kéd dimenzidja k =p — 2t — 1.
Minden kédpolinomnak oszthatéonak kell lennie a generator polinommal. Ebbdl
kovetkezik, hogy a kddpolinom gyokeinek ugyanazoknak a 2t hatvanyoknak kell
lenniiik, amelyek a g(z) gyokeit alkotjak.

2.2. Elliptikus gorbéken alapulé kriptografia

A kriptografia a biztonsagos kommunikacié egy eszkoze. Algoritmussal titkosit ada-
tokat, melyek egy titkos kulccsal visszafejthetok. Két féle titkositas létezik. A titkos
(szimmetrikus) és a nyilvanosn(publikus, asszimmetrikus) kulcst titkositas. A titkos
kulesu algoritmusok ugyanazokat a kulcsokat hasznaljak a nyilt szoveg titkositasahoz
és a titkositott szoveg visszafejtéséhez. Ezzel szemben a publikus kulcstu algoritmu-
sok egy kapcsolt kulcspart hasznalnak az tizenet titkositasdhoz és visszafejtéséhez.
Az elliptikus gorbéken alapulé kriptografia (ECC) egy publikus kulest kriptografiai
megkozelités, amely az elliptikus gorbék algebrai strukturdjan alapul, véges testek
felett.

Ebben az esetben egy elliptikus gorbe egy sikgorbe egy véges test felett, amely
azokbdl a pontokbdl all, amelyek kielégitik az alabbi egyenletet:

V=23 4+ar+b

Emellett tartalmaz egy végtelen pontot is, melyet oo-nel jeloliink. Az itt szerepld
koordinatakat egy adott véges testbol kell valasztani. Ez a ponthalmaz, az elliptikus
gorbék csoportmiiveletével egyiitt, egy Abel-csoportot(kommutativ csoportot) alkot,
ahol a végtelen pont az identitaselem.

Domain paraméterek

A domain paraméterek fontos szerepet jatszanak az elliptikus gorbéken alapulé krip-
tografiai rendszerekben. Meghatarozzak az elliptikus gorbe jellemzoit, melyeken az
adott kriptografiai muveletek végrehajtodnak. Elemei:

e Véges Test: Ez dltalaban egy primrendii vagy kettOhatvany rendi test.

e Az Elliptikus Gorbe Egyenlete: Fontosak a gorbét meghatarozé egyenlet
egyiitthatéi. Ha az egyenlet: y? = 2% + ax + b, akkor az a és a b értékek. Az
elliptikus gorbe rendje k az a szam, amely tartalmazza az adott gorbén 1évo
osszes pontot, beleértve a végtelen pontot is.

e Alappont (G): Egy specifikus pont a gorbén, mely az Osszes kriptografiai
miivelet kiindulépontja.

e Rend (n): Az alappont rendje, ami azt jeloli, hogy mekkora az a legkisebb
pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy n - G = oo
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e A Cofaktor (h): Egy egész szam, amely a gorbe rendjének és az alappont
rendjének hényadosa (h = k/n).

e Privat és Publikus Kulcsok: A kriptografiai miiveletek végrehajtasahoz
sziikséges kulcsok.

Ezek biztositjak, hogy a kriptografiai rendszer biztonsagos és hatékony legyen, vala-
mint hogy a kiilonb6z6 eszkozok és szoftverek megfelelden tudjanak egyiittmikodni.

ECC Algoritmusok

Elliptic Curve Digital Signature Algorithm (ECDSA): Az ECDSA hatékonyabb
mas alairasi algoritmusokhoz képest. Ennek oka, hogy kisebb kulcsokat haszndl,
mégis ugyanolyan szintli biztonsagot nyuijt. A kovetkezoképp miikodik:

Van egy matematikai egyenlet, amely rajzol egy gorbét. Valasztunk egy véletlen
pontot ezen a gorbén, melyet kiindulasi pontnak neveziink. Ezutan generalunk egy
véletlen szdmot, ez lesz a privat kules. Osszeszorozva a véletlen szdmot és a kiin-
dulési pontot kapunk egy masodik pontot a gorbén, ez lesz a publikus kulcs.

Elliptic-curve Diffie-Hellman (ECDH): Az ECDH egy "key agreement” proto-
koll, amely lehetové teszi két fél szamara, hogy egy megosztott titkot allapitsanak
meg egy nem biztonsagos csatornan keresztiil. Mindkett6 privat-publikus kulcspérral
rendelkezik. Ez a megosztott titok kozvetleniil hasznalhaté kulcsként vagy més
kulcs generalasahoz. Ezt kovetéen a kulcs vagy a szarmaztatott kulcs hasznalhaté
a késobbi kommunikaciok titkositasara egy szimmetrikus-kulesi rejtjelezovel.

Elliptic Curve Integrated Encryption Scheme (ECIES): Az ECIES egy publi-
kus kulcsu hitelesitett titkositasi rendszer. Hasznal egy tigynevezett ”key-derivation
function”-t (KDF), hogy az Elliptic-curve Diffie-Hellman (ECDH) protokollal meg-
osztott titokbdl kiilon kulcsokat generdljon a szimmetrikus titkositashoz és az iizenet-
hitelesitési kédhoz (MAC). A titkositas, altalaban egy AES (Advanced Encryption
Standard) algoritmus segitségével torténik.

ECC Elonyei

e Gyors kulcsgeneralas: Elég biztonsagosan eldallitani egy véletlen egész
szamot egy adott tartomanyban. Barmely egész szam a tartomanyban érvényes
ECC titkos kulcsot képvisel.

e Kisebb kulcsméret: Az ECC lehetové teszi kevesebb kules hasznalatat a
nem-EC titkositdsokkal szemben.

e Kisebb szamitasi teljesitmény: Mivel az ECC kulcs révidebb, a szamitasi
teljesitmény is kisebb.

e Magas biztonsag: Egy 256 bites ECC publikus kulcs hasonlé biztonsagot
nyujt, mint egy 3072 bites RSA publikus kulcs. Az ECC segitségével kisebb
kulcsokkal érhet6 el ugyanolyan szintii biztonsag.



Kombinatorikus problémak véges testek feletti terekben 17

2.3. JPEG tomorités

A JPEG veszteséges tomoritési format hasznal, amely a diszkrét koszinusz transz-
formacion (DCT) alapul. Ez a matematikai miivelet minden képkockat vagy testet
atalakit a térbeli (2D) tartomanybdl a frekvenciatartoményba. Egy emberi pszi-
chovizudlis rendszerre alapozott észlelési modell, elveti a magas frekvencidju in-
formaciokat, azaz az éles atmeneteket és a szindrnyalatokat. A transzformacios
tartomanyban az informacio csokkentésének folyamatat kvantalasnak nevezik. Egy-
szerlien fogalmazva, a kvantalas egy modszer arra, hogy egy nagy szamértéki skalat
optimalisan lecsokkentsiink kisebbre. A kvantdalt egytlitthatékat ezutan sorrendbe
rakjak és becsomagoljdk az eredmény bitfolyamba. A tomoritési mddszer altalaban
veszteséges, ami azt jelenti, hogy az eredeti kép informacidinak egy része elveszik és
nem allithaté helyre, ez befolyasolhatja a képmindséget.

Diszkrét Koszinusz Transzformaci6é - DCT
A DCT alapelve, hogy a jelet szinusz és koszinusz hullamok kombinaciéjaként abrazolja.
Lépései:
1. Bemeneti Adatok ElGkészitése: A bemenet egy N x N méreti méatrix,
amely a jelet reprezentalja.

2. DCT Szamitasa: A DCT egy N x N matrixon az aldbbi képlet segitségével

szamithato:
1 N-1N-1 - ] - )
ahol:
L hau=
a(u) = { VI )
¥ kulonben

Az x; j az eredeti matrix elemeit jelenti, mig X;; a DCT matrix elemeit.

3. Kvantalas: A DCT matrixot kvantaljak, azaz a frekvenciakomponenseket
egy elore meghatarozott kvantalasi matrix segitségével redukaljak.

4. Tomorités: A kvantalt DCT matrixot tomoritik, példaul a JPEG esetében
Huffman-koédolassal.

Huffman-kodolas

A karaktereket gyakorisaguk szerint névekvo sorrendbe rendezziik. A gyakorisagokat
tobbnyire szazalékban adjuk meg. Ezutan egy binaris fat épitiink fel 1épésrdl-lépésre
a kovetkez6 modon.

1. Kivalasztjuk a sorozat két legkisebb gyakorisagu elemét, amely egy haromesucsi
binaris fa két levele lesz, majd ezekhez hozzarendeliink egy gyokeret, amelyet
a két gyakorisdg osszegével cimkéziink meg.
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2. Ezutan a két vizsgalt elemet kitoroljiik a sorozatbdl, és azok 6sszegét beszurjuk
az érték szerinti megfelel6 helyre.

3. Folytatjuk az el6z6 miiveletet mindaddig, amig van elem a sorozatban. A
folytatasnal felhasznaljuk a mar meglévé csicsokat is, csak tjabb elemeknél
hozunk létre jabbakat.

Az igy felépitett faban a levelek az eredeti karaktereknek és azok gyakorisdganak
felelnek meg. Az eredményiil kapott faban minden csics esetében cimkézziik meg
0-val a beldle kiindul6 bal oldali élt, 1-gyel pedig a jobb oldalit. A gyckértol egy
adott levélig egyetlen it halad. Ezen 1t éleihez rendelt 0 és 1 cimkéket sorrend-
ben oOsszeolvasva, megkapjuk a levélhez rendelt karakter kédjat. Lathatd, hogy a
gyakoribb karakterek kodja révidebb, mig a kevésbé gyakoribbaké hosszabb lesz.



3. fejezet

Kombinatorikus feladat véges
testben

Ha F egy véges test, akkor F' x F-re gondolhatunk a véges test felett definialt
sikként, melyet tehdt F-fel koordinataztunk. Szokas ezt véges affin siknak hivni.
Itt az egyenesek az y = a - x + b linedris egyenletek (z,y) megoldashalmazai, ill.
az x = c egyenletil "fliggbleges” egyenesek. Minden egyenesnek |F'| pontja van.
Parhuzamossagi egyenesosztalyok: az azonos ”a” egyiitthatdju (meredekségii) egye-
nesekbdl allnak. Ez tehat |F| szamu parhuzamosségi egyenesosztaly, és egy tovabbit
alkotnak még a "fiiggbleges” egyenesek.

Ha F rendje egy p prim, akkor a fent definialt affin sikot AG(2,p)-nek hivjuk. Ha
adott egy f(z) polinom, akkor annak grafikonja az {(x, f(x)) : € F'} ponthalmaz.

A sikon definidlhatjuk a ”grafikon alatti” pontokat, kihasznalva, hogy nem csak
modulo p, hanem a szokéasos egész szamok korében is gondolkozhatunk:

Up={(z,y): 0<z<p-1,0<y< f(a)},

ahol a rendezést az egész szamok korében értjiik. Ez a definicié nagyon furcsanak
tlinik, hogy keverjik a véges testek és az egész szamok vilagat, de az fog kideriilni,
hogy bizonyos esetekben ez a ponthalmaz, a véges test felett értelmezve, érdekes
szabalyos tulajdonsdgokkal rendelkezik. Errdl szol a dolgozat ezen fejezete, mely a
[20] cikken alapszik.

3.1. Feladat

Legyen egy F}, véges test, ahol p prim. Legyenek a -z + b parhuzamossagi osztalyok
az I}, véges testen beliil. Nevezziik metszési szamnak azon pontok szamat, melyek
a vizsgalt fiiggvény alatt és a parhuzamossagi osztalyok metszetében helyezkednek
el.

Vizsgéljuk meg, milyen metszési szamokat kapunk kiilonbozé fiiggvényekre!

A feladat megolddsdhoz Pythont haszndltam, a kodok eqy részét megjelenitem. Az
abrdakon és tabldzatokban p = 11-gyel fogok dolgozni, mert ugy vélem, ennél nagyobb
p-re az abra mérete miatt nehezebben datlathato lenne a lényeg.

19



Kombinatorikus problémak véges testek feletti terekben 20

3.1.1. y==x
def metsz(p):
mer = []
for a in range(l, p):
ind = []
for b in range(0, p):
x =0

for i in range(l, p):
if ((b + (i * a)) % p) < i:
x =x + 1
ind . append (x)
mer . append (ind)
return mer

metsz (p)

Nézziik meg Fiq véges testet. Abrézoljuk y = z figgvényt és a-x+b parhuzamossagi
osztalybdl a = 2 meredekségili és b = 1 tengelymetszetli egyenest.
y

10

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 X

Az dbran a kék pontok jelolik a fliggvényt, esetiinkben y = z-et. A piros pontok
az y = 2-x + 1 egyenest jelolik. A zold pontok pedig az y = z alatt elhelyezked? és
2-x+ 1 -et metsz6 pontok.

Leolvashatd, hogy erre a konkrét egyenesre a metszési szam: 5

Végigfuttatva az a meredekségeket és a b tengelymetszeteket, az aldbbi tablazatot
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kapjuk.
a\b|0|1]|2[3[4|5]|6|7|8[9]10
1 10(1]2]3/4|5(6|7|8[9]10
2 |5|5|5|5|5|5|5[5[5|H]|5H
3 5|55 |5|5|5|5[5[5|H]5
4 |5 5|5 |5(5[5|5]|5|5[H]|5H
5 5|55 |5|5|5|5[5[5|H]|5H
6 |[5|5|H|5|5|5|5[5[5|H]| b
7 /5|55 |5|5|5|5[5[5|H]|5H
8 |5|5|H5|5|5|5|5[5[d[H]| b
9 |5|5|5|5|5|5|5[5[5|H]| 5
10 [ 5|55 |5[5[5|5[5|5[H] 5

3.1. tablazat. Metszési szamok y = x (mod 11)

A tablazat elsé oszlopaban a meredekségek, az elsé soraban pedig a tengelymet-
szetek talalhatok. A késobbi tabldzatokat is ilyen modon jelenitem meg.
Eszrevehetd, hogy (a = 1)-et leszdmitva az Gsszes metszési szam ((p — 1) = 2).
Az 1 meredekségi osztalyra kapott eredmény egyértelmi, hiszen ennél az esetnél
csak az y = x + b fliggvényt futtatjuk kiilonbozo tengelymetszetekbdl, igy ezek
parhuzamosak (y = z)-el. Az 1-nél nagyobb meredekségeknél az egyenesek tobbszor
"mennek végig” a testen. Az ismétlédés miatt ugyanaz a pontok eloszldsa, csak
nagyobb meredekségre az egyenes tobbszor "megy végig”.

Mas p-t megvizsgalva is ezt a sémat lehet észrevenni. A metszési szamok minden
esetben (a = 1)-nél 0-tdl (p — 1)-ig névekvé sorrendben vannak. A tobbi metszési
szam pedig minden esetben ((p — 1) =+ 2).

3.1.2. y =22

A koédon itt nem véltoztattam y = = -hez képest, csak kicseréltem a legbelsé ciklus
eldgazdsdban az i feltételt i2-re.

Nézziik meg I véges testet. Abrézoljuk y = 22 fiiggvényt és a-x+b parhuzamossagi
osztalybdl a = 2 meredekségili és b = 1 tengelymetszetli egyenest.
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10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

Az 4bran a kék pontok jelolik a fiiggvényt, esetiinkben y = z2-et. A piros pontok
2-x+1 egyenest jelolik. A zold pontok pedig az y = 22 alatt elhelyezkedd és 2-x +1
-et metsz6 pontok. Ebben az esetben a metszési szam: 5

Vizsgaljuk meg, észreveheto-e valamilyen érdekes minta a metszési szamoknal!

a\b|0]1]2[3]|4(5|6|7[8|9]10
1 1413123454554 5
2 141514323454 |5]|5
3 123145455454 3
4 31234545545 4
5 4|55 4514|323 [4]5
6 |4]|5]5|4|5/4|3[2|3[4]5
7T 1312314545545 4
8 2345455454 3
9 4|54 |3[2|3|4|5(4|5]|5
10 41312345455 [4] 5

3.2. tdblazat. Metszési szdmok y = 2 (mod 11)
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Soronként észreveheto egy ismétlédés. Minden sorban ugyanazok a metszési
szamok vannak, ugyanabban a sorrendben, csak mashonnan inditva. Tehat
ez a ponthalmaz a 0 ill. 1 meredekségek kivételével minden parhuzamossagi osztalyt
ugyanabban a mintazatban metsz! A jobb atlathatosag érdekében sargéra szineztem
a "kezdépontokat” .

A ((p — 1) + 2) meredekségig megfigyelhet6 kezdépontok forditott sorrendben meg-
ismétlédnek ((p — 1) = 2) utdn. Ez minden p-re igaz. A metszési szamok mintédjardl
esziinkbe juthat z? fiiggvény szimmetridja.

3.1.3. y=2a°

def phalmaz(p):
ph = []
for i in range(l, p):
j =20
while j < i*x*3 ¥ p:
ph.append ([i, j1)
j =3 +1
return ph

def algo(p, h):

ml = []
for a in range(l, p):
m2 = []
for b in range(0, p):

x =0

for i in range(l, p):
szp = [i, ((b + (i * a)) % p)l
if szp in h:

x =x + 1
m2 . append (x)
ml.append(m2)
return ml

h = phalmaz(p)
algo(p, h)

Nézziik meg Fi; véges testet. Abrézoljuk y = 22 fiiggvényt és a-x+b parhuzamossagi

osztalybdl a = 2 meredekségli és b = 1 tengelymetszetli egyenest.
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10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

Az 4bran a kék pontok jeldlik a fiiggvényt, esetiinkben y = 23-6t. A piros pontok
2-x+1 egyenest jelolik. A zold pontok pedig az y = 22 alatt elhelyezkedd és 2-x +1
-et metsz6 pontok. Ebben az esetben a metszési szam: 3

Tekintstik meg, milyen metszési mintazatot talalunk!

ab[O[1[2]3[4[5]6[7[8[9]10
1 [4]4[4]5|6[5|4|5/6/6] 6
2 |5(3|4|5(5|b|5[5(6]|7]5
3 |4]5|4|4(4[5/6[6(6]|5]6
4 [4[5]6|6|5|5|54]4]|5]6
5 |4(3[3|4[4[5(6[6]7|7]6
6 |5(6|6|7|5|b|5 |3 4]|4]5
7 |5(6[6|6|7|5|3[4[4]4]5
8 |5(5]6|4][4[5|6(64|5]5
O [4][4]5|4]5[5|5]6[5]6] 6
10 5/5(3[3/4(5[6|7|7|5]5

3.3. tdblazat. Metszési szdmok y = 2* (mod 11)
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Az eloz6 két fiiggvénytol nem eltérve, itt is észreveheto egy minta.
((p — 1) =+ 2)-t a tovdbbiakban s-sel jelolom. b = s esetén minden a-ra és p-re
a metszési szam s. Ettol a ponttdl tavolodva pedig ellentétes a differencia. A
megfelel6 indexszekkel felirva a kovetkezoképp néz ki.
Legyen a meredekség fix. Amennyiben b[i] értéke x, ugy b[p—1—1] értéke (s —x+s),
ahol s—x a differencia. A metszési szdmok mintdja hasonlit az 23 fiiggvény alakjdhoz
és tulajdonsagaihoz.

3.14. y=1

Az % mod p azt az egész szamot jelenti, amelyet x-szel szorozva 1-et kapunk modulo
p. Ezért az x3-nél hasznalt kédomat kiegészitettem gy, hogy kiszdmolja n -z = 1
(mod p) esetén mennyi n.

n =20
while ((n * i) % p) !'= 1:
n =mn+ 1

Nézziik meg Fiq véges testet. Abrzizoljuk Yy = % fiiggvényt és a-x+b parhuzamossagi
osztalybdl a = 2 meredekségli és b = 1 tengelymetszetli egyenest.
y

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

Az édbran a kék pontok jelolik a fiiggvényt, esetlinkben y = i—et. A piros pontok
2-x+ 1 egyenest jelolik. A zold pontok pedig az y = i alatt elhelyezked6 és 2-x 41
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-et metsz6 pontok. Ebben az esetben a metszési szam: 4

Nézziik meg a metszési szamokat!

a\b|0|1]|2[3[4|5[6]|7|8[9]10
1 1413|4154 ]5|6|5|6|7|6
2 |5]4]13|14]5|5|5[6[7|6] 5
3 |4]5]4|5]6|5|4|5[6|5]|6
4 |4|5]4|3[4[5|6|]7|6|5]|6
5 |4]|5]6|7]6|5|43[4|5]|6
6 |[5]4[5|5|6|5|4|5]5]6]|35
7T 15]6|7|6]6|5]|4(4[3[4] 5
8 |5]|5]4|5[4|5|6[5[6|5] 5
9 1431434 |/5|6|7|6|T7]6
10 | 5|66 |5|4|5|6[5|4[4] 5

3.4. tébldzat. Metszési szdmok y = £ (mod 11)

T

Megvizsgélva a tabldzatot ldthatd, hogy itt is hasonl a szabdly, mint z3-nél,
csak a metszési szamok nem ugyanazok.

3.2. Négyzetek eloszlasa primmoduléval

Legyen ¢ egy primszam hatvanya, Fj, a ¢ rend{ véges test, és jelolje AG(2,q) a ¢
rendi Desargues-i affin sikot. (A Desargues-i affin stk egy olyan affin sik, amely
megfelel a Desargues-tételnek. A Desargues-tétel kimondja, hogy ha két haromszog
egy pontra nézve perspektiv, akkor egy egyenesre nézve is perspektiv.) Jelolje £
azt az egyenest, amely kiegésziti az AG(2,q)-t egy projektiv sikkd. (A projektiv
sik egy geometriai struktira, amely kiterjeszti az affin sikot azzal, hogy hozzaad egy
"végtelen tavoli” /., egyenest és annak pontjait.) Az {., pontjait gyakran irdnyoknak
nevezik, mivel ezek megfelelnek az AG(2, q) egyenesei meredekségeinek. Ezeket az
irdnyokat (d)-vel jeloljiik, ahol d € F, U {oo}. A d meredekségli affin egyenesek
pontosan azok az egyenesek, amelyek egyenlete

Y =dX + D, illetve X = c egyenes egyenlet esetén d = oo.

Legyen p > 2 egy primszam. Ebben a szakaszban () és N rendre az F, nem nulla
négyzeteinek és nem-négyzeteinek halmazait jelolik. Az F), kvadratikus karaktere a
kovetkezo fiiggvényként van definidlva:

1 ha x € Q,
X:F,—=R:z—<¢0 hax=0,
—1 haxelN.

Természetesen értelmezhetjiikk x-t mint Z — R fliggvényt. A kvadratikus karakter
Osszege egy intervallum felett korlatozott.
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Pélya-Vinogradov egyenlotlenség:

Barmely két egész szam a és b esetén

> x(x)

Ennek egyfajta ellenparja a kovetkezd: Létezik egy b € F}, elem, hogy

< vpln(p).

b

> x(=)

r=1

1
> —\/p.

- 27

Legyen v : F, — N az a fliggvény, amely F, egy elemét hozzarendeli a hozza
tartozd egész szamhoz {0,...,p — 1}-b6él. Legyen p egy péaratlan prim, és legyen
n=|Nn{l,...,25}| Ekkor

p(p4;1) hap=1 (mod 4),
Z v(z) =< pn hap=—1 (mod 8),
z€Q p(%+ 21y hap=3 (mod8).

p=1

, 55— ¢ intervallumra a

A Pélya-Vinogradov egyenlotlenség alkalmazaséval az {1, e
kovetkezo korlatot kapjuk n-re.

Legyen n = [N N {1,..., %} |. Ekkor

p—1 1
Y A PN

és igy
0 hap=1 (mod 4),
<qiypln(p) hap=-1 (mod8),
t/pPIn(p) hap=3 (mod 8).

3.3. Parabola alatti pontok

Legyen

S =(x,y) GFp2 |y < az® + Br + 7,
ahol a € F, 8,7 € F,,
Definialjuk a vetité fliggvényt: legyen prsq : F, — N, amely b-hez hozzéarendeli az
S pontjainak szdmat az Y = dX + b egyenesen, ha (d) # (o0), vagy az X +b =0
egyenesen, ha (d) = (00).
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Tétel. Legyen f(X) = X?, ami egy mdsodfoki polinom F, felett, ahol p > 2
primszam. Tekintsiik az alabbi halmazt:

S={(z,y) €F2|0<y< f(x)},

azaz az Y = f(X) parabola alatti pontokat. Tetszlleges d € IF;, és b € I, esetén:

prgq(b) = prg; <b + W) :

Tovébba, prg, képe egy olyan intervallum, amelynek hossza VP g VP In(p) kozott

21
helyezkedik el.

Bizonyitas. Bizonyitanunk kell, hogy barmely b értékre

P g (b + W)

figgetlen d € F) vélasztasdtol. Ez az érték megegyezik az alabbi egyenlStlenség
megoldasainak szamaval:

(d—1)(d+1)

< X2
4

dX +b+
Alkalmazzuk a linearis transzforméciét X' = X — d%l, hogy az egyenlGtlenséget
ekvivalensen atfogalmazzuk:

X'+ b4 64(X") < X? + 64X,

ahol -1y
Jelolje Ngjp a (*) egyenl6tlenség megolddsainak halmazat. Be kell bizonyitanunk,
hogy [Ngp| figgetlen d € F;, valasztasatol. Mivel tudjuk, hogy > ycp [Nap| = |S]
minden d-re, elegendo igazolni, hogy barmely b-re:

Sa(X') = (d — 1) X' +

|Nap1 \ Nap|l = [Nap+1 0 Nap| — |Nap \ Naps1]

fliggetlen d € F;-t6l. Vegyiik észre, hogy
xr € Nd’bJ’»l \ Nd,b <~ r+b+ (Sd(LC) =—1 ¢és f(l') + (5d(x) 7£ 0,

x € Nd,b \ Nd,b—f—l <~ r+b+1= f(.il?) és f(l’) + 5d($) 75 0.

Jelolje k azon megoldédsok szamat, amelyekre x +b+ 1 = f(z). Mivel d # 0, 1étezik
egyértelmli megoldds zg-ra, amelyre z + b + §4(x) = —1.

El6szor tegyiik fel, hogy xy megolddsa az f(x) 4 dq(x) = 0 egyenletnek. Ekkor
ez megoldasa az x + b+ 1 = f(x)-nek is, tehat

|Napt1 \ Napl =0,  |[Nap N Naps1| =k — 1.
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Ha z¢ nem megoldésa az f(z) + dq(x) = 0-nak, akkor
|Naps1 \ Napl =1, |Nap N Napya| = k.

Ahhoz, hogy a fentebbi egyenloség teljesiilését igazoljuk, meg kell mutatnunk,
hogy az X + b+ 1 = f(X) egyenletnek nincs olyan megoldédsa, amelyre f(X) +
d4(X) = 0. Ha lenne ilyen, akkor x + b+ d4(z) = —1, ami azt jelenti, hogy = = z,
és ez ellentmond annak, hogy f(xg) + d4(zo) # 0.

Ebbol arra kovetkeztetiink, hogy mindkét esetben:

|Napr1 \ Nap| — [Nap \ Napr1] =1 —k,

ami valoban fliggetlen a d € F;, valasztdsatol.

Vegytiik észre, hogy k az f(X) — X — b — 1 = 0 mésodfoku egyenlet gyokei-
nek szamat jeloli. Ezért k£ az 4b + 5 diszkriminans kvadratikus karakterétdl fiigg.
Konkrétan:

1 —Fk=—x(4b+5).
Ez azt jelenti, hogy Ngp és Ngpy1 kiilonbsége 1 —k, és |1 —k| < 1, tehat a prg 4 képe
egy intervallumban szerepld Osszes egész szamot tartalmazza. Tovabbda, barmely

a,b € [F, esetén:
b

Z x(4x + 1)

r=a+1

[Nap| — [Naal

b+
=1 > x@)|.
x:a+g
Ezért a prg , képe altal alkotott intervallum hossza egyenld a fenti 6sszeg maximalis

értékével. A 3.2-ben leirt eredmények alapjan tudjuk, hogy ennek maximalis értéke
‘2/—5 és /pIn(p) kozott van.

Tétel: Legyen S a parabola alatti ponthalmaz AG(2, p)-ben, ahol p > 2 prim.
Ekkor

51— |2 | < v,

ahol
1 hap=1 (mod4),
=42 hap=-1 (mod 8),
5 hap=3 (mod38).

Tovabba, |S| p-vel oszthatd.

A tétel szerint egy adott ponthalmaz mérete oszthaté p-vel, ahol p egy prim. A
pontok szamat |S| ugy szamithatjuk ki, hogy figyelembe vessziik a parabola alatti

Osszes pontot az affin sikban. A V’;J kifejezés a parabola alatti pontok kozelito

szama, amikor p nagy. A tétel egy korrekcids tényezot ad meg, amely figyelembe
veszi a pontok tényleges szamat, és azt mondja ki, hogy a kiilonbség a kozelito
szdm és a valds szam kozott legfeljebb c,\/pIn(p) lehet. A ¢, konstans értéke attol
fiigg, hogy p milyen maradékot ad, amikor 4 vagy 8 maradékosztalyara osztjuk.
Osszességében a parabola alatti pontok szamara ad becslést.
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Osszegzés

A szakdolgozat soran megvizsgaltam a véges testek elméletét és néhany alkal-
mazasat, kiilonos figyelmet forditva a fliggvénygrafikonok alatti teriiletek vizsgalatara
véges testek feletti sikokon. A véges testek fontos szerepet jatszanak a modern al-
gebra és a szamitastudomény teriiletén, kiilonosen a kriptografia, a kodoldaselmélet
és a szamelmélet alkalmazasaiban.

Az els6 fejezetben bemutattam a véges testek alapvet6 tulajdonsdgait és megnéztem
néhany definiciot, tételt.

Ezt kovetGen megvizsgaltam a véges testek kiillonbozo alkalmazasait. A kddoldselméletben
és kriptografidban betoltott szerepiik kiemelkedd, hiszen lehetové teszik a hatékony

és biztonsagos adatatvitelt és adatvédelmet.

Végil pedig a fliggvénygrafikonok alatti ponthalmazok vizsgélataval foglalkoztam
véges testek felett definialt sikokon. Elemeztem egy adott feladatot, melyre eredményként
érdekes mintakat kaptam.

Osszességében megéllapithatjuk, hogy a véges testek és azok alkalmazésai nagyon
fontosak a modern matematika és informatika tobb teriiletén.
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