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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban koszonom a témavezetémnek, Jung Attilanak a kozds munkat,
hélas vagyok, hogy végig biztatott és tamogatott. Koszonom még a szoba-
tarsaimnak, hogy azonos mérfoldkovek mentén haladtunk, és igy sose kellett
egyediil éreznem magam. Valamint koszonettel tartozom a csaldadomnak és

barataimnak, akik lelkesedése nélkiil talan sose fejezem be ezt a dolgozatot.
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Bevezetés

Ebben a szakdolgozatban élszinezett multigrafokrol és a benniik talalhato
szivarvany részgrafokrol lesz szo. Elszinezett grafot tobbféle modon lehet
definialni, mi azonos cstcshalmazon vett kiilonbozd§ szint egyszerd grafok
uniojat fogjuk nézni. A kiilonbo6z§ szint grafok élszamara adunk feltételeket,
és vizsgaljuk a benniik taldlhato, paronként kiilonb6z6 szint élekbdl allo, azaz
szivarvany részgrafokat.

Tobb, klasszikus grafelméleti tétel élszinezett verzidjat vizsgaljuk, mint
a Dirac-, az Ore-, illetve a Mantel tétel. A Dirac tétellel azonos feltétel
esetén bizonyitjuk szivarvany Hamilton-kor létezését, Ore-féle feltételeknél
szivarvany feszitGerds és Hamilton-ut létezését, Mantel tételhez hasonléan
szivarvany haromszog létezését nézziik meg, valamint minimalis fokszam-

feltétel mellett szivarvany klikkeket keresiink.



1. Szivarvany Dirac

Van egy n cstucsu G grafunk, aminek az éleit n szinnel kiszinezziik (két cstics
kozott mehet tobb él, ha azok kiilonb6zd szintiek). Mikor lesz G-ben csupa
kiilénb6z6 szint élbdl allo Hamilton-kor? Erre adott Joos és Kim [JK20] egy,

a Dirac tételhez hasonld elégséges feltételt, ez a fejezet ezt a cikket dolgozza
fel.

Jelolés. Legyen [n| ={1,2,....,n} és [m,n] ={m,m+1,...n}.

Jelblés. Legyen Ng(x) = {y € V : 2y € E}, ahol G = (V, E) irdnyitatlan
grif és x € V. Legyen Njy(z) = {y € V : zy € A} és Ny(z) = {y € V :
yx € A}, ahol D = (V, A) irdnyitott grif és x € V.

Jelolés. Legyen dg(x) egy irdnyitatlan G graf x csicsinak foka. Legyen
dp(z) és df(x) egy irdnyitott D grdf x csicsdnak befoka és kifoka.

Jelolés. Legyen §(G) egqy G iranyitatlan grdaf minimdlis fokszdma.

Jelblés. Legyen C' = (vq, v, ..., U, v1) egy kor, ahol viy1 = vi. Bdrmely két
i,j € k], i < j egész szdmra jeldlje v; Cv; a (v;, Vg1, ..., v) utat, ngvi pedig
a (vj,Vjt1, ..., v;) utat. Hasonloan P = (vy,vs, ..., vy) Ut esetén jeldlje v; Pu;

a (i, Vig1, ..., v;) utat, v; Pv; a (vj,vj_1,...,v;) utat.

Definicié. V egy csucshalmaz, ezen Gq,Go, ..., G nem feltétleniil diszjunkt
grifok, G = {G1,Gs, ...,Gs} ezen grifok unidja. G felfoghato élszinezett mul-
tigrafnak: G; élei az i. szinnel vannak kiszinezve, i € [s]. A V csicshalmazon
értelmezett H grdaf eqy szivdarvdny részgrdaf, ha 3¢ : E(H) — [s] injekcid gy,
hogy Ve € E(H)-ra e € E(Ga()). Vagyis H mindegyik €éléhez kiilonbozd szint
rendelhetink, és az élhez rendelt szind grafban benne is van az é€l.

Jelolés. G élszinezett multigrafban e € (‘2/) élre legyen c(e) ={i € [n] 1 e €

E(G;)}, vagyis az e él szineinek halmaza.



1.1. Az eredeti Dirac tétel

Az élszinezett verzié nagyon hasonlit Dirac eredeti, egyszini tételéhez [Dir52],

igy mondjuk ki, és bizonyitsuk azt is.

1. Tétel (Dirac). Ha egy G egyszerd, n-csicsi (n > 3) grafban 6(G) > 3,

akkor G-ben van Hamilton-kor.

Bizonyitds. Legyen G = (V, F) graf, amire teljestilnek a fenti feltételek. Lat-
hato, hogy G 0Osszefiiggd, mivel ha tobb komponensbdl allna, a legkisebb
komponensében a cstcsoknak legfeljebb 3 — 1 lehetne a fokszama. Tegyiik
fel indirekt, hogy G-ben nincs Hamilton-kor.

Legyen P = (x1,%9,...,7x+1) egy leghosszabb ut G-ben. Mivel P nem
bévithetd, ezért x; és 1 minden szomszédja P-beli, vagyis Ng(x;) C
{z9,...;xr11} és No(zpy1) C {21, ..., Tx )

Legyen

Ag={i € [1,k] : 212441 € E},

vagyis azok az i-k, amikre x;,; szomszédos xi-gyel, és legyen
By ={i € [l,k] : xjzp1 € E},

vagyis azok az i-k, amikre z; szomszédos x,1-gyel.

|Ao| > 5, és |Bo| > %, mivel Ay tartalmazza x; Osszes szomszédjat, By
pedig tartalmazza xyq Osszes szomszédjat, tehat |Ag| + |Bo| > n. AgU By C
[1,k] és k < n, tehat 35 € Ay N By.

Toroljiik P-bol az x;x;41 €It és adjuk hozza az x1xj41 és ;x4 Eleket.
Igy a C = (wlﬁxj,a:kﬂjga:jﬂ,ml) kort kapjuk. Ha k& + 1 = n, akkor C
Hamilton-kor, ami ellentmondas, tehat £+ 1 < n. Mivel G Osszefiiggs, ezért
JyeV:ye¢V(C),és Iz, € V(C) : zpy € E. Ha C-t elvagjuk z, utén,
és hozzaadjuk az xpy élt, akkor k£ + 1 hosszi utat kapunk, ami ellentmondas
azzal, hogy P a leghosszabb 1t G-ben. [



1.2. Szines Dirac tétel

2. Tétel. Legyenn € N ésn > 3. Tegyiik fel, hogy G = {G1, Gs, ...,G, } nem
feltétlen diszjunkt n-csucsu grdfok dsszessége azonos csiucshalmazon gy, hogy
d(G;) > n/2 Vi€ [n]-re. Ekkor G-ben taldlhatd szivarviny Hamilton-kor.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy G nem tartalmaz szivarvany Hamilton-
kort. Konnyen lathato, hogy n = 3 és n = 4 esetén van szivarvany Hamilton-

kor, ezért n > 5 feltehets. Sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

1. Lemma. A tétel feltételei mellett létezik szivdrvdny n-1 hosszi kér G-ben.

Bizonyitas. Tekintsiik azt a szivarvany részgrafot, ami az utak és korok ko-
z0tt a legtobb éllel rendelkezik, legyen ez (C,®). (Ha van azonos élszamu
kor és ut is, akkor a kort valasszuk.) Tegyiik fel, hogy C' = (x1,x2, ..., To11)
¢ hosszu ut, és £ € [3,n — 1] (¢ > 3 kovetkezik abbol, hogy n > 5, moho
valasztassal konnyen belathato).

Tekintstik az ¢ — 1 hossza utat, P = (x1,...,x¢)-t. P legalabb 2 szint
kihagy, legyenek ezek 1 és 2.

1. Allitas. 1,2 ¢ c(x12), Kilonben (x1,...,x0,21) eqy { hosszi kor, ami

ellentmond (C, ®) vdlasztdsdinak.

2. Allitas.
NG, (21) \ V(P)| + [Ne, (z) \ V(P)| <n— 4 (1)

vagyis G'1-ben x1 szomszédait dsszeszdmolva, kivéve a P-beli csicsokat és Gg-
ben x, szomszédait dsszeszamolva, kivéve a P-beli csicsokat, az dsszeqiik nem

nagyobb n — £-nél.

Bizonyitas. Ha az Osszeg nagyobb lenne n — f-nél, akkor, mivel mindkét
halmazban csak P-n kiviili elemek szerepelnek, a skatulyaelv alapjan lenne
olyan y € V'\ V(P) elem a metszetben, hogy (1, ..., xs,y, z1) egy £+ 1 hosszi

kor, ami ellentmond (C, ®) valasztasanak. O



Legyen
Ag={i€[l—2:1¢€c(x1m1)},

vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre x;,; szomszédja x;-nek G1-ben, vala-
mint legyen
By={i€[2,0—1]:2¢€ c(x;xy)},

vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre z; szomszédja x,-nek Go-ben.

3. Allitas. 3j € Ay N By.

Bizonyitas. 6(Gy) > n/2, és 1 ¢ c(x1xy) miatt (i csak ¢ — 2-ig megy, de ha
¢ — 1-ig menne, akkor se lenne Ap-nek tobb eleme), valamint Ay definicidja

alapjan teljesiil:
| Ao| = n/2 = [Ne, (x1) \ V(P)].

Hasonloan §(Gy) > n/2, és 2 ¢ c(x12,) miatt (i csak 2-t6l megy, de ha 1-
t6l menne, akkor se lenne By-nek tobb eleme) valamint By definicidja alapjan
teljestl:

|Bo| = n/2 —|Ng,(z¢) \ V(P)].

Igy (1)-et felhasznalva
[Ao| + [Bo| 2 n = ([Ne, (z1) \ V(P)| + [N, (2) \ V(P)]) > £.

Mivel AgU By C [( — 1], ezért 35 € AgN By és j € [2,( — 2]. O
4. Allitas. C kiegészithetd eqy korre.

Bizonyitds. Ha toroljik x;x;q élt E(P)-bdl és hozzaadjuk xqizj11 és xjzy
éleket, akkor (xlﬁxj,xg Pz, x1)-et kapjuk, ami egy szivarvany ¢ hosszi
kor. O]

Mivel a 4. allitas ellentmond (C, @) valasztasanak, ezért C' mégsem lehet
ut. Tehat feltehets, hogy C' = (z1,...,x¢,21) egy ¢ hosszi kor valamilyen
¢ € [3,n — 2]-re és van két szin (1 és 2), amik hidnyoznak ®-bol.



5. Allitas.
n
0> = 41,
25+

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy £ < § + 1. Ebbdl |V(C)| < § + 1, és
mivel z; € V(C), ezért [V(C)\ 21| < 5.

Ez alapjan |Ng, (x1) \ (V(C) \ x1)| > 1, és mivel x; ¢ Ng, (x1), ezért
[Ney (z) \V(C)| = 1.

Hasonloan |Ng,(x,) \ V(C)| > 1 is teljesiil.

Ekkor lenne két (nem feltétleniil diszjunkt) cstics: y, z € V\V(C), amikre
1 € c(z1y) és 2 € c(xypz) teljesiil. Ekkor (y,xq, ..., x4, 2) egy £+ 1 élbdl allo
szivarvany ut (y és z kiilonboz6) vagy kor (y és z megegyeznek), ez pedig

ellentmond (C, @) véalasztasanak. O
6. Allitas. Yo € V \ V(C) ési € [2]-re Ng,(v) C V(C).

Bizonyitds. Nézziik meg indirekt. Ekkor Ji € [2] és Ju,v € V' \ V(C), hogy
w € E(G;).
Rendezziik at az el6z6 allitas egyenlGtlenségét: vonjunk ki mindkét oldal-

bol n-et és szorozzunk be (—1)-gyel. Igy
n—egg—1 = |V\V(O) < g

Mivel dg,_,(v) > § > [V \ V(C)|, vagyis nagyobb v fokszdma, mint a

nem C-beli csticsok szama, ezért 35 : z;v0 € E(G3—;), és a szimmetria miatt
feltehets, hogy j = ¢. Ebbsl adoddéan (z1,...,xs,v,u) ellentmond (C,P)

valasztasanak, vagyis az allitas igaz. O

Legyen v € V' \ V(C) rogzitett. Legyen
Ay={iell]:1€clvripr)} (b xppg = x1),
vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre x;,; GG1-ben v szomszédja, és legyen

By ={iell]:2e€ clvx;)},



vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre x; Go-ben v szomszédja.
Ekkor, mivel G-ben és G-ben v-nek csak V(C')-beli szomszédai vannak,
ezért

|A1] + | B1] = dg, (v) + dg,(v) > 6(G1) + 6(Ga) > n > ¢,

amibdl skatulyaelv alapjan kovetkezik, hogy 35 € A; N By.
gy zjx;.1-et torolve E(C)-bol, és vr;-t valamint vy i-et hozzaadva
(xlaxj,v,xjﬂ x) egy szivarvany ¢ + 1 hossza kor. Ez ellentmondasra

vezet, igy az 1. Lemmaét bebizonyitottuk. O

Az 1. Lemmabol kovetkezik, hogy létezik szivarvany kor (C,®), ahol
C = (x1, ..., xn_1,71). C-b6l hidnyzik egy csucs, legyen ez w.

Ha &atnevezziik a szineket, feltehets, hogy Vi € [n — 1)-re ®(z;z,41) = i
(itt z, = z1), tehat ®-bdl hidnyzik az n. szin.

Definicid. Készitsink egy D irdnyitott segédgrdafot az [n] csicshalmazon gy,

hogy
A(D) = U {Tiz 1 2 # wiy1,1 € c(x;2) }.
i€[n—1]
Tehat ha az ¢. csticsbol megy ¢ szint él egy cstcsba, ami nem az ¢ + 1.,
akkor bevessziik ezt az élt D-be.
Megjegyzés: Igy D nem tartalmaz C-beli éleket, valamint D-ben w-nek

nincsenek kimend élei.

7. Allitas.

A(D)] > (n=1)(5 ~ 1),

Bizonyitds. Szamoljuk meg minden csics kimeng éleit D-ben. Mivel Vi €
[n —1]-re 6(G;) > %, igy Vo € A(D \ {w})-re dj,(z) > & — 1, mert a C-beli
¢éleket le kell vonni. Tehat D-ben n — 1 cstcsnak van kiéle, mindegyiknek

legalabb 7 — 1, ebbdl kovetkezik az éllitas. O

Legyen
Ay ={i€n—1]: 2w e AD)},



vagyis azok az ¢ indexek, amikre z; és w kozott megy ¢ szind él, és legyen
By = {Z € [TL — 1] LW € E(Gn)},

vagyis azok az ¢ indexek, amikre x;,1 és w k6zott megy n szind él.
8. Allitas. dp(w) <2 —1.

Bizonyitdas. Ha dp(w) > § — 1, akkor |Ay| + |Bs| > dp(w) + 6(Gr) > n —
1 = |V(C)] teljesiilne, emiatt létezne j € Ay N By, tehat ha C-bdl tordljik
x;xj41 €t és hozzdadjuk z;w és wx;i; éleket, akkor szivarvany Hamilton-kort

kapnénk, ami ellentmondaés. [
9. Allitas. Az el6zd dllitds és djfy(w) = 0 miatt kivetkezik, hogy

AD\ ) 2 (-G -~ D 1> m-DE -0 (@)

Most megvizsgaljuk, hogy létezhet -e olyan z; cstcs, amire dj,(x;) > %—%
1. Eset. Tegyiik fel, hogy létezik olyan csics, mondjuk z, hogy d,(z1) >

5 — % Ez alapjan

{ie€[2,n—2]:1€c(xra;)}| =dp(z) >

—
w
SN~—

o3
N =

Legyen
As={ie[n—1]:zw e E(G)},

vagyis azon ¢ indexek, amikre x; és w kozott megy 1-es szind él, és legyen
Bg = {Z € [Tl - 1] LW S E(Gn)},

vagyis azon ¢ indexek, amikre x;; és w kozott megy n szind él.
Lathato, hogy |As| + |Bs| > n (a minimalis fokszamok miatt), igy 35 €
Az N Bs. Feltehetd, hogy 7 # 1, kiilonben x4 él torlésével, valamint zqw és

xow hozzdadéasaval C-bdl szivarvany Hamilton-kor lenne, ami ellentmondés.

10



Legyen (P, ®') az a szivarvany Hamilton-ut, ami C-b6l az x122, ;7,41
élek torlésével és az x;w, zjw élek hozzdadasaval keletkezik, tehat P =
(xzaxj,w,xjﬂaxn,l,azl). ¢ (z;w) = 1, ®'(x;;1w) = n, minden mas
esetben @' megegyezik ®-vel. Lathato, hogy ®'-bdl csak j szin hianyzik.

Irjuk fel P-t P = (y1, ..., yn) alakban. Itt y; = ,.

Legyen

Ay={ie€n—-2]:j€clhyyis)},

vagyis azon i indexek, amikre j az y,y;11 lehetséges szinei kozott van, és
legyen
By={ien—-2]:y; € Ny(z1)},

vagyis azon ¢ indexek, amikre y; csicsbol megy z1-be (vagyis y,-be) él D-ben.
Ay-ben y; minden lehetséges G;-beli szomszédja benne lehet, y,-t kivéve
(mert i csak n — 2-ig fut). Azonban ha j € c(y1y,) teljesiilne, akkor ezzel
az éllel kiegészitve P-t szivarvany Hamilton-kort kapnank, ami ellentmondas.
Ebbél adodoan |Ay| > 6(G;) = 5.

10. Allitas.
Yn-1 ¢ Np(21).

Bizonyitds. Mivel y,_q csics csak x,,_1 vagy w atnevezése lehet, és mivel D

s,

az allitas igaz. O

Az el676 llitasbol és (3)-bol kovetkezik, hogy |Bs| > 2 — 1, amib6l |A4|+
|B4| > n (mivel az 6sszeg egész).

Mivel A,UBy C [n—2], ezért A,N By-ben legalabb 2 szin van, amik koziil
legalabb az egyikre (legyen ez k) igaz, hogy yr+1 # w. Tovabba y, # w is
teljestil, mivel yx € N (z1), azonban w ¢ N (x7).

11. Allitas.
' (yyr+1) € c(Yryn)-

11



Bizonyitds. yk, yrr1 7 w-bdl kovetkezik, hogy O (yryri1) = P(yryrs1). Le-
gyen P korabbi felirasaban vy, = . Ekkor ®(yryri1) = P(xpzes1) = £. Mivel
yr € Np(x1), ezért x, és x1 kozott megy ¢ szind ¢él, mas jeloléssel leirva yy, és

Yn kOzOtt megy ¢ szint ¢él, ebbdl mér kovetkezik az allités. O]

Emiatt létrehozhatdo P-bol yryr1 €1t elvéve, valamint yiyk1 és yry, €éle-
ket hozzaadva (ygi1, ylﬁyk, Yn Pyrs1) szivarvany Hamilton-kor, ami ellent-

mondas, tehat a dj(z1) > 2 —

1 ,
5 — 5 feltevés helytelen volt.

2. Eset. Vi € [n — 1]-re dp(z;) < § — 1.
Legyen
. _ n
As = {ZE [n—1]: dp(x;) = LE_lj}’

vagyis azok az i indexek, amikre x; befoka D-ben a lehet§ legnagyobb, ez

n

paros n-re dp,(r1) = § — 1, paratlan n-re dj,(z1) = § — %—et jelent.

Ekkor (2) miatt !
|5 =115l + |5 2| = 1~ 145]) > [A(D\ )] > (n—1><g_§).

Az egyenl6tlenség bal oldalan a D\ w csticsokbol kimeng élek szamara adunk

felsG becslést: |As| cstuics van, amibdl pontosan Lg — 1J darab ¢l megy ki, és

n — 1 — | As| cstcs van, amibdl legfeljebb Lg — QJ darab él megy Kki.
Tehat ha n paros, akkor

(G-l + (5 -2)m-1-14D)> -5 -3).

dtrendezve .
n J—
|As| > 5

Ha n paratlan, akkor pedig

(3= (3-Po-r- w0 (33

12



dtrendezve
‘AS‘ >n— 17

vagyis |As] > %=1 egy jo becslés mindkét esetben.
Legyen
Bs={i€n—1]: 24w € E(G,)},

vagyis azok az i indexek, amikre ;1 és w kozott megy n szint él (itt i = n—1
esetén x, = ; érvényes).

Léathato, hogy |Bs| > %, tehat |As| 4+ |Bs| > n (mivel az Osszeg egész).
Ebbdl kovetkezik, hogy 35 € A5 N Bs.

Legyen (@), ®*) szivarvany tut, ami C-b6l x;x;,; él torlésével és z;w él
hozzaadasaval keletkezik, igy Q) = (w,xj11Cxp_y,21Cx;). ®*(r;51w) == n,
minden mas esetben ®* megegyezik ®-vel. Lathato, hogy ®*-bol hianyzik j
szin.

[rjuk fel Q-t Q = (21, 20, ..., z,) alakban. Itt z; = w.

Legyen

As={ien—-2]:j5€c(znrzi41)}s

vagyis azok az ¢ indexek, amikre z;2;,1 €l lehet j szind, valamint legyen
Bs={i€[2,n—2]:2 € Np(z)},

vagyis azok az ¢ indexek, amikre z;-b6l megy él z,-be D-ben.

Vegyiik észre, hogy Ag-ban z;2,-t nem vizsgaljuk, Bg-ban pedig z;z,-t és
Zn—12p-t nem vizsgaljuk a definicidikbol adoédéan. Ha j € c(z;12,) teljesiilne,
akkor lenne szivarvany Hamilton-kér G-ben, ami ellentmondés, igy |Ag| >
6(G;) > 5. Mivel 2z, = z;, ezért D definicioja miatt 2 = w ¢ Np(z,)
Zn—1 = Tj—1 ¢ Np(2,). Valamint mivel j € Aj, ezért dy(x;) = dp(z,) =
Bl = |5 —1].

Ezekbdl |Ag|+|Bg| > n—1. Mivel AgUBg C [n—2], ezért 3k € AgNBg C
[2,n —2].

o

S

13



12. Allitas.

D" (zp2k41) € c(2k2n).
Bizonyitds. Hasonloan a 11. Allitashoz. O]

Tgy P-bé&l zpzpiq €élt elvéve, valamint z12p.q és zpz, éleket hozziadva
(zlazk,anZkH,zl) szivarvany Hamilton-kort kapjuk, ami ellentmondas,
tehat a 2. Tételt bebizonyitottuk. [

14



2. Ore tipusu feltételek

Ebben a fejezetben Ore-féle feltételek mellett vizsgaljuk szivarvany feszitéfa
vagy feszitGerdd és szivarvany Hamilton-ut 1étezését G élszinezett multigraf-
ban L. Li, P. Li és X. Li cikke |[LLL23| alapjan.

Jelblés. G egyszerd grdf esetén jelolje oo(G) = min{dg(z) + da(y) : xz,y €
V(G),xy ¢ E(G)}, vagyis az dsszes nemszomszédos csucspdr fokszamdssze-

geinek minimumdt.

3. Tétel. |Ore60| Legyen G egyszerd grdaf, ahol |V (G)| > 3 és 02(G) > n.
Ekkor G-ben taldlhato Hamilton 1it.

A fenti tételben szerepl6hoz hasonlé feltételeket nevezziik Ore-tipust fel-
tételeknek.

Jelblés. Legyen C(G) a G graf komponenseinek szama.
Jelolés. Legyen c¢(F') az F részgrdifban szerepld szinek halmaza.

Jelblés. Legyen Ng(v, H) av csics H-beli szomszédainak halmaza, ahol G =

(V, E) egyszerd grif, v € V és H részgrafja G-nek.

Jelolés. Egy {Vi,...,Vi} csicsfelbontdsra a G grafban legyen Eg[Vi, ..., Vi
azon €élek halmaza, amelyeknek végpontjai kilonbozd V; csucshalmazokban

vannak.

Jelolés. H, és Hy pontdiszjunkt grafokra legyen H\N Hy az a grdf, amit akkor

kapunk, ha minden H-beli csiucsot osszekotiink minden Ho-beli csiccsal.

Jelolés. Ha G grdf k darab komponensbdl dll és ezek izomorfak H grdffal,
akkor G-t jelolhetjik dgy, hogy kH.

Definicio. Azt mondjuk, hogy {G; : i € [t|} t darab H-mdsolatbdl dll, ha
G1:G2:...:Gt:H.
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2.1. Szivarvany feszitGerdé
Elgszor nézziink egy elégséges feltételt szivarvany feszitéfa létezésére G-ben.

4. Tétel. Legyenek G1,Ga, ...,Gy—1 nem feltétlendil diszjunkt grdfok azonos
V csicshalmazon, ahol V| =n és 03(G;) > %+ — 1 Vi € [n — 1]-re, valamint
ezen grafok G unidja dsszefiiggd. FEkkor a G grdfban taldlhato szivdrvdany

feszitdfa.

Most ennél gyengébb feltétellel mondjuk ki a tételt, azaz csokkentjiik az
egyenlGtlenség jobb oldalat eggyel, valamint nem kotjiik ki, hogy G legyen
Osszefiiggs. Ekkor vagy lesz szivarvany feszitGerdd, vagy egy specifikus kivétel

teljestil.

5. Tétel. Legyenek G1,Go,...,G,_1 nem feltétleniil diszjunkt grdafok azonos
V csticshalmazon, ahol |[V| = n és 09(G;) > 2 —2 Vi € [n — 1]-re. Legyen
G multigrdf ezen grdfok unidja. Ekkor fenndll a kévetkezd dllitdsok kéziil

valamelyik:
1. 3 szivdrvany feszitéerds, n — C(G) darab éllel;

2. n oszthatd 3-mal, G Osszefiiggd, és [n — 1] dtszdmozdsdval azt kapjuk,
hogy {G; :i € [2,n — 1]} n-2 darab 3K»-mdsolatbdl dll.

2n

3 2, ezért minden G; graf

Bizonyitds. Lathato, hogy mivel oo(G;) >

legfeljebb harom komponensbdl all.

13. Allitas. Ha egy G; pontosan 3 komponenst, leqgyenek ezek Dy, Do, Ds,
akkor Vj € [3]-ra |V(D;)| = | 2| vagy [2].

3

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy [V(D:)| < |%|. Ekkor |V(Dy)| +

V(Ds)] > n— 2] > 2 A 0y(G;) > 2 — 2 feltételbo] kovetkezik, hogy
[V(Dy)|+ [V(Ds)| > 22 és |[V(Dy)| + [V(D3)| > 2. Osszeadva a 3 egyenl6t-
lenséget és 2-vel leosztva azt kapjuk, hogy |V (D1)|+ |V (D2)| + |V (Ds3)| > n,

ami ellentmondas. O

Az alabbiakban GG Osszefiigg@sége szerint két esetet kiillonboztetiink meg.
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1. Eset. G 0Osszefiiggd.

Legyen (T,®) a G-ben talalhato legnagyobb szivarvany fa és U = V' \
V(T). Ha U = (), akkor a tétel 1. allitasa teljesiil, és kész vagyunk.

Vizsgaljuk meg, amikor U # (). Tegyiik fel, hogy |V(T)| = k < n
és ¢(T) = [k — 1]. T maximalitasabol kovetkezik, hogy Vi € [k,n — 1]-re
Eq,[V(T),U] = 0, kiilénben ilyen éllel kiegészithetnénk.

Tegyiik fel, hogy e € E|[V(T),U] és xy € E(T) az az él, amire ®(zy) = 1.

Jelolje T, a T\ zy graf x cstcsot tartalmazoé komponensét, 7, pedig a

T\ xy graf y csucsot tartalmazo komponensét.

2. Lemma. Ng,(v) C V(T}) Yv € V(1})-re és Ng, (v') C V(T,) Vv' € V(T,)-
ra, ahol i € [2,n —1]. Vagyis v € V(T,)-nek nem lehetnek V(T,) U U-ban

szomszédai i € [2,n — 1] szinekben (és forditva).

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég Ng, C v(7},) esetet bizonyitani.

ElGszor nézziik meg ¢ € [k,n — 1]-re. Rogzitstik i-t. 7 maximalitésa
miatt Ng,(v) N U = (. Léthato, hogy 3f € Eg,[V(T%),V(T,)], kiilénben
T-bél elvéve zy-t és hozzaadva e és [ éleket, szivarvany k + 1 cstucsu fat
kapnank, ami ellentmondas. T\ {xy} U {e, f} graf tényleg fa lesz, mivel f
T, ¢s T, komponenst koti Ossze, e pedig egy 1j, U-beli csticsot kot a gréfhoz.

Most nézziik meg i € [2,k — 1] esetén. Rogzitsiik i-t. If = 2z’ éle
T-nek, amire ®(f) = i. Feltehets, hogy f € E(T,). Legyen F, és F. a
két komponense T, \ {f}-nek. Mivel Ng, (v) C V(T,) Yv € V(T,)-re, ezért
Ee, V(L) V(T,)] = 0.

14. Allitas. 3g € Eg, [V (F.), V(F.)].
Bizonyitdis. Ha Eg, [V (F.),V(F.)] = 0, akkor Eg [V (T,),V(F.),V(F.)] =
(), amibol kovetkezik, hogy Gy lesziikitve V(T) csucshalmazra legalabb 3

komponenstd. Mivel U # (), ezért Gj-nak legalabb 4 komponense van, ami

ellentmondas. [

Igy 3g € E(G},), amire T, U{g}-ben van egy kor, ami tartalmazza f és g
éleket.
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Ha 3w € Ng,(v)NU valamilyen v € V(1) esetén, akkor 7'\ { f}U{g, vw}
k41 csicsu szivarvany fa lenne, ami ellentmondas (itt f és vw élek i szintek,
g €l pedig k szint).

Vegyiik észre, hogy T" = T \ {f} U {g} egy szivarvany fa, ahol V(T") =
V(T), T, =T, s T, = T,\ {f} U {g}.

Ha 3w’ € Ng,(v) NV (T,) valamilyen v € V(7)) esetén, akkor 7" U {vw'}-
ben van egy kor, és ez a kor tartalmazza xy és vw' éleket. Mivel e €
Eq,[V(T),U], kovetkezik, hogy T\ {zy} U {e,vw'} k + 1 cstcst szivarvany

fa, ami ellentmondés. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. O]

A 2. Lemma alapjan Vi € [2,n — 1]-re G;-nek legalabb harom kom-
ponense van, tehat Gi-et kivéve minden G; pontosan harom komponens-
b6l all, ezek a V(T,), V(T,) és U csicshalmazok. A 13. Allitas alapjan
V(T V(TN UL € {(3], 3]}

Ha 3 1 n, akkor 03(G;) > 2 —2 miatt |V (T,)|+|V(T,)| > 2%, hasonléan
V(T)|+ U] és [V(T,)| + U is = 252, amibél 2(|V(T,)| + [V(T,)| +[U]) =
% +1, ami ellentmondas. Tehat 3 | n, és |V(T,)| = [V(T,)| = [U| = %. Igy a
fokszamfeltétel miatt G;[V(T%)] = Gi[V(T,)] = Gi[U] = K= Vi € [2,n—1]-re,

_

tehat a 2. allitas teljesiil. Vegyiik észre, hogy ilyenkor o2(G;) = 3

Ezzel az 1. Eset végére értiink.
2. Eset. G tobb komponensbdl all.

Tegyiik fel, hogy D a G graf egy komponense. Legyen G, = G;[V (D)] és
G! = G;\ D Vi € [n—1], és legyen G’ a G, grafok unidja, G” pedig a GY
grafok unioja.

Vegyiik észre, hogy oo(Gf) > 2 — 2 > m — 28 05(Gl) > 2 —-2>
w — 2 Vi € [n— 1]-re. Emiatt D-re csak az 1. allitas teljesiilhet, a 2.
nem.

Az 1. Esetbdl kovetkezik, hogy G’-ben van szivarvany feszitéfa, legyen ez
T', ahol ¢(T") = [|V(D)| — 1]. Hasonloéan G"-re is teljesiil, hogy van benne
F" szivarvany feszitGerds, ahol |[E(F")| = n — |V(D)| — C(G") és c¢(F") C
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[[V(D)|,n —1]. Igy F = T'U F" egy szivarvany feszitGerds, ahol |E(F)| =
n — C(Q), vagyis az 1. allitas teljesiil. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [ |

Ha adunk egy extra feltételt, miszerint GG Osszefiiggs, akkor vagy szi-
varvany feszitéfa van, vagy a tétel 2. éallitasa all fenn. Mivel a 2. allitas
teljesiilése esetén 03(G;) = 2 — 2 Vi € [2,n — 1]-re, ezért az 5. Tételbdl
kovetkezik a 4. Tétel.

2.2. Szivarvany Hamilton-1t

Most vizsgaljuk szivarvany Hamilton-ut létezését G-ben. ElGszor adjunk egy
elégséges feltételt.

6. Tétel. Legyenek G1,Go,...,G,, nem feltétlentil diszjunkt grafok azonos V
csucshalmazon, ahol |V| = n és 09(G;) > n— 1 Vi € [n]-re. Legyen G

multigrdf ezen grdafok unidja. Ekkor G-ben van szivdarvany Hamilton-uit.

Most gyengébb feltétel mellett nézziik meg, mit mondhatunk el a graf-
rol. Ha eggyel csokkentjiik az egyenlStlenség jobb oldalat, csak két kivételes

esetben nem lesz szivarvany Hamilton-ut a grafban.

7. Tétel. Legyenek G1,Go, ..., G, nem feltétlenil diszjunkt grafok azonos V
csucshalmazon, ahol |V| = n és o9(G;) > n — 2 Vi € [n]-re. Legyen G
multigrdf ezen grafok unidja. Ekkor fenndll a kévetkezd dllitasok kézil vala-

melyik:
1. A grdfban taldlhato szivdrvany Hamilton-1it;
2. a G grif a K,U K,y grdf n darab mdsolatdbol dll, ahol ¢ € [n — 1];

n—2

3. n pdros és létezik (H, 1) felbontdsa V csicshalmaznak gy, hogy |H| =
B2 s |I| = 222, ésVi € [n]-re G; = Gi[H|V G;[I], ahol G,[1] fiiggetlen
csucshalmaz és G;[H| tetszdleges grdf.

Bizonyitds. Bizonyitsuk a tételt indirekten. Legyen (P, ®) egy tetszéleges

legnagyobb szivarvany ut, ahol a szimmetria miatt feltehets, hogy P =

19



(1, ooy vp) €8 P(V;0;41) = 1, Vi € [€ — 1] esetén. Ekkor £ < n — 1. P ma-
ximalitdsa miatt Vi € [(,n] szinre és Yu € V \ V(P) cstcsra viu ¢ E(G;) és
Vel ¢ E(Gl) Igy NGi<U1)> NGi(Ug) - V(P) Vi € [f,n]

3. Lemma. Ekkor nincs a grafban szivdrvany ¢ hosszu kor.

Bizonyitds. Tegytik fel indirekt, hogy van G-ben (C, ®) kor, ahol C' = (uy, us,
ey gy uy) 68 Dug, upg) =i Vi € [(]-re (itt uppy = uq). Legyen U = V\V(C).

15. Allitas. Vk € [( + 1,n] szinre Eg, [V(C),U] = 0.

Bizonyitds. Ha van u € U cstcs és k € [( 4 1, n| szin agy, hogy Ng, (u,C) #
(), akkor valasszunk egy tetszdleges u; € Ng, (u,C) csucsot. Ekkor P =

(u,u; Cu;_q) egy szivarvany ¢ hossza ut, ami ellentmondas. O

Mivel 09(Gy) > n — 2 Vk € [( + 1,n] szinre, ezért tetszéleges x € V(C)
és y € U csucsokra igaz, hogy Ng, () = V(C) \ {z} és Ng,(y) = U\ {y}.
Emiatt Gx[V(C)] = K, és Gx|U] = K,,—,. Tehat {G, : i € [( + 1,n]} grafok
K, U K, _, méasolatai.

16. Allitas. Vk € [(] szinre Eg, [V(C),U] = 0.

Bizonyitas. Rogzitsiikk k € [(]-t. Ha van u € U cstcs ugy, hogy Ng, (u,C) #
(), akkor valasszunk egy tetsz6leges u; € Ng, (u,C) cstucsot. Emlékezziink
vissza, hogy C kor e = upuyyq €lére ®(e) = k. Mivel Gy [V (C)] részgraf
teljes graf, ezért Gyyq1-ben van f = upugq €l

Ha i = k, akkor (u;y1 aui, u) egy szivarvany ¢ hosszu ut, ami ellentmon-
das.

Ha @ # k, akkor (uiﬂgui, u) \ {e} U{f} egy szivarvany ¢ hosszu 1t, ami

ellentmondés. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. O

Az el6z6 allitasbol és a fokszamfeltételbol kovetkezik, hogy G;[V (C)] =
Ky és Gi[U] = K, Vi € [4].

Tehat {G; : i € [n]} n darab K, U K,,_, -mésolatbol all, azaz a tétel 2.
allitasa teljesiil. Ez egy ellentmondas, igy kovetkezik, hogy a lemma igaz. [
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Valasszunk ki két szint; s, € [¢,n]. A 3. Lemméabol kovetkezik, hogy
vivg & E(Gy) és vivg ¢ E(Gy). Ezért dg,(v1) + dg,(ve)) > n—2 és dg,(v1) +
dg,(ve) > n — 2, amibdl kovetkezik, hogy dg,(v1) + dg,(ve) > n — 2 vagy
dg,(v1) +dg,(ve) > n— 2 teljesiil. Feltehets, hogy da, (v1) + dg, (ve) > n — 2.

Legyen

Ag={i €[l —2]:vv;11 € E(Gy)},

vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre GG-ben van s szind viv;11 €él, és legyen
By ={i€ 2,0 —1]:vv, € E(Gy)},

vagyis azon ¢ indexek halmaza, amikre G-ben van ¢ szind v;v, él.
Mivel Ng,(v1), Ng,(ve) C V(P) \ {v1,ve}, ezért |Ag| = dg,(v1), illetve

|Bo| = dg, (ve), amibdl [Ag| + |By| > n — 2.
17. Allitas. AyN By = 0.

<_
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3i € Ay N By. Ekkor (Ul,UH_l?Ug,UZ‘P?Jl) egy

szivarvany ¢ hosszu kor, ami ellentmondas a 3. Lemméval. O]

dg,(v1) +dg,(v)) =n—2,0=n—1,és {s,t} = {n — 1,n}. Feltehets, hogy

s=n—1é1t=n,igy
dGn_l(m) +dg, (Unfl) =n—2. (4)

Mivel vjv, ¢ E(Gn_1) U E(G,), ezért dg,_,(v1) + dg,_,(vy) > n — 2 és
dg, (v1) +dg, (v,) > n—2, tehat dg, ,(v1) +dg, (v,) > n—2 vagy dg, (v1) +
dg, ,(v,) > n — 2 teljesiil. Hasonléan, mivel v,_1v, ¢ E(G,-1) U E(G,),
ezért dg, (vn_1) + dg, (v,) > n — 2 vagy dg, (Vn—1) + dg,_,(vy) > n — 2
teljestil.

A szimmetria miatt elég a dg, ,(v1) + dg, (vn) > n — 2 és dg, (Vn—1) +

dg, _,(vn) > n — 2 esetet nézni.
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Definialjuk a kovetkez6 halmazokat:
Al = {Z c [n — 3] VY41 € E(Gn_l)},

By={i€2,n—-2]:vv, € E(G,)},
Ay={ie3,n—1]:v,1v;1 € E(G,)},
By={i€2,n—2]:vv, € E(G,-1)}.
18. Allitas. 4; N B; = 0.

F
Bizonyitds. Tegytik fel, hogy 3i € A; N B;. Ekkor lenne egy P’ = (v, v; Pvy,
Vi1 Pvy_1) szivarvany Hamilton-ut, ahol v;v, él n szind és vv;41 éln — 1

szind, ami ellentmondas. O

Lathato, hogy Ng,,(v1) S V(P)\ {v,on1} € Ne,(va) S V(P)\
{v1,v,-1}. Ez alapjan A; = {i : v; € Ng, _,(v1)} és By = {i:v; € Ng, (v,) }.
Mivel |[A; UBy| <n—2¢és A;N By =0, igy

dg, ,(v1) +dg,(v,) =n —2. (5)
Hasonlo6 érveléssel As-re és By-re, azt kapjuk, hogy
dg, . (vn) +dg, (vp-1) =n — 2. (6)

A (4), (5) és (6) egyenletekbd] kévetkezik, hogy dg, ,(v1) = dg, ,(v,) és
dGn (Un—l) = dG’n (Un)

Mivel vyv, ¢ E(Gp_1) és v,_1v, & E(G,), ezért dg,_,(v1) +dg,_, (v,) >
n—2ésdg,(vn_1) +dg,(v,) > n— 2. Tehat

n—2

dg,_,(v1) = da,_,(vn) = da, (Vn_1) = da, (V) = 5

22



Hasonloan, mivel v,v,—1 ¢ E(G,—1) és viv, ¢ E(G,,), ezért

n—2

dGn—l (Un_]_) - dGn—l(Un) = dGn (U]-) = dGn (Un) = 2

Ekkor Vi € {n —1,n} ¢s Vj € {1,n — 1,n} esetén dg,(v;) = %52, és n
paros.

Egy R = (21,9, ..., Xamy1) Utra legyen V. (R) a csicshalmaz a paros in-
dexii cstucsokkal, vagyis V.(R) = {x9; : i € [m]}.

4. Lemma. Vi € {n — 1,n} ésVj € {1,n —1,n} esetén Ng,(v;) = {v% ;
ke [22]} =vup).

Bizonyitds. El6szor lassuk be v,-re a lemmat. Ehhez definialjuk A-t és B-t

a kovetkezSképpen:
A={ie[n—-3]:vv, € E(G,)},

B={ie[2,n—2]:vv, € E(G,1)}.

19. Allitas. Az A halmaz az [n—3] intervallum pdratlan szamait, a B halmaz

pedig a [2,n — 2| intervallum pdros szamait tartalmazza.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitsuk az allitast.

Tegytik fel, hogy 3i € AN B. Ekkor lenne (vlﬁvi,vn,’u”l?vn,l), szi-
varvany Hamilton-ut (ahol vv, él n — 1 szind és v,v;11 €l n szind), ami
ellentmondés, tehat AN B = 0.

Mivel dg,_, (vs) = dg, (va) = %52, ezért |A| = |B| = 52

A fentiek alapjan |[AU B| = n — 2, és mivel itt ¢ € [n — 2|, ezért minden
1 vagy A-ba vagy B-be kertil.

Tudjuk, hogy {1} € A, és {n—2} € B. Ha 1 és n — 2 kéz6tt nem minden
paratlan szam keriil A-ba és nem minden paros szam keriil B-be, akkor, mivel
A-val kezdédik és B-vel végzddik a sor, ezért lesz legalabb 2 egymés melletti

A-beli elem, amik utan B-beli kivetkezik, legyen ez a B-beli elem {j}.
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Tehéat {j—2} € Aés {j} € B. Ebbdl A és B definici6ja miatt kovetkezik,
hogy v;_1v, € E(G,) és vjv, € E(G,-1). Ekkor (vlﬁvj,l,vn,vj?vn,l)

szivarvany Hamilton-ut, ami ellentmondas. Ezzel az allitast belattuk. O

Ekkor Ng,(v,) = Ve(P) Vi € {n —1,n} esetén.

Most lassuk be a lemmét vi-re és v,_;-re. A szimmetria miatt a be-
bizonyitasédhoz elég azt belatni, hogy Ng, (v1) = Vo(P) = {v2,v4, ..., U2}
Tegyiik fel indirekt, hogy Jvivoxq éle G,-nek valamilyen k € [”7_4] -re. Ek-
kor (vn,v%?m,vgkﬂﬁvn_l) szivarvany Hamilton-ut, ahol vopv, él n — 1
szind és vjvggyq €l m szind, ami ellentmondas. Tehat Ng, (v1) C V.(P). De
tudjuk, hogy dg, (v1) = %52 = |V.(P)|, ezért Ng, (v1) = Vo(P). Ezzel a
lemmat belattuk. [

5. Lemma. Vi € [n]-re Ng,(v1) = Ng,(vn—1) = Vo(P).

Bizonyitds. Emlékezziink, hogy P = (vy, v, ..., v,_1) szivarvany n — 2 hosszu
at, V\ V(P) = {v,} és Vi € [n — 2]-re ®(v;v;41) = i. A 4. Lemmabol
kovetkezik, hogy Ng, ., (v,) = Ng, (v,) = Vo(P).

Vi e {3,5,...,n—3}-ralegyen L; = (v; Pvg, vy, vir1 PU,_1) egy szivarvany
n — 2 hosszu ut, ahol vyv,, él n— 1 szind és v,v;;1 él n szind. Mivel {i}, {1} ¢
c(L;) és vy ¢ V(L;), ezért a 4. Lemma alapjan Ng,(v1) = Ng, (v1) = Vo(L;) =
{v, Vg, ey U2}

Tovabba Vi € {3,5,...,n — 3}-ra legyen M,; = (vi?vn_g,vn,vi_1<]3v1) egy
szivarvany n — 2 hosszua ut, ahol v,v,_o él n — 1 szind és v,v;_1 él n szind.
Mivel {i — 1}, {n — 2} ¢ ¢(M;) és v; M; egyik végpontja, ezért a 4. Lemma
alapjan Ng, , (v1) = Ng,_,(v1) = Ve(M;) = {va, v4, ..., vpa}.

Azaz Vi € [n — 2]-re teljesiil, hogy Ng,(v1) = {ve,v4, ..., Up—2}. Szintén a
4. Lemma miatt Ng, ,(v1) = Ng, (v1) = {ve, vy, ..., vn—2}. Tehat Ng,(vy) =
{v, V4, ., Uy_o} = Ve(P) Vi € [n]-re. A szimmetria miatt hasonléan a v,_;

csucsra is belathato ugyanez, igy a lemmat belattuk. O]

20. Allitas. Ng,(2) = {vo, V4, .o, Uno}, VT € {v1, 03, ..., Un1, Uy }-1€ €5 Vi €

[n]-re.
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Bizonyitds. Az 5. Lemmaval az éllitast « € {vy, v, }-re belattuk.

Most nézziikk meg = = v,-re. Legyen (v, vs Pv,_1), ahol vy, él n szind,
ez a 4. Lemma alapjan szivarvany n — 2 hossza ut. Ekkor az 5. Lemma
miatt Vi € [n]-re Ng, (v,) = {v2, V4, ..., v_2}, mivel v, az ut egyik végpontja.

Végiil nézzitk meg x € {vs,vs, ..., v,_3} cstcsokra. Vj € {3,5,...,n — 3}-
ra legyen L; = (Uj(FUQ,Un,Uj+1 Un—1). Lathato, hogy ez egy szivarvany
n — 2 hosszu 1t, ahol vov, €l n — 1 szind és v,v;41 €l n szind. Mivel v; L;
egyik végpontja és V.(L;) = V.(P), ezért az 5. Lemma alapjan Vi € [n]-re
Ng,(vj) = Vo(Lj) = {v2,v4, ..., vn_2}. Ezzel az éllitast bebizonyitottuk. O

Lathato, hogy ekkor {vy,vs,...,v,_1,v,} fiiggetlen csicshalmaz minden
Gi-ben. Legyen I = {vy,vs,...,0,_1,0,} és H = V' \ I. G;[H] tetszSleges
graf Vi € [n]-re. Ekkor o9(G;) > n — 2, és nincs szivarvany Hamilton-ut
G-ben, de I és H teljesitik a tétel 3. allitasanak feltételeit. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk. [ ]

Ha G nem tartalmaz szivarvany Hamilton-utat a 7. Tételben, akkor a
2. vagy 3. allitas all fenn. Vegyiik észre, hogy mindkét esetben Vi € [n]-re
02(G;) = n — 2. Igy a 7. Tételbdl egyenesen kovetkezik, hogy a 6. Tétel is
teljestil.

A 6. Tételbdl kovetkezik az alabbi:

8. Tétel. Legyenek G, Gs, ..., G, nem feltétleniil diszjunkt grafok azonos V
csticshalmazon, ahol |V| =n és 6(G;) > "1 Vi € [n]-re. Legyen G multigrdf

ezen grafok unidja. FEkkor G-ben van szivdrvdny Hamilton-iit.
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3. Szivarvany klikkek

Ebben a fejezetben, szintén [LLL23| alapjan nézziik meg szivarvany klikkek
létezését legkisebb fokszam feltétel mellett.

Definicié. T, ,, az n csicsi, m osztdlyi Turdn-grdf, ami azt jelenti, hogy a
graf m eqyenld méretd osztdlyra oszthato gy, hogy eqyik osztdlyon belil sem
mennek élek, viszont mindeqyik csiucs szomszédos az 0sszes, mds osztdalyban
lévd csiucesal. Ha mln, akkor a grifnak (1 — %)% darab éle van, és nem
tartalmaz = méreti klikket [Tur41].

9. Tétel. Legyenek Gy, G, ...,G(s) nem feltétlendl diszjunkt grdfok azonos
V esicshalmazon, ahol |V | =n, Vi € [(s) — 1] -re 6(G;) > (1 — >n, és

2 s—1
(5(G(2)> > <1 — S_%)n Legyen G multigrdf ezen grdafok unidja. Ekkor G-ben
van szivdrvany K, klikk, és a megszoritds a minimdlis fokszdmra éles.

Bizonyitds. ¥V 2 < j < s-re legyen H; = {Gi D1 € [(;)] } Bizonyitsunk s
szerinti indukcidval. Lathato, hogy Hs-ben van szivarvany K. Tegytik fel,
hogy H,_i-re teljesiil a tétel, vagyis tartalmaz R szivarvany teljes grafot, ahol
|[V(R)| = s — 1. Feltehets, hogy V(R) = {v1,vs,...,vs_1}. Léssuk be, hogy
ekkor H, tartalmaz s méretd szivarvany klikket.

Készitsiink egy D iranyitott segédgrafot. Legyen V(D) =V és A(D) =
{(vi, u) :vu € E<G<s;1>+i>, ahol i € [5—1]}. Tehéat minden R-beli csticshoz
rendeliink egy H, ;-ben nem tartalmazott gréafot, és a csiicsnak az ebben a
grafban 1év§ éleit huzzuk be D-ben.

Lathato, hogy H, tartalmaz szivarvany K, klikket, ha Jv € V \ V(R)

csucs, hogy d(v) > s — 1. Lassuk be, hogy létezik ilyen cstcs.

21. Allitas.

> dp(v) > (s —2)n.
)

veV (D

Bizonyitds. Lathato, hogy >° v pydp(v) = > ,cvp d},(v). Valamint, mi-
vel D-ben csak a V(R)-beli csicsokbol mennek kiélek, ezért teljesiil, hogy
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D vV (D) di(v) = D veV(R) df(v). A tételben szerepl fokszamfeltétel miatt

Sevin dh®) > (s = 1)(1 = 25)n = (s = 2n. Tehat X,epp) dp(v) >
(s — 2)n. O

Ekkor van legalabb egy w cstcs V(D)-ben, amire d,(w) > s — 1. Mivel
Vv € V(R)-re dp(v) < s—2, ezért w € V\ V(R). Igy H,-ben van szivarvany
K klikk.

Vegyiik észre, hogy ha (k — 1)|n és G = Gy UGy U ... U Gy (5) darab

2
T, r—1-masolatbol all, akkor 6(G;) = (1 — ﬁ)n Vi € [(g)}—re, és G nem
tartalmaz szivarvany K klikket. Ez alapjan a tételben szereplé megkotés
éles, ezzel a tételt belattuk. [ |
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4. Szivarvany haromszogek

Ebben a fejezetben Frankl cikkét [Fra22| alapul véve azt vizsgaljuk, hogy
ha egy G = G1 U ... U G; t szinnel élszinezett multigraftban nincs szivarvany
haromszog, akkor mit mondhatunk el a graf éleinek szamarol. Csak a t = 3

esetet bizonyitjuk.
Definicié. Egy hdromszog eqy hdromcesicsi teljes grdf, jele /\.

Definici6. p = {ey, e, ..., e} pdronként diszjunkt élek halmaza egy € méretd
pdrositds.

Jelblés. Egy grafban a lehetd legnagyobb pdrositis mérete v(QG).

Definicié. Legyen H grdf adott. Egy G grdfot hivjunk H-mentesnek, ha

nem tartalmaz H-val izomorf részgrifot.

Jelolés. Legyen n € N, |V| = n, G = (V,E), és H grdf adott. Jelolje

ex(n, H) a mazimdlis élszamot, ami mellett G még H-mentes.

Mantel tétele [Man07] kimondja, hogy ex(n, A) = L”{J Ezt a tételt az

alabbi, erésebb formaban bizonyitjuk.

22. Allitas. Legyen n, £ € N, n > 20 és G = (V,E) egy /\-mentes grdf,
ahol |V| = n és v(G) = L. Ekkor létezik V. = X UY U Z felbontds, ahol
X ={x1,...,x0} ésY ={uy1,...,ye}, €s teljesiil, hogy

és
Vze€ Z—re Ng(z) C X. (8)
Bizonyitds. Legyen vyw;, 1 < i <[ egy ¢ méretd parositas G-ben és legyenek

W = {vy,wy, v, wa, ..., v, w,} valamint Z = V \ W halmazok. Mivel a

péarositas maximaélis, ezért £ N E(Z) = () (Z-n beliil nem mehetnek élek).
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Ha z € Z és x; € vywi-re 3 a zx; € F €él, akkor tegyiik x;-t X-be, és v;w;
maésik csticsa legyen y;, ezt pedig tegyiik Y-ba. Lathato, hogy zy; ¢ F, mivel
akkor {z,z;,y;} egy haromszoget alkotna. Tovabba Vz' € Z, 2/ # z-re 2'y; ¢
E, mivel ez esetben x;y; helyett zx; és 2'y; élek valasztasaval novelhetnénk a
parositas méretét.

Ha v; és w; cstcsok koziil egyik se szomszédos semelyik z € Z-vel sem,
akkor tetszé6legesen oszthatjuk be a két csticsot X-be és Y-ba.

Ezzel létrehoztuk az X UY U Z felbontést (7) és (8) tulajdonsagokkal. [

23. Allitas. Az el6z6 dllitds feltételei mellett teljesiil, hogy
[E| < l(n—1). (9)

Bizonyitds. Tetsz6leges X U Y-beli cstcs (nevezziik ezt most w-nek) foka
< /, ugyanis ha w, x; és y; harom kiilénboz6 eleme X U Y-nak, akkor a
haromszégmentesség miatt w legfeljebb az egyik cstcesal szomszédos. Igy w
szomszédai a parositasbeli parja, és a tobbi ¢ — 1 parbdl legfeljebb az egyik
tag. Igy
E(GIX UY))| < % _ e

(8) miatt Z-bdl legfeljebb cstucsonként ¢ él megy ki, ami (n — 2¢)¢ élet

jelent. Tehat
|E| <+ (n— 2000 = (n— )Y,

tehat (9) kovetkezik (7) és (8) tulajdonsagokbol. O
10. Tétel. Legyenek G1,Go, G5 nem feltétleniil diszjunkt grafok ugyanazon
a V csicshalmazon, ahol |V| = n. Tegyiik fel, hogy G = G1 U Go U G3 nem

tartalmaz szivdrvdany hdromszoget. Ekkor |E(Gh)| + |E(Gs)| + |E(G3)| <
n(n — 1) teljesiil.

Bizonyitds. Lathato, hogy nem adhato jobb becslés, mint n(n — 1), mivel ha
G = Gy teljes grafok és GGz tires, akkor nincs szivarvany haromszog G-ben,

és pontosan n(n — 1) éle van a grafnak.
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Definicid. Legyen G = (V, E) grdaf. Egy S C V részhalmaz neve lefogd
csucshalmaz, haVe € E €élre SNe # ().

Lathato, hogy |S| > v(G). Kénig tétele alapjan péaros grafokra egyenlGség
all fenn. Ennek a tételnek a kovetkezménye az alabbi allités.
24. Allitas. Legyen B pdros graf X és Y pontosztdlyokkal, ahol | X| = |Y| = ¢
és v(B) < q— 1. Ekkor |E(B)| < (¢ — 1)q (jobb oldal: egy legkisebb lefogo
csucshalmaz mérete szorozva az eqy csucsbol kimend mazimalis élszammal).

Egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha B eqy q-1 és q méretd pontosztd-

lyokkal rendelkezd teljes pdros grafbol, valamint eqy izoldlt csicsbol dll.
25. Allitas. Tegyiik fel, hogy G = G1UG5UGs szivdrvdny-hdromszog-mentes,
és legyen T = {t1,t2,t3} eqy hdaromszog, vagyis T = (g) valamilyen 3-elemid

Z csucshalmazra. Ekkor

Y IBG)NE(T) <6,

1<i<3
vagyis a multihdromszdog 9 lehetséges élébol legfeljebb 6 lehet lefedve.
Bizonyitds. Keészitsiink egy F péaros grafot X = {1,2,3} és Y = {t1,ts,t3}
csucsokkal, ahol (i,t;) € E(F) <= t; € E(G;). Lathato, hogy F-ben

egy teljes parositas G-ben egy szivarvany-haromszoggel ekvivalens. Igy a 25.
Allitas kovetkezik a 24. Allitasbol. O]

V-n (}) darab 3-elem( cstcshalmaz (Z) van, ezekre dsszeadva a 25. Alli-

tasban szereplé kifejezést, az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk:

> Y IE@ )\<6(3> =n(n—1)(n—2).

1<i<3 z¢(Y)

Mivel egy adott G éleit n — 2-sz6r szamoljuk meg (rogzitett élhez ennyi hé-
romszog tartozik, mivel ennyiféleképpen vélaszthatjuk ki a 3. cstcsot), ezért
a bal oldal (n — 2)(|E(G1)| + |E(G2)| + | E(G3)|)-mal egyenls. Egyszertsités

utan megkapjuk a tételben szerepls egyenlGtlenséget.
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EgyenlGség esetén mind az (g) darab Z-re egyenlGségnek kell fennéllnia.
Ez kétféleképpen allhat el6 anélkiil, hogy szivarvany-haromszog-mentességet
megsértenénk: két azonos élet szineziink ki mindharom szinnel, vagy mind-
harom élet két azonos szinnel szineziink ki. Az 1. szinezés n = 5-re, és igy
n > 5-re mar nem megvalosithato. Igy a 2. szinezéssel kell a grafot kiszinez-
ni. Konnyen lathato, hogy ugyanazzal a két szinnel fogjuk a G graf osszes
élét megszinezni. Tehat Gi = Gy = K, teljes grafok és F(G3) = 0. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk. |

Most mondjuk ki a tételt, ha G legalabb 4 féle szint élbsl 4ll.

11. Tétel. Legyenek Gy, ..., Gy nem feltétleniil diszjunkt grafok ugyanazon a
V' esiceshalmazon, ahol |V| = n. Tegyiik fel, hogy G = G U ... U Gy nem
tartalmaz szivdrvany hdromszoget. Ekkor |E(G1)| + ... + |E(Gy)| < t L”{J

teljestil.

Megfigyelhetd, hogy ha G; = ... = Gy, akkor a Mantel-tétel kovetkezik a
fenti tételbdl.
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Osszegzés

A szakdolgozatomban szines grafok szivarvany részgrafjait vizsgaltam. To6bb,
klasszikus grafelméleti tétel altalanositasat is megnéztem.

Az 1. fejezetben a Dirac tétel szines valtozatit néztem meg, ami egy
szép altalanositasa az eredeti tételnek. Ugyanazt a feltételt mondjuk ki a G
részgrafokra, és az eredmény is az, mint az eredeti tételben; Hamilton-kor,
csak itt szines. A 2. fejezetben Ore-féle feltételek mellett kerestem elGszor
szivarvany feszitGerdst, majd Hamilton-utat, ez utobbi szintén hasonlit az
eredeti Ore-tételre. A 3. fejezetben minimalis fokszamfeltétel mellett szi-
varvany klikkeket kerestem. Végiil a 4. fejezetben szivarvany haromszogek
létezését vizsgaltam 3 szinnel szinezett grafban.

A dolgozat 3 legfontosabb forrédsa Joos és Kim 2020-as, Frankl 2022-es,
valamint Li, Li és Li 2023-as cikke volt. Nagyon izgalmasnak taldltam ezt
a témat, f6leg, mivel az elmult par évben sok cikket irtak ezen a teriileten.
Erdekes volt latni, milyen sok iranybol meg lehet kozeliteni azt, hogy "szines
graf". Rendkiviil élveztem a kutatomunkat, és remélem az Olvasénak is

tetszett ez a betekintés a szivarvany grafok vilagaba.
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