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1. Bevezetés

A tomegmadtrix fogalmat a végeselem-mddszer kapcsan definidljuk. A végeselem-mddszer egy
numerikus kozelitést ad parcidlis differencidlegyenletek megolddsédra. Ezt eredetileg mérnoki

feladatok numerikus megolddsaira (példaul tartoszerkezeteknél a riderd és a torzié szamoldsara)

vezették be.
Nh

Ha példaul egy parabolikus feladat megoldasanak kozelitését Z u;(t)¢;(x) alakban keressiik,

Jj=1
akkor

Np, Np

Do) [ 60040 + ) uy0a(0.00 = [ 0010 = 1.2, N,

j=1 @ j=1 «
Itt ¢;-k adott bazisfiiggvények, u;(¢)-k az ismeretlen egyiitthatofiiggvények.

Ez az egyenlet felirhaté matrixokkal a kovetkezd mddon.

* Készitiink egy u vektort a kovetkez6 médon u = (uy (1), uz(t), ..., un, (£))7.
* Az iij-hez tartoz6 |, ¢;¢; dQ integralok adjik az M; ; elemeket.

* Az uj-hez tart6z6 a(¢;, ¢;)-k fogjdk megadni A; ; elemeit.

Ezen jeloléseket haszndlva kapjuk, hogy

Mu(z) + Au(r) = f(1)

Itt A-t merevségi matrixnak hivjak és M-et tomegmatrixnak. Lathatd, hogy az egyenlet megol-
dasdhoz kéne tudnunk invertdlni M-et, vagy minden idGlépésben ezzel egy egyenletet megoldani.
Ez a gyakorlatban nem mindig lehetséges, mert ha mar 10° nagysagrendd métrixunk van, azt na-
gyon idGigényes lenne invertdlni. Ezért helyettesiteni szeretnénk ezt a tomegmatrixot egy hozza
hasonlé diagondlis métrixszal, igy kdnnyen és gyorsan invertdlhat6 lesz. A hulldmegyenletek
numerikus megolddsandl szinte mindig ezt az elvet kovetik [8].

Ebben a dolgozatban az ilyen kozelitett tomegmadtrixok létrehozdsanak modszereit fogom
vizsgdlni. Osszehasonlitom majd ezeket annak alapjan, hogy milyen pontosak és hogy milyen
gyorsak.

ElGszor azt fogom felirni, hogyan néznek ki a bazisfiiggvények egy és két dimenzidban.
Majd hdrom kozelitési médszert fogok bemutatni. A sordsszegzést, az eredeti tomegmatrixhoz
legkozelebb 4116 diagondlis métrix megkeresését €s a tomegmadtrix el§allitdsat olyan mddon,
hogy az eleve diagondlis legyen.



2. Matematikai bevezetés

Itt fogom Osszegy(jteni azokat a definicidkat és allitdsokat, amiket a dolgozat kés6bbi részeiben
fel fogok haszndlni.

2.1. Tomegmatrixszal kapcsolatos alapfogalmak

2.1. Definicié (Lagrange-interpolacid). A Lagrange-interpoldcioval az f fiiggvényt kozelitjiik
egy intervallumon polinommal. Az intervallumon felvett {x1,x2, ..., Xy+1} pontokhoz tartozik
egy-egy f(x;) fiiggvényérték, és olyan n-ed fokii polinomot konstrudlunk, amely ugyanezt az
értéket veszi fel minden egyes pontban. Ez a kovetkezd alakban dllithato eld:

p(x) = FO)Li(x)
i=1

ahol L; az x;-hez tartozé Lagrange-polinom

Definidlom a Lagrange-tipust bazisfiiggvényeket, mert tobbszor ezek fogjdk felépiteni a to-
megmatrixot.

2.2. Definicié (Lagrange-tipusu bazisfiiggvény). Egy Q tartomdnyt felosztunk {xi,x2, ..., x,}
osztopontokra. Ezutdn minden x; osztoponthoz hozzarendeliink egy b; : Q — R bazisfiiggvényt
gy, hogy mindeni = 1,2,...,n esetén a kovetkezok teljesiiljenek:

* b; folytonos Q-an.

* bi(x;))=1ésbi(x;)=0:Vj#i,x; € {x1,x2,...,xXn, }.

* A{Xj,Xj11, ", Xiy o, Xjak+1} € {X1,X2, ..., Xn} pontokon végzett Lagrange-interpoldcio
eredménye b;.

Az igy létrehozott b; bazisfiiggvény k-ad foku Lagrange-tipust bazisfiiggvény.

2.3. Definicié (Tomegmatrix). Az M tomegmdtrix elemeit b; bazisfiiggvények szorzatanak in-
tegraljaként definidljuk az alabbi modon:

Mj,k:/bjbk.
Q

A definiciobdl kovetkezik, hogy a tomegmatrix szimmetrikus.



2.2. Matrixok osszehasonlitasahoz hasznalt fogalmak

ElGszor a p-vektornormat vezetem be, mert fel fogom hasznélni egy matrixnorma indukéldsahoz.

2.4. Definicié (p-vektornorma). Egy x € R" vektor p-normdja a kovetkezd:
n

Z |x: [P

i=1

Ebbdl a vektornormébdl indukdlhatunk a p-méatrixnormat.

llxllp =

2.5. Definici6 (p-matrixnorma). Egy tetszéleges M € R™" mdtrix p-normdjdt a p-vektornorma
indukalja:

|Mxll,
IM[l, = max
x20  ||x]],

Ezek anormék koziil a p = 2 specidlis esetet fogom vizsgalni és felhaszndlni, ennek a norménak
a neve a spektrdlnorma.
Ehhez és a kovetkez§ definici6hoz is haszndlom a A ; (M) jeldlést az M matrix j-edik, valamint
a Amax (M) jelolést a legnagyobb sajatértékére.

2.6. Definicio (spektrdlnorma). Egy M szimmetrikus mdtrix 2-es normdjat spektralnormanak is

hivjak és az alabbival egyenlo:

Mx
[[M]l2 = max IMsly
x#0 - [|x]l2

/lmax(M*M) = /lmax(M)-
Spektralnormét nagyon konnyd szdmolni nemnegativ elemd diagondlis matrixban, mert a
legnagyobb abszolut értéki eleme a spektralnormadja.

Bevezetek egy masik matrixnormat is, igy Ossze tudom hasonlitani a két norma 4ltal adott
eredményt.

2.7. Definicié (Frobéniusz-norma). Az M mdtrix Frobéniusz-normdja a kovetkezd:

IMIlr=_|> (M ;)2 = \ir(M*M) =
L.J

2 4 2

Ezeknek a normdknak az ekvivalencidjardl szol a kovetkezd tétel.

2.1. Tétel (matrixnormak ekvivalencidja). Véges dimenzios vektortérben minden || - ||, és || - ||»
matrixnormara léteznek olyan pozitiv konstansok, hogy

cillAlla < lAlls < e2llAlla-

Igy a két mdtrixnorma kozotti kiilonbség legfeljebb egy konstans tényezd, ezért mindegy, melyik
matrixnormat hasznaljuk.

Az eldbbi tétel miatt elméletben nem szadmit, hogy melyik normét haszndljuk fel, de gyakor-
latban majd lathato lesz, hogy a megfelel6 matrixnorma megvdlasztidsa nagyon fontos lehet.
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2.3. Kvadratirak bevezetése
2.8. Definicié (Legendre-polinomok). A kovetkezd egyenldséggel adott

S

k=0

n-ed fokii polinomot n-edik Legendre-polinomnak nevezziik.
2.1. Allitas. A Legendre-polinomok egy ortogondlis fiiggvényrendszert alkotnak, minden gyokiik
valos és a [—1, 1] intervallumba esik.

A Legendre-polinomok sziikségesek a Gauss-kvadratirdk alappontjainak és sulyainak kisz4-

molasahoz.

2.9. Definicié (Gauss-kvadratira). A Gauss-kvadratiira egy olyan kvadratiira, ahol minden x;
osztopontot és w; sulyok megfeleld megvalasztasaval 2n—1-ed fokii polinom integraljat pontosan

kozelithetjiik.
b n
[ 1wy wiro).
a i=1

Bevezetem Kronecker-delta fliggvényt, amit fel fogok hasznalni majd a tobbdimenzids esetben.

2.10. Definici6 (Kronecker-delta fiiggvény). Ez a fiiggvény 1, ha i és j egyenlbek, kiilonben 0,
azaz
I, hai=j

§:R%> > {0,1}, 63, ) =
{01}, 8. j) {o, hai#j.

Miasik jelolése a 6;;. A tovdbbiakban ezt fogom haszndlni.



3. Eredmények

3.1. Tomegmatrix els6foku bazisfiiggvények esetén

Az egyik legegyszertibb példa ilyen matrixra ugy kaphatd, hogy a bazisfiiggvények csak szaka-
szonként linedris elemekbdl allnak.

Példaként tekintsiik a [0, 1] intervallumon egyenletes elosztdssal felvett n db osztépontot &
tavolsagra egymastol. Minden osztoponthoz rendeliink egy b; bazisfiiggvényt.
Egy ilyen b; bazisfiiggvény az x;_; pontban 0, x;_; és x; kozott linedrisan nd, x;-ben 1, x; és
xi+1 kozott linedrisan csokken és x;.1-ben 0, minden més helyen 0. Ennek formdlis felirdsa a
kovetkezSképpen néz ki:

0 X < Xi—
T+ 55 i x ) < x <X
bi(x) =41 DX =X
1 X=X . <
—T.Xl'<x_.xl'+1
3X>X,‘+1

Mivel egyenletesen & tdvolsdgra vannak egymastdl az x; pontok, ezért x;+1 = x; + h, igy az
el6z6 fliggvény megaddsdban x;_;-et €s x;;1-et ki lehet fejezni csak x;-vel és h-val.

Ezek a bazisfiiggvények ilyen egyszer(d alaku ,,satorfiiggvények’ lesznek:

1.5 ¢

Y — b (x)
— b(x)
b3(x)
1 |
0.5
xn‘

02 04 06 08 1

1. dbra. Linedris bazisfiiggvények.

Ezekbdl a bazisfiiggvényekbdl ki tudjuk szdmolni a hozz4juk tartozé tomegmadtrixot.
Az M tomegmatrix (i, j)-edik elemét a kovetkezSképpen szamolom ki:

1
M; ;= / bi(x) * bj(x)dx.
0

Néhany kiilonbozd esetre lehet szétvélasztani az M maétrixhoz sziikséges integralasokat.



* Hai = j, vagyis az elem a mdtrix diagondalisdn van, akkor

1
/ bi(x) * bi(x) dx =
0

= /XH b;i(x) = b;j(x) dx + /Xi bi(x) * b;j(x) dx +
0

Xi-1

Xi+1 1
+/ b;(x) * b;(x) dx +/ b;(x) = b;(x) dx,

i Xi+1

amelybe konnyen be lehet helyettesiteni b;(x) definicidja alapjan. Azaz kapjuk, hogy

1 Xi—1 Xi
/ bi(x)*bi(x)dx:/ O*de+/ (l+x
0 0 Xi-1
Xi+l X — xl 1
+/ (1- ) * / 0+0dx =
X Xi+1

;”)*u+x_’

i x? 2x; Tirl 2 1
:0+/Xl 1 h2+2x(ﬁ_ﬁ) (———+1) dx+[ ﬁ—zx( + ) ( +1)a’x+0_
felhaszndlva, hogy x;41 = x; + h
3 2 3
X 2 X; X7 2x; o X 2x xith _
= ——-——+D]|" |- +x +1)3]%
L i IR AP B
h h 2
= — —_ = — h
37373°
Igy kapjuk, hogy az M mitrix diagondlis elemeinek értéke mind %

* Ha |i — j| = 1, akkor x; és x; szomszédosak. Ebben az esetben hasonléan szdmoljuk
az el8z6 esethez, viszont itt csak egy olyan intervallum lesz, ahol az integrdl nem nulla.
Nézziik a j =i — 1 esetet, ebben az esetben ez az intervallum [x;_1, x;].

1 Xi
/ bi(x) % byt (x) dx = / bi(x) % bi1 (x) dx =
0 X,

i-1

i X=X

1+ - ) dx =
Xi-1 h

Itt ismét kihaszndlom azt, hogy x;_1 = x; — h

! i X—xi+h B
/Obi(X)*bi_l(X)dx:/x,-— (1+ ) (1—T)dx—

i x2 2x; x? ¥, 2 x?
[ G- G ihdn =1 =T =
xi—h

3h2 2h?

Mivel a b; bazisfiiggvények szimmetrikusak az x; pontra, ezért j =i + 1 esetén az el6z8
eredményt felhaszndlva:

1 1
h
[ o byantde= [ b+ batds = 5.
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* Ha nincs olyan x, hogy b;(x) # 0 és b;(x) # 0, akkor a két fiiggvény szorzata 0, igy az
integraljuk is 0. Ez az eset akkor &ll fenn, ha |i — j| > 2.

Mivel az M tomegmatrix minden eleme tartalmazza a h-t vagy 0, ezért kiemelek /-t a matrixbol.
Ezutan a tomegmatrix igy fog kinézni:

(2 1

2 10 ... 00

1 2 1

56 3 6

M=o - .. .0 x h
: 1 2 1
6 3
0 0 2 §

3.2. Tomegmatrix magasabb fokua bazisfiiggvények esetén

A magasabb foku b; bazisfiiggvényeket interpoldcidval szamolhatjuk ki.

Lagrange-interpolacidval elkészithetiink egy folytonos b;-t. Ekkor az alappontok legyenek az x;
és mellette 1év6 k db pont x, ponttal kezdve, igy k-ad foku bazisfiiggvényeket kapunk. Mivel
bi(x;) = 0 minden j # i esetén, ezért csak az x;-hez tartozé Lagrange-polinomot kell nézniink.

[7]

a+k+1 X —x:

J

bi(x) = 1_[ P
J

J=a,j#i t

Példa egy ilyen bazisfiiggvényre k = 3 esetben. Az alappontok legyenek x; = 0, x, = 0.25,
x3 =0.5, x4 =0.75, x5 = 1. Ekkor b,-t felirhatjuk a kdvetkezSképpen:

X—X| X—X3 X—X4 X x—05x-0.75

= = 32x° — 40x% + 12
X2 — X1 X2 —X3X2 —X4 0.25 -0.25 -0.5 x o o

ba(x) =

1+ bo(x)
0.75 1

0.5
0.25 |

025 | 0.25 0.5~ 075 1

-0.5 1
-0.75 |
_1 L

Egy érdekes megfigyelés, hogy b, maximuma nagyobb, mint 1.
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3.3. Tomegmatrix két dimenzioban

Ha Q e R?, akkor Q sikjdt szakaszok helyett véges sok kisebb sikidomra osztjuk fel. Ezeket
a stkidomokat jeloljiik Si-val. Legyen Ng ezeknek a szama. Ezek az Si-kat Gigy hozzuk 1étre,
hogy az aldbbi allitdsok igazak legyenek, hai # j:

* Minden i, j parosra pontosan egy allitds igaz:

— §; N §; pontosan egy csucs.
- §; N §; pontosan egy teljes oldal.
- §;NS§; iires.

4 Si-'#(b
Ng

b USk:Q
k=1

Az Si-k csucsaiban lesznek az x; pontok, amelyekhez tartozni fognak a b; bazisfiiggvények.
A legegyszeriibb példa erre egy négyzet racsa, aminek az oldalai parhuzamosak x és y tengellyel.
Ennek egy gyakorlatban hasznosabb viltozata az, amikor ezt a racsot haromszogekre osztjuk
fel. [4]

Altaldnos esetben ennek a hiromszoges hdlénak az elemei nem feltétleniil hasonlitanak egy-
madsra €s nem egyforma mérettek.

3.3.1. Elsodfoki bazisfiiggvények két dimenziéban

Az el6z6 dbran 1év4 piros pont legyen x; €s a hozza tartoz6 bazisfiiggvény b;. A bazisfiiggvények
alaptulajdonsdgai itt is igazak, igy b;(x;) = 1 és b;(x;) =0:Vj #i,j € {1,2,..., N;}. Ebben az
esetben x;-nek 6 szomszédja van, ezért 6 darab részfiiggvénybdl fog 4llni. Ezek a részfiiggvények
egy-egy Sy haromszogon lesznek értelmezve.

Legyenek Sy csicsai A; = (x;, i), Ay = (xu, yu) és A, = (x,,y,). Lagrange-interpolaciéval ki
lehet szdmolni b;-nek az ehhez a haromszoghodz tartozé ¢l’.‘ részbazisfiiggvényét. Mivel i # j
pontokban nulla, ezért csak egy Lagrange-féle bazispolinombdl fog allni.
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(e=x0) (=) (=) (Y=Yu) :
H (. y) = | TGty L)) € St
’ 0 if (x,y) & Sk

Ezekbdl mar definidlhat6 a bazisfiiggvény.

3.1. Definicié (kétdimenziés bazisfiiggvény hdromszogracs esetén). Az x; ponthoz tartozo b;
kétdimenzios bazisfiiggvényt a haromszogrdcs Sy elemein értelmezett ¢f részbazisfiiggvények
alkotjak.

No
bi(x,y) = ) ¢1(x.)
=1

J

2. dbra. Kétdimenzids b; bazistiiggvény haromszogracson. Forras:[4].

Ha a racspontokat bal feliilrél soronként szdmozzuk, akkor az x; szomszédai a kovetkezd
CSUCSOK. Xj—p—1, Xi—n» Xicn+ls Xie1»> Xi+l> Xitn—1> Xitn-Xi+n+1. b; bazisfiiggvénynek 6 haromszog
oldala van, minden /Q b;b; szamoldsndl ennek a kiipnak kett§ lapjdban metszik egymast.

Az eredményiil kapott M € Rxn? tomegmatrix mashogy fog kinézni, mint az egydimenzids
esetben. Az i-edik sora a kovetkezd:

[0"'0’/bibi—n—lafbibi—nao"‘oa/bibn—l,/bibi,/bibi+170"‘
Q Q Q Q Q
"'/bibim—l,/bibim,/bibi+n+1,0"'0]
Q Q Q

Ha egy haromszog hdrom csticsa Py, P, és P3 akkor ezen a hdromszogen beliil igy néznének
ki a bazisfiiggvényeik.

P pontra:
(x=x2)(y3—y) = (x3—x)(y — y2)
(x2 —x3)(y1 — y3) — (x1 —x3)(y2 — y3)

13

bl(x’y) =




P, pontra:
(x—x3)(y1—y) = (x1 =x)(y — y3)
(x2 —x3)(y1 — y3) — (x1 —x3)(y2 — y3)

bZ(x’)o =

P3 pontra:
(x=x)(2-y) = (2 =x)(y—y1)

P TR - w00

3.4. Altalanositas tetszdleges haromszogracsra baricentrikus koordinatak-
kal

Amikor egy tetszSleges feliiletet hdromszograccsal akarunk felosztani (vagy akdr csak kozeli-
teni), ebben a radcsban a haromszogek akar mindegyike kiilonbozhet egymdstol. Ezért kell egy
megoldds arra, hogy barmilyen haromszogeknél ugyanigy tudjuk szamolni a bazisfiiggvényeket.
Erre fogjuk hasznélni a baricentrikus koordinatdkat.

3.4.1. Baricentrikus koordinatak bevezetése

Ehhez nézziik egy valédi Sy hdromszog hdrom csticsat: A', A> és A’ -at. Ezekkel felirhaté
barmilyen mdsik koordindta. De nem csak hdromszogre fogom definidlni, hanem szimplexekre
altalanosan.

3.2. Definicié (Baricentrikus koordindta). Legyenek A, A2, ..., A" pontok egy n-dimenziés
affin térben és ezek a pontok legyenek affin fiiggetlenek. Ekkor barmelyik P pont felirhato a
kovetkezo modon:
N — — —
OP = 11OA" + L,OA® + ... + 4,51 OA™,
n+l1
ahol a A siulyok osszege 1, azaz Z/l,- = 1. A fenti egyenloségben szereplo A; egyiitthatokat

i=1
nevezziik a P pont baricentrikus koordinatainak.

Be kell latnunk, hogy ezek a koordinatdk nem fiiggnek az O pont kivdlasztdsatol. Legyen O’
egy O-t6l kiilonboz6 pont €s a A; stilyok maradjanak ugyanazok, mint a definicioban. Ekkor P’
legyen a kovetkez§ pont:

N n+l N
O'P' =) A0'A".
i=1

n+l n+l n+l n+l

257;3 = :E: ﬂ¢(257z3 +-25:&?) = :E: ﬂj25723 +‘Aj25:;?:: :E: ﬂ¢23723-+ :E: 3425:;?2:
i=1 i=1 i=1 i=1

n+1 n+l

—> - — —>
=) 4)x00+ Y L0A =0'0+0P=0'P,
i=1 i=1

vagyis valéban P’ = P.

3.1. Tétel. Minden n-dimenzios P pontnak létezik egyértelmii baricentrikus koordindtdja.
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Ha A/ koordintdi (x],xJ,...x}) és P koordindtdi (x1,x2, ...x,+1). Ekkor felirhatjuk az aldbbi
egyenletrendszert arra, hogy megkapjuk a koordinatakat.

AM+h+-+ A4 =1
/hx} +/12x%+---+/ln+1x?+1 = X]

] /llxé + /12)(% + -+ /1n+1x;‘+1 =X

x) + ox2 4+ X = x,
Igy barmely P pont baricentrikus koordinatiit ki tudjuk szdmolni.

Legyen A;(P) egy olyan fiiggvény, amely a P helyen ezen pont i-edik baricentrikus koordinatdjat
adja az Sy hdromszog csucsainak rendszerében. A baricentrikus koordindtdk definici$jabol
kovetkezik, hogy /l,'(Aj) = 6,']'.

3.4.2. Bazisfiiggvények felirasa baricentrikus koordinatakkal

Egy x; ponthoz tart6z6 b; bazisfiiggvényt tobb ¢l’.‘ részbazisfiiggvények 0sszegére bontjuk. Ahol
¢l’.‘ egy bazisfiiggvény egy olyan S; hdromszogon, aminek x; az egyik csicsa és mindenhol
mashol 0.

Itt az a célom, hogy ezeken a haromszogeken beliil meghatdrozzam a ¢; részbazisfiiggvényeket.

Amikor linedris bazisfiiggvényt keresiink, akkor az Sy haromszog A’ csticshoz tartozé ¢; bazis-
fliggvény a A;. Mivel a A1, A2, A3 fliggvények bazist alkotnak a kétvaltozos elséfoku polinomok
terén, ezért a bazisfiiggvények felirhatok csak a A; fliggvényekbdl.

Ha magasabb fokud polinomot szeretnénk bdzisfiiggvénynek felvenni, akkor a hdromsz6gon
beliil 4j képzeletbeli pontokat kell felvenniink ahhoz, hogy meg tudjunk adni egy A-dkbdl all6
bazist.

Ez masodfoku fiiggvényeknél a kovetkezGképpen torténik. A kovetkezd fliggvények bazist al-
kotnak a kétvaltozés masodfoki polinomok terén:

3,23, 23, 12, 143, A2 A3,

Ennek a szabadsagi foka 6. Ezért a Lagrange-interpoldciohoz 6 pont kell. Ezek a pontok
lehetnek a hdromszog csuicsai és az oldalainak felezGpontjai. Mivel baricentrikus koordinétdkat
hasznélunk, ezek a koordindtdk minden haromszogre ugyanazok: (%, %, 0), (%, 0, %) és (0, %, %).

Ezért a bazisfiiggvények itt is felirhatok csak a A; fliggvények segitségével.

Most, hogy definidltuk a bazisfiiggvényeket egy haromszdgon beliil, be kell azt latnunk, hogy
ezeknek az Osszege is folytonos lesz.
Nézziink két szomszédos haromszoget Si-t és Si-t. A kozos pontjaik A! és A2, Hozzdjuk
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3. dbra. Példa a hozzdadott pontok elhelyezkedésérdl k = 1, 2, 3. Forrés:[3].

\ 4

4. dbra. Kétdimenzids ¢; bazisfiiggvény egy haromszog elemen. Forrds:[4].

tartoznak ¢ és ¢’ bazisfiiggvények, ahol ¢p(A') = ¢’ (Al) és p(A?) = ¢’ (A?). A kozos éliiket
felirhatjuk a kovetkez6 médon P = uA' + (1 — u)A?, ahol u € [0,1]. Ahhoz, hogy ezen
a szakaszon folytonos legyen az egész bazisfiiggvény, az aldbbi feltételnek kell teljesiilnie:
#(P) = ¢'(P) minden P = uA' + (1 — u)A? re. Mivel ¢(P) — ¢'(P) = 0-nak a bal oldala
egy elséfoku polinom, amely u-t6l fiigg. Ennek az egyenletnek két megolddsat tudjuk biztosan
P = Al-et, amikor u = 1 és a P = A%-et, amikor u = 0. Mivel most egy elséfokid polinomnak
két kiilonboz6 helyen is nulla, ez azt jelenti, hogy a polinom a konstans nulla. Igy ldtszik, hogy
¢ — ¢’ =0 az egész szakaszon. Ebbdl kovetkezik hogy b; folytonos az Sy U Sy halmazon. [4]

3.4.3. Tomegmatrix kiszamolasa baricentrikus koordinatakkal

Hozzunk létre egy olyan S® referencia-haromszoget, ahol egyszertibben tudunk szamolni. Le-
gyen ez a hdromszog az, amelynek csicsai Ry = (0,0), R, = (1,0) és Rz = (0, 1). Ekkor
barmely Si-hoz létezik pontosan egy olyan affin leképezés, amelyre Fy(R;) = A;{.
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Ekkor tetszéleges P € S® pont megkaphaté a kovetkezs alakban:
Fi(P) = AR (P)A, + A5 (P)A7 + A2(P)A;.
Itta /lj.e a referencia-haromszoghoz tartozo baricentrikus koordindta. Ez felirhat a kovetkezd

moédon: /lf(P) = A;j(Fx(P)). Ezutan felirhatjuk a baricentrikus koordinatdkat egyszertien az
eredeti koordindtakkal: /lf =1-x1—xp, /l§ =xp és /1§ = X7.

Ekkor egy f fliggvény integrildsa egy tetszdleges Si-n a kdvetkezképpen néz ki:

1 1-4;
/f:ZTk/ / fdi%dik.
Sk 0 0

Itt 7} az Sy hdromszog teriilete. Kordbban egydimenzids esetben ldttuk, hogy a tomegmatrix
meg van szorozva h-val, ahol i az intervallumok mérete, ezért M linedrisan kot6dott a fel-
osztasunk méreteihez. Mivel itt most mar megjelenik a haromszog teriilete, igy latszik hogy a
tomegmatrix mar négyzetesen fog fiiggeni a felosztasunk méreteitdl.

Ezek alapjan ki tudjuk szdmolni a tomegmatrixot. Els6ként szdmoljuk ki a nem diagondlis
tagokat egy haromszdgon.

/b2b3dx://lz/l3dx:/ AZAE g ax® =
Sk Sk SR

Itt J egy konstans Jacobi-matrix, amelyek a determindnsa 27}.

- by - 2 1 R
= 2Tk/ X x2 dx® 2Tk/ / X x2 dx2 d)c1 —2Tk/ > dx| =
0

)—_

1 1
=Gyt

Mivel két bazisfiiggvény tobb haromszogben is metszheti egymast, ezeknek a haromszogeknek
a halmazit jeloljiik S/ -vel. Ekkor:

Si-J

M;; = /bb Z

Ugyanigy kiszdmoljuk a f64tl6 elemeinek értékeit.

/bzbzdx—//lzﬂzdx—/ A8 g ax® =
Sk SR

1 1. T
_2Tk/ X x1 dx® 2Tk/ / X x1 dx2 dx1 _2T"(§_Z) e



Ekkor a tomegmadtrix elemei felirhatdak a kovetkezd modon:

Si,i

_ [ pp =N Ik
Mii_/gb,b,_zk]6.

3.4.4. Konkrét tomegmatrix kiszamitasa két dimenziéban

Az alabbi racson 1év4 linedris bazisfiiggvények dltal meghatdrozott tomegmatrixot fogom kisza-
molni az el6z6ekben elvégzett szamitasok alapjan.

X2 = (05, 1)

X1 = (1,0)

@x3 = (1’ 1)

5)
e = (1,0.5)

x4 = (0.5,0)

X7 Z‘(O, O)Xg = (0, 0.5))69 = (0, 1)

Ekkor Ty = § =0.125

'%1‘—20%1—220000'
ﬁ%¢0%3?000
0 % § 00 d 0 00
AR S T S
i - - T -
0 5 5 0 3 5 0 0 1
000 £ 0 o0 L Lo
0001—221—22011—2%11—2
000 0 0 5 15 0 5 ¢

Erre a métrixra igaz a 3.3.1. szakaszban megadott sorképlet.

3.5. Osszegzéssel valé kozelités

Mitrixok kozti tdvolsdg meghatdrozdsara alkalmasan vélasztott matrixnormdkat haszndlunk.
Vagyis a T ~ M matrix tavolsiga M-tSl |M — T||. Ez nyilvin nagyban fiigg attdl, hogy
milyen normat hasznalunk. A kdvetkezSkben én a spektralnormat és a Frobéniusz-normat fogom
haszndlni.
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3.3. Definicié (Osszegzéssel valé kozelités). Adott M tomegmdtrixot gy kozelitjiik, hogy a
M ~ M matrix i-edik soraban a diagondlis elem értéke az M i-edik soranak osszege, mindenhol
mashol pedig nulla.

Az igy kapott M egy diagondlis matrix, amelyek nincs negativ eleme.

A fiiggvény, amivel ezt szamolom (Id. 5.2.1. szakasz) nem a beépitett szumma fliggvényt
hasznélja, mert ez az implementacié gyorsabb volt erre az esetre.

Az igy kapott M matrixot hirom szempont alapjan vizsgdlom meg:

* Tivolsiga az eredeti M matrixtdl. Ezt a tdvolsdgot igy szamolom ki: ||M — M||.

=

* A két métrix normdjinak az ardnya: i I

* Az el@illitasukhoz sziikséges futtatasi id6ket is 6sszehasonlitom.

<

Mindhdrom vizsgdalatot elvégzem Frobéniusz-normdval és spektrdlnormaval is. A vizsgélathoz
a 3.1. pontban alkotott M maétrixot haszndlom. Az ehhez tartozé programkodot az 5.2.2. szakasz
tartalmazza.

matrix mérete | ||M — M||sob % f:: futds id6(mp)
10" x 10! 0.1856 0.4497 | 0.001296
10% x 10? 0.0620 0.1415 | 0.001733
103 x 103 0.0197 0.0447 |  0.076509
10* x 10* 0.0062 0.0141 | 13.087047

1. tablazat. Osszegzéssel valé kozelités elemzése Frobéniusz-normaval.

matrix mérete | ||M — M]||» % i futds id6(mp)
10" x 10! 1.0137 | 0.096 0.000548
10% x 10? 0.0100 | 1.0002 | 0.002720
103 x 103 0.0010 1 0.240373
10* x 10* 0.0001 1 47.856800

2. tablazat. Osszegzéssel val6 kozelités elemzése spektralnormaval.

Az adatokbdl latszik, hogy spektralnomraval szimolva a kozelités pontosabbnak tinik. Mivel a

H%Hz hanyados 1-hez nagyon kozeli, vagyis a két matrix egyforma méretd. Az 4j matrix tdvolsdga

az eredetitdl sokkal kisebb a spektrdlnorma esetén. De spektrdlnormat szdmolni 3-szor annyi
ideig tartott kiszamolni.

Ugyanezt a kozelitést elvégeztem a 3.4.4. szakaszben legydrtott M>p matrixra is.
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norma tipusa | méatrix mérete | |M — M||, % i futds id6(mp)
Frobéniusz 9%x9 0.1549 | 0.356 0.001944
spektral 9%x9 0.1240 | 0.4596 | 0.001431

3. tablazat. Osszegzéssel valo kozelités elemzése kétdimenzios linedris bazisfliggvények esetén.

3.6. Legjobban kozelité diagonalis matrix keresése

Egy masik hozzaéllds az, amikor az eredeti M € R matrixbdl nem egy adott képlet segitsé-
gével szamoljuk ki az eredményt, hanem egy hozz4 ,.kozeli” masik matrixot valasztunk.

3.6.1. Alapeset

Ez a feladat egy optimalizéldsi feladattd alakul 4t, ahol 7" matrix megfelel6 megvalasztasaval a
kovetkezSt kell meghatarozni: mTin( IT — M]||), ahol T diagonalis.

ElGszor keressiink egy olyan tipusti 7 matrixot, amelynek minden diagondlis eleme ugyanaz.
Jelolje ezt az elemet a. Ekkor a feladat sokkal egyszertibb lesz, mert igy csak egyetlen a € R
véltoz6 van, amelyre nézve optimalizdlni kell:

min|[T - M]]).

3.6.2. Kiterjesztés tobb valtozotdl fiiggd matrixokra

Ezt lehet javitani azzal, hogy tobb kiilonbozd értéket is megengediink a 7 matrixban. A valtozok
szdma attol fligg, hogy hanyad fokud bazisfiiggvényeket haszndltunk az eredeti tomegmatrix
létrehozdsandl, mert a k-ad foku bazisfiiggvények éltal alkotott M-ben a f64tlé egy oldalan k
db atléban is szerepelnek nem nulla értékek. A tomegmatrix definicidjabdl tudjuk, hogy az
szimmetrikus.

Tegylik fel, hogy n > 2k + 1. Ez a feltétel azért kell, hogy mind a k + 1 darab kiilonb6z8 sor
benne legyen a mdtrixban. Ha ez nem dll fenn, akkor [5] < k+1, ezértaz M métrixnak ebben az
esetben nincs minden lehetséges sortipusa. Ekkor k + 1 helyett az [5] értéket kellene haszndlni
mindenhol.

Mivel egy diagondlis tomegmatrix dsszes eleme nemnegativ, ezért p; > 0Vi € {1,2,..,k+1}.

Ha az el6zé feltételek teljesiilnek, akkor T a kovetkezSképpen néz ki:

20



(), 0 0 0O 0 0 0 0
0 pp 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 pra 0 0 0 0
T=|: : : S
0 0 0 0 pist 0 0 0
0 0 0 0 0 . 0 0
0 0 0 0 0 0 po 0
0 0 0 0 0 0 0 p

A kozelit§ diagondlis matrix.

3.6.3. T elemeinek optimalis kivalasztasa

Most, hogy megvan T felépitése, ami k + 1 darab valtoz6tdl fiigg, ezt felhaszndlva fel tudjuk irni
az optimalizélasi feladatot:

min  (||T - M|]).
P15P25--sPk+1

3.6.4. Kisérlet £k = 1 esetben

A kisérlethez alapértéknek veszem azt az M tomegmadtrixot, amit a 3.1. szakaszban létrehoztam.
Ennek a matrixnak a generéldsdra szolgal az 5.1.1. pontban megadott fiiggvény. Ebben az esetben
T csak pj és p, valtozoktodl fiigg. A fiiggvény, aminek az eredményét minimalizdlni szeretnénk,
a ||T — M||, ennek az implementacidja: 5.3.1. szakaszban taldlhato.

Ennek a két fliggvénynek a felhasznéldsdaval irtam meg a T matrixot optimalizal6 fliggvényt,
amely argumentumnak megkapja, hogy mekkora matrixszal dolgozzon és azt, hogy milyen
normat haszndljon fel. Ezen Matlab-fiiggvény kddjanak (I1d. 5.3.2. pont) 5. sordban nem csak
a "kulonbseg_normajat_szamolo" fiiggvény eredményét probdlom optimalizdlni, hanem hozza
kellett adnom ezt a két tagot, hogy biztositsdk a p; ért€kek nemnegativ tulajdonsagat:

(Ipil = pi) = 10".

Ezt azért kellett megtenni, mert a Matlabba beépitett "fminsearch" fliggvénynek nincs olyan
paramétere, amivel be lehetne éllitani, hogy p; és p, pozitivak legyenek. Ugyan létezik az
"fmincon" fliggvény, amelyet épp erre a célra irtak, és ott lehet als6 hatdrt adni a valtozoknak,
de sajnos nincs jol optimalizdlva arra az esetre, amikor hosszabb szdmitdsokat kell végeznie.
Amikor ezt haszndltam, a 10° x 10° méretd métrixokra ugyanolyan eredményeket adott, mint
az "fminsearch", de 10* x 10* méretd matrixoknal mar a minimum értéket 0.9999-nek mondta,
ami nyilvdn nem egy j6 eredmény.
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A korédbbi, 0sszegzéssel valo kozelités modszerének (1d. 3.5. szakaszban) eredményét itt fel-
haszndltam a p; és p, kezdGértékeként, igy egy potencidlis megoldastdl indul el és probal ndla
jobbat taldlni.

matrix mérete (p1,p2) minimum érték | futdsidé(mp)
107 (841073, 1%1072) 2.001 = 1071 0.017266
10? (1.0348 + 107>, 8.6334 %« 107) | 7.00 = 1072 0.005520
103 (2.7362 % 1075,1.2910 % 107°) | 2.24 % 1072 0.107205
10* (6.8050 % 107%,5.5386 % 107%) 7.1%1073 63.433361

4. tablazat. A kisérlet eredménye Frobéniusz-normdval.

matrix mérete (p1,p2) minimum érték | futds id6(mp)
10! (7.1%1073,7.9 %« 107%) 9.47 % 1072 0.009258
10? (1.4038 + 1074,2.9184 % 107°) 1 %1072 0.061824
103 (2.6444 % 1076,7.8892 % 1077) | 9.9999 x 10™* | 10.597412
10* (2.7371 % 1077,2.8346 « 107%) | 1.8775%10™* | 1532.163519

5. tablazat. A kisérlet eredménye spektrdlnormaval.

Ezekbdl az adatokbdl tobb kovetkeztetés is levonhatd. Az elsd ilyen kovetkeztetés az, hogy
spektrdlnormdt szamolni nagy métrixokndl sokkal id&igényesebb, mint Frobéniusz-normit, igy
a jelenlegi dllapotban 10°-es nagysdgrendi métrixra mar nem futna le beldthat6 id6n beliil. A
masik kovetkeztetésem az, hogy a spektralnorméndl konnyebb j6 T-ket taldlni, mivel a minimum
érték itt mindig kisebb volt, mint a Frobéniusz-norménadl. Itt 1atszik az, hogy ugyan elméletileg
a matrixnormdk ekvivalencidjanak tétele alapjan mindegy, hogy melyik normat valasztjuk, de a
gyakorlatban egyéb szempontok szerint vannak sokkal kedvezdbb métrixnormak.

3.6.5. Kisérlet kétdimenzios esetben

A 3.4.4. szakaszban létrehozott métrixhoz szeretném megtaldlni a hozza legkozelebb 4ll6 di-
agondlis matrixot. A matrix els§ 5 sora kiilonbozik egymadstdl, ezért a k = 4 esetet probdlom
majd optimalizlni.

Az optimaliz4lds kiindul6pontjait itt is a megfeleld sorok 6sszegeibdl kapott diagondlis matrix
adja.

norma tipusa P1 )23 P3 0 Ps min. ért. | futds id6(mp)
Frobéniusz | 0.0416 | 0.0521 | 0.0208 | 0.0625 | 0.1250 | 0.0926 0.007783
spektral 0.0620 | 0.0672 | 0.0277 | 0.0879 | 0.1308 | 0.0543 0.019993

6. tablazat. A legjobban kozelit§ diagondlis matrix elemei két kiilonb6zd norma szerint kétdi-
menzids esetben.

Ebben az esetben lathatjuk, hogy a minimum érték sokkal kisebb, mint az 6sszegzésnél. Ezért
ez egy sokkal jobb kozelitési mod ebben az esetben. Ebbdl azt a kovetkeztetést lehet levonni,
hogy az 0sszegzés elég pontos egyszeriibb szerkezetd matrixok esetén. De ez az optimalizdlasi
feladat sokkal jobb eredményeket tud elérni bonyolultabb matrixokon.
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3.7. Diagonalis M eléallitasa

Az eddigi tomegmadtrix kozelitési mddszerek egy meglévé M madtrixhoz prébaltak megfeleld
diagondlis métrixot taldlni. Egy mds hozzdallas az, hogy prébaljuk meg gy 1étrehozni az eredeti
tomegmatrixot, hogy az eleve diagondlis legyen. Ezt az osztépontok megfeleld kivalasztasaval
akarjuk elérni.

3.4. Definicié (Gauss—Lobato-kvadratira). Ez a kvadratiira a Gauss-kvadratiira egy fajtdja.
Abban kiilonbozik az eredetitdl, hogy az integrdlds intervallumanak a végpontjai is kvadratiira-
pontok. A tobbi kavadratiira pontjai a P,,—1 Legendre-polinom derivaltjanak a gyokei.

3.1. Allitas. A fenti médszer pontos az osszes legfeljebb 2n — 3-ad fokii polinom esetén.

Képletet is adhatunk a kvadratira pontossdgédra a [—1, 1] intervallumon a [1] és [6] klasszikus
munkdk alapjan:

1 n—1
2
[ @y = = Z (D F) 4 Y i )+ R
_1 n(n—1) )
ahol a sulyokat a kovetkezd képlettel szamoljuk 1 < i < n esetén:
2
w; = .
"= 1)(Pyoi(ar)?
Itt P,,—; az n — 1-ed fokd Legendre-polinom, tovabba
—n(n— 13221 ((n-2)N*
2n-1)((2n-2)!)3

R, =

Fe2 ().

A definiciobdl kovetkezik, hogy a; és a,, silyai w; = w,, = TR

Mivel ez amédszer eredetileg csak a [—1, 1] intervallumra van definidlva, ezért 4t kell definialni
egy tetszbleges [a, b] intervallumra. Az a; pontokat ez esetben igy kaphatjuk meg, ha az eredeti
P, Legendre-polinomot eltoljuk, és az [a, b] intervallumra képezziik. Ekkor a

a+b
2

P () = P2 (e = 222))

polinom gyokeit kell kiszdmolnunk.

A sulyok szamoldsdndl ennek megfelelGen a P’[ﬁ’f ] fliggvényeket kell haszndlnunk.

Ekkor a kvadratura felirhato lesz a kovetkez6 modon:

/ e P20 .
a i=1

2

3.7.1. Egy kvadratidra pontjainak naiv megkozelitése

Amikor Q egydimenzi6s, akkor az /Q bi(x)b(x) dx integrdlt konnyen kozelithetjiik kvadrati-
rékkal.
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Ha ennek a kvadratirdnak az a; pontjait igy valasztjuk meg, hogy az x; pontokra essenek, akkor
konny lesz kiszdmolni. Ugyanis a b; tulajdonsdga az, hogy x;-ben 1 és x ., esetén 0. Az Osszes
ilyen bazisfiiggvény esetén igaz ez Q mindegyik osztépontjara. Ekkor kvadratirank igy néz ki:

K,
M= /Qb,-bj = Z bi(ay) * bj(ax) * wy,
=1

Ahol K, a kvadratira pontok szdma. Mivel az a; pontokat ugy vettiik fel, hogy az x; pontokra
essenek, ezért ez az egyenlet felirhat6 a kovetkezd alakban:

M;; = / bib; = Zb,-(xi) *bj(x;) * wi.
Q i=1

Ez az 0sszeg csak akkor lesz nem nulla, ha b; €s b; egyszerre nem nulla értéket vesznek fel. De
ez az x; pontokon nézve csak akkor eshet meg, ha i = j. EbbGl kovetkezik, hogy M diagonélis
lesz. Igy M kiszdmitasdhoz mar csak az w; stlyokat kell meghatdrozni.

Egy moédszer az w; silyok kiszdmoldsdra egy linedris egyenletrendszer megolddsa. Ez az
egyenletrendszer a kovetkez6 mddon épiil fel. Az alapotlet az, hogy van n darab pontunk,
amin egy integrdlt akarunk kozeliteni és n db w sulyunk, amiket ki akarunk szdmolni. Akkor
szamolhatjuk ugy, hogy legaldabb n — 1-ed foku polinomra pontos legyen. Ezt igy irhatjuk fel:

Vxw=>b
11t 1 ] i, Ldx
X1 X X3 o Xy | w2 /Zxdx
2 2 2 2 2
Vo =| Xi Xy X3 x, | w3 = fgx dx
-1 -1 -1 -1 _
SRR SR 2 I L

Itt a V matrix az un. Vandermonde-matrix.

De ez a megoldds sajnos nem jo, mert a w; stlyok kozotti kiilonbség nagyon nagy lesz és n-et
minél jobban noveljiik, anndl jobban oszcilldlnak. Ez azt eredményezi, hogy a kvadratirdval
kapott eredmények nagyon pontatlanok lesznek.[9]

Habér ez a médszer nem jo, de azt bemutatja, hogyha olyan kvadraturét vesziink, amelynek
alappontjai az eredeti x; pontok, akkor a tomegmatrixunk diagondlis lesz.

3.7.2. Megoldas Gauss—Lobatto-kvadratiraval egydimenzios esetben

Az el6z6 gondolatndl egy sokkal jobb megoldds az, ha forditva dolgozunk. El6szor vélasztjuk
a kvadratira pontokat, és csak utdna vdlasztjuk ki az x; pontjainkat. Ehhez haszndljuk fel a
Gauss—Lobatto-kvadratdrat. Ekkor az a; kvadratira pontok az n-ed fokd Legendre-polinom
gyokei lesznek. Most az x; pontokat valasztjuk meg tgy, hogy egybeessenek az a; pontokkal.
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Els§ 1épésként Q-at tetsz6legesen szakaszokra bontjuk. Az 6sszes ilyen szakaszon beliil ugyan-
annyi x; pontot fogunk felvenni a kdvetkezd médon.
Egy tetszGleges [a, b] szakaszon a Gauss—Lobatto-szabdlyhoz vélasztunk a; kvadratira ponto-
kat, majd az x; pontokat ugyanoda helyezziik el. A kvadratira pontjai a kordbban definidlt P}Efﬁ]’
Legendre-polinom derivaltjdnak a gyokei, valamint az a és b pont. Itt m a kvadratira pontok

szama [a, b]-n.
A sulyokat a kdvetkezd képettel lehet kiszdmolni:

2 .
=) i+ 1,m

w; = m(m-1)[PL4P112

mn=T) i=1m

Az elébb elhelyezett x; pontokhoz 1étre kell hoznunk b; bazisfiiggvényeket. Ezt megtehetjiik
Lagrange-interpoldcidval: egy x; ponthoz vessziik az 0sszes tobbi pontot, ami vele egy [a, b]
intervallumban van.

Ittlegyen b;(x;) = 1 és minden mds x; pontban nulla. Ekkor kapunk egy m — 1-ed fokd Lagrange-
bazispolinomot, amely konstans 0 az [a, b] intervallumon kiviil. Ha x; pont két intervallum
hatdran, van akkor mindkét intervallumon elvégezziik ezt és az 6sszegiik fogja alkotni b;-t.

Ennek a konstrukcionak koszonhetSen, ha két bazisfiiggvény tartéjanak metszete lires vagy
egy pontbdl 4ll, akkor a szorzatuk az Osszes kvadratdra pontban 0. Ezért ezutdn csak egyes
intervallumokat, és olyan bazisfiiggvényeket vizsgilunk, amelyek itt nem nulldk.

Mosta b és a b, bazisfiiggvények az intervallum hatarain nem nulldk, igy folytonossaguk miatt
a szomszédos intervallumukban nem nullaként értelmezve vannak. Viszont ez két kiilonbozd
intervallumon torténik, ezért by és b, csak a kozos intervallumon egyszerre nem 0. Ezt beldtva
a bazisfiiggvények szorzatanak az integréljt sztkiteni lehet.

b
/b,—bj:/ bib;
Q a

Itt fel lehet irni M tomegmatrix elemeit Gauss—Lobatto-kvadratdrdval.

b n
b—-a
My = [ biby= [ b =250 anbilan) byt
a k=1

Az eddigi konstrukcidval elértiik azt, hogy az a; pontok éppen az x; pontok legyenek. Ennek
koszonhetSen a b;(ax) * bj(ay) szorzat csak akkor lehet nem 0, hai = j = k.

Ezért M minden nem diagondlis eleme O lesz. A diagondlis elemek egyenlete pedig felirhaté
egyszeribben:

b
b-a b-a 2 b-a
Mii:/ bib; = w; = =

2 2 m(m— D[P (= 1) [P ()

Ha x; egy intervallum hatdra, akkor a két intervallum hosszat 6sszeadjuk:

b
(b1 —ay) + (b2 — az) (b1 —ay) + (b — as) 2
M;; = bib; = ;= .=
/a 2 @ 2 m(m—1)
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(b1 —a)+(by—ay)
B m(m —1)

Nézziik meg egy konkrét példan keresztiil:
Q legyen a [0, 1] intervallum. Ezt osszuk fel harom részre: a [0, 0.5], [0.5, 0.6] és a [0.6, 1]
intervallumokra. Legyen m értéke is 4.

Az a; pontok kiszdmitdsa:

* A [0,0.5] intervallumhoz tartozé Legendre-polinom:
P[O,O.S] _ 3
3 (x) =0.5(5(4(x = 0.25))° — 3(4(x — 0.25)))

Pgo,o.S] (x) =24 — 240x + 480x?
+ 4‘? és as =0.5.

* A [0.5,0.6] intervallumhoz tartoz6é Legendre-polinom:

EST

Ennek a gyokei a; = 0,a; = % - ﬁ,ag =

P21 (x) = 0.5(5(20(x - 0.55))> - 3(20(x - 0.55)))
P31 (x) = 18120. - 66000x + 60000x>
Ennek a gyokei a4 = 0.5,a5 = 0.527639,a¢ = 0.572361 és a7 = 0.6.

* A [0.6, 1] intervallumhoz tartozé Legendre-polinom:

P (x) = 0.5(5(5(x — 0.8))* = 3(5(x - 0.8)))

PN (x) = 592.5 — 1500x +937.5x2
Ennek a gyokei a7 = 0.6,ag = 0.710557,a9 = 0.889443 és a0 = 1.

[a.b]

A hozzdjuk tartozé w;-k szdmoldsdhoz ki kell szamolni minden intervallumnak a P,

Legendre-polinomjét.

* A [0,0.5] intervallumhoz tartozé Legendre-polinom:

P£0’0'5] (x) = %(35(4()6 —0.25))* = 30(4(x — 0.25))% + 3) .

A=
%

Ezeket az értékeket behelyettesitve a képletbe a kovetkez$ stlyokat kapjuk: wq
wy =4.166, w3 = 4.166 és w4 = 3.

* A [0.5,0.6] intervallumhoz tartoz6 Legendre-polinom:

P£0'5’0‘6] (x) = %(35(20()( ~0.55))* = 30(20(x — 0.55))* +3) .

A=
"

Ezeket az értékeket behelyettesitve a képletbe a kovetkez$ stlyokat kapjuk: wq
wy =4.1662, w3 = 4.1662 és w4 = .

26



* A [0.6, 1] intervallumhoz tartozé Legendre-polinom és derivéltja:

PO (x) = %(35(5@ —0.8))* =30(5(x = 0.8))2 +3) .

Ezeket az értékeket behelyettesitve a képletbe a kovetkezd sulyokat kapjuk: w; = %,

wy =4.1665, w3 = 4.1665 és wy = +.

Ekkor a tomegmatrix a kovetkezd:

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1.0415 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10415 0 0 o 0 0 0 0
0 0 0 5 O 0 0 0 0 0
y-|0 0 0O 0 02083 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0208 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 5% 0 0
0 0 0 0 0 0 0 083324 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 083324 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

Ugyan a tomegmatrixhoz nem kellett konkrétan kiszdmolni a bazisfiiggvényeket, de én kisza-
moltam hdrmat, hogy szemléltetni tudjam, pontosan hogyan is néznek ki.

{16.1803x —77.082x% + 89.4427x> hax € [0,0.5]
2 =

0 ha x ¢ [0,0.5]
2x — 20x2 + 40x3 hax € [0,0.5)
b 1 hax=0.5
* 7 1906.006 — 4810.03x + 8500.06x> — 5000.04x> hax € (0.5,0.6]
0 ha x ¢ [0,0.6]

. —-29.625 + 124.375x — 171.875x% + 78.1251x3 hax € [0.6, 1]
7o ha x ¢ [0.6, 1]
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O.Wiﬁm 0.8/ 1

3.7.3. Spektral elem mddszer

Ezt a moédszert tobb dimenzidban haszndljuk. A klasszikus esetben ehhez az €2 tartomanyt egy
téglalapokbdl vagy téglatestekbdl all6 halora bontjuk.

A tobbdimenzids bazisfiiggvények elkészitéséhez felhasznéljuk az egyvaltozos bazisfiiggvénye-
ket, méghozz4 vektoridlisan szorozzuk Sket. Igy az x; ponthoz tartozé bazisfiiggvényt igy kapjuk

meg: ¢;(x,y,...) = b; (x) Q bi,(y) Q) ...

Els§ 1épésként az Q tartomdnyt tetszdleges részekre bontjuk. Ezeken a részeken mind elvégez-
zlik a kovetkezd 1épéseket.

Az integralok értékét Gauss—Lobatto-kvadratirdval kozelitjiik. Az el6z6 szakaszban(3.7.2.)
hasznalt médhoz hasonldéan fogjuk kivdlasztani a kvadratdra pontjait. A kvadratira pontokat
tgy szdmoljuk ki, hogy szétvélasztjuk egydimenzios esetekre. Ekkor 3.7.2. szakaszban megha-
tarozott médon mér ki tudjuk szdmolni a pontokat.

A sulyok kiszamitdsat is ugyanigy egydimenzids esetekre bontdssal végezziik el. Majd az egy
ponthoz tartoz6 sulyokat dtlagoljuk. Ezutdn a kvadratira igy néz ki:

Np
/ pid; = Z ¢i(xi) * ¢j(xx) * wi
Q k=1

Itt a 3.7.2. szakaszban bemutatott okok miatt csak a diagondlis elemek maradnak meg. Ezek igy
fognak kinézni:
M |b; sajat része|
IO . it
12 1 |Q|
ahol | - | a megfelel§ dimenzidban értelmezett Lebesgue-mérték (azaz altaldban teriilet vagy
térfogat).
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A moédszerben haszndlt pontok az Q tartomdnyt pontjai n-dimenziés kockdkra bontjak. Ezzel
az lehet a gond, hogy kockdkkal nehéz lefedni az eredeti testet. Ezért dltaldban pontatlanabb
lesz a kozelitésnek ezen része anndl, mintha haromszogekkel vagy tetraéderekel dolgoznank.[2]
[10]

3.8. Tomegmatrix kozelitése haromszogracson linearis bazisfiiggvényekkel

Az acélunk, hogy a 3.4.3. szakaszban magadott bazisfiiggvények integraljat olyan kvadratiraval
szamoljuk ki, hogy diagondlis matrixot kapjuk, ahogy a 3.7.2. szakaszban.

Ha linedris bazisfiiggvényeket haszndlunk, akkor a tomegmatrix elemeinek kiszdmitdsahoz
a kettds integralld vald atirds utdn a trapézszabdlyt tudjuk alkalmazni. Viszont ez a mddszer
nem fog pontos eredményt adni, hanem csak egy kozelitést. Mivel a trapézszabdly nem pontos
masod- és harmadfoku polinomokra. Ilyen polinomok pedig szerepelnek ebben az integréaldsban,

xR ) .
a ¢; * ¢; masodfoku és az IT‘(@ (x1,0)¢;(x1,0) pedig harmadfoki polinom lesz.

1 1-xR
/ bibjdx:...:ZTk/ / | ¢F o dxf dxf ~
Sk o Jo
! l—xf R R\ 7 R
~ 2Tk/ > (¢i(x1,0)¢(x1,0) + @i (x1, L —x7) @ (x1, 1 —x7) dx|' ~

0

1 1-0
~ 2Tk§ * [T(¢i(0a 0)¢;(0,0) + ¢;(0,1 -0)¢;(0,1 - 0)+

1-1

+

5 (¢1(1,0)$;(1,0) + ¢i(1, 1 = D)g; (1, 1 = )] =

= 2735 [5(91(0.006;(0,0) + 91(0, 160, 1) + 5 (61(1,0);(1,0) + 61(1,0)(1, )]

= 21 (6:(0,000,(0.0) + 6:(0. 190, 1)

Mivel a (0,0) = Af és (0,1) = A§ pontok a hdromszog csucsai, ezért ¢; €s ¢; nem lehetnek
egyszerre nem nulldk rajtuk, hai # j. Ezért a nem diagondlis pozicidkban a kvadratidra O értéket
ad.

Ha j =i, akkor pedig

b1ty =
Sk Y 2

Igy kaptuk a tomegmitrix egy diagondlis kozelitését, amelyet a hdromszogrics elemeinek a
teriiletei hatdroznak meg.

A 3.4.3. szakaszban 1év$ rdcsra alkalmazom ezt a mddszert. Majd utdna az igy kapott
MXkozelitett tomegmatrixot 0sszehasonlijuk az eredeti tomegmatrixszal.
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1 0
0 1.5
0 0
0 O
M=[0 0
0 O
0 0
0 0
0 0

0O 0 0 O
0 0 0 O
05 0 0 O
0 150 O
0 0 3 0
0 0 0 15
0 0 0 O
0O 0 0 O
0 0 0 O

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
05 O
0 15
0 0

—_— O O OO OO oo
*
oo | ==

Az igy kapott M kozelitett tdmegmatrixot dsszehasonlijuk az eredeti tdmegmatrixszal.

Norma tipusa | matrix mérete | |[M — M || %
Frobéniusz 9x9 0.3954 | 2.7690
Spektral 9%x9 0.2651 | 2.3638

7. tablazat. A trapézformuldval 1étrehozott tomegmatrix 0sszehasonlitdsa az eredetivel.

3.9. Gauss-Lobatto-kvadratiira hiromszogracson

Amikor magasabb foku bazisfiiggvényekkel akarunk dolgozni, akkor az Sy haromszogekben
fel kell venni képzeletbeli pontokat (1d. 3.4.3. szakasz). Ha ekkor a pontokat a Gauss—Lobatto-
kvadratira szerint vessziik fel, akkor a mdtrix diagonalis lesz ugyanugy, minta 3.7.2. szakaszban.

Ez a cikk példdul errdl szol: [5].
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4. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban bemutattam, hogy a tomegmatrix fogalma hogyan kertiil el§ a végeselem-
modszerben. Bemutattam, hogy miért jobb, ha a tomegmatrix diagondlis. Bevezettem a tomeg-
matrixok kozelitését, aminek az a célja, hogy elGallitson egy diagondlis tomegmadtrixot gy,
hogy az kozel van az eredetihez.

Ezt kovetSen a tomegmatrix definicidjdhoz vezet§ bazisfiiggvények felépitésével foglalkoztam.
Elsé 1épésnek felirtam azt, hogyan nézzenek ki az egydimenzids linedris bazisfiiggvények, majd
az altaluk alkotott tomegmatrixot is kiszdmoltam. Ezutdn felirtam azt, hogyan néznek ki a
magasabb fokd polinomok 4ltal alkotott bazisfiiggvények. Egy fontos példa esetén abrit is
készitettem ehhez.

A kovetkez$ bovités, amit megtettem az volt, hogy kétvaltozés linedris bazisfiiggvényeket
vezettem be. Itt 1attuk, hogy az eredményt nagyban befolydsolja az, hogy a szdmitési tartoményt
milyen alakzatokra osztjuk fel. Ehhez bemutattam, hogy egy megadott haromszégracson hogyan
néz ki a tomegmatrix egy sora. Ehhez az esethez is késziilt dbra.

A kovetkezd 1€pés az volt, hogy bevezettem a baricentrikus koordindtdkat és megmutattam,
hogy barmilyen haromszogekbdl 4116 racsra hogyan kell kiszamolni a lokalis bazisfiiggvényeket.
Kiszdmoltam egy kis haromszogracson vett linedris bazisfiiggvények altal felépitett tomegmat-
rixot.

Ezutdn a kozelitési mddszerekkel foglalkoztam. A mddszerek koziil az elsG a sorosszegzés
modszere volt. Matlabban irt kod segitségével készitettem tabldzatokat ezen eljards pontossa-
ginak vizsgdlatara. A kovetkezd mddszer egy optimalizicids feladatmegoldds. Itt prébaltam
létrehozni egy diagondlis matrixot, ami legkozelebb van az eredeti tomegmatrixhoz. Az ered-
ményeket Osszegy(jtottem egy hasonlé tadbldzatban, mint az 6sszegzésnél tettem.

Az utolso6 kozelitési modszer ez eredeti tomegmatrix eldallitdsaval foglalkozik. A célja, hogy
ugy vélasszuk ki a bazisfiiggvényeket €s a végeselem-modszer pontjait, hogy a tomegmatrix
diagondlis legyen. Ezt ugy éri el, hogy a tomegmadtrix értékeihez sziikséges integralokat kvad-
ratirdkkal kozeliti, méghozz4 Ggy, hogy a kvadratira pontjai egybeesnek a végeselem-mddszer
pontjaival. A médszert bemutattam egydimenzids esetben, és végigszamoltam egy konkrét to-
megmatrixot.

Bemutattam, hogyan néz ki ez a mddszer kétdimenzids esetben, ha a tartomdny tégldkra vagy
téglalapokra van felosztva; ez a spektrdl elem médszer. Megmutattam haromszogracs esetén is,
hogy egy ilyen kozelités hogyan néz ki.

Végiil azzal foglalkoztam, hogy ha nem linedris bazisfiiggvényeket szeretnénk alkalmazni a
haromszogracson, akkor milyen médon lehetne a tomegmatrix diagondlis. Ennek targyaldsdahoz
egy friss cikket utaltam, mert ez mar tdlmutat a jelen dolgozat a keretein.
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5. Fiiggelék

Osszegy(jtottem a Matlabban irt programkédokat, amelyeket felhaszndltam a dolgozat megira-
séhoz.

5.1. Segédfiiggvények

A kovetkezd két pontban felsorolom azokat a fiiggvényeket, amelyek az eredeti tomegmaétrixokat
hozzak 1étre, ezeket felhasznaltam tobb moddszer értékeléséhez is.

5.1.1. harom_diag_matrix

Az aldbbi fiiggvény hozza létre a 3.1. szakaszban elkészitett tomegmatrixot.

function [eredmeny_matrix] = harom_diag_matrix(meret,diag_sulyok)

egyesek=ones(meret,1);

eredmeny_matrix = spdiags([diag_sulyok(l)*egyesek, diag_sulyok(2)*egyesek,
diag_sulyok(3)*egyesek],[-1,0,1] ,meret,meret);

eredmeny_matrix = eredmeny_matrix*(1l/meret);

end

5.1.2. tomegmatrix_2d_linar

Ebben a fiiggvényben taroltam el a 3.4.4. szakaszban létrehozott tomegmatrixot. Igy konnyebben
fel tudtam hasznalni a késébbi kédokban.

function [M] = tomegmatrix_2d_linar()
M=1T
2/6, 1/12, ®, 1/12, 2/12, 0, 0, O
1/12, 3/6, 1/12, 0, 2/12, 2/12, O,
®, 1/12, 1/6, 0, 0, 1/12, 0, 0, 0;
1/12, ®, 6, 3/6, 2/12, 0, 1/12, 1/12, O;
2/12, 2/12, O, 2/12, 6/6, 2/12, O, 2/12, 2/12;
0, 2/12, 1/12, O, 2/12, 3/6, 0, 0, 1/12;
o, 0, 0, 1/12, 0, 0, 1/6, 1/12, O;
0, 0, 0, 2/12, 2/12, O, 1/12, 2/6, 1/12;
o, 0, 0, 0, 2/12, 1/12, 0, 1/12, 2/6
1%(1/8);

end
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5.2. Osszegzéssel valé kozelités kodjai

A kovetkezdk a 3.5. szakaszban 1év6 mddszert implementdlé kédok.

5.2.1. osszegzessel_valo_Kkozelites

Ez a fliggvény végzi el a sorok 0sszegzését €s visszaadja az 1j kozelitett diagondlis métrixot.

function [eredmeny_matrix] = osszegzessel_valo_kozelites(input_matrix)

[meret,~] = size(input_matrix);
sor_osszeg = zeros(meret,1);
[sor_index,oszop_index] = find(input_matrix);
for index = 1: meret
sor_osszeg(sor_index(index)) = sor_osszeg(sor_index(index)) +
input_matrix(sor_index(index),oszop_index(index));
eredmeny_matrix = spdiags(sor_osszeg(:),0,meret,meret);

end

5.2.2. main_osszegzessel_valo_kozelites

Ennek a kddnak a futtatdsa adja vissza azokat az értékeket, amelyeket az 1. és a 2. tdblazatban

mutatok be.

n=input ("Hanyadik 10 hatvany legyen a matrix merete?");
norma_tipus = input("Milyen tipusu normat hasznaljon?");

M = harom_diag matrix(104n,[1/6,2/3,1/6]);

tic
T = osszegzessel_valo_kozelites(M);
K = T-NM;

hanyados = norm(full(T))/norm(full (M) ,norma_tipus)
kulonbseg = norm(full (K) ,norma_tipus)
toc

5.2.3. main_osszegzessel_valo_kozelites_2d

Ez a 5.2.2. szakaszban 1év6 kéd médositott viltozata. Igy ez a kéd a 3.4.4. szakaszban megadott

tomegmatrixszal dolgozik. A kdd eredményei a 3. tdbldzatban vannak.

norma_tipus = input("Milyen tipusu normat hasznaljon?");

M = tomegmatrix_2d_linar();
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tic

T = osszegzessel_valo_kozelites(M);

K = T-M;

hanyados = norm(full(T))/norm(full (M) ,norma_tipus)
kulonbseg = norm(full (K) ,norma_tipus)

toc

5.3. Legjobban kozelité diagonalis matrix keresésének kodjai

Itt a 3.6. szakaszban bemutatott médszert implementalé kodok taldlhatdak.

5.3.1. kulonbseg_normajat_szamolo

Ennek a fiiggvénynek az eredményét fogjuk majd optimalizalni.

function [eredmeny] = kulonbseg_normajat_szamolo(p_1,p_2,M,norma_tipus)

[meret,] = size(M);

vector = ones(meret)*p_2;

vector(1l) = p_1;

vector(end) = p_1;

T = diag(vector);

eredmeny = norm((T-M),norma_tipus);

end

5.3.2. T_optimalizalo_linaris

Ez a fliggvény oldja meg az optimalizdldsi problémdt az "fmisearch" fiiggvény segitségével.

function [pl,p2,minimum_ertek] = T_optimalizalo_linaris(n,norma_tipus)

M = harom_diag matrix(104n,[1/6,2/3,1/6]1);

p_1_kezdo_ertek 5/6*(1/104n);

p_2_kezdo_ertek = 1*(1/104n);

[otimalis_parameterek, minimum_ertek] = fminsearch(@(x)
kulonbseg_normajat_szamolo(x(1l), x(2),M,norma_tipus) +
(abs(x(1))-x(1))*102n + (abs(x(2))-x(2))*10An, [p_1_kezdo_ertek,
p_2_kezdo_ertek]);

pl = otimalis_parameterek(1l);

p2 = otimalis_parameterek(2);

end
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5.3.3. main_T_optimalizalas

Ennek a kdédnak a futtatdsa adja vissza azokat az értékeket, amelyeket a 4. és az 5. tdbldzatban
mutatok be.

n=input ("Hanyadik 10 hatvany legyen a matrix merete?");
norma_tipus = input("Milyen tipusu normat hasznaljon?");

tic

[pl,p2,minimum_ertek] = T_optimalizalo_linaris(n,norma_tipus)
toc

5.4. kulonbseg normajat_szamolo_2d

A 5.3.1. szakaszban 1év3 kod kétdimenzids esetre modositva.

function [eredmeny] = kulonbseg_normajat_szamolo_2d(p_1, p_2, p_3, p_4,
p_5,M,norma_tipus)

vector = [p_1, p_2, p_3, p_4, p_5, p_4, p_3, p_2, p_1]1;
T = diag(vector);

eredmeny = norm((T-M),norma_tipus);

end

5.4.1. T_optimalizalo_linaris_2d

z. .z

A 5.3.2. szakaszban 1év3 kod kétdimenzids esetre modositva.

function [pl,p2,p3,p4,p5,minimum_ertek] =
T_optimalizalo_linaris_2d(norma_tipus)
tomegmatrix_2d_linar(Q);

M=

p_1_
p_2_
p_3_
p_4_

kezdo_ertek = 2/3%(1/8);
kezdo_ertek = 1*(1/8);
kezdo_ertek = 1/3*%(1/8);
k

ezdo_ertek 11/12%(1/8);

p_5_kezdo_ertek = 2*(1/8);

[otimalis_parameterek, minimum_ertek] = fminsearch(@(x)
kulonbseg_normajat_szamolo(x(1), x(2), x(3), x(4), x(5),M,norma_tipus) +
(abs(x(1))-x(1))*10 + (abs(x(2))-x(2))*10 +(abs(x(3))-x(3))*10
+(abs(x(4))-x(4))*10 +(abs(x(5))-x(5))*10, [p_l_kezdo_ertek,
p_2_kezdo_ertek,p_3_kezdo_ertek,p_4_kezdo_ertek,p_5_kezdo_ertek]);

pl = otimalis_parameterek(1);

p2 = otimalis_parameterek(2);
p3 = otimalis_parameterek(3);
p4 = otimalis_parameterek(4);
p5 = otimalis_parameterek(5);
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end

5.4.2. main_T_optimalizalas_2d

Ennek a kodnak a futtatdsa adja vissza azokat az értékeket, amelyeket a 6. tdblazatban haszndltam
fel.

norma_tipus = input("Milyen tipusu normat hasznaljon?");

tic

[pl,p2,p3,p4,p5,minimum_ertek] = T_optimalizalo_linaris_2D(norma_tipus)
toc

5.5. A trapézformulaval kapott eredmény vizsgalatanak a kodja

Itt a 3.8. szekcidban létrehozott métrixot hasonlitom Ossze az eredeti tomegmatrixszal, amit a
3.4.4. szakaszban szamoltam Kki.

Ennek a kédnak a futtatdsa adja vissza azokat az értékeket, amelyeket a 7. tdbldzatban hasz-
naltam fel.

diagonalis_elemek = [1, 1.5, ®.5, 1.5, 3, 1.5, 0.5, 1.5, 1];
M_trapez = diag(diagonalis_elemek)*(1/8);

M = tomegmatrix_2d_linar();

norm(M_trapez-M, ’fro’)
norm(M_trapez-M, 2)

norm(M_trapez,’ fro’)/norm(M, ’fro’)
norm(M_trapez,2)/norm(M, 2)
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