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1. Bevezetés

Az életben szamos véltozds megy végbe mind a fizikai, mind a tirsadalmi folyamatokban. A
matematikai modellek, amelyek ezeket leirjak, leggyakrabban differencidlegyenleteken, illetve
egyenletrendszereken alapulnak. Gyakran ezeknek a pontos megoldasat lehetetlen eldallitani,
vagy nagy koltséggel, sok iddvel jarna, igy alternativ megolddsokat keresiink. Erre szolgal-
nak a numerikus médszerek, amelyekkel nagy pontossdggal tudjuk kozeliteni a kitlizott feladat

megoldasat.

Szakdolgozatom elején sz esik a Richardson-extrapolacié konvergenciagyorsité modszerérdl,
amely ezeknek a numerikus médszereknek a pontossagat javitja. Eredeti véltozatdnak a 1énye-
ge, hogy kisebb (példdul feleakkora) 1épéskozzel is megoldjuk a feladatot, és a két numerikus
megoldést kombinaljuk. Igy ezzel az eljarassal eggyel magasabb rendben pontos megolddshoz

jutunk, mint az alapmddszerrel.

A harmadik fejezetben mutatjuk be a dolgozatom {6 témadjat, az ismételt Richardson-extrapoléciot,
amely a Richardson-extrapolacion alapul, de nem csak kettd, hanem tobb numerikus megoldést
kombindlunk, minden egyes 0j numerikus megoldéssal egyel ndvelve a megoldds pontossaga-

nak rendjét.

A negyedik fejezetben ratériink az ismételt Richardson-extrapolacid stabilitdsdra rogzitett ra-
cson. Ez azért fontos, mert egy numerikus médszert6l elvarjuk kiilonféle kvalitativ tulajdonsa-
gok megdrzését, példdul a nemnegativitds-megdrzést, amely elvarhat6 a kémiai modellekben,
illetve a tomegmeg06rzést, energiamegbrzést, amelyek kiilonféle fizikai rendszerek modelljei-
ben kell, hogy teljesiiljenek. Az emlitett kvalitativ tulajdonsdgok koziil egy, a merev rendszerek
megolddsa sordn fontos stabilitdsi tulajdonsdggal, a rogzitett radcson valé stabilitdssal foglalko-

zunk.



2. A Richardson-extrapolacié moédszere

Ebben a fejezetben a Lewis Fry Richardsontdl szdrmazé konvergenciagyorsité moddszert, a
Richardson-extrapoléciét (roviden RE) mutatjuk be, amelyet elsGsorban a kozonséges differen-
cidlegyenletek (roviden KDE-k) numerikus megolddsa sordn alkalmazunk [1]. A Richardson-
extrapoldcionak kétféle valtozatat kiilonboztetjiilk meg, a passziv Richardson-extrapolaciot és

az aktiv Richardson-extrapoléci6t.

Az eljaras lényege az, hogy két kiilonbozd 1épéskozii, de ugyanazon p-ed rendben konvergens
médszerrel kapott numerikus megolddsokat kombinalunk. Igy egy p-ed rendben konvergens

numerikus médszernek a rendje p + 1-re novelhetd.

2.1. A Richardson-extrapolacio elve

Tekintsiink egy olyan szamitdsi algoritmust, amely valamely A paramétertdl fiigg, ekkor ha
h — 0, akkor a szamitdsi algoritmusunk tart az A* pontos értékhez. Ha ez a médszer p-ed

rendben konvergens, akkor h > 0 paraméterrel dolgozva az
A* — A(h) = K - h? + O(h*™1) (2.1.1)

egyenloség érvényes lesz. Itt a A mennyiség fiiggetlen h-tél. Alkalmazzuk ezen szamitési

algoritmust hy = h > 0 és hy = h/q paraméterekkel is (¢ € N). Ekkor az

A* — A(hy) = K - b} + O(hP*) (2.1.2)

A* — A(hy) = K - bl + O(hPT) (2.1.3)

egyenldségek is fenndllnak. Keressiik a c; €s ¢y egyiitthatokat igy, hogy az
ARE = ClA(hl) + CQA(hQ) (214)

linearis kombindcié magasabb rendben kozelitse A*-t, mint az alapul vett szamitasi algoritmus.
A (2.1.2) és (2.1.3) egyenlOségekbdl az

App = (c1 + ) A" + (1B} + cohb) K + O(hPHY) (2.1.5)

egyenldséget kapjuk. Megéllapithatd, hogy a p-ed rendnél magasabb rendd konvergencia felté-
tele, hogy a
C1+ Ccy = 1 (216)



Clhylg + Cghg =0 (217)

egyenldségek fenndlljanak. A (2.1.6) és (2.1.7) egyenletek dltal alkotott egyenletrendszerbdl,
K kikiiszobolésével a P
2
Cl = —7%5 75, Cy = 1—01 (218)
W —
egyiitthat6khoz jutunk. Ekkor ezekkel a c; és ¢, egyiitthatokkal linedrisan kombindlva az A(h;)
és A(hy) numerikus megolddsokat, az alapmddszernél egy renddel pontosabb kozelitést ka-

punk. Ezt a médszert hivjuk Richardson-extrapoldcionak.

A fejezet tovabbi részében azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor iy = h és hy = 2

5
Ekkor

= ! S _ 2.1.9

Cl——2p_1 €S Cg—ﬁ, ()

amelyeket a (2.1.4)-be behelyettesitve a Richardson-extrapoldacié mddszere a

1 2r 20 A(L) — A(h)
App = — A(h ALy = 2 2.1.10
e = g 1A + 574G w1 ( )
kifejezést adja,
Elsérendi médszer (p = 1) esetén a ¢c; = —1, ¢, = 2 sulyokat, masodrendli médszer (p = 2)
esetén a c; = —%, Cy = % sulyokat, harmadrendi médszer (p = 3) esetén a ¢; = —%, Ccy = %

sulyokat kell hasznalnunk.

2.2. Alkalmazas kozonséges differencialegyenlet-rendszerre

Legyen, az el6z0 fejezetben szerepld A(h) egy id6fiiggd kozonséges differencidlegyenlethez
vagy differencidlegyenlet-rendszerhez tartozé Cauchy-feladat h id6lépcsdvel nyert numerikus

megoldasa.

Tekintsiik az
y'(t) = f(t,y), te€][0,T]
y(O) =Y

(2.2.1)

kezdetiérték-feladatot, ahol f : RM+1 — RM ¢, € RM adott kezdeti vektor, és y egy R — RM

tipusd ismeretlen fiiggvény. Definidljuk a [0, 7’| intervallumon az

Q={t,=nh:n=0,1,...,N} (2.2.2)
és
Qy = {tx = KLk =0,1,...,2N}, (2.2.3)



racshalokat, ahol NV, = % Azért van sziikségiink két racshdléra, mert ezen a két racshdlon

fogjuk alkalmazni a Richardson-extrapol4ciot.

Legyen a (2.2.1) feladat y(¢) pontos megoldasa (p + 1)-szer folytonosan differencialhatd, és te-
gyiik fel, hogy ennek a feladatnak mér kiszdmitottuk a numerikus megoldésat az €2, racs egy ¢,
idSpillanatdra, egy olyan numerikus médszerrel h és % 1épéskozzel dolgozva, amely p-ed rendd
és konvergens. Ekkor €2, racshdlon n 1épést, 2 n radcshdlon pedig k = 2n 1€pést tettiink meg.

Jelolje az €2j,-n kapott numerikus megolddst z(t,,), az 2 »-n kapott megolddst pedig w(ty,). Ek-

kor érvényesek lesznek az

y(t,) — 2(t,) = K - h? + O(hP*1) (2.2.4)

y(t,) —w(t,) = K- (&) + O(h**) (2.2.5)

Osszefliggések. A K egyiitthat6 fiigg a feladattol, illetve a megolddsi mddszertdl is, de nem
fligg a h 1€péskoztol.

Az el6z6 alfejezethez hasonldan keressiik azt az

yre(t,) = c12(t,) + cow(ty,) (2.2.6)

linedris kombindcidt, amely magasabb rendben kozeliti y(t,,)-t, mint az alapmddszer. A (2.2.4)

és (2.2.5) egyenl6ségekbdl az
Yre(ta) = (1 + c)y(tn) + (b + ca(B)P)K + O(hr+) (22.7)

egyenldseget kapjuk.
Az el6z6 alfejezethez hasonldan K kikiiszobolésével, az

2Pw(ty,) — z(t,)

approximdaciot érjiik el, amely (p + 1)-ed rendben kozeliti a pontos megoldast.
Ez elsérendli médszer esetén az
yre(t,) = 2w(t,) — 2(t,), (2.2.9)
mdsodrendd mddszer esetén pedig az
4 1
yre(t,) = gw(tn) — gz(tn) (2.2.10)

formulat szolgaltatja.

Amikor a Richardson-extrapolaciét ezen médon alkalmazzuk, mindegyik id6lépésnél a kisza-



molt kombindlt megolddst nem haszndljuk fel a tovabblépéshez, igy a pontosabb numerikus

megoldas azutdn is meghatdrozhat6, miutdn a feladatot megoldottuk, mindkét racson. Ezt

passziv Richardson-extrapoldcidnak nevezziik, €s a kovetkezd dbra szemlélteti:

Yo

Egy masik uton tort
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imolds az, amikor a durva rdcs minden idSpillanatdban kombindljuk

mindkét racson kapott megoldast, €s ebbdl a kombindlt megoldasbdl 1€piink tovabb. Ezt aktiv

Richarson-extrapoldcionak nevezziik, és a kovetkezs dbra szemlélteti:
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3. Az ismételt Richardson-extrapolacio

Felmertil a kérdés, hogy lehet-e a Richardson-extrapolaci6 segitségével még magasabb rendi
konvergenciat elérni. Erre egy lehetséges modszer az ismételt Richardson-extrapolacio (réviden
IRE, az angol irodalomban Repeated Richardson Extrapolation, roviden RRE) [3] [4] [5] [6].

3.1. IRE moddszer h, % és % lépéskozzel

Tekintsiik a (2.2.1) kezdetiérték-feladatot, ahol f : RM*! — RM 4, € RM adott kezdeti vektor,
és y egy R — RM tipusi ismeretlen fiiggvény. Médositsuk a Richardson-extrapoldcié méd-
szerét ugy, hogy nem két, hanem hdrom kiilonb6zé racshalén nyert numerikus megolddsokat

kombinalunk. Definidljunk a [0, T'] intervallumon az

Qp:={t,=nh:n=0,1,...,N;}, (3.1.1)

h
Q= {t =k ik =0,1,...,2N) (3.1.2)

és "
Qp = {t; = j7 15 = 0,1,..., 4N}, (3.1.3)

rdcshalokat, ahol N, = L.

Legyen a (2.2.1) feladat y(¢) pontos megolddsa (p + 1)-szer folytonosan differencidlhatd, és
tegyiik fel, hogy ennek a feladatnak mar kiszamitottuk a numerikus megoldasat az €, racs egy
t,, idOpillanatdra, egy olyan numerikus médszerrel /, ’—2‘ és % 1épéskozzel dolgozva, amely p-ed
rend( és konvergens. Ekkor €2, rdcshdlén n 1€pést, Q% rdcshdlon k& = 2n 1épést, Q% rdcshédlon
pedig j = 4n 1épést tettiink meg.

Jelolje az ;,-n kapott numerikus megoldast z(t,,), az 2 5N kapott megoldast w(t,,), €2 5N ka-

pott numerikus megoldast pedig v(¢,). Ekkor érvényesek lesznek az

y(ty) — 2(tn) = K1 - WP + Ky - hPTH 4 O(hPT2), (3.1.4)
y(tn) —w(t,) = K1+ (2)P 4+ Ky - (2)P7 + O(hP*?) (3.1.5)

és
Y(tn) —o(ty) = K1+ (2)P + Ky - (2)P* + O(hP+?) (3.1.6)

Osszefliggések. A K, és K, egyiitthato fiigg a feladattdl, illetve a megolddsi modszertdl is, de

nem fiigg a h 1épéskoztdl. Keressiik azt az

yrre(ty) = c12(ty,) + cow(t,) + csv(ty) (3.1.7)



linedris kombindciét, amely kettGvel magasabb rendben kozeliti y(t,,)-t, mint az alapmddszer.
A (3.1.4), (3.1.5) és (3.1.6) egyenldségekbdl az

yrre(tn) = (a1 + co + c3)y(t,) + (ah? + 02(%)p + es(B)P) K+

4
(3.1.8)
+(Clhp+1 + Cz(%)p—H + Cg(%)p+1)K2 + O(hp+2)

egyenldséget kapjuk.
K, és K, kikiiszobolésével az
220t y(t,) — 3+ 2Pw(t,) + 2(t,)

yrre(tn) = 2%+l _ 3. 90 + 1 (3.1.9)

approximdciot érjiik el, amely (p + 2)-ed rendben kozeliti a pontos megoldast.

Ez elsOrendli modszer esetén az

8 1
Yrre(ts) = §v(tn) — 2w(t,) + gz(tn) (3.1.10)

masodrendl médszer esetén pedig az

32 4
yrre(t,) = ﬁv(tn) - ?w(tn) + —2(t,) (3.1.11)

formulat szolgéltatja [2].

3.2. IRE médszer h, % és % 1épéskozzel

A [2] munkaban bemutatésra keriil egy olyan, az irodalomban mdésutt nem vizsgélt véltozata

a Richardson-extrapoldciénak, amelynek az imént bemutatott mdodszernél kisebb a szamitasi
. . h

koltsége: a harmadik racshalé 1épéskoze ugyanis 1 helyett 3 Ennél a mészernél tehét a [0, 7]

intervallumon az

Qp={t,=nh:n=0,1,..., N}, (3.2.1)

h
Oy = {te =k 1k =0,1,...,2N}) (3.2.2)

és "
Q= {t; =y 15 = 0,1,...,3N;}, (3.2.3)

récshalokat definidljuk, ahol Ny = L.

Ekkor €2, racshalén n 1épést, €2 n racshdlon k£ = 2n 1€pést, €2 h rdcshdlon pedig 7 = 3n 1épést
tettiink meg.
Jelolje az €2;-n kapott numerikus megoldast z(¢,,), az Q% -n kapott megoldast w(t,,), {2 5N ka-

10



pott numerikus megoldast pedig v(t,,). Ekkor érvényesek lesznek az

Y(tn) — 2(tn) = K1 - WP 4+ Ky - hPH 4 O(hPF?), (3.2.4)
Y(tn) — wltn) = Ky - (5P + Ky - ()P + O(hP*?) (3.2.5)

és
y(tn) — v(tn) = Ky - (2)P + Ky - ()P 4+ O(hP*?) (3.2.6)

Osszefiiggések. A K, és K, konstans ismét fiiggetlen a h 1épéskoztdl, de a feladattdl, és a

megoldasi modszertdl nem. Keressiik azt az
yrre(tn) = c12(ts) + cow(t,) + csv(ty,) (3.2.7)

linedris kombindciét, amely kettGvel magasabb rendben kozeliti y(t,,)-t, mint az alapmddszer.
A (3.1.4), (3.1.5) és (3.1.6) egyenlGségekbdl az

yire(tn) = (c1 + ca 4 c3)y(tn) + (1h? + ca(B)P + c3(5)P) K1+

3
p+1 h\p+1 p+1 p+2 (328)
+(Clh +Cg(2) + c3 ( ) )K +O( )

egyenldséget kapjuk.
Ezittal K, és K, kikiiszobolésével, az
3Pu(t,) — 2P 2w(t,) + 2(t,)

Yrre(tn) = 3T o2 4 1 (3.2.9)

approximadciot érjiik el, amely szintén (p + 2)-ed rendben kozeliti a pontos megoldast.

Ez els6rendd modszer esetén az
9
yrre(t,) = §v(tn) —dw(t,) + =z(t,) (3.2.10)

masodrendl modszer esetén pedig az

yire(tn) = ~v(t,) — w(t,) + —2z(t,) (3.2.11)

formulat szolgéltatja[2].

3.3. IRE médszer h, 2, L és & lepeskozzel

’ 223
Természetes mdédon kindlkozik az o6tlet, hogy a rendet tovabb noveljiik haromnal tobb racshéléd
alkalmazasaval. A rdcshaldk 1€péskozét ismét tobbféle moédon Vélaszthatjuk meg. A legegysze-

r(ibb lehetséges megoldds az, amikor ezek a 1épéskozok h, 2 o g és 2, azaz definidljuk a [0, T’

11



intervallumon az

Qp:={t,=nh:n=0,1,...,N;}, (3.3.1)
h
Qp = {te =g h=0,1,...,2N,}, (3.3.2)
ho
és h

rdcshalokat, ahol N, = +

Ekkor €2, racshalén n 1épést, €2 h racshalon k£ = 2n 1épést, €2 h racshalon j = 3n 1épést, (2 n
rdcshalon pedig ¢ = 4n 1épést tettiink meg.

Jelolje az Q,-n kapott numerikus megolddst z(¢,,), az Qh -n kapott numerikus megoldast w(t,,),
Q 5N kapott numerikus megoldast v(t,,), €2 »-n kapott numerlkus megoldést pedig u(t,) . Ekkor
ervenyesek lesznek az

y(tn) — 2(ty) = Ky - h? + Ko - RBP4 Ky - hPT2 + O(hPT3), (3.3.5)
y(tn) —w(tn) = K - (%)p + K - (%)pH + K3 - (%)pH + O(hp+3), (3.3.6)
y(t) —v(tn) = K1 - (5P + Ky - (2)PT 4+ K5 - (4)P72 + O(hPF?) (3.3.7)
és
y(tn) —ultn) = Ky - (2)P + Ko - (2P + K5 - (2)P2 + O(RPF?) (3.3.8)

Osszefiiggések. A K, K, és K3 fiigg a feladattdl, illetve a megolddsi modszertdl is, de nem
fligg a h 1épéskoztdl. Keressiik azt az

y]RE(tn) = clz(tn) + CQlU(tn) —+ c;;v(tn) -+ c4u(tn) (339)

linedris kombinécidt, amely magasabb rendben kozeliti y(¢,,)-t. A (3.3.5), (3.3.6), (3.3.7) és
(3.3.8) egyenl6ségekbdl az

yrre(ty) = (a1 + c2 + ¢+ ca)y(t,) + (ah? + 02( ¥+ 03( )’ + 04(%)p)K1+
(et PP+ e (B)P + s (B)PH + ey ()P Ko+ (3.3.10)
H(eth? ™2 4 eo(5)P 72 4 ea(5)P2 4 ()P T2) K + O (W)

egyenldséget kapjuk.
K, Ky és K5 kikiiszobolésével, az

16 - 4Pu(t,) — 27 - 3Pu(t,) + 12 - 2Pw(t,) — 2(t,)
12-2p —27-37 +16-47 — 1

Yrre(ts) = (3.3.11)

12



approximdciot érjiik el, amely (p + 3)-ad rendben kozeliti a pontos megoldast.

Ez elsOrendli modszer esetén az

32 27 1
yrre(t,) = gu(tn) - 7U(tn) + 4w(t,) — gz(tn) (3.3.12)

masodrendl médszer esetén pedig az

64 81 4 1

yrre(ty) = 1—5u(tn) — —(ty) + —w(ty) — —2(tn) (3.3.13)

formulat szolgéltatja [2].

13



4. Stabilitas rogzitett racson

Ebben a fejezetben a rogzitett racson valé stabilitdssal fogunk foglalkozni, illetve az egyes
ismételt Richardson-extrapoldcidval kombindlt konkrét modszereknek a stabilitasi fiiggvényét

abrazoljuk Matlab kod segitségével [1].

4.1. Stabilitasi fogalmak

A kovetkez6 stabilitdsi fogalmak egy egylépéses modszer viselkedését az igynevezett Dahl-

quist-féle skalaris tesztfeladaton jellemzik [7]:

y'(t) = My(t), t>0

(4.1.1)
y(0) = o,

ahol A € C rogzitett szim. Ennek a tesztfeladatnak a pontos megolddsa az y(t) = yoe
fiiggvény. Ez a fiiggvény Re < 0 esetén a [0, co) intervallumon korldtos, illetve ha Re\ < 0,
akkor t — oo esetén 0-hoz tart. Elvarjuk azt, hogy a numerikus megoldds szintén rendelkezzen
ezekkel a tulajdonsdgokkal egy rogzitett 1épéskozii racson.

Legyen i := hA. Ekkor egy egylépéses numerikus mddszer a (4.1.1) feladatra val6 alkalmazasa

esetén az n-edik idSrétegrdl az (n + 1)-edikre valé tovabblépés operdtora kifejezhets pi-vel az

Yns1 = R()y,, n=0,1,..., (4.1.2)

egyenldséggel, amelybdl az
Yni1 = R(p)"yo (4.1.3)

egyenlOséget kapjuk. Ezt az R(j) fiiggvényt az adott numerikus médszer stabilitasi fliggvényé-

nek nevezziik. Tekintsiik az explicit Euler-médszert (rovien EE), amelynek a képlete

Ynt1 = Yn + hf(tns1,yn), n=0,1,... (4.1.4)

Ezt a (4.1.1) feladatra alkalmazva az
Yns1 = (L+ ANy, n=01,..., (4.1.5)

Osszefliggésre jutunk, amelybdl megkapjuk, hogy az explicit Euler-mddszer stabilitasi fiiggvé-

nye R(u) = (1 + hA). Tekintsiik az implicit Euler-mddszert (roviden IE), amelynek a képlete

Yn+1 :yn_l_hf(tn-i-layn-i-l)’ ’I’L:O,l,..., (416)
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Ezt a (4.1.4) feladatra alkalmazva az

1
= — =0,1,... 4.1.7
Yn+1 1 _hAyna n 07 3 9 ( )

Osszefliggésre jutunk, amelybdl megkapjuk, hogy az implicit Euler-mddszer stabilitdsi fiiggvé-

nye R(p) = ﬁ Tekintsiik az kzépponti mddszert (roviden KP), amelynek a képlete
1 1
Yn+1 = Yn + hf(§f(tn7 yn)? §f<tn+17 Z/n+1)); n= 07 17 SRR (418)
Ezt a (4.1.1) feladatra alkalmazva az
14+ 2)
Yntl = —iyn, n=0,1,..., (4.1.9)
— B
Osszefliggésre jutunk, amelybdl megkapjuk, hogy a kozépponti mddszer stabilitdsi fliggvénye
122
R(M) = 1_%>\ .

Nyilvanvaléan egy egylépéses modszer alkalmazasa esetén a kozelité megoldas pontosan akkor
lesz korlétos a [0, oo[ intervallum racspontjaiban, ha a médszer stabilitdsi fiiggvényére | R(u)| <
1. A mdédszer stabilitasi tartomanyan azon p € C pontok halmazat értjiik, amelyekre |R(p)| < 1

[1].

1. Definicié. [1] Egy egylépéses numerikus médszert A-stabilnak neveziink, ha stabilitasi tar-
tomanya magaban foglalja az egész bal félsikot (a képzetes tengellyel egyiitt), vagyis a modszer

R(p) stabilitasi fiiggvényére

IR(u)| <1 VueC. (4.1.10)
2. Definicio. [1] Egy egylépéses numerikus mddszert er6sen A-stabilnak neveziink, ha A-stabil,
és
lim |R(p)| < 1. (4.1.11)
|00

3. Definicié. [1] Egy egylépéses numerikus médszert er6sen L-stabilnak neveziink, ha A-stabil,
és
lim |R(p)| = 0. (4.1.12)

|| —o00

4.2. Az ismételt Richardson-extrapolacioval kapott modszerek stabilitasa

Tekintsiik az egyik legelterjedtebb egylépéses numerikus médszert, a #-médszert, amelynek
képlete

Yns1 = Yn + (1 = 0)f(tn,yn) + 0f(tni1,Yns1)], m=0,1,..., 4.2.1)

ahol 6 € [0, 1] silyparaméter. Specidlisan § = 0 eseten az explicit Euler-mddszert, § = 1 esetén

az implicit Euler-médszert, 6 = % esetén pedig a kozépponti mddszert adja. 0§ = % esetén ma-
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sodrendd (p = 2), més esetben elsérendii (p = 1) mddszert kapunk. Alkalmazzuk az ismételt
Richardson-extrapoléciét! Tegyiik fel hogy az n-edik idorétegre mar meghatdroztuk a numeri-
kus megoldast, ezt jelolje y,, és legyen ¢, := t, + %h ahol & € NT, a racshdl6 1épésszama.
A stabilitasi fliggvény alakja fligg attdl, hogy az ismételt Richardson-extrapolacié alkalmazasa
sordn milyen racshédlokat haszndlunk. Tekintsiik a (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) rdcshdlokat. Ekkor a

numerikus megoldast a kovetkezd 1épésekben hatarozzuk meg:

1. 1épés: tesziink egy id6lépést a (3.1.1) racson:

Zn+l1 = Yn + h[(l - 9>f<tn7 yn) + ef(tn+1> Zn+1)] (422)

2. 1épés: tesziink két fél id61épést a (3.1.2) racson:

1
wn+% = Un + §h‘[(1 - e)f(tna yn) + ef(thr%:wnJr%)]

1 (4.2.3)
Wnt1 = wn—i—% + §h[(1 - Q)f(tn_i_%, yn-i-%) + ef(tn-i-la wn—H)]
3. 1épés: tesziink négy negyed id6lépést a (3.1.3) rdcson:
1
'Un+i =Yn + Zh[(l - e)f(tm yn) + 9f<tn+iavn+i)]
1
Un-‘,—% = Un—‘r% + Zh[(l - g)f(tn—f—%)yn—&—%) + gf(tn+%7vn+%)]
1 4.2.4)
UnJr% = UnJr% + ZhKl o e)f(tnﬁvyrwr%) + ef(tn+%7vn+%>]
1
Unt1 = Upq3 + Zh[(l - e)f(tn+ga yn+g) + 0 f(tns1, Un1)]
4. 1épés: kiszamitjuk a kombinalt megoldast, 6 # % esetén az
8 1
Yn = gn — 2wy, + 3%n (4.2.5)
illetve 6 = $ pedig az . \ 1
Yn = 57Un — SWp + 572 (4.2.6)

21" 7 217"
képlet szerint.
Altaldnosan ha & darab %-ad hossziisdgu 1épést tesziink meg egy olyan [0, 7] intervallumon
definialt
h
Qn = {thJE:j:O,l,...,th} 4.2.7)

k
rdcson, ahol N, = % akkor azt a kovetkezOképpen kell megtenniink. Legyen g,, az Q% racshé-

16n kapott numerikus megoldés az n-edik idérétegen.
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k. 1épés: tesziink k darab %—ad 1d6lépést a (4.2.7) racson:

1
Guiy = vt L= 011 ) 071 00y )
1

(4.2.8)
1
gn-‘r% - gn-}—% + Eh{(l B 9)f<tn+%’ yn-‘r%) + ef(tn—‘r%’gn—i-%)]
1
In+1 = Gpypi1 + Eh[(l - Q)f(t%%,y%%) +0f(tns1, gns1)]

A rogzitett rdcson vald stabilitds vizsgdlatdhoz meghatidrozzuk az ismételt Richardson-extra-
poléacioval kombinalt #-mddszer stabilitasi fiiggvényét. Ha a modszert a (4.1.1) Dahlquist-féle

tesztfeladatra alkalmazzuk, akkor a

1+(1—0
L (42.9)
— Oy
2
1+(L—mg
Wi = | ————2 | (4.2.10)
1- o
2
és .
1+(L—@%
Unir= | ————p— | Yn (4.2.11)
1—o%

numerikus megolddsokat kapjuk a hdrom kiilonboz6 racson. Ezekbdl konnyen levezethetd,

hogy a keresett stabilitasi fiiggvény 6 # % esetén

" 2 7 4
= |4 (100 R ciR IR e Y PP
3 1—0u 1_9& 3 1_ ot ’ -
2 4
ésﬁzéesetén
2 /1/ 4
Ry = [ L (i) (e s (1t 42.13)
S TR PRI R B a\ ) | -
2 4 8
Altaldnosan a
" k
1+(1_9)E
gnir=\——7—| ¥n (4.2.14)
1_6E
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/////

dolgozunk, akkor ennek a 1épéskozli numerikus megolddsnak a stabilitdsi fiiggvénye

o k
14+(1- 9>E
R(pn) = — , (4.2.15)
1— QE

természetesen ezt kombindlni kell a kordabban kiszamolt egyiitthatokkal.

4.3. Az IRE(124) médszerrel kombinalt stabilitasi tartomanyok

A 6-modszerrel kombindlt IRE(124) els6rendd médszer (p = 1) a kovetkezd egyenldséget adja:

11—\’ A
| aey  (PPOE05Y s (o0 @i
H 1—60= 1—-0-—
2 4
Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitdsi fiiggvénye az
7] 2 1 4
1+(1-0)= 1+(1-0)=
1 /1+(1-6 8
R(p) == (M> —2 —M2 + = —#4 (4.3.2)
3\ 1-06u 1—06% 3 1— 6%
2 4
fliggvény.

4.3.1. Az EE+IRE(124) médszer stabilitasi tartomanya

0 = 0 esetén az explicit Euler-mddszerrel kombindlt IRE(124) els6rendi médszer (p = 1) a

kovetkezd egyenldséget adja:

Ynis = E (1+p) —2 (1+g)2+§<1+§)4} Y. 4.3.3)

Konnyen megallapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitési fliggvénye az

(1+N)—2(1+g>2+§<1+%>4 (4.3.4)

R(p) =

fliggvény. A moddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal abrazoltuk:

close all

clear all
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-30:0.05:50;
-30:0.05:30;

b
I

[X,Y] = meshgrid(x,vy);

mu = X+ix*Y;

Z EE 124 = —-abs(1l/3.x(1l4+mu)-2.*x (1+(mu./2)) .72+8/3.%x(1+ (mu./4))
YOI

v o= [_ll_l];

contourf (X,Y,Z_EE_124,v);

clr = [221 221 221]1/255;

colormap (clr)

LW = '"Linewidth'; 1w = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1w)
plot ([0 O], [min(y) max(y)]l, "k—",LW, 1w)

axis equal

axis ([-3 3 =3 31)

title ('EE+IRE (124) ")
xlabel ('Re(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde',6 'FontSize' , 10)
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)

set (gcf, '"color', "white")
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Kimeneti eredmény:

EE+IRE(124)
3 I EE+IRE(124)
I 30 .
! 1
! 1
2 1
20 !
|
1 i
10 |
|
,_;-, |
S O0H-——m e - ] =
E ) A I
£ o !
|
1
1 10 !
|
|
2 !
| -20 I
! i
! |
-3 L 30 1
-3 2 -1 0 1 2 3 430 -20 10 0 10 20 30
Re(x) Re(y)

3. abra. Az EE+IRE(124) médszer stabilitdsi tartomédnya két kiilonboz6 tengelyméretvalasztas-
sal

4.3.2. Az IE+IRE(124) médszer stabilitasi tartomanya

0 = 1 esetén az implicit Euler-moddszerrel kombinalt IRE(124) els6rend médszer (p = 1) a

kovetkezd egyenldséget adja:

2 4

1 1 1 8 1
S DY [N VI N I 435
Ynt1 3 (1——#) 1_H +_3 1_H Y ( )
2 4

Konnyen megallapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitési fliggvénye az

2 4

8
R(u) = - (—) —2 —M + § —ﬂ (436)

fliggvény. A mddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezd Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

-30:0.05:50;
y -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vy);
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mu = X+ixY;

Z_IE_ 124 = —-abs(1/3.x(1./(1-mu))-2.

.2+8/3.%x (1. /(1-mu./4)) .%4);

v = [_11_1];
contourf (X,Y,Z IE 124,v);

clr = [221 221 221]/255;

colormap(clr)

LW = '"Linewidth'; 1lw = 1;
hold on

*(1./(l-mu./2))

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1lw)
plot ([0 0], [min(y) max(y)]l,"'k-——',LW, 1lw)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ('IE+IRE (124) ")

xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'

ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'

set (gcf, 'color', "white")

’

’

10)
10)
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Kimeneti eredmény:

IE+IRE(124) 2 IE+IRE(124)
i T

201

Im(zs)
(=]
T
l
I
I
I
I
I
l
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
Im(s)
o

-20 |

o I

I
1
1
1
1
1
1
0

-30

Re(u)

)
2

4. dbra. Az IE+IRE(124) mddszer stabilitdsi tartomdnya két kiilonboz tengelyméretvalasztas-
sal

4.3.3. Az KP+IRE(124) médszer stabilitasi tartomanya

0 = % esetén a kozépponti médszerrel kombindlt IRE(124) mésodrenddi mdédszer (p = 2) a

kovetkezd egyenldséget adja:

2 4
AT N T N S
o —2 ) -2 4] 228 (4.3.7)
s 5V W B T a0\ )| o
2 4 8

Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitdsi fiiggvénye az

2 4
L (1R 1B o 14 E
Rp)=—|—2)-2|—24)| +=—8 (4.3.8)
21\ _H# T\1_F 21 | { _H
2 1 8

fliggvény. A mddszer stabilitasi fliggvényét a kovetkezd Matlab koddal abrazoltuk:

close all

clear all

-30:0.05:50;
y -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vVy);
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mu = X+ixY;
Z_KP_124 = —-abs(1/21.*x((1l+mu./2) ./ (1-mu./2))—-4/7.x((1l+mu./4)
./ (1-mu./4)) .72432/21.%x ((1+mu./8) ./ (1l-mu./8)) ."4);

v = [_11_1];
contourf (X,Y,Z KP 124,v);

clr = [221 221 221]/255;

colormap(clr)

LW = '"Linewidth'; 1lw = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1lw)
plot ([0 O], [min(y) max(y)], "k——",LW, 1w)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ("KP+IRE (124) ")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)

set (gcf, 'color', "white")
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Kimeneti eredmény:

_ KP+IRE(124) KP+IRE(124)

Relu)

5. dbra. A KP+IRE(124) médszer stabilitdsi tartomédnya két kiilonb6z6 tengelyméretvalasztassal

4.4. Az IRE(123) moédszerrel kombinalt stabilitasi tartomanyok

A 6-modszerrel kombindlt IRE(123) els6renddi médszer (p = 1) a kovetkezd egyenldséget adja:

3

H H
1+(1—-6)= 1+(1—-6)=
Yoir — 1(1+<1—9)U> _4 + ,5)2 + 2 + 5)3 Y (4.4.1)
2\ 1-06u 1—0% 2 1— 6%
2 3
Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a médszernek a stabilitdsi fiiggvénye az
P 2 oy 3
1+(1-0)= 1+(1-0)=
1 /14+(1-6 9
Ry = L (0= 0my (210 7o) (9T 73 (4.4.2)
2 1—6u _ gk 2 _ gt
1—-0 1-46
2 3
fliggvény.

4.4.1. Az EE+IRE(123) médszer stabilitasi tartomanya

6 = 0 esetén az explicit Euler-mddszerrel kombindlt IRE(123) elsérendi médszer (p = 1) a

kovetkezd egyenldséget adja:

Yni1 = B (14 ) —4<1+g)2+§(1+§)3} Yo (4.43)
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Konnyen megallapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitési fliggvénye az

R(p) = (1+u)—4<1+g)2+9(1+ﬁ)3 (44.4)

1
2 2 3

fliggvény. A moddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

= -30:0.05:50;
= -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,V);
mu = X+ixY;
Z_EE_123 = -abs(1/2.%(l+mu) -4. (1+(mu./2)) ."2+9/2.% (1+ (mu./3))
.3)
v = [-1,-11;

contourf (X,Y,Z_EE_123,Vv);

clr = [221 221 221]1/255;

colormap(clr)

LW = '"LineWidth'; 1w = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1w)
plot ([0 O], [min(y) max(y)]l, 'k—",LW, 1lw)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ("EE+IRE (123) ")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)
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ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)

set (gcf, 'color', "white'")

Kimeneti eredmény:

EE+IRE(123)

EE+IRE(123
3 . %0 I( )

| I

|

! |

2 ; 20 |

1

1

|

|

1 10 |

1

— 1
I it Sttt 1 F opmmmmmme——e- §-------------

|

1

1 -10 |

|

|

|

-2 I -20 I

1 1

1 1

| |

-3 . -30 .
-3 2 -1 0 1 2 3 -30 -20 -10 0 10 20 30

Ref() Re(u)

6. dbra. Az EE+IRE(123) mddszer stabilitdsi tartomdnya két kiilonboz6 tengelyméretvalasztas-
sal

4.4.2. Az IE+IRE(123) médszer stabilitasi tartomanya

0 = 1 esetén az implicit Euler-mddszerrel kombindlt IRE(123) elsérendd mddszer (p = 1) a

kovetkezd egyenléséget adja:

2 3

1/ 1 1 o 1

o= e () —a|— ) + 2 — | | 445
Y1 2(1-,) N S by (145
> 3

Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitdsi fiiggvénye az

2 3

1 1 1 9 1

fliggvény. A modszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal abrazoltuk:

close all

clear all
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-30:0.05:50;
-30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vVy);

mu = X+ixY;
Z_IE 123 = —-abs(1/2.x(1./(1-mu))-4.x(1./(1-mu./2))
N249/2.%(1./ (1-mu./3)) ."3);

v o= [_11_1];
contourf (X,Y,Z_IE_123,v);

clr = [221 221 221]/255;

colormap(clr)

LW = '"LineWidth'; 1w = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k—",LW, 1w)
plot ([0 O], [min(y) max(y)]l, "k——",LW, 1lw)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title('IE+IRE (123) ")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'

set (gcf, 'color', "white")

14

4

10)
10)
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Kimeneti eredmény:

IE+IRE (123)
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7. dbra. Az IE+IRE(123) mddszer stabilitdsi tartomdnya két kiilonbozd tengelyméretvalasztas-
sal

4.4.3. Az KP+IRE(123) médszer stabilitasi tartomanya

0 = % esetén a kozépponti modszerrel kombindlt IRE(123) mésodrendd mdédszer (p = 2) a

kovetkezd egyenléséget adja:

2 3
. 1+% 4 [0 % 0 1+%
g = | | —2 | -2 [—4] <3 (—5) |w (4.4.7)
12\,_H 3\ _H 4\1_£E
2 4 6

Konnyen megallapithatd, hogy ennek a médszernek a stabilitési fliggvénye az

K p B 3
p = 1 15\ g [1+] L0 1+ wis)
We=n |/ 3\ H 1\~ -
2 1 6

fliggvény. A mddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

-30:0.05:50;
y -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vVy);
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mu = X+ixY;

Z_KP_123 = —-abs(1/12.*x((1l+mu./2) ./ (1-mu./2))—-4/3.x((1l+mu./4)

./ (l-mu./4)) ."2+9/4.% ((l+mu./6) ./ (1l-mu./6)) ."3);

v = [_11_1];
contourf(X,Y,Z2 KP _123,v);

clr = [221 221 221]/255;

colormap(clr)

LW = '"Linewidth'; 1lw = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1lw)
plot ([0 O], [min(y) max(y)], "k——",LW, 1w)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ("KP+IRE (123)")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize'

set (gcf, 'color', "white")

’

’

10)
10)
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Kimeneti eredmény:

KP*lRE(‘I 23) KP+|RE(1 23)
3 : 30 ‘
I
I
I
2 20 I
1
I
1
1 10 |
I
EOF-————=——-——- t—mm ALl sk GEEEE b bbbty
I
1 -10 |
I
1
I
2 -20 1
I
1
I
3 -30 :
3 2 1 0 1 2 3 -30 -20 10 0 10 20 30
Re(:) Ref(:)

8. dbra. A KP+IRE(123) mddszer stabilitdsi tartoménya két kiilonbozé tengelyméretvalasztassal

4.5. Az IRE(1234) médszerrel kombinalt stabilitasi tartomanyok

A #-mbdszerrel kombindlt IRE(1234) elsérendli modszer (p = 1) a kdvetkezd egyenldséget

adja:
7 2
_|rea-omy 1+(1-0)5
Ynt1 = G 1—0u L QH
2
" N 4.5.1)
o7 1—1—(1—0)5 +32 1—1—(1—9)1
2 1ok 3 1ok o
3 4
Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a modszernek a stabilitdsi fliggvénye az
_ e
R — | L (000 1+(1-0)3
B = 6 1—0u 1— "
2
- N N 4.5.2)
Lor (RO OFN s (167
2 1ok 3 L
3 4

fliggvény.
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4.5.1. Az EE+IRE(1234) médszer stabilitasi tartomanya

0 = 0 esetén az explicit Euler-mddszerrel kombinalt IRE(1234) elsérenddi mddszer (p = 1) a

kovetkezd egyenldséget adja:

Yo = {—%(1 +p) +4 (1 n g>2 . %7 (1 + %)3 + % (1 n %)4} Un 4.5.3)

Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a mddszernek a stabilitdsi fliggvénye az

R(u) = —éu )44 (1 + g)Q - % (1 + %)3 + % (1 + %)4 4.5.4)

fliggvény. A mddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

x = —30:0.05:50;
= -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,yVy);
mu = X+ixY;
7_EE 1234 = -abs(-1/6.% (1l+mu)+4.x (1+(mu./2))."2-27/2.% (1+ (mu
/3)) .0 3432/3 0% (1+ (mu./4)) .%4);
v = [_11_1];

contourf(X,Y,Z_EE_1234,v);

clr = [221 221 221]/255;

colormap (clr)

LW = '"Linewidth'; 1lw = 1;
hold on
plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1lw)
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plot ([0 0], [min(y) max(y)]l, "k-——"',LW, 1lw)

axis equal

axis ([-3 3 =3 31)

title ("EE+IRE (1234) ")
xlabel ('"Re(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde',6 'FontSize' , 10)
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde',6 'FontSize' , 10)

set (gcf, "color', "white")

Kimeneti eredmény:

EE+IRE{1234) ‘EEHRFHZBQ

30

2t 1 20

2t ] 20

9. dbra. Az EE+IRE(1234) mddszer stabilitdsi tartomdnya két kiillonbozd tengelyméretvalasz-
tassal

4.5.2. Az IE+IRE(1234) modszer stabilitasi tartomanya

0 = 1 esetén az implicit Euler-médszerrel kombindlt IRE(1234) elsérendl médszer (p = 1) a
kovetkezd egyenldséget adja:

2 3 4

1 1 1 27 1 32 1
1= |—= | —— 4l —F | —= | ——F — | —F n (455
Yni1 (3(1——u)<+ 1K 2 \1_H * 3\1_H b )
2 4

Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a médszernek a stabilitdsi fiiggvénye az

2 3 4

1 1 1 27 1 32 1
Rp)=—-— 4 l—F | —=|—F — | —F 4.5.6
2 3
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fliggvény. A modszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

= -30:0.05:50;
= -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vVy);
mu = X+ix*Y;
Z_IE 1234 = —-abs(-1/6.x(1./(1-mu))+4.x(1./(1-mu./2))

N2-27/2.%(1./(1-mu./3)) ."3+32/3.%x(1./(1-mu./4))."%4);

v o= [_11_1];
contourf (X,Y,Z_IE_1234,v);

clr = [221 221 221]1/255;

colormap (clr)

LW = '"LineWidth'; 1lw = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1w)
plot ([0 O], [min(y) max(y)]l, 'k—",LW, 1lw)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ('IE+IRE (1234) ")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' ’
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' ,

set (gcf, "color', "white")

33




Kimeneti eredmény:

3 IE+IRE(1234) IE+IRE(1234)
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o
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10. abra. Az IE+IRE(1234) médszer stabilitasi tartomédnya két kiilonbozd tengelyméretvalasz-
tassal

4.5.3. Az KP+IRE(1234) médszer stabilitasi tartomanya

0 = % esetén a kozépponti médszerrel kombindlt IRE(1234) masodrendl médszer (p = 2) a

kovetkezd egyenldséget adja:

1% poy 2 P 3 B 2
= Teo T F ) s\ Tl o) T\ o) |
> 1 6 3

Konnyen megéllapithatd, hogy ennek a médszernek a stabilitdsi fiiggvénye az

p fy 2 2 Py
L (1+5 4 [1+5 g1 (1+% 61 [1+53
R(p) = —— _ 2 4= 4] 2|6 4+ — -1 (4.5.8)
60 \ {1 _# 5 1_# 20\ 1 _# 5\ _F
2 4 6 8

fliggvény. A moddszer stabilitdsi fliggvényét a kovetkezé Matlab kéddal dbrazoltuk:

close all

clear all

-30:0.05:50;
y -30:0.05:30;
[X,Y] = meshgrid(x,vVy);
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mu = X+ixY;

Z_KP_1234 = —-abs(-1/60.x((1l+mu./2)./(l-mu./2))+4/5.* ((1+mu./4)
./ (l-mu./4)) .72-81/20.* ((1l+mu./6) ./ (1l-mu./6)) ."3
+64/15.% ((1+mu./8) ./ (1-mu./8)) ."4);

contourf (X,Y,Z2_KP_1234,v);

clr = [221 221 221]1/255;

colormap (clr)

LW = '"Linewidth'; 1lw = 1;

hold on

plot ([min(x) max(x)], [0 0], "k——",LW, 1w)
plot ([0 O], [min(y) max(y)]l, "k—",LW, 1lw)

axis equal

axis([-3 3 -3 31)

title ("KP+IRE (1234)")
xlabel ('Re (\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)
ylabel ('Im(\mu) ', 'FontName', 'AvantGarde', 'FontSize' , 10)

set (gcf, 'color', "white")
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Kimeneti eredmény:
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11. dbra. A KP+IRE(1234) mddszer stabilitdsi tartomdnya két kiillonboz6 tengelyméretvalasz-
tassal

4.6. Numerikus Kkisérlet KP+IRE(124) és KP+IRE(123) moédszerekre

A kozépponti mddszernél az IRE(123) (8) és IRE(124) (5) mddszerek stabilitdsi tartoménya
gyokeresen mds képet mutat, igy ezekkel érdemes mélyebben foglalkozni. A KP + IRE(123)
modszernek korlatos a stabilitdsi tartomdnya, mig a KP + IRE(124) médszer kozel A-stabilnak
tnik. Célunk numerikus kisérlettel is aldtdmasztani ezen eredményiinket. Olyan feladatot
konstrudlunk, amelyet megfeleléen megvalasztott h 1épéskozzel megoldva kimutathat6 a két

modszer kozotti mindségi eltérés a rogzitett racson valo stabilitds szempontjabol.

A —30 valés szdm a KP + IRE(123) médszernél kiviil esik a stabilitdsi tartomdnyon, mig a KP
+ IRE(124) mddszernél annak belsejében taldlhatd. Olyan kétismeretlenes lineéris kozonséges
differencidlegyenlet-rendszert frunk fel, amelynek egyik sajatértéke —300. Ilyen médon h =
0,1 esetén n = —300h = —30 a KP + IRE(123) mddszernél a stabilitdsi tartomdnyon kiviil,
mig a KP + IRE(124) médszernél azon beliil van. Tekintsiik az

y(t)=Ay(t), t>0

(4.6.1)
y(0) = (100, 150)
feladatot, ahol
280 —2900
= (4.6.2)
58 =590
Ezen A martix sajatértékei —300 és —10. A 0 = % modszer linedris feladatra:
Yyt = (I — hOA) (I + h(1 - 0)A)y" (4.6.3)
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A kovetkezd Matlab kéddal kiszdmoltuk a pontos megolddst, valamint a KP, a KP + IRE(123)
és a KP + IRE(124) médszerrel a h = 0.1 1épéskozzel kapott numerikus megoldédsokat a [0, 1]

intervallumon.

clear all

close all

y0 = [100, 150]°';

vV = [5 20; 1 2];

D = [-300 O0; 0O -101;

A = VxD/V;

eigs (A);

y = v0;

t0 = 0;

h = 0.001;

t(1)=t0;

for i =2:1001
t(i) = t0 + (i-1)+h;
y = [y expm(Axt(1))*y0];

end

figure (1)

plot (t,y(1,:),t,y(2,:), 'LinewWidth', 2)

grid on

dt = 0.1;
y_KP = yO0;
theta = 0.5;
for i = 2:(1/dt + 1);
t_KP(i) = t0 + (i-1)*dt;
v_KP(:,1) = (eye(2)-dt+theta*A)\ (eye (2)+dt* (1-theta) xA) *
y_KP(:,1i-1);
end
figure (2)
plot (t_KP,y_KP, 'LineWidth',2)

grid on

dt = 0.1;
y_KP123 = yO0;
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theta = 0.5;
for i = 2:(1/dt + 1);
t_KP123 (i) = t0 + (i-1)xdt;
z_KP123(:,1) = (eye(2)-dtxthetax*A)\ (eye(2)+dt* (1-theta) *xA)
y_KP123(:,1i-1);

w = (eye(2)-dt/2+theta+A)\ (eye (2)+dt/2* (1-theta) +*A)ry_KP123
(:,1-1);
w_KP123(:,1) = (eye(2)-dt/2+theta+A)\ (eye (2)+dt/2* (1-theta)
*A) *wW;
q = (eye(2)-dt/3xthetax*l)\ (eye(2)+dt/3*x (1-theta) *A)xy_KP123
(:,1-1);
q = (eye(2)-dt/3*theta=*A)\ (eye(2)+dt/3x (1l-theta) *A) *g;
q_KP123(:,1i) = (eye(2)-dt/3+theta*A)\ (eye(2)+dt/3% (1l-theta)
*A) *q;
y_KP123(:,i) = 1/12% z_KP123(:,i) — 4/3+w_KP123(:,1i) + 9/4
*q_KP123(:,1);
end
figure (3)
plot (£t_KP123,y_KP123, "'LineWidth', 2)
grid on
dt = 0.1;

y_KP124 = vyO0;
theta = 0.5;
for 1 = 2:(1/dt + 1);
t_KP124 (1) = t0 + (i-1)xdt;
z_KP124 (:,1) = (eye(2)-dtxthetaxA)\ (eye(2)+dt* (1-theta) +xA)
y_KP124 (:,i-1);

w = (eye(2)-dt/2+thetaxA)\ (eye(2)+dt/2+ (1-theta) A) xy_KP124
(:Ii_l);

w_KP124 (:,1) = (eye(2)-dt/2+theta+A)\ (eye (2)+dt/2* (1-theta)
*A) *W;

g = (eye(2)-dt/3*theta*A)\ (eye (2)+dt/3* (1-theta) *A) xy_KP124
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(:,1-1);

(eye (2)—-dt/3+theta*A)\ (eye (2)+dt/3x (1-theta) *A) *qg;

(eye (2)—dt/3xthetax*A)\ (eye (2)+dt/3+ (1-theta) *A) xg;
q_KP124(:,i) = (eye(2)-dt/3+theta*A)\ (eye(2)+dt/3* (l-theta)

Q Q
([

*A) *q;

y_KP124 (:,1) = 1/21% z_KP124(:,i) — 4/7+«w_KP124(:,1) +
32/21 *q_KP124(:,1);
end
figure (4)
plot (t_KP124,y_KP124, "'LineWidth', 2)

grid on

Kimeneti eredmény:
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12. abra. A pontos megoldas 13. dbra. A KP médszer

200

05 06 07 08 09 1

14. abra. A KP+IRE(123) mdédszer 15. abra. A KP+IRE(124) mdédszer
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Lathatd, hogy egyediil a KP+IRE(123) mddszer alkalmazasakor tapasztaljuk a numerikus meg-
oldas nagymértékil kinovését (10000-es nagysagrendii értékek). A tobbi esetben a numerikus
megoldds korlatos marad, €és bar a nagy 1épéskoz miatt pontatlan, rendelkezik a rogzitett ricson

valé stabilitds kvalitativ tulajdonsdgaval.
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5. Osszefoglalas

A szakdolgozatban a kozonséges differencidlegyenletek, illetve differencidlegyenlet-rendszerek
numerikus mddszereivel foglalkoztunk. Bemutattuk a Richardson-extrapolédcié konvergencia-
gyorsitd modszerét, valamint azt, hogy hogyan kell ezt egy kozonséges differencédlegyenlet-
rendszerre alkalmazni. Ezek utdn ismertettiik az ismételt Richardson-extrapoldcié mddszerét,
illetve ennek harom tipusat. Végiil megvizsgaltuk ezen a tipusok a stabilitasi fiiggvényeit az

explicit Euler, implicit Euler, illetve a kozépponti modszerrel kombindlva.

panys

A dolgozatban bemutatottak szamtalan bdvitési lehetdségeket rejtenek magukban. Meg lehetne
vizsgalni kisebb 1épéskozokre az ismételt Richardson-extrapolacidt, illetve lehetne egyszerre
még tobb racshdlét kombindlni, hogy ezzel még tovabb pontositsuk a numerikus megoldast.
Lehetne vizsgalni a hatékonysdgat ezeknek a mdodszereknek, érdemes-e novelni a 1épéskozok

szamat.

Osszességében a szakdolgozat készitése kozben betekintést nyertem a numerikus matematika
vildgaba. Jobban megértettem, hogyan miikodnek a differencidlegyenletek numerikus médsze-
rei. Fejlodott a tuddsom a programozds teriiletén, illetve atfogd képet kaptam a Richardson-

extrapoldcié médszerér6l. Bizom benne, hogy az elsajatitott tuddst kés6bb tanulményaim, illet-

ve munkdm soran sikeresen fel tudom majd haszndalni.
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