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1. fejezet

Bevezetés

Az optimalis megallas probléméja nem csupan csak matematikai szempontbol
érdekes, de az ipar szamos teriiletén, igy példaul kiilonb6z6 pénziigyi alkalma-
zasokban is felttinik. Ezen teriileteken a probléma megoldasanak célja, hogy a
megfelels id6pont megvalasztasa segitségével egy olyan dontést hozhassunk, mely
képes maximalizalni a varhatd bevételiink nagysagéat, vagy minimalizalni a kolt-
ségeinket, esetleges veszteségeinket. Ezen idépont meghatarozasa viszont erdsen
fiigg a probléma felirasanak modjatol és annak megoldésara hasznalt eszk6zoktol.

Szakdolgozatomban ezt a téméat szeretném részletesen korbejarni, amihez els-
szOr az optimélis megallas matematikai hatterét fogom ismertetni. Ezt kovetGen
attérek a pénziigyi alkalmazés teriiletére, ahol kiilon megvizsgalom a lehetséges
alapfolyamatokat, célfiiggvény értékeket és megoldasi modszereket is. Mivel ez
a téma igen szerteagazo, igy egy konkrét esetben, azaz az opcié arazas teriile-
tén, azon beliil is az azsiai opcid kiilonb6z6 megvaldsulasai esetén vizsgalom az
optimalis megallast. Ehhez el6szor is egy atfogd képet adok a kiilonb6z6 opcidk
tulajdonsagairol, ezen beliil pedig kiilon kitérek az azsiai opciok csalddjara is,
ahol ismertetni fogom annak kiilonb6z6 fajtait, illetve az arazasi modszereit. A
szimulacios részben ezen technikak segitségével fogom a kiilonbozd tipusi ézsiai
opcidk arat meghatérozni, valamint ezeket Ossze is hasonlitom egymassal. Végiil
a munkadm soran felhasznalt kiillonb6z6 technikakat részletesen is ismertetem.



2. fejezet

Matematikal bevezetés

2.0.1. Definicioé. (B;);>o Brown mozgés, ha nullabol indulo, folytonos trajektori-
aju, fiiggetlen névekmeényt folyamat, aminek névekményeire B;— By ~ N(0,t—s),
ha 0 < s <t.

2.0.2. Definici6. F = (F;)>o filtracio, ha minden t-re F; o-algebra és 0 < s <t
esetén F; C JF;. Roviden o-algebrak boviils csaladja. F = (Fy)is0 az (Xi)i>o0
folyamat természetes filtracioja, ha F; = o(X, : s < t).

2.0.3. Definicié. Ha B Brown mozgas, 0 < s < ¢, Fy = (B, : u < s). Ekkor
B, — B, fiiggetlen F,-t6l.

2.0.1. Allitas. B folyamat F természetes filtracioval, azaz Fy, = o(By : u < t)
minden t > 0-ra. B pontosan akkor Brown mozgds, ha nullabol indul, folytono-
sak a trajektoridi és minden 0 < s < t-re B, — By figgetlen Fs-tél N(0,t — s)
eloszldssal.

2.0.4. Definicié. (X;);>o Markov folyamat az (F;):> filtracioban, ha X adaptalt
F-hez és tetszoleges 0 < s,t esetén P(X;is € H|F) = P(Xyys € H|X}).

2.0.5. Definici6é. Egy {M;}:>¢ sztochasztikus folyamat martingal az {F;}i>o
filtraciora nézve, ha

1. M; mérhets az F; o-algebrara minden ¢ > 0 esetén.

2. E[|M;|] < oo minden t > 0 esetén.

3. E[My1 | 7] = M; minden t > 0 esetén.
2.0.6. Definicio. Egy { M, };>¢ sztochasztikus folyamat szupermartingél az { F; }1>0
filtraciéra nézve, ha

1. My mérhets az F; o-algebrara minden ¢ > 0 esetén.

2. E[|M;|] < co minden ¢t > 0 esetén.



3. E[My1 | 7] < M; minden ¢t > 0 esetén.

2.0.7. Definici6. Egy {M,}:>o sztochasztikus folyamat submartingél az {F; }>o
filtraciéra nézve, ha

1. M; mérhets az F; o-algebrara minden ¢ > 0 esetén.
2. E[|M;|] < oo minden ¢ > 0 esetén.
3. E[My11 | Fi] > M; minden ¢ > 0 esetén.

2.0.8. Definicio. 7: Q — [0, oo] valoszintségi valtozo megallasi id6 az F filtra-
ciéban, ha {7 <t} € F; minden ¢ > O-ra.

2.0.9. Definici6. F filtracio, az X folytonos trajektoriajia folyamat adaptalt az
F filtraciohoz, H zéart halmaz, 7 = inf{t > 0: X; € H}. Ekkor 7 megallasi id6.

2.0.1. Lemma. A kévetkezd dllitasok ekvivalensek egymdssal:

1. 7 megadlldsi 1dd
2. {r >t} € F, minden t esetén
3. {r =t} € F, minden t esetén
2.0.2. Allitas. 1. Ha 7 megdlldsi idd, akkor T mérheté F, szerint.
2. Ha v =k, akkor F, = Fy,.

3. Ha T és o is megdlldsi iddk, akkor min{r,0} =7 Ao ésmax{r,0} =7Vo
15 megdlldsi idok.

4. Ha o > 71, akkor F, C F;.

5. Ha az {X;}; folyamat {F;}i-adaptdlt és jobbrol folytonos, akkor az X, F,-
mérhetd.

2.0.10. Tétel. Doob—Meyer felbontds. Legyen X (t) diszkrét ideji F;-adaptdlt fo-
lyamat, t € [0,T], T < oo, tovdbbd pedig E[| X (t)|] < co. Ekkor

X(t) — X(0) = M(t) + A1),

ahol M (t) martingdl, A(t) eldrejelezhetd folyamat és M(0) = 0, A(0) =0. Ez a
felbontds egyértelm.

2.0.11. Tétel. Snell-burkolo Legyen X (t) egy Fi-adaptdlt folyamat. Definidljuk
rekurzivan a végérdl indulva a kévetkezd Z(t) folyamatot:

Z(t) = max{X(t),E[(Z(t + 1)]|F:}

3



aholt =T —1,...,0. Ekkor Z(t) eqy Fi-szupermartingdl Z(t) > E[Z(t + 1)|F],
amely majordlja az X (t)-t, sét az ilyenek kozil a legkisebb. Legyen vy, az a megdl-
ldsi idd, amikor az X folyamat t-nél nem kordbban eldszor éri el Z-t:

vy = min{s > ¢, X(s) = Z(s)}

tehdt v, az a legkorabbi s iddpont, amikor Z mdr X-tol kapja az értékét a maxi-
mum vételekor. Specidlisan vy = T. Jeldlje T; a t-nél nem kordbbi megdlldsi iddk
halmazdt, vagyis T, = {7 :7 € T, > t}. lgy definidlva v; € T; és

Z(t) = E[X (vy)|F] = sup E[X (7)|.F]

TET:

Azaz az dsszes t-nél nem kordbbi megdlldsi idd kézil a vi-kor megdllitott folyamat
feltételes varhato értéke mazimdlis. Ebben az értelemben tehdt v, az optimdlis
megdllitds. Ugyanigy a kozonséges vdarhato értékre:

B[Z(t)) = EIX(u)] = sup ELX (7).

Specidlisan t = 0-ra:

E[Z(0)] = E[X (v0)] = sup E[X ()],

vagyis vy az optimdlis megdllitds, az ezzel megadllitott folyamat vdrhato értéke
mazximdlis, v, pedig a t-nél nem kordbbi megdllitdsok kozil mazimalizdlja B[ X (7)]
kifejezést.



3. fejezet

Optimalis megallas

Motivacio

A pénziigy szamos teriiletén elengedhetetlen fontossagn a megfelel idézités ah-
hoz, hogy egy adott befektetd a sajat hasznossagi fiiggvényét maximalizalni tudja
és ezaltal haszonra tegyen szert. Erre a kérdéskorre is kitérnek az optimaélis meg-
allasi modellek, amelyek segitségével pontosan vagy kozelitéleg meghatarozhato
az adott probléma szdmara legoptimalisabb megoldasi modszer.

A pénziigyi piac minden szegletében fel-fel tiinnek a bizonytalansagi tényezdk,
hiszen a jovére vonatkozoan nem tudunk sohasem biztosat mondani. A bizony-
talansagi tényezsk a befektetSkre is negativan hathatnak, hiszen ennek hatasara
akar téves dontéseket is hozhatnak. Az optimalis megéllasi modszerek ezzek el-
kertiléséhez is jol alkalmazhatoak, hiszen segitségiikkel egy-egy bizonytalansagi
tényezd mellett is racionalis dontést hozhatnak a befekteték a szamukra rendel-
kezésre allo informéciok alapjan.

A befektetések témakorében is sok helyen fellelhetGek. Ezen modszerek a va-
16s piacon megfigyelheté adatokat hasznéljék fel a sztochasztikus modellekben,
melyek segitségével probaljak megfogni a piacon megfigyelhets valtozasokat, vala-
mint ezek segitségével predikciokat készitenek a jovére vonatkozoan, amely alap-
jan a befekteté mar egy megfontoltabb dontést hozhat.

Az optimalis megallasi feladatokra egy egyszeri, sokak altal kozismert példa
lehet az amerikai put opcié K kotési arral. Feltessziik, hogy az X részvényérfolyam
geometriai Brown-mozgast kovet: d.X; = r Xydt + s X;dB;, Xy = x kezdeti feltétel
mellett. A befekteték célja ez esetben az, hogy az opciét addig az optimélis ¢
id6pontig tartsdk, mig maximalis nyereséget nem érnek el. Azaz a probléma a
kovetkezSképpen foghaté meg matematikailag:



V(x) =supE[e (K — X,)7]

7>0

Az egyenlet megoldasa pedig a kidvetkezGképpen fog alakulni:

TF=min<7: X, < 2rik
2r + o2

Az opciét érdemes lehivni, ha az adott részvény arfolyama az elére megha-
tarozott kotési ar ala esik. Az optimalis megallasi modellekben sokszor kaphato
egy olyan hatar, amely a teret két diszjunk halmazra osztja. Ez esetben sincs ez
masképpen. Ahol a részvény arfolyama meghaladja a kotési arat, azt folytatési
halmaznak nevezziik, mig ahol alatta marad, azt megallasi halmaznak (13).

Torténelmi hattér

Az optimalis megallasi modell el6szor Wald 1947-ben( 1) publikalt mtvében sze-
repelt, majd 1948-ban Wolfowitzzel(15) egylitt ezt a modszert a szekvenciélis
elemzésre hasznaltak. Az ezt kovetd években szamos tanulméany sziiletett, ami
az optiméalis megéllasi modellek kiillonb6z6 megoldd modszereivel foglalkozott.
1952-ben Snell(16) javasolt egy martingal modszert, aminek a segitségével vizs-
galhatoak a diszkrét idejd optiméalis megallasi modellek. Arrow 1949-ben(17) a
dinamikus programozasi segitségével adott egy 1j fajta megolddé modszert. Dv-
oretzky és munkatarsai 1953-ban(18) publikalt munkajukban folytonos idében
vizsgaltak az optimélis megéllasi modelleket, valamint megoldast talaltak a szek-
vencidlis elemzés probléméjara is.

Az egyik klasszikussa valt cikk ebben a témaban 1969-ben Merton(10) &ltal
lett publikalva, amiben az optimélis megalldsi modelleket arra hasznalta, hogy
meghatarozza a pénziigyi piac szerepldi szaméra, hogy mikor és milyen mennyi-
ségben lenne érdemes szdmukra eladni, valamint vasarolni a kiilénb6z6 piacon
kereskedett termékekbdl.

Manapsag a folytonos ideji optimalis megallasi feladatok esetén az egyik leg-
elterjedtebb technika az, amikor a valtozo hatar problémaval (angolul: free boun-
dary problem) kombinéljék és a kettSt egytitt oldjak meg. McKean 1965-ben(19),
valamint Mikhalevich 1958-ban(20) kombinélta az optimalis megallasi modelle-
ket az illeszkedési feltételekkel, ami egyfajta kapcsolatot jelent a valtozd hatar
problémaval. Az optimélis megéllasi modell hatarvonalanak paraméterei a para-
méterteret két részre osztjik. Az egyik esetben folytatjuk az algoritmust addig,
mig az a legoptimalisabb idépontot meg nem taldlja, a mésik esetben, amikor
ezt az id6pontot megtaléljuk, rogtén megéllunk. A valtozo hatéar probléma altal
meghatarozott hatart, valamint lehetséges megoldést egyszerre kapjuk meg.



Shiryaev 1961-ben(21) és 1963-ban(22) is publikilta tanulmanyait a rende-
zetlenségi probléma (angolul: disorder problem) kapcsan, vagyis hogyan lehet
gyorsan meghatarozni azt az idépontot, amikor egy sztochasztikus folyamat pa-
raméterei megvaltoztak, valamint hogy ezt hogyan lehet megoldani a megfelelé
valtozo hatar probléma segitségével. Erre épitve 1997-ben Beibel és Lerche(23)

c s

vényar maximalizalasaval.

Kezdetben az optimélis megallasi probléméakat végtelen id6horizonton, vala-
mint egydimenzios feladatként fogtak fel, de a valdéletbeli hasznalatban igény me-
riilt fel arra, hogy csak egy véges idGhorizonton beliil vizsgéljanak egy adott prob-
lémét, amit matematikailag az eredeti modellhez adott plusz id6dimenzi6 segitsé-
gével oldottdk meg, ami ennek hatasara kétdimenziossa valtozott. Az ilyen tipu-
st valtozo hatar problémak parcialis differencidlegyenletekkel valé megoldésanak
analitikus valtozata viszont szamos nehézséghez vezetett. 1965-ben McKean(19)
publikalta tudoményos munkéjat az amerikai opciok arazassal kapcsolatban véges
id6horizonton a valtozo hatar technika felhasznéalasaval. A 2005-ben(21) publikalt
cikkjében bizonyitotta Peskir a megoldas egyértelmiiségét, valamint a véges idGho-
rizontu amerikai opci6 arazéaséara analitikus képlettel is szolgalt, ami kiterjeszthetd
més véges idShorizonti problémékra is.

Egyes tanulmanyok kitértek az olyan optimalis megéllasi problémakra is, ame-
lyek hasznossagi fiiggvényei a folyamat altal felvett maximaélis értéket is tartal-
maztak. Az egyik ilyen az 1993-ban Shepp és Shiryaev(25) altal publikat volt,
amiben bemutattda az orosz opcidt, aminek a kifizetése fiigg a tartasi peridodus
alatt elért legmagasabb részvényéar nagysagatol. A cikkiikben megadtak tovabba
az opci6 analitikus megoldésat is a valtozo hatar probléma segitségével. 1998-ban
Peskir(20) altal irt cikkben bemutatta a maximum elvet, ami az optiméalis meg-
allasi modellek egyes osztalyainak megoldasara is alkalmas. 2017-ben Egami és
Oryu(27) egy méasik megkozelitést, vagyis egy kanonikus eljarast alkalmazott az
ilyen tipustu problémak megoldéasara, ami kulcsdtletként a dimenziocsokkentést
hasznalja fel.

Az optimélis megallasi problémaknak kiilonféle alkalmazasi teriiletei léteznek
a gazdasagiakon kiviil is. Példaul ennek segitségével allapitotta meg Jennison és
Turnbull 1999-ben(28), hogy az orvostudoméanyban mikor érdemes ledllitani a
kiilénboz6 klinikai vizsgalatokat. Az egyes mérnoki teriileteken is igen elterjedtek
az ilyen tipust modszerek, példaul azoknak az optimalis iranyelveknek a meg-
adasa soran, amelyek a karbantartasi miiveletekhez kapcsolodnak, errél Machida
és Miyoshi 2017-ben(29) publikalt egy cikket. Ezen kiviil pedig az optimalis ara-
tasi id6 megvalasztasa is ezen modszeren alapszik, melyrél részletesebben lehet
olvasni Sarkar 2009-ben(30) publikalt cikkében.



Alapfolyamat

Az alapfolyamat megvalasztisa igen fontos alapkéve egy modellezési folyamatok-
nak, igy az optimalis megallasi modellek esetében is elengedhetetlen fontossagu.
Egy adott probléma vonatkozasaban is szamtalan kiilonb6z6 alapfolyamat is alkal-
mazhato, igy ebben a részben szeretnék ezek koziil parat kiemelni, amik gyakran
el szoktak fordulni.

Az egyik legelterjedtebb és egyben legegyszertibb alapfolyamat, amit modelle-
zés céljabol hasznalnak, az a kézonséges Brown-mozgas. Ha nem is mindig ebbdl
indulnak ki direktben, akkor is sok esetben az adott sztochasztikus folyamatot a
tér vagy az id§ atskalazéasval alakitjak at kozonséges Brown-mozgassa. Az egy-
szertisége és konnyen kezelhet&sége miatt igen elterjedt, viszont a val6életbeli
problémék Gsszetettsége meghaladja sok esetben a korlatait.(31) Alakjat az alab-
bi képlet irja le, ahol B; egy Brown-mozgast jelol:

Xt:Bt

A legelterjedtebb alapfolyamatnak a geometria Brown-mozgés tekinthetd, ugyan-
is a nemnegativitasa miatt alkalmas az eszkozarak modellezésére. Modellezési
szempontbol az egyik elénye egyben a hatranya is, hiszen a paraméterei idGinvari-
ansok, vagyis a sztochasztikus folyamat paraméterei idében valtoznak. Viszont ezt
kihasznélva robusztusabban képes megfogni egy folyamat valtozéasait.(32) Képlete
a kovetkezsképpen alakul Xy = = kezdeti feltétel mellett:

dXt = /LXtdt + O'XtdBt

Az egydimenzits difftizios folyamtok igen elterjedtek az optiméalis megallasi
folyamatok modellezésénél, viszont mivel a sztochasztikus folyamatok igen ki-
terjedt osztalyat képesek vagyunk altala lefrni, igy az altalanos megoldd mod-
szer helyett inkadbb egyedileg oldjuk meg az adott problémékat, f6leg ha azok
sszetettebbek.(27) Altalanos alakja:

dXt = M(Xt)dt + (7(Xt>dBt

A kovetkezd alapfolyamatot legf6képpen a szekvencialis elemzések sorén al-
kalmazzak, ugyanis ekkor a sztochasztikus folyamat driftje ismeretlen, aminek
értékére valos adatok alapjan kovetkeztetnek két lehetséges alternativ paraméter
koziil.(31) Alakja:

dX; = a; Xydt + 0 X d B,y

ahol a; € {an,a;}, Plag = ap) = mo, P(ag = a;) = 1 — my.

A kovetkez6 folyamat a rezsimvaltas egy specidlis esete, ami a rendezetlenségi
probléma esetén lehet hasznos eszkéz. Hasonlatos az el6z6 folyamathoz abban a
tekintetben, hogy minketténél valos adatok alapjan kovetkeztetiink az ismeretlen
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paraméterekre, de mig az el6zGekben azok idében allanddak voltak, addig most
megenged;jiik, hogy id6ben valtozzanak. (23)

dXt = ,u(t)Xtdt + O'XtdBt

ahol a drift tag p; értékrsl ps értékre valtozik 6 valoszintséggel, P(6 > t) =
(1 —ple ™.

Célfuggvény

A megfelel§ célfiiggvény megvalasztasa elengedhetetlen része az optimélis megal-
lasi problémak megoldésanak, ugyanis ezek nem csak a felmeriilt problémat oldjak
meg, hanem sok esetben az ehhez vezets utat is nagyban leegyszertsitik. Az opti-
malis megallési feladatok sok szempontbol csoportosithatdak, az egyik ilyen hat
kiilonb6z6 kategéraba sorolja be Gket: szekvencidlis elemzési probléma, optima-
lis el6rejelzési probléma, buy-low sell-high probléma, rendezetlenségi probléma,
opci6 arazas és masok(12).

Szekvencialis elemzés

El6szor is feltessziik, hogy a rendelkezésiinkre allo adatok egy olyan sztochasztikus
folyamatbol szarmaznak, aminek a paraméterei binéris véletlen valtozok, tovabba
pedig a priori eloszlasuk ismert. Folyamatosan vesziink hozzé az adathalmazunk-
hoz tjabb tagokat és ezzel egy idGben frissitjiikk az eloszlas paramétereit, tehat
azok id6ben nem lesznek allanddak. A szekvenciélis elemzés 1étrejottének alapvets
célja, hogy ezen valtozd paramétereket gyorsan és pontosan azonositsak. (35)

Az adatgytijtés el6tt akar el6re is meghatarozhatunk egy megallasi szabalyt,
mely a tovabbi adatok bevonésat leallitja abban az esetben, ha szignifikans ered-
ményt talal. Ennek a segitségével a klasszikus hipotézisvizsgéalathoz képest akar
hamarabb is levonhatunk kovetkeztetéseket a mintankrol, ami az adatgytijtés al-
tal generalt emberi, illetve a pénziigyi koltségek nagysagat is jelentGsen tudja
csokkenteni.

Rendezetlenségi probléma

Tegyiik fel, hogy az alapfolyamat dX, = u(t)X,dt + 0 X;dB, alaka. Egy véletlen
valtozo irja le azt az esetet a pénziigyi piacon, amikor a bull marketbdsl atmegy
a bear marketbe. A bull market kifejezést olyan piac leirdsara hasznéljak, amely
esetében a piacon elérhetd legtobb részvény értéke novekszik, mig a bear market
esetén a legtobb részvény értéke csokken. Elengedhetetlen a befektetGk szamara,
hogy ezt a pillanatot minél gyorsabban, pontosabban felismerjék és ez alapjan



hozzanak pénziigyi dontéseket. A leggyorsabb felismerésre Shiryaev 2002-ben(38),
valamint Karatzas 2003-ban(39) publikalt cikkében is mutat egy-egy példat:

V= iITlf{IP)(T <)+ cE[(t—0)"]}
V= mTin El0 — 7|,
ahol E|0 — 7| = E[(t —0)T + (0 — 7)T] = E[(r — 0)T] + E[0] — E[T A 0].

A befektettk szamara nem csak az atmenet idejének meghatarozasa a fontos,
de a hasznosségi fiiggvényilik maximalizalésa is.
V(z) =supE[U(X,)]
7>0
Ennek a probléménak lehetséges megoldasai Gapeev és Peskir 2006-ban(10) pub-

likalt cikke szerint azon hasznossagi fiiggvények, melyek elGallnak U(x) = In(x)
vagy U(z) = x alakban.

Optimalis elérejelzési probléma

Ha egy befektetének eladasra szant részvénye van, akkor azt a legmagasabb aron
szeretné értékesiteni. Viszont annak az idépontnak a meghatarozasa egy igen ne-
héz feladat. Ha tegyiik fel a részvény Brown-mozgast kovet, akkor a befektetének
az 1 id6pont el6tt kell dontést hoznia az alabbi fiiggvény tekintetében:

2
V= inf E (BT — max Bt)
r€[0,1] 0<t<1
2007-ben Toit és Peskir(11) adott megoldast a driftes Brown-mozgasok optimélis
elérejelzési problémajara. Sok befektets technikai elemzést is végez, aminek soran
figyelembe veszik a tamasz, illetve az ellenallas szinteket is. Angelis és Peskir 2016-
ban(12) publikilt munkajaban az optimalis elérejelzési modell segitségével nem
csak a legmagasabb szintet, hanem a tdmasz és ellenéllasi szinteket is megadtéak:
V = inf E|(B,—L)]
T€[0,T

ahol L egy véletlen valtozo, ami a tdmasz vagy az ellenallas szintet jeloli az adott
eloszlas esetén.

Buy-low sell-high probléma

Ebben az esetben azt tessziik fel, hogy egy befektetd akkor szeretné eladni egy
eszkozét, amikor annak diszkontélt pénzaramlasai a lehets legtobbet érnek. Erre
publikalt 2012-ben Van Khanh(11) egy hasznossagi fiiggvényt:

V(z) = sup Ele7""X;]
T€[0,T]
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Ellenkez6 esetben, ha egy befektets egy eszkozt szeretne megvéséarolni, akkor
azt a lehet6 legalacsonyabb &ron szeretné megtenni, vagyis amikor a diszkontalt
pénzaramlasai a legkisebbek. Erre hasznalhato hasznossagi fliggvényt szintén Van
Khanh publikalt 2014-ben(8):

V(z) = inf Ble7"X,
() = Inf Ele™" X

Valos piacokon a kereskedés nem ingyenes, igy ha feltessziik, hogy egy adott
eszkoz eladésa K koltséggel jar az eladonak, akkor az altala elérheté hasznossagi
fiiggvény a kovetkezs alakra modosul:

V(z) = sup Ele7"(X; — K)]

T€[0,7T

Shiryaev 2008-ban(32) publikalt cikkében azt a problémaét jarta korbe, amikor
egy befektetd a lehetd legmagasabb aron szeretné értékesiteni a meglévs eszkozét
gy, hogy ennek alapjaul az adott eszkoz eddig elért maximalis értéke szolgal:

X
= inf BE|1-2F
vio -t B[]

Dai és Zhong 2012-ben(9) publikalt cikkében az Sr értéket az Ar arak atla-
gaval helyettesitette. Az Ar az alabbi modon all elé:
A { exp % fOT log X, dv) geometriai kozép esetén
T pumy

+ J; log X, dv aritmetikai kozép esetén

Opcid arazas

Szamtalan kiilonb6zd tipusi opcid elérhetd a piacokon, amelyek megalkotéasanak
célja és ezaltal a célfiiggvényiik is eltérs. A kovetkezGekben ezekbdl mutatok par
példat, illetve a szakdolgozatomban egy speciélis esetre részletesebben is ki fogok
tértni.

Az amerikai opci6 esetén az opcid birtokosa a lejarat elgtt barmikor eladhatja
vagy megvasarolhatja a mogottes eszkozt az elére lerdgzitett aron. (21)

V(z) = sup E[e7 (X, — K)T]

7€[0,T]
Az orosz opcid vevije a részvény vételi és a lehivasi id6pontja kdzotti idGszak-
ban felvett maximalis arfolyamanak diszkontaltjat kapja. (25)

V(z,s) = sup E[e""S;]
T€[0,T7]
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Az &zsiai tipusu opcid egy olyan egzotikus opcid, melynek lejaratkori érté-
ke megegyezik az alaptermék lejaratkori aranak és az opcid élettartama alatti
atlagaranak kiilonbségével, ha ez pozitiv értéket ad, kiillonben nulla. (13) (18)

Vi(z,t) = sup Ele T I[£(X, — A,)]7]

T€[t,T)

A lookback opci6 lehetévé teszi a tulajdonos szamara, hogy az opciot a mo-
gottes eszkoz legkedvezdbb aran hivja le az opcio futamideje alatt. (14)

V(z,m,K) =supEle (S, —m,)"]

7>0

Megold6 médszerek

Mivel az optimalis megéllasi problémak csak a pénziigyek teriiletén is igen sok,
kiilénbo6z6 problémét fednek le, igy megoldé modszereik is hasonldan széles skalan
mozognak. Egy adott probléma esetén is szamtalan kiilonb6z6 megoldé modszer
nyujthat azonosan j6 eredményt, viszont ezek Osszetettsége, valamint szamités-
igénye mar merében eltérd lehet egymastol. A szakdolgozatom tovabbi részében
egy adott probléma vonatkozasaban konkrét példakkal is fogok szolgalni, hogy
milyen megoldasi modszerek 1éteznek, és ezek koziil melyiket érdemes hasznélni.
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4. fejezet
Opcidk

A fejezet célja, hogy egy atfogd képet adjak a szakdolgozatomban szerepls opci-
okrol és azok f6bb tulajdonsagairol.

Eurépai opcié

Az eurépai vanilla call (vételi) opcid egy olyan pénziigyi szerz6dés, amely az opcio
birtokosanak jogot, de nem kotelezettséget biztosit arra, hogy egy adott eszkozt
a jove egy elére meghatarozott id6pontjaban, elére meghatérozott mennyiségben
és aron megvasaroljon. Az opcid eladdjanak kotelessége részt venni az iigyletben,
ha az opci6 birtokosa tigy dont, hogy él az opcié altal biztoitott jogéval és lehivja
azt. Az opcio kiiroja tetszélegesen nagy veszteséget is elszenvedhet, ha a piac a
zalasara az opcid vevGjének egy el6re meghatarozott 6sszeget kell fizetnie, melyet
az opci6 aranak neveziink. Az opcioval vald kereskedés elGtt meg kell hatarozni
annak fair arat, ami nem teszi lehet6vé a vele valo kockazatmentes arbitrazst.(43)

Az eurdpai vanilla opcid értéke nagymértékben fiigg a mogotte 1évs részvény
arfolyamanak jovébeli mozgasatol. Ha példaul az arfolyam emelkedik, és egyuttal
jelenGsen meghaladja a lehivasi arat, akkor a call opcié birtokosa nagy nyereséget
fog elérni, mig a put opcié birtokosa semmit sem fog keresni az adott iigyleten.
Igy ebben az esetben a call opci6 sokat ér, mig a put szinte semmit sem.

Az opcidk ardanak analitikus meghatarozasahoz sziikség van olyan matematikai
modellekre, melyek leirjak az opcié mogott allo részvény arfolyaménak viselkedé-
sét.

Az eurdpai vanilla call opcié arazésara 1973-ban Fischer Black és Myron
Scholes(1), valamint Robert C. Merton(10) mutatott be egy olyan modellt, ami
felteszi, hogy a mogottes részvényarfolyam geometriai Brown-mozgast kovet kons-
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tans drifttel és volatilitassal. Ez a modell Black-Scholes (vagy Black-Scholes-
Merton) néven valt az egyik legismertebb opcié arazasi modellé.

Széles korben hasznaljak a pénziigyi piacokon az eurdpai opciok elméleti ara-
nak meghatarozasahoz, mely elég kozel all a piacon megfigyelhetd valodi arakhoz.
A képletben rejls hibaktol fiiggetleniil sok mas, joval Osszetettebb opcidk araza-
si képletének megsziiletéséhez is hozzajarult, mint példaul az amerikai vanilla
opcidééhoz.

Amerikai opci6

Az amerikai vanilla opci6 erGsen hasonlit az eurépai verziojahoz, viszont mig az
el6z6 lejarat el6tt barmikor, az utobbi csak a lejarat pillanataban hivhato le. Ez a
korai lehivési jog teszi az amerikai opciokat értékesebbé az eurdpaiakhoz képest.
Viszont ezaltal az arazasa is joval Osszetettebb és sok esetben bonyolultabb is.

A korai lehivési jog létezése vezetett a valtozo hatéar problémahoz, mivel az
arazési tartomany hatarai az id6 el6rehaladtaval valtoznak és azokat a megoldas
részeként kell meghatarozni. Ezaltal az drazas egy nemlineéris probléméava valik.

2006-ban Zhu publikalt egy zart arazo képletet(), ami az amerikai call opcid
arat képes barmilyen pontossaggal meghatarozni. Ez volt az akkoriban elérheté
legpontosabb megoldés, viszont a képlet kiértékelése sok id6t vett igénybe.

A megoldast kozelitd modszerek viszont ettsl sokkal gyorsabbak, illetve elég
nagy pontossaggal képesek meghatarozni a vanilla opcié arat. Az amerikai tipu-
st opcidk ardnak meghatarozasara altaldban két nagy kozelité modszer csaladot
szoktak hasznalni: a numerikus, illetve az analitikus modszereket.

A numerikus moédszerek koziil érdemes kiemelni par elterjedtebbet, mint pél-
déaul a véges differencidk modszerét(6), a binomialis fat(2), a Monte Carlo szimu-
laciot (3) és a legkisebb négyzet modszerét(15). Az analitikus modszerre pedig
példa a Laplace-transzformacio(7) és a kvadratikus kozelité modszer (D).

Exotikus opci6

Az opcidk besorolasa viszont nem csak a fent felsorolt két csoportba térténhet,
ugyanis léteznek sokkal Gsszetetebb opcidk is a pénziigyi vilagban, amit sszefog-
laloé néven egzotikus opcioként szokés nevezni. Mivel egy ilyen tipusu opcié egy
sokkal bonyolultabb pénziigyi problémara nyujt megoldast, igy az arazasa joval
osszetetebb feladat, mely nagyban fiigg a felirt modelltél fajtajatol is. (51)

Az egzotikus opciok igen valtozatos format képesek felvenni, viszont a kovet-
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kez6 hat tulajdonsig alapjan sokkal konnyebben megfoghatoak: id6fliggés, pénz-
aramlas, atvonalfiiggés, dimenzid, rend, bedgyazott dontések.

Az idsfiiggés alatt nem a Black-Scholes-képletben 1évé kamatlabak, osztalék
valamint volatilitas idébeli valtozasat értjiik, hanem a konkrét opcids szerzddés
idsfiiggsségét, amire példa az egyes idGpontokban vagy idGszakokban lehetséges
korai lehivas lehetGsége. Az ilyen tipusi opciok numerikus modszerrel vald arazasa
esetén elkeriilhetetlen az id6 diszkretizalasa, ami fontos, hogy egybeessen az opciod
altal meghatarozott események bekovetkezésével.

Egy opci6é pénzaramlasa lehet diszkrét, illetve folytonos is. Diszkrét esetben
a szerzodés értéke csak bizonyos id6pontokba valtozik, vagy mas néven ugrik az
opcio6 altal biztositott pénzaramlas miatt, mig folytonos esetben minden idépilla-
natban bekovetkezik ez a pénzaramlas. Erre a masodik esetre egy példa, amikor
az opcio tulajdonosa minden olyan nap kap egy azonos Osszegi kifizetést, ha az
adott részvény egy bizonyos szint felé emelkedik.

Sok opcid kifizetése nem csak a mogottes eszkoz lejarat pillanataban felvett
értékétdl, hanem az altala megtett at alakulasatol is fiigg. Az ilyen tipusi opcidkat
utvonalfiiggének is szokas nevezni, amin beliil megkiilonboztetjiik a gyenge és
az erGs utvonalfiiggbket is. Gyenge utvonalfiiggé opciora példa a barrier opcio,
ami akkor aktivalodik vagy sztinik meg, amikor a mogottes termék ara meghalad
egy elére meghatarozott szintet. Erds utvonalfiigegs opcidra pedig az ézsiai opcio
a példa, mely ardnak meghatarozasa soran szerepet jatszik a mogottes termék
aralakulasanak atlaga egy el6re meghatarozott idéintervallumon.

A dimenzi6 sz6 alatt a mogottes fiiggetlen valtozokra kell gondolnunk. Példaul
egy vanilia opci6 esetén a dimenzié kettének tekinthetd, hiszen egy ilyen fajta op-
ci6 értékét két fliggetlen valtozo hatarozza meg: az id6 t és a mogottes eszkoz ara
S. Altalaban a gyengén ttvonalfiiggé és a nem tutvonalfiiggd opciok két dimen-
ziosak szoktak lenni. Harom dimenziésnak tekinthetjiik az erdsen utvonalfiiggs
opcidkat, hisz ebben mindenféleképpen megjelenik egy olyan 4j valtozd, mely a
mogottes eszkdz altal bejart utat kell, hogy tarolja. Tovabba akar olyan hérom
vagy tobb dimenziés opcid is elképzelhetd, melynek az értéke az id6 dimenzion
tul két vagy tobb mogottes eszkoz aranak alakulasatol is fiigg.

Az exotikus opcidk esetén a rendre is érdemes kitérni. Els6 rendtinek nevezziik
azokat az opcidkat, melynek a kifizetése csak a mogottes eszkoztsl fligg, amelyet
kozvetleniil modelleziink. Magasabb rendti opciokrol akkor beszéliink, ha az opcid
kifizetése és ezaltal értéke egy masik opcio(k) értékétsl fiigg kozvetlenil.

Beagyazott dontéseknek tekinthetSek azok az opcidba beépitett lehetdségek,
amiknek a segitségével az opcié tulajdonosa élhet egy elére meghatarozott idé-
pontban vagy idGintervallumba és ezaltal egy kedvezbb helyzetbe keriilhet. Erre
egy példa az amerikai tipusi opcidkban 1év6 korai lehivés lehet&sége, aminek meg-
felel6 megvalasztasa esetén maximalizalhato az opcid altal kinalt haszon vagy mas
esetben minimalizalhat6 a lehetséges veszteség nagysaga.
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Példak exotikus opcidkra

azsiai opcid
Az azsiai opcid végsd kifizetése fiigg a mogottes eszkoz egy bizonyos idGszak
alatt elért atlagaratol.

barrier opcio
A barrier opci6é akkor aktivalodik vagy sztinik meg, ha a mogottes eszkoz
egy elére meghatarozott szintet, mas néven barrier elér.

chooser opcidé

A chooser opcié az opci6 tulajdonosanak egyfajta jogot biztosit arra, hogy
az opci6 futamideje soran egy el6re meghatarozott idépontban dontsén ar-
r6l, hogy call vagy put opciét szeretne-e.

lookback opcid
A lookback opcio kifizetése az opci6 élettartama alatt bekdvetkezs legala-
csonyabb vagy legmagasabb eszkoz artol fiigg.

binary opcié
A binaris opcio kifizetése egy fix dsszeg, ha a mogottes eszkoz ara elér egy
elére meghatarozott szintet, minden mas esetben pedig nulla.

Arazasi modszerek

Az exotikus opcidk Osszetettsége miatt az drazéasuk is joval bonyolultabb feladat,
mint egy sima eurépai vagy amerikai opci6é. Sok esetben zart képlet sem létezik
mindegyik opciora, viszont a kévetkezd modszerek segitségével meghatarozhato
az aruk. A modszerek miikodését részletesen taglalom a (7.) fejezetben.

Monte Carlo szimulaci6
Binomialis fa modellek
Analitikus moédszerek
Numerikus médszerek

Sztochasztikus volatilitds modellek
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5. fejezet
Azsiai opcidk

Az azsiai opcidt 1987-ben David Spaughton és Mark Standish dolgozta ki a ke-
reskedelmi forgalomban hasznéalhato nyersolaj atlagardhoz kotott opcidkhoz. Az
azsiai megnevezés csupan csak onnan ered, hogy a technika kidolgozésa soran
mindketten Tokioban tartozkodtak egy tizleti ut kapcsan. (52)

Az azsiai opci6 az egzotikus opcidk utvonalfiiggs csalddjaba sorolhato, ugyan-
is az opcio kifizetése az alapjaul szolgald eszkoz aranak idébeli alakulasatol fligg
egy atlagolasi modszeren keresztiil. A valosdgban ez altalaban olyan opcids szer-
z6déseken keresztiil valosul meg, mely sordn annak megvéasarloja jogot szerez
arra, hogy az opcidhoz tartozo alapterméket megvasarolja egy el6re meghataro-
zott idGintervallumon elért atlagarért cserébe. Az azsiai opciokkal elsGsorban az
OTC piacokon, vagyis a t6zsdén kiviil kereskednek, viszont ezen kiviil még meg-
taldlhatoak az arucikkek, illetve a devizakkal 6sszefiiggésbe hozhato kereskedések
soran is.

Az opci6 kifizetésfiiggvényében szerepls atlagoléasi technikak szdmos modon
megnyilvanulhatnak. Megkiilonboztetjiik a fixed-strike vagy méas néven average-
rate tipusi azsiai opcidkat, ahol az alapterméknek az atlag tekinthetd, valamint
a floating-strike tipusi ézsiai opcidkat, ahol az opci6 lehivési dra az alaptermék
aralakulédsanak atlagaval egyezik meg. Az atlag szamitéds modszereirdl is érdemes
par szot szolni. Ezen szamitas alapjaul szolgalhat diszkrét, illetve folytonosan
megfigyelt adat is egyarant. Tovabba az atlagolés két legeleterjedtebb modszere
ez esetben az aritmetikai, mas néven szamtani, illetve a geometriai, masik nevén
mértani atlag szamitas. Ezen kiviil pedig akar sulyozott atlaggal is szamolhatunk,
ahol a silyok megvalasztasa lehet egyenls vagy akar tetszéleges is. Ezen kiviil,
mint oly sok mas opcié esetén, itt is megkiilonboztetiink eurdpai tipusa azsiai
opciokat, valamint amerikai tipusi azsiai opciokat is egyarant.

Az amerikai tipus a szakirodalmakban néha ameriasian vagy hawaiian option
néven is feltlinik, mig az eurdpai valtozatot egyes cikkek eurasian néven emlitik.
Az azsiai opcidkkal kapcsolatos tanulmanyok nagy része legfképpen az eurdpai
tipussal foglalkozik, ugyanis az amerikai tipusban rejlé korai lehivas lehet&sége
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részben ellentmond az azsiai opciok megalkotasanak céljaval. Ez nem volt mas,
mint hogy ennek segitségével elkeriilhessék, hogy a spekulansok felhajtsik a leja-
rathoz kozeli alaptermék arakat, melyek segitségével nagyobb nyereségre tehetnek
szert. Kemna és Vorst(30) is érvelt az amerikai tipusa azsiai opciok ellen, ugyanis
véleményiik szerint ez Gjra visszahozné az armanipulécio lehet&ségét a piacra, ha
rogton az atlagolas megkezdését kovetGen lehivnak az opcidt. Zhang(37) viszont
szamszerd eredménnyel tamasztotta ala, hogy az ilyen fajta kockézat szinte elha-
nyagolhat6. Ezektdl fiiggetlentil viszont a valésagban a kereskedések nagy része
az amerikai tipussal valosul meg.

Az eurdpai tipusi azsiai opcidk esetén az analitikus arazési modszerek még
mindig aktiv kutatasi teriiletet képeznek, igy ezen opciok arazésa esetén a nu-
merikus megkozelitések valtak kozkedvelté. Arazasuk tobb kiilonbozs kiilonbozs
eljaréssal is megvalosulhat, mint példaul a Taylor-féle kiterjesztés, a Laguerre-
sorozat kiterjesztése és a Laplace-transzformacié inverzios technikiaja nyoman is.

Az amerikai tipus esetén is a numerikus modszerek valtal elterjedtebbé az
arazasaban. Ilyen példaul az 1993-ban Hull and White(33) altal bemutatott bi-
nomidlis fa modell vagy a 2001-ben Longstaff és Schwartz(15) altal bemutatott
least square Monte Carlo modszer, ami az alap Monte Carlo moédszer egy tovabb-
fejlesztésének is tekinthetd.

Atlagolas

Az azsiai opciok esetén fontos szerepet jatszanak az atlagok, melyet A(t) fog
jelolni a tovabbiakban. A kovetkezGekben felsorolom a négy legelterjedtebb eset
konkrét képletét.

Aritmetikai (szamtani) atlag diszkrét minta esetén:

AW = > S()

Aritmetikai (szamtani) atlag folytonos minta esetén:

Geometriai (mértani) atlag diszkrét minta esetén:

Aft) = (H sm)) n
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Geometriai (mértani) atlag folytonos minta esetén:

Alt) = exp{% /1 o S(u)du}

Kifizetésfiiggvény

Az azsiai opci6 kifizetésfiiggvényének alakulasa fligg attol, hogy call vagy put
opciot szeretnénk-e arzani, valamint tovabbé attol is, hogy fixed vagy floating
tipusu strikerol bezéliink az adott esetben.

Fixed-strike call opcié kifizetésfiiggvénye a t idGpillanatban:

max(0, A(t) — K)

Fixed-strike put opcié kifizetésfiiggvénye a t idGpillanatban:

max (0, K — A(t))

Floating-strike call opcio kifizetésfiiggvénye a ¢ idépillanatban:

max(0, S(t) — A(t))

Floating-strike put opcio kifizetésfiiggvénye a t idépillanatban:

max(0, A(t) — S(t))

Azsiai opcidé arazasi mdédszerei

Az eurdpai, valamint az amerikai tipusu ézsiai opciok aranak meghatarozasa
szamtalan kiillonb6z6 modszer segitségével is megvalosulhat.

Zart képlet

A jelenleg elérhetd szakirodalmak tekintetében csak az olyan azsiai opciok esetén
érhetd el zart drazési formula, amelyek geometriai dtlagolast hasznalnak. 1990-ben
Kemna és Vorst(19) publikaltédk cikkiikben az ilyen tipust opciok zart képletét.
Az em06gott 1év6 gondolat csupan annyi volt, hogyha a mogottes eszkoz araknak
vessziik a geometriai atlagat, akkor az lognormalis eloszlast fog kovetni, mig ha
ugyanezen eszkozoknek vessziik az aritmetikai atlagukat, az méar nem teljesiti ezt
a feltételt.
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Tehat a geometriai esetben a zart képlet nem lesz mas, mint:
call = SpeMI=TIN(dy) — Ke " T=TI N (dy)

put = Ke "1 N(—dy) — SpeT-T) N (—d,)

ahol r a kockazatmentes kamatlabat, a Ty a kezdeti, mig T" a lejarat id6pontjat
jeloli, tovabbé pedig
In % + (b 0,50%)T
dyo =

o (TA\/T

A o4 jeloli a kiigazitott volatilitast, a b pedig az osztalékhozamot

ag

o4 = —

SNV
1 o?

ahol a o a megfigyelt volatilitast jeloli, mig a D az osztalékhozamot.

Kozelité formula

Mint azt az el6z6 részben lathattuk jelenleg nem létezik zart arazod képlet az
aritmetikai atlagolason alapulé azsai opcidkra. 1991-ben viszont Turnbull és Wa-
keman (50) publikilt a call és a put opciora is egy kozelité képletet. Ezekhez
feltették, hogy a mogottes termék aranak aritmetikai atlaga kozelitéleg lognor-
maélis eloszlast kovet, valamint az opci6 drazasdhoz az atlag elsd, illetve masodik
momentuménak hasznalatat javasoltak. Ez esetben az opcidk arat a kovetkezs
kozelit6 képletek adjak meg:

call = Se® """ N(dy) — Ke ™ N(d,)

put &~ Ke ™" N(—dy) — SpePT" N (—dy)

ahol a T* a lejaratig hatralévs idét jeloli, ami kezdetben pont T = T egyezik
meg, késGbbiekben pedig a T* = T — 7, ahol 7 az eltelt id6t jeloli.

_ InSK+ (b+0.50%)T"
oaVT*

dy

dgzdl—O'A—\/T*

ahol a kiigazitott volatilitas és az osztalékhozam a kovetkezSképpen alakul

In MQ
T

_ll'lMl
T

oA — —2b

b
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A képletekben szereplé M és My az elsé és a méasodik momentumot jeloli, feltéve,
hogy az atlagolasi idGszak még nem kezd&dott el.

Ml _ e(rfD)T _ 6(7‘7D)7—
(r—D)(T—1)
26(2(T—D)+U2)TSQ 252 1 e(T_D)T
M, = _
2= - Drod) @201 0T (r—D)T? (2(r “Djto2 r-D +02)

Ha az atlagolas alapjaul szolgédld idészak mar elkezd6dott, akkor a kotési ar az
alabbi képlet szerint fog alakulni, ahol a T" tovabbra is az eredeti lejaratot, a T™ a
lejaratig hatraléve id6, a K az eredeti kotési arat és az Sgy @ mogottes eszkozar
alakulasdnak atlagat jeloli.

TK (T —1T%)Sau

K, = —
AT T T

Fan valo arazas

Az ézsiai tipust opcidk arazasa binomialis, illetve akar trinomialis fa segitségé-
vel is lehetséges, melyek els6 dokumentalt megjelenései Hull és White 1993-ban,
illetve 1994-ben(33) publikalt cikkeihez kothetSek. Az opci6 értéke barmely id6-
pontban meghatarozhato, hiszen az csak a megtett péalyan felvett atlagartol fligg
csupan.

Arazasa soran az alap binomialis fa arazasaboél indulunk ki, de mivel az opci6
értékének meghatarozasa soran kulcsfontossagu szerepet tolt be annak atlagara,
igy létre kell hozni egy kiegészits racsot is, amely lekoveti az dtlagérakat az egyes
idépontokban. Az opcid kifizetését ismerjiik a lejarat idépontjaba és ezt felhasz-
nalva visszafelé haladva minden egyes csomopontba meg kell hatarozni az opciod
értékét a kovetkezs képlet segitségével:

V(i,j)=e™pV(i+1,j+1)+ 1 -p)V(i+1,5)]

ahol V' (i,7) az opcié értéke az i-edik idGszak j-edik csomoépontjaban. Minden
idslépésnél frissiteni kell az atlagarakat, valamint az opcid kifizetését is.

Véges differencidk modszere

1995-ben Rogers és Shi(53) publikalta modszerét, ami egy egydimenzios parcialis
differencialegyenlet segitségével irja fel az azsiai opcid értékét, melyenek egyenlete
a kovetkezdképpen fog alakulni:

of(z, 1 0% f(x,
D) LIy )
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A peremfeltétel megvalasztasa fligg az azsiai opcio fajtajatol, igy a floating-strike
esetben
f(T,z) =1+

lesz, mig a fixed-strike azsiai opcid esetén
f(T,x)=x

Ez a parcialis differencial egyenlet a véges differencidk modszerével megoldhato
és a floating-strike esetben az opcié ara Syf(0,0) lesz, mig fixed-strike esetén

Sof (O, s%) A megoldés sordn probléma léphet fel a rovid lejarati iddk, illetve
alacsony volatilitas esetén.

Monte Carlo szimulacio

Mint azt mar korabban emlitettem az azsiai opcidk erésen ttvonalfiiggs opcionak
szamitanak, vagyis az aruk meghatarozasahoz sziikség van az alaptermék éarala-
kulasanak ismeretéhez. Eppen ezért valt népszertivé az azsiai opcié Monte Carlo
szimulaciéval valo bearazésa.

Ennek alapjaul az szolgal, hogy feltessziik, hogy az alaptermék geometriai
Brown-mozgast (GBM) kovet és a bemeneti paramétereink segitségével minden
egyes id6pillanatra meghatarozzuk az alaptermék aralakulasat a kovetkezd mo-

don:
Suas = Syl 3o

ahol dt az id6lépés hosszat, mig a z; egy normalis eloszlast véletlen valtozot jelol.
Minden trajektoria esetén eltaroljuk ezeket a kozbiilsG értékeket is, ugyanis ezek
segitségével tudjuk csak meghatérozni az adott trajektoria atlagos arat. Erre azért
van sziikség, mert ennek segitségével tudjuk meghatarozni az opcié lejaratkori
kifizetését, amit ezt kovetSen vissza is diszkontalunk. Ezzel a modszerrel tobb
trajektoriat is generalunk majd vessziik a visszadiszkontalt kifizetések atlagét,
mely megadja szdmunkra az opcid arat.

Monte Carlo control variate technika

A Monte Carlo szimulaci6 sordn a pontossig névelése érdekében vagy a szimu-
laciok szamat érdemes novelni, vagy a varianciat érdemes csokkenteni kiilonb6zé
modszerek segitségével. Az azsiai opcid esetén a control variate technika egy na-
gyon jo eszkoz, melynek a segitségével a szimuléciok szamanak megnovelése nélkiil
kaphatunk a korabbinal pontosabb eredményt. Ez a médszer azért alkalmazhato
az azsiai opcidk esetén, mert az aritmetikai és a geometria tipusu atlagolassal
kapott eredmény hasonlé egymashoz, tovabba pedig a geometriai esetnek 1étezik
zart képletes alakja. A modszer alkalmazasa sordn generalni kell trajektoriakat,
vagyis jelen esetben alaptermék arfolyamokat, amelyek esetén ki kell szidmitani
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az opcid értékét mindkét esetre nézve. Jelolje Vi az igy kapott aritmetikai at-
lagolassal késziilt azsiai opci6 arat, mig V5 a geometriai tipusat. Tudjuk, hogy
a geometriai esetben létezik zart képlet, igy az altala adott opci6 arat jelolje
V. A control variate modszer képletébe behelyettesitve ezeket megkaphatjuk az
aritmetikai atlagolassal kapott valodi opcio arat:

Va=Vi—-Va+ Vs

Least square Monte Carlo médszer

Az amerikai tipusa azsiai opcidk aranak meghatarozasahoz hasznalhato a least
square Monte Carlo médszer (LSMC) is. Ennek alapjaul a Longstaff-Schwartz
algoritmus szolgal, amit eredetileg amerikai opciok arazésara fejlesztettek ki.

Avzsiai opci6 esetén el6szor generalni kell a Monte Carlo szimulacio segitségével
jovébeli részvényarakat. Ezt kdvetGen minden egyes szimulalt trajektoria esetén
meg kell hatarozni az opci6 kifizetését, amihez sziikséges az adott trajektorian
felvett atlagos aranak meghatérozésa is. A modszer egyedisége abban rejlik, hogy
egy regresszio illesztének segitségével hatarozzuk meg azt minden egyes trajekto-
ria esetén, hogy mikor lesz érdemes élni az opcios jogunkkal és lehivni azt. Ezt
az eljarast visszafelé haladva végezziik el, ugyanis lejaratkor ismert szamunkra az
opci6 értéke. Ha azt meghataroztuk, akkor minden tovabbi lépésnél regressziot
illesztiink a diszkontalt jovébeli kifizetésekre az aktualis arak fliggvényében. En-
nek a segitségével meg tudjuk becsiilni a folytatasi értéket (continuation value),
vagyis, hogy érdemes-e élni az opciés jogunkkal vagy sem. Ha az opcio lehivasa-
bol nagyobb hasznunk széarmazik, mint a folytatasi érték, akkor érdemes az opciot
azonnal lehivni, mig ellenkezs esetben tartjuk tovabb az opcionak legalabb a ko-
vetkez$ idGpontig. Végiil pedig a diszkontalt kifizetések atlagat vessziik, mely
megadja az azsiai opcid arat.
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6. fejezet
Szimulacio

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben bemutatott modszerek segitségével drazom
be az azsiai opcié kiilonbozé verzioit. A szimulaciokhoz a kovetkezd paraméter
értékeket fogom hasznélni, melyektsl az esetleges eltérést kiilon hangsilyozni fo-
gom. Itt az Sy az alaptermék kezd§ arfolyamat, a K a kotési arfolyamot, T a
lejaratot években, az r a kamatlabat, a o a szoérast, a numsim pedig a szimulalt
trajektoridk szamat jeloli. Ezeken kiviil a szimulaciok soran meg fog jelenni a
numper paraméter, mely a periddusok szaméat fogja jelolni.

paraméter | Sy K T r o numsim
érték 100 90 1 0,05 0,2 10000

6.1. tablazat. Szimulaciokhoz hasznalt alapparaméterek.

A fixed-strike, illetve a floating-strike tipusu azsiai opciok kozotti kiilonbségek
leginkabb akkor mutatkoznak meg, amikor azonos paraméterek mellett genera-
lunk szimulaciokat a Monte Carlo modszer segitségével. Ebbdl is latszik, hogy a
kotési arfolyamnak a floating-strike esetben nincs jelentGssége, ahogy azt a defini-
civjabol mar lathattuk, csupan csak az alaptermék aralakuldsédnak és az atlagolasi
modszer megvalasztasanak. A szimulacié alapjaul a (6.1) paraméterek szolgaltak
és az opcid arat K = 80 és K = 120 kozott minden kotési arfolyamra lefutatat-
tam.

Az azsiai opcidk aranak meghatarozasa soréan fontos figyelembevenni az at-
lagolas modjat, ami lehet aritmetikai és geometria tipust is. A (6.2) abran az
aritmetikai és a geometriai atlagolassal meghatarozott arak kiilonbsége lathato
kiilonb6z6 kotési arfolyamok mellett. Mas paraméterek mellett is az aritmeti-
kai atlagolassal meghatarozott opcid drak bizonyultak magasabbnak, mégha ezen
kett6 kozti kiilonbség miniméalisnak is mondhat6. Az abra az (6.1) paraméterek
alapjan késziilt a Monte Carlo szimulaci6 segitségével.
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—— Fixed-Strike Azsiai Call Opcio
20 Floating-Strike Azsiai Call Opcidé
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6.1. dbra. Fixed-strike és floating-strike tipust azsiai opciok aralakulésa kiilonb6z6
kotési arak mellett.
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6.2. dbra. Az aritmetikai és a geomteriai fixed-strike ézsiai opci6é aranak kiilonb-
sége kiilonboz6 kotési arak mellett.

A kamatlab novekedésének hatésara az opcid ara is néni fog. Ebben az eset-
ben a Monte Carlo modszert kiilonb6zd szimulacié méret esetén is lefutattam,
viszont az igy kapott eltérések kozott minimalis volt az eltérés, ami a (6.3) abran
lathato. A volatilitas novelésének hatésara is novekszik az opcio értéke. Ha a (6.4)
abrat megfigyeljiik, lathatjuk, hogy komoly eltérések figyleheték meg a kiilonb6z6
szimulacié méretek esetén, hisz az alaptermék ara a volatilitas novelésének hata-
sara jobban kileng. Viszont ha ez esetben noveljiik a szimuldciok szaméat, akkor
sokkal stabilabb eredményt kapunk az opci6é aranak alakulasara. Az &brékon a
fixed-strike azsiai opci6 értékek lathatoak, melyek az (6.1) paraméterek alapjan
késziiltek.
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—— szimulaciék szama = 100 —— szimulacidk szdma = 100
25 szimulaciék szama = 1000 254 szimulaciék szama = 1000
—— szimulaciék széma = 10000 —— szimulaciok szama = 10000
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6.3. dbra. Az opci6 aranak alakulasa 6.4. abra. Az opcié dranak alakuldsa
kiilonbozé kamatlabak esetén. kiilonbo6z6 szigma értékek esetén.

Az eurdpai tipusi fixed-strike ézsiai opcié arazasa a Monte Carlo szimulacio
mellett a binomialis fa segitségével is lehetséges. A (6.5) &bra alapjan latszik,
hogy a két modszer kozti eltérés minimalis, viszont egyértelmtien nem megmond-
hato, hogy melyik modszer ad magasabb vagy alacsonyabb opci6 értéket azonos
bemeneti paraméter esetén. A Monte Carlo szimulacié az (6.1) tablazat paramé-
terei alapjan késziilt, a binomialis fa modell pedig ezt kiegészitve a numper = 100
alapjan. A binomialis fa esetén a periddusok szdmanak névelése hatasara az opcio
ara konvergal egy adott értékhez, ami a (6.6) abran is latszik.
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o4

6.5. Abra. A Monte Carlo és a binomia-  6.6. adbra. A fixed-strike azsiai opcio
lis fa altal kapott opcio6 arak kiilonbsége  aranak alakulésa kiilonb6z6 periodusok
kiilonb6z6 kotési arak mellett. mellett a binomialis fa modellben.

A control variate modszer jol alkalmazhato az ézsiai opcidk esetén is. A ko-
vetkez6 szimulacioban a Monte Carlo Modszer a sima MC szimulacioval kaphato
aritmetikai tipusi opci6 aranak alakulasat jeloli, az Analitikus Modszer a geomet-
riai tipust azsiai opcio zart képlettel kaphato arat, mig a Control Variate Modszer
a control variate technikdval meghatarozott aritmetikai tipusa azsiai opcid aréat
jeloli. A (6.7) abran is latszik, hogy a Monte Carlo modszerrel és a control variate
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modszerrel meghatarozott opcié arak minimaélis eltérést mutatnak azonos para-
méterekbdl szimulalt mintéak esetén. Viszont, ha a szimulaciok szamat noveljiik,
akkor a control variate modszer mar egészen minimalis szimulacié szam esetén is
stabil eredményt ad, amire a Monte Carlo modszer esetén kozel 10000 szimulécio-
ra lenne sziikség. Ezen kiviil azt is lathatjuk, hogy a konfidencia intervallum jéval
kisebb a control variate modszer esetén, mint a masik esetben. Ez is leolvashato
a (6.8) abrarol.

—— Monte Carlo Médszer 18
—— Control Variate Modszer
Analitikus Modszer

—— Monte Carlo Médszer
—— Control Variate Médszer
16 4 Analitikus Modszer

20
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6.7. abra. Az dzsial opciok dranak ala- 6.8, abra. Az azsiai opciok aranak ala-
kulésa a kotési ar fiiggvényében. kulasa kiilonbozs szimuléacidk esetén.

A volatilitas paraméter névelésének hatasara az opcié ar az analitikus, Mon-
te Carlo, valamint a control variate modszer esetén is névekszik. Ezen kiviil a
(6.9) abrarol azt is megfigyelhetjiik, hogy a volatilitas paraméter hatésara az op-
ci6 alaptermékének ara joval nagyobb kilengéseket produkal, aminek hatéasara a
Monte Carlo szimuléacional a konfidencia intervallum is szélesebbé valik. A cont-
rol variate esetben a megnovekedett volatilitas hatasara is minimalis vastagsagi
marad a konfidencia intervallum. Lathatjuk, hogy a (6.10) abran, hogy a lépések
szdma mar egészen minimalis érték esetén is megbizhato opcid arat ad a control
variate esetben, mig lathato, hogy ehhez képest igen magas 1épés szam esetén is
igen volatilisen alakul az opci6 ara a sima Monte Carlo szimuléaci6é esetén. Mint
azt ahogy a szakdolgozatom korabbi fejezeteiben is kifejtettem az azsiai opcidk
esetén az eurdpai verzid mellett létezik amerikai tipust is. Egy amerikai tipust
azsiai opcid drazasa tobb modszerrel is lehetséges, de ezek koziil a két legelterjed-
tebb a least square Monte Carlo mddszer és a binomialis faval torténd arazas. A
(6.11) abrarol is jol latszik, hogy a binomiélis faval meghatéarozott arak kiillonb6z6
kotési drak mellett is magasabb opcid arat mutatnak a mésik modszerhez képest
gy, hogy azonos paraméter készletbdl lettek szimulalva.
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—— Control Variate Modszer Analitikus M6d
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6.9. abra. Az azsiai opciok aranak ala-  0.10. dbra. Az dzsiai opciok arénak ala-
kulasa kiilonbozé volatilitasok mellett.  kulasa kiilonb6z6 1épés szamok mellett.
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6.11. abra. Az amerikai tipusa azsiai opci6 dranak alakulasa.

A (6.12) abrarol is latszik, hogy az amerikai tipust ézsiai opci6 esetén alkal-
mazott binomialis fa modell is a periédusok szamanak novelésének hatasara egy
konkrét arhoz fog konvergalni. A least square Monte Carlo modszernél a szimula-
ciok szamanak novelésével az opcid ara szép lassan kezd konvergalni egy fix érték
felé, viszont méar igen magas szimulacidé szam esetén is megfigyelhets egyfajta
bizonytalansig az opcié aranak meghatarozasanal. Mivel magas szimulécié szam
esetén a programkod futasa igen idGigényes, igy ez esetben, akdrmennyire is ma-
gasabb opcids arat ad a binomialis faval meghatarozott modell, mégis a rovidebb
futtatéasi sebessége sokkal szimpatikusabba teszi.

Végiil pedig érdemes Gsszehasonlitani az eurépai, illetve amerikai tipust azsiai
opciok aralakulasat. A (6.14) abran az eur6pai opci6 arak a Monte Carlo szimu-
lacio segitségével késziiltek, mig az amerikai verzi6é a least square Monte Carlo
modszerrel. Igaz, hogy mindkét modszer alapja a Monte Carlo szimulacio, vi-
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6.12. dbra. Az azsiai opci6 aranak al-  6.13. abra. Az azsiai opci6 aranak ala-
alkulésa kiilonb6z6 periodus szam mel-  kulasa kiilonbo6z6 szimulacié szam mel-
lett a binomialis fa modellben. lett a LSMC esetén.

szont ez esetben nem kijelenthetd, hogy azonos bemeneti paraméterek mellett az
amerikai verzi6 dra magasabb lesz minden kotési ar esetén. Ez a kiilonbség a mod-
szerek elvi eltérésébdl, illetve az LSMC modszer regresszios illesztésébsl adodhat.
A (6.15) abran viszont méar jol lathatjuk, hogy az amerikai verzié ara minden
kotési ar mellett magasabb lesz az eurdpai verzié arahoz képest. Ez esetben az
eurdpai és az amerikai binomiélis fa modell is azonos paraméterek alapjan lett
szimulalva.
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6.14. abra. Az azsiai opci6 aranak al-  6.15. abra. Az éazsiai opcié aranak al-
alkulasa europai, illetve amerikai tipus  alkulésa eurdpai, illetve amerikai tipus
esetén a Monte Carlo szimulaciéban. esetén a binomialis fa modellben.
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7. fejezet

Mobdszerek

Binomialis fa modell

Az opcié arazdé modszerek egyik legelterjedtebb fajtaja a binomiélis fa modell.
A modszer megalkotasa Cox, Ross és Rubinstein nevéhez kothetd, akik 1979-ben
publikaltak ezt tanulmanyukba(51)(47).

S(]H'4

St

S( )

Sod*

7.1. abra. Binomialis fa modell. Kép forrasa: (17)

El6szor is feltessziik, hogy a vizsgalt piacon nincs arbitrazs, tovabbé létezik
egy részvény, mely a ¢t = 0 id6pillanatban S, értéket vesz fel, végiil pedig erre
a részvényre létezik egy opcid, mely T id6pontban jar le és az értéke éppen f.
A részvény arfolyama a kezdeti Sy értékbdl kétfelé is tud agazni. Felfelé mozgas
esetén Syu lesz az értéke, ahol u > 1, mig lefelé mozgas esetén az Syd értéket fogja
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felvenni, ahol d < 1. A részvény megvaltozasa szazalékosan az el6z6 idGszakhoz
képest felfelé mozgés esetén u — 1, mig lefelé mozgasnal 1 — d. A részvény aranak
valtozéasa befolyasolja az opcio értékét is, igy felfelé mozgas esetén az opcio értéke
fu lesz, mig lefelé mozgasnal fy;.

Tegyiik fel, hogy adott egy portfolionk, mely all A darab long részvény po-
ziciobol és egy short opcid poziciobol. Ha a részvény ara felfelé mozdul, akkor
a portfolionk értéke az els6 idGszak végén ASou — f, lesz, mig a masik esetben
ASyd — fg. Ha ezt a kettSt egyenlévé tessziik egyméssal és kifejezziik beldliik
a A értékét, akkor a portfolionk kockazatsemlges lesz. Tovabba, hogy ne legyen
arbitrézs ezen a piacon, a kockdzatmentes kamatlabon kell kereskedni.

A fu_fd

- Sou — Sod

Ebbdl latszik, hogy a A az opcid aranak és a részvényarfolyam megvéltozasanak a
hanyadosa. Jelolje r a kockdzatmentes kamatlabat, aminek a segitségével kifejez-
het$ a portfolio jelenértéke, ami nem mas, mint a (ASou — f,) e™"7. Ezen kiviil
tudjuk, hogy ez megegyezik a portfolié létrehozasanak koltségével, ami ASy — f,
igy ha ezeket egyenlévé tessziik egymaéssal, akkor kifejezhets lesz belslik az f
értéke.

f=AS (1 — ue_rT) + fet

Itt A helyére behelyettesithetjiik a fenti képletet, majd az egyenletet dtrendezve
a kovetkezo képletet kapjuk:

f=e"pfu+ (1 —p)fd,
erT—d

ahol p = <—¢ értékkel. Ez az egyenlet teszi lehetéve egy opcid bearazasat abban
az esetben, ha a részvényarfolyamok mozgasat egy egylépéses binomiélis fa adja
meg. Az egyenlethez csupan csak arra volt sziikségiink, hogy a piacon ne legyen
arbitrazs.

A szarmaztatott termékek arazasa lehetséges kockazatsemleges mérték sze-
rint is, ami tulajdonképpen azt jelenti, hogy egy szarmaztatott termék értékének
meghatarozasakor feltessziik, hogy a piacon 1évé befektetSk kockazatsemlegesek,
vagyis nagyobb kockéazat vallalasért cserébe sem varnak el nagyobb hozamot. Per-
sze a valo vilag nem feleltetheté meg ennek a kockazatsemleges vilagnak, hiszen
a befektetGk nagyobb kockazat vallalasaért cserébe magasabb hozamot varnak
el. Viszont az opcid ardnak kockizatsemleges mérték szerinti bearazasa egyuttal
megadja a valos arat is, ami altal eltekinthetiink attol az informacié mennyiségtsl,
ami az opcié vevdi, illetve eladoi oldalanak kockazatkeriilési hajlandésagat adja
meg. Az opciok alapvetéen kockazatos befektetési forménak szamitanak, viszont
az arképzésiiket csak a mogottes részvény arfolyamanak megvaltozasa hatarozza
meg, az egyes befekteték kockazati preferenciai nem. Amint a piac valtozasai-
nak megfelelGen az egyes befekteték kockazatkeriilébbé valnak, tigy a részvények
arai csokkenni fognak, de az opcids arakat a részvényarakhoz viszonyité képletek
valtozatlanok maradnak. Tehat a kockazatsemleges mértéknek a szarmaztatott
tigyletek arazésara szolo két legfontosabb allitasa:
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1. A részvény, vagy barmely mas befektetés varhaté hozama a kockazatmentes
kamatlab.

2. Az opci6 varhato kifizetéséhez hasznalt diszkontrata pedig szintén a kocké-
zatmentes kamatlab.

Ezeket figyelembevéve a p paramétert a kockdzatsemleges mérték szerinti felfe-
1é 1épés valoszintiségének tekintjiik, amibdl kovetkezik, hogy a lefelé 1épes valoszi-
niisége 1 — p lesz, hiszen a ketts Osszegének egyet kell adnia. Feltessziik tovabbé,
hogy az u > €7 és p € (0,1). A pfy, + (1 — p)fys kifejezés megadja az opcio
varhato kifizetéseinek értékét a kockazatsemleges mérték szerint, vagyis ennek a
segitségével megadhato az opcidé mai értéke, ami nem més, mint az opci6é varha-
to kifizetéseinek értékei a kockazatsemleges kamatlabbal vett diszkontaltjai. Ha
a p a felfelé 1épés valoszintisége, akkor a T id6pontban 1évé részvényarfolyam a
kovetkezdképpen fog adodni:

E[ST] = pSoU + (1 — p)Sod
= pS()(U — d) + Sgd

— SO erT

Ezen kiviil az is bemutathato, hogy az eredmény tovabbra is fenn fog allni
fiiggetlentil attol, hogy mit tesziink fel a részvényarak alakulaséra. Egy szarmaz-
tatott termék kockazatsemleges bearazasahoz csupan csak arra van sziikségiink,
hogy meghatarozzuk az egyes lehetséges kimenetek valdszintiségeit a kockazat-
semleges mérték szerint, majd ezt kovetGen kiszamoljuk a szarmaztatott kove-
telések varhato kifizetéseit, amiket a végsd lépésben a kockdzatmentes kamatlab
segitségével visszadiszkontalunk.

A valosagban persze nem csak egy 1épéses binomialis fat szoktak hasznélni egy
opcié dranak meghatarozasahoz, hanem kelléen sokat. Igy, hogy ezen esetekbe is
betekintést nyerhessiink nézziik meg a kétlépeses esetet, ami jol reprezentélja,
hogy milyen véaltozasokon esnek at a modell egyes paraméterei, a lépések névelése
altal.

A kétlépéses esetben is az Sy kezdeti részvényarbol indulunk ki, amely értéke
minden lépés utan vagy u-szorosara novekszik, d-szeresére csokken. Ezeken kiviil
pedig tovabbra is az r jeloli a kockdzatmentes kamatlabat, illetve minden lépés
soran At id§ telik el, aminek hatasara az egylépéses esetben megismert képletek
a kovetkezSképpen alakulnak:

f=e"pfu+ 1 =pfd,

¢>'—d Fnnek a segitségével felirhatoak az f, és az f; képletei is:

u—d

ahol p =

fu = e_TAt [pfuu + (1 - p)fud]

fi=e" pfua+ (1 = ) fad)
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Ha ezeket az egyenleteket behelyettesitjiik az f képletébe, akkor a koévetkezd
alakra jutunk:

f=e 2 [P fuu + 20(1 = p) fua + (1 = p)* fad)

Ez teljes mértékben megfelel a fent emlitett kockazatsemleges mérték szerinti
araznak. A p? a mésodik idépillanat felss, a 2p(1 — p) ugyanezen idépont kozépsé,
mig az (1 — p)? az als6 csomopont elérésének valoszintisége. Az opcié 4ra most
is megegyezik a kockazatsemleges vilagban varhato Kkifizetés a kockdzatmentes
kamatlabbal vett diszkontéltjaval. Ebbdl kovetkezik, hogyha a binomialis fahoz
tovabbi lépéseket adunk, akkor a kockazatsemleges arazasi modszer tovabbra is
miikodSképes marad.

Egy részvényre szolo opcid esetén a A az opcié arfolyamvaltozasdnak és a
mogottes részvény arfolyamvaltozédsdnak hédnyadosa. Ez jeloli, hogy hany egység
részvényt kell tartanunk ahhoz, hogy a portfélionk kockdzatmentes tudjon ma-
radni. Az ilyen tipusi porfoliok kialakitésat szokéas delta fedezésnek is nevezni. A
call opci6 deltdja pozitiv, mig a puté negativ.

Az el6zGekben lathattuk, hogy egy At id6léptéki binomialis fa esetén az u, d
és a p paramétereknek van igazéan jelentGségiik. Az u és d megadasat kovetGen a p
értékét gy kell megvélasztani, hogy a varhaté hozam pont az r kockdzatmentes
kamatlab legyen. Azt méar belattuk, hogy p a kovetkezd alakban all el6:

erAt —d

i

A u és d paraméterek megvélasztésa soran viszont figyelembe kell venni a részvény
volatilitasat, mint tényezst. Egy részvény vagy mas eszkoz volatilitasat, vagyis o
gy definialjuk, mint hozamanak atlagatol vett atlagos eltérését egy At idGszak
alatt, ami megegyezik ov/At értékkel. Tovabba pedig a hozamanak varianciaja
At id6 alatt o2At. Egy X valoszintiségi valtozo variancidja E[X?] — E[X]? alaban
definialhato. Egy részvény At id6 alatt p valdszintiséggel biztosit u — 1 nagysagu
hozamot, mig 1 — p valészintiséggel d — 1 nagysagut. Ebbdl kévetkezik, hogy

o*At = [p(u—1)* + (1 = p)(d = 1)*] = [p(u — 1) + (1 — p)(d — 1)]?

— erAt(U—f—d) —ud — eQTAt

Ennek az egyenlet a megoldasa elGall a kévetkezd formaban:

Ugyanezek az u és d paraméterek szerepeltek Cox, Ross és Rubinstein 1979-
ben(51) publikalt cikkében is.
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Monte Carlo

Monte Carlo modszer

A Monte Carlo szimulaci6 nagyszert eszkoz arra, hogy kiilonb6z6 pénziigyi termé-
keket pl.: opcidkat arazzunk éltala. Ezzel a modszerrel kockdzatsemleges modon
tudunk arazni, ami annyit jelent, hogy a varhato kifizetés meghatarozasahoz min-
takat generalunk, majd az igy kapott értékekeket a kockazatsemleges kamatlabbal
diszkontaljuk. (417)

200 4

180 1

Részvényarfolyam

100 A

80+

60 T T T T T T
o 200 400 600 800 1000
1dé

7.2. 4bra. Monte Carlo modszerrel generalt részvényarfolyam trajektoriak.

Legyen adott egy szarmaztatott termék, amelynek aralakuldsa csupan csak
az S-t6l fiiggjon, és lejaratkor, vagyis a T'. id6pontban kifizetést biztositson. Ha
emellett feltessziik, hogy a kamatlab alland6 az id6ben, akkor a szérmaztatott
termék arat a kovetkezSképpen tudjuk meghatarozni:

1. Generalni kell egy véletlen mintat, ami az alaptermék arfolyamanak alaku-
lasat hivatott reprezentalni a kockazatsemleges vilagban.

2. A szarmagtatott termék kifizetésfiiggvényének felhasznéalasaval szamoljuk
ki annak lejaratkori kifizetését.

3. Az els6 két lépést ismételjiik, mig kell6en nagy mintét nem kapunk.

4. Hatarozzuk meg a mintaban 1évé kifizetések atlagat, hogy megkaphassuk a
kockézatsemleges vildgban varhato kifizetés becslését.

5. Végiil pedig diszkontaljuk az igy kapott értéket a kockazatsemleges kamat-
labbal, hogy megkaphassuk a szarmaztatott érték arat.
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Tegyiik fel, hogy a kockazatsemleges vildgban az alaptermék dinamikéja a kovet-
kez6 lesz
dS = pSdt + oSdz (7.1)

ahol dz egy Wiener-folyamat, a i a kockdzatsemleges varhaté hozamot, mig a o
a volatilitast jeloli. Az alaptermék, vagyis az S aralakulasanak szimuléciojahoz
az egész intervallumot N darab At hosszusigira bontjuk, aminek a segitségével
az el6z6 egyenletet kozeliteni tudjuk

S(t+ At) — S(t) = AS(H) AL + o S(t)eV At

ahol S(t) az S t. id6pontbeli értékét jeloli, mig az € egy véletlen mintat jelol a
normalis eloszlasbol, melynek varhaté értéke nulla, a szérdsa pedig egy. Az S
teljes utvonaldt N darab normaélis eloszlasbol vett véletlen minta segitségével kell
meghatérozni. A valdsédgban viszont elterjedtebb az In S szimulacidja, melynek
dinamikaja leirhato az Ito-lemma segitségével

o2
dln S = (/l— ?) dt + odz
2
InS(t+ At) —InS(t) = (,&— %) At + oeV At

S(t+ At) = S(t) exp Ku - %2> At + ae@}

Ezt felhasznalva elkészithetjiik az S altal megtett utat. Ha In S haszanéljuk, akkor
nagyobb pontossagot érhetiink el és, ha a [, valamint a o értékeit allandonak
valasztjuk meg, akkor

2

In S(T) — In S(0) = (ﬂ - %) T+ oeVT

2

S(T) = S(0) exp K“ . %) T+ aeﬁ]

A Monte Carlo szimuléacié nagy elénye, hogy altala olyan szarmaztatott termék
ara is meghatérozhato, melynek az aralakulasa nem csak a lejaratkori .S értékétsl,
hanem a koztes idGpontokban felvett értékétdl is fligg. Ezen kiviil az S akar mas
sztochasztikus folyamatot is kovethet, vagy akir a szdrmaztatott termék arara
tobb mogottes termék aralakulasa is hatassal lehet. A modszer hatranya viszont,
hogy kdnnyen szamitasigényessé tud valni, valamint az amerikai opcidkra jellemzs
korai lehivast nem tudja kezelni.

Erdemes par szot szolni arrél az esetrdl is, amikor a szarmaztatott termék ki-
fizetése n darab 6; paramétertdl fligg. Definialjuk s; valtozot a 6; volatilitdsaként,
m; valtozot a 0; varhato novekedési iitemeként a kockézatsemleges vilaghan, és a
pir valtozot a 0; és a 0, Wiener-folyamatok kozotti korrelacioként. Az egyvélto-
z6s esethez hasonldéan a szarmaztatott termék élettartamat N darab At hossza
részintervallumra osztjuk.

0;(t + At) — 0;(t) = b (1) AL + 5:0;(t) e/ AL (7.2)
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ahol az ¢; egy véletlen mintat jelol a normalis eloszlasbol. Az ¢; és az €, kozotti
korrelacios egyiitthatot p;. jeloli. Egy kisérlet alkalmaval N darab ¢; mintat ve-
sziink a tobbvaltozos standard normaélis eloszlasbol. Ezeket felhasznaljuk a fenti
egyenletbe, aminek a segitségével minden egyes 6; esetre egy szimulalt utat ka-
punk, amiknek az Osszességével kiszamithatjuk a szdrmaztatott termék értékét.

A modszer altal adott eredmény pontossaga a probak szaméatol fiigg. A szi-
muléciok altal kapott diszkontalt kifizetések szorasat és atlagat is meg szoktak
hatarozni. Az els6t jelolje w, mig a mésodikat p. A p valtozé6 nem maéas, mint a
szimulaci6 altal a szarmaztatott termék értékére adodo becslés, melynek standard
hibéaja .

VM
ahol M a probéak szamat jeloli. Az f derivativa drara vonatkozo 95%-os konfiden-

cilaintervallum:
1, 96w

VM

1, 96w
vM

<f<p+

Variancia csokkentés

Ha a derivativa arazasa soran az alaptermék aranak meghatarozasahoz a (7.1)
vagy a (7.2) sztochasztikus folyamatot hasznaljuk, akkor sok szimulalt trajektoria
esetén igen szamitésigényessé tud vélni, de elengedhetetlen ahhoz, hogy pontos
eredményt kaphassunk. Viszont létezik szamos variancia csokkentd eljaras, ami
mellett pontos eredményt kaphatunk lényegesen kevesebb szimulalt trajektoria
szam esetén is. (17)

Antithetic variable technika

Ebben a médszerben a derivativa értékét 2 kiilonb6z6 modszer segitségével is meg
kell adni.

Az f; értéket a szokdsos modon szamitjuk ki, mig az fy értékénél a standard
normalis eloszlasokbodl vett Osszes véletlen minta elGjelét megvaltoztatjuk és igy
hatédrozzuk meg az értékét. A derivativa értéke az f; és az fo atlaga lesz. Ez
azért mikodik jol, mert ha az egyik érték a valodi érték felett van, akkor a masik
biztosan alatta lesz, és forditva. Jeloljiik f az f, és az f, atlagat:

= it fe
/= 2

A derivativa értékének becslése az f értékek atlaga. Ha az @ ezen f értékek
szoréasa, és M a szimulacios kisérletek szama, akkor a becslés standard hibaja

W

VM

Ez joval kisebb, mint a hagyomanyos esetben kapott érték.
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Control variate technika

Ez modszer akkor alkalmazhato, ha van két hasonlo derivativank. Az A derivati-
vat szeretnénk beédrazni, melyhez a B derivativat hasznaljuk fel, amely rendelke-
zik analitikus megoldassal is. Parhuzamosan szimulédljuk a két derivativa értékét
ugyanazokkal a véletlenszamokkal, valamint ¢ értékekkel. Jelolje f7 az igy kapott
becslés értékét az A termékre nézve, mig f; a B-re nézve. Tovabba pedig az
fB jelolje a B derivativa zart képlettel adodo értékét. Az A értékére nézve jobb
becslést kaphatunk az f4 segitségével, ha annak felirasa soranfelhasznéljuk az fp
értékét az alabbi modon:

fa=Ti—Ip+TB

Importance sampling

Ezt a modszert egy példaval lehet legegyszertibben szemléltetni. Tegytik fel, hogy
adott egy K kotési arfolyamu, T lejaratt, deep-out-of-the-money eurépai call op-
cio, amelynek az arat szeretnénk meghatarozni. Ha a T" id6pontban az alaptermék
arat a szokdsos modon mintavételezziik, akkor az az esetek tobbségében nulla ki-
fizetéshez fog vezetni. Mivel a nulla kifizetést palyak alig jarulnak hozza az opci6
értékének meghatérozasahoz, ezért érdemes csak azokat a palyakat kivalasztani,
amelyeknél a részvényarfolyam lejaratkor a K felett van. Legyen F' a T id6pont-
beli részvényarfolyam eloszlasfiiggvénye, valamint ¢ annak a valdszintisége, hogy
a részvényarfolyam a lejaratkor nagyobb lesz, mint K. Ekkor G = F'/q jeloli a
részvényéarfolyam eloszlasat, feltéve, hogy a részvényérfolyam nagyobb, mint K.
Az importance sampling megvalésitasahoz F' helyett G-bdl vesziink mintat és az
opcid értéke a diszkontalt kifizetések atlaganak ¢-val vald szorzata.

Stratified sampling

A reprezentativ értékek mintavételezése szemben az eloszlasbol vett véletlen érté-
kekkel altalaban pontosabb eredményt képes adni. Ennek egyik fajtaja a stratified
sampling, magyarul rétegzett mintavételezés. Ez esetben tegyiik fel, hogy 1000 da-
rab mintat szeretnénk kivalasztani egy eloszlasbol. Ekkor az eloszlast 1000 darab
egyenld valoszintiségl intervallumra bontjuk szét és minden intervallumhoz kiva-
lasztunk egy reprezentativ értéket, ami vagy az atlag vagy a median lesz. Egy
standard normalis eloszlas esetén példaul, ha n darab intervallumunk van, akkor
az 1-edik reprezentativ értékét a kovetkezdképpen kaphatjuk meg

yo1 (105
n
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Moment matching

A modszer sorén a standard normaélis eloszlasbol vett mintakat tgy igazitjuk ki,
hogy az els6, méasodik és esetleg ennél magasabb momentumai megegyezzenek.
A mintavételezés torténjen pl.: egy nulla varhato értékd, egy szorast normalis
eloszlasbol tgy, hogy meghatarozzuk az adott valtozo értékének valtozasit az
adott idGszakban. Legyen ez a minta ¢;, ahol i € [1,n]|. Az els6 két momentum
egyezésének meghatarozasahoz ki kell szamolni a minta m atlagat és az s szorasat.
Ebbdl a kiigazitott minta a kovetkezGképpen adodik:

€ — M

*
€ =
' S

A kiigazitott mintaknak a helyes atlaga nulla, mig a helyes szoras egy kell, hogy le-
gyen. Minden szamitashoz ezeket a kiigazitott mintakat kell hasznalni. A modszer
gyors, viszont memoriaproblémékhoz vezethet, mivel minden egyes mintavétele-
zett szamot a szimulécid végéig tarolni kell.

Least square Monte Carlo modell

2001-ben Francis A. Longstaff és Eduardo S. Schwartz (15) publikalta ezt az
1j megkozelitést kifejezetten az amerikai tipust lehivasi jellemzdkkel rendelkezd
derivativak arazasara, illetve az optimalis lehivasuk minél pontosabb meghataro-
zaséra. A modszer alapvetd gondolata nem més, mint hogy a legkisebb négyzetek
modszerének felhasznalasaval az opcié tulajdonosa minden 1épésben meg tudja
hatarozni a folytatasbol szarmazoé feltételes varhato értékét a kifizetésnek. Ebbdl
kifolyolag ez a technika jol alkalmazhatova valik az olyan tipusi opcidk aranak
meghatarozasahoz is, amik utvonalfiiggtiséggel rendelkeznek, vagy tobb tényezé
is hatassal van az aralakulésukra.

Egy amerikai vagy amerikai tipusii opcio tulajdonosanak minden lehivasi id6-
pontban van lehetGsége mérlegelni, vagyis 0sszehasonlitani, hogy az opcié azon-
nali lehivasabol vagy a folytatasbol szarmazo varhato kifizetésbdl szarmazik-e
nagyobb haszna, emiatt az optimélis megallasi stratégiat az opcid életben tarta-
sabol szarmazo kifizetésére vonatkozo feltételes varakozas hatarozza meg. Ebben
a modszerben a feltételes varakozast a szimulacio keresztmetszeti informacioibol
a legkisebb négyzetek modszerének segitségével becsiiljiik meg, vagyis a folyta-
tasbol szarmazod ex-post kifizetéseket az allapotvaltozok értékeinek fliggvényeire
regresszaljuk. Ezen regressziobol szarmazo illesztett értékek kozvetlen becslést ad-
nak a feltételes varakozasi fiiggvényre. Ennek a fiiggvénynek a segitségével minden
egyes lehivési idépontra meghatarozhatd az optimélis lehivési stratégia az Osszes
lehetséges kimenet esetén. A modszer relative egyszeriien megvalosithato, hiszen
csak a legkisebb négyzeteket kell kiszdmitani ahhoz, hogy megkapjuk az optimalis
startégiat.

Az algoritmus konnyebb megértése érdekében nézziik a kovetkezs példat. Adott
egy amerikai put opcid egy osztalékot nem fizets részvényre. Az opcid kotési ara

38



1,1 legyen, a kockazatmentes kamatlab 6% és az opci6 lehivhato a t = 1,2, 3 id6-
pontok barmelyikében. A példa egyszertiségének kedvéért a részvényarfolyam a
kovetkez6 8 utvonalat jarhatja be, amik a kockazatsemleges mérték szerint lettek
generalva.

Utvonal t=0 t=1 t=2 =23

1 1,00 1,09 1,08 1,34
2 1,00 1,16 126 1,54
3 1,00 122 1,07 1,03
4 1,00 093 097 092
5 1,00 1,11 156 152
6 1,00 0,76 0,77 0,90
7 1,00 092 084 1,01
8 1,00 088 122 134

7.1. tablazat. A részvényarak lehetséges alakulasai.

Azt a megallasi szabalyt szeretnénk megtalalni, amely az opci6 értékét maxi-
malizélja a lehetséges itvonalak minden pontjaban. Az algoritmus rekurziv jellege
miatt viszont sziikségiink lesz ehhez a koztes matrixokra is. Tegyiik fel, hogy az
opciot a t = 3. idSpont el6tt nem hivtuk le, igy az opcié tulajdonosédnak ebben
az id6pontban az aldbbi pénzaramlasai adédnak az optimalis stratégiaja altal.

Utvonal t=1 t=2 t=3

1 - - (1,1-1,349)"=0,00
2 - - (1,1-1,54)* =0,00
3 - - (1,1-1,03)t =0,07
4 - - (1,1-0,92)* =0,18
5 - - (1,1-1,52)* = 0,00
6 - - (1,1-0,90)" =0,20
7 - - (1,1-1,01)* =0,09
8 - - (1,1—1,34)" =0,00

7.2. tablazat. Kifizetés matrix t = 3 id6pontban.

Ha a t = 2 id6pontban a put opcié in-the-money allapotban van, akkor az op-
ci6 birtokosénak el kell dontenie, hogy azonnal lehivja azt, vagy tartja az opcidjat
legalabb a kovetkez6 idGpontig. Ha megvizsgaljuk a részvényarfolyamok lehetsé-
ges alakulasat bemutato tablazatot, lathatjuk, hogy 6t olyan allapot van, amikor
az opcid a t = 2 id6pontban in-the-money allapotban van. Jelolje X ezen 6t kime-
netet ¢ = 2 idében, valamint Y ugyanezen kimenetekhez tartozo t = 3 idépontbeli
diszkontalt pénzéramlast, ha a put opciot nem hivtuk le ¢ = 2 id6ben. Elég az
in-the-moneyban 1évé utvonalakat hasznalni a feltételes varhato érték fiiggvény
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relevansabb becsléséhez, ami az algoritmus hatékonysagat is javitja. Az X és az
Y értékeinek alakulasat a kovetkezd tablazat mutatja.

Utvonal Y X
1 0,00 x 0,94176 1,08
2 - _
3 0,07 x 0,94176 1,07
4 0,18 x 0,94176 0,97
5 _ _
6 0,20 x 0,94176 0,77
7 0,09 x 0,94176 0,84

8 , B,

7.3. tablazat. Regresszi6 a t = 2 id&pontban.

Az opci6 le nem hivasdbol szarmazo varhatd pénzaramlas becslése a t = 2
id6pontban érvényes részvényarfolyam fiiggvényében az Y konstansra, X-re, vala-
mint X 2-re valo regresszaltjabol kovetkezik. Ebbél adodik az E[Y|X] = —1,070+
2,983X — 1,813X? alaku feltételes varhato érték fiiggvény. Ezt kell 6sszehasonli-
tani a t = 2 id6pontban lehetséges azonnali lehivas értékével.

Utvonal Opci6 lehivéasa Folytatasi érték
1 (1,10 — 1,08)" = 0,02 0,0369

2 , .

3 (1,10 — 1,07)" = 0,03 0,0461

4 (1,10 -0,97)* = 0,13 0,1176

5 i, i,

6 (1,10 —-0,77)" = 0,33 0,1520

7 (1,10 — 0,84)" = 0,26 0,1565

8 . .

7.4. tablazat. Optimalis dontés ¢t = 2 idGpontban.

Az azonnali lehivas értéke megegyezik az in-the-money allapotban 1évé ttvo-
nalak 1, 10— X belsé értékével, mig a folytatdsbol szarmazo értéket az X feltételes
varhato érték fiiggvényébe vald behelyettesités segitségével kapjuk. Vagyis a ne-
gyedik, hatodik és a hetedik allapot esetén ¢t = 2 id6pontban érdemes lehivni az
opciot, mig az elsé és a harmadik allapotban a folytatds az optimalis dontés az
algoritmus alapjan.

Ezen az elven tovabbhaladva megallapithaté a t = 1 id6pont esetére is az op-
timélis stratégia. A kdvetkezs tablazatban egyes jeloli azokat az eseteket, amikor
az algoritmus alapjan az opcio6 lehivasra keriil.
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Utvonal t=1 t=2 t=3

1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 1
4 1 0 0
5 0 0 0
6 1 0 0
7 1 0 0
8 1 0 0
7.5. tablazat. Megallasi szabaly.

A megalléasi szabalyok figyelembevétele mellett a kovetkezd pénzaramlas ado-
dik az algoritmus altal.

Utvonal t=1 t=2 t=3

1 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,07
0,17 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,34 0,00 0,00
0,18 0,00 0,00
0,22 0,00 0,00

00 ~J O U = W N

7.6. tablazat. Opci6 kifizetései.

Az opci6 arazasahoz minden egyes pénzaramlast vissza kell diszkontalnunk
a t = 0 id6épontra, majd ezt kovetSen az Osszes utvonalra atlagot kell vonnunk.
Ezaltal az amerikai put opcio ara 0, 1144 lesz, ami tobb, mint kétszerese az ugyan-
ezen realizaciokbol szamolt eurdpai put opcioé aranak, ami 0,0564. A példaban
a feltételes varakozasi fliggvényt arra hasznaltuk, hogy azonositsuk altala azt a
lehivasi dontést, amely az egyes palyak mentén minden egyes idépontban ma-
ximalizalni tudja az opci6 értékét. Mint lathattuk, az LSM algoritmus koénnyen
megvalosithatd, mivel egyszeri regresszion kiviil semmi mésrol nem volt szo.

Araz6 modszer

Legyen adott a (2, F, P) valoszintiségi mez6 a [0, T'] id6horizonton. Tovabba F' =
{Fi;t €]0,T]} jelolje a gazdasagban fellelhetd értékpapirok relevans arfolyama
altal létrehozott filtraciot, amirdl feltessziik, hogy Fr = F. Ezen kiviil pedig az

41



arbitrazsmentesség miatt feltessziik, hogy létezik a gazdasagban egy () ekvivalens
martingal mérték.

Mivel most olyan amerikai tipusii szarmaztatott termékeket szeretnénk be-
arazni, ahol véletlenszeri pénzaramlasok vannak a [0, t] idGintervallumon. A C'(w, s;t,T)
jelolje az opcid altal generalt pénzaramlasok egyes realizacioit, feltéve, hogy az
opciét a t idépontban vagy az el6tt nem hivték le, tovabba pedig, hogy az op-
ci6 birtokosa optimalis megallasi stratégiat kovet minden s idGpontban, ahol
t < s < T. Az algoritmus célja, hogy az utvonalankénti megkozelitéssel ad-
jon egy olyan megallasi szabalyt, amely maximalizalja az amerikai opci6 értékét.
Tegyiik fel, hogy az opcié lehivasa csak K diszkrét esetben lehetséges, vagyis
0 <ty <ty <tg<...<tg =T id6pontokba. Ha az algoritmusban a K sza-
mot kell6en nagyra valasztjuk meg, akkor az amerikai tipust opcidk arazasara is
alkalmas lesz, hiszen azok minden idépillanatban lehivhatoak.

Egy t; id6pontban az opcié lehivasabdl szarmazé pénzmennyiség azonnal is-
mert a befektetd szdmara, mig a folytatasbol szdrmazoé nem. Az arbitrazsmentes
arazas szerint viszont a folytatasbol szarmazo pénzaramlasok értéke, vagy ezzel
ekvivalens opci6 értéke, feltéve, hogy az opciot csak ¢ utan lehet lehivni, meg-
egyezik a fennmaradd C(w, s;tg, T) pénzaramlasok () kockazatsemleges mérték
szerinti diszkontéltjaval. Tehat egy t; id6pontban a folytatasbol szarmazo pénz-
aramléas nagyséiga kifejezhets az aldbbi képlet segitségével:

K t;
F (w;ty) = Eq Z exp (_/ r(w, S)ds) C(wwtj;tk’T) | ‘Ek] ’
j=k+1 b

ahol r(w,t) a kockdzatmentes kamatlabat jeloli, az F;, pedig a t; id6pontban
elérhetd informaciohalmazt. Ezzel a modszerrel a optimalis lehivas problémaja
arra egyszertisodott, hogy az azonnali lehivéasi értéket Ossze kell hasonlitani a
feltételes varakozassal. Az opcié lehivasra keriil, ha az azonnali lehivasi értéke
pozitiv és legalabb a feltételes varakozéas értékével egyezik meg. A least square
Monte Carlo modszer lényege, hogy a folytatasi értéket a legkisebb négyzetek
regresszidjanak segitségével kozeliti meg minden olyan idépillanatban, amikor az
opci6 lehivasa lehetséges. Az allapotvaltozokra szolo regresszié a Monte Carlo-
szimulacioval kapott adatok alapjan torténik, olyan palyak segitségével, ahol az
opci6 in the money allapotban van. Amikor az opci6 lehivasa lehetséges, a foly-
tatasbol szarmazo pénzmennyiség az ortogonalis alapfiiggvények, mint példaul a
Hermite-, Legendre-, Chebyshev-, Jacobi-, Power-, és Laguerre-polinomok linearis
kombinaciojanak segitségével fejezhets ki. Ez a 2007-ben Lima(55) altal publikalt
cikkbdl kovetkezik, amely a véges varianciaju fiiggvénytérbe tartozo, L? altal rep-
rezentalt kifizetési fiiggvényeket vette figyelembe. Mivel az L? egy Hilbert-tér, igy
barmely F' fiiggvény, amely ebbe a térbe tartozik, felirhatd ortogonalis alapfiigg-
vények lineéaris kombinécidjaként. Az I fiiggvény megadhat6 az alabbi formaban
is:

oo
F (CL); tk) = Z CLJ'@J',
j=0
ahol a; egyiitthatok el6zetesen nem ismertek, de linearis regresszioval megbecsiilhetSek. (50)
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8. fejezet

Konklazi6

Szakdolgozatom céljaul az optimélis megallas témakorének pénziigyi szempontbhol
val6 elemzését tiiztem ki. ElsS 1épésként attekintettem a mogotte 1évé matemati-
kai hatteret, majd elemeztem a pénziigyi vonatkozéasi kutatasokat és publikicio-
kat, hogy atfogo képet kapjak a probléma alkalmazasi teriileteirsl. Kiilon figyelmet
forditottam a probléma felirasanél alkalmazhaté alapfolyamatokra, a f6bb katego-
ridkra, és az ezekhez elérheté megoldd modszerekre. Ezt kovetGen kivalasztottam
az opcid arazast, mint a probléma egyik alkalmazéasi teriiletét. Részletesen bemu-
tattam a f&bb opcid tipusokat, majd egy konkrét esetre, az ézsiai opcié arazasara
tértem at. Vizsgaltam a kiilonbozé atlagolasi modszertanokat, amelyek jelentds
szerepet jatszanak az egyes alfajtak kifizetésfiiggvényeinek alakulédsdban. Ezenki-
viil kitértem az opci6 vonatkozasaban elérheté drazasi moédszerekre, mint példaul
a zart vagy kozelité formuldkra, a Monte Carlo szimulacié kiilénb6z6 tipusaira
és az arak binomialis faval vald kozelitésére is. A szimulacios fejezetben ezeket a
modszereket felhasznalva araztam be az azsiai opcié eurépai, majd amerikai ti-
pusi valtozatat. Megvizsgaltam, hogy az egyes modszerek milyen hatékonysaggal
birnak, illetve hogy a kiilonb6z6 piaci viszonyok hogyan befolyésoljak a termék
aralakulasat. Dolgozatom zarasaul a felhasznalt modszereket altalanos esetben is
bemutattam.
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