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1. Bevezetés

Az emberiség torténelmében mindig is jelen volt a vagy, hogy kiélvezziik a jelen pillanatait, akdrcsak
ahogy a latin szalloigévé valt mondas szerint: Carpe diem! Vagyis: Elj a méanak! Ragadd meg a
napot! Az egyének ¢letiiket a manak élve igyekeznek élményekkel gazdagitani, kapcsolatokkal és
boldogsaggal. Ha nem is szeretiink rdla beszélni, ragondolni, akkor is el kell fogadnunk, hogy
mindannyiunk élete véges, igy keressiikk a minél kielégitébb valaszokat arra, hogyan és meddig is

¢lhetlink boldog, autentikus életet, akarcsak Tolsztoj hdse:

., Kereste régi, megszokott halalfélelmeét, és nem lelte sehol.
Hova lett? Miféle halal? Nem volt sehol a félelem, mert a halal sem volt sehol.”.

Tolsztoj: Ivan lljics haldla (1886)

A mara koncentralds személyes életfilozofidja ellenére szdmos olyan tényezd és dontés jellemzi
¢letiinket, amelyek a jovore irdnyulnak, és befolyasoljak, hogy meddig éliink, és milyen koriillmények
kozott. Hosszu tavu tervek, hitelek, elkotelezddések, mint a hazassag €s a tobb éves tanulmanyok
mind olyan elemek, amelyek a carpe diem elveivel latszolag szembemennek. Az egyén szintjén ezek
inkdbb kosza gondolatoknak tiinhetnek, mikdzben a mindennapi életben probaljuk élvezni az
elroppend pillanatokat. Ugyanakkor tarsadalmi szinten ezek a dontések rendkiviil fontosak, mivel
nagy hatdssal vannak akéar adott orszagok miikddésére, nyugdijrendszerére, vagy a biztositok
mukodésére. A gazdasagok fejlodése, az egészségiigy €s az €letmodunk, étkezéseink mindségének
emelkedése mind hozzdjarulnak ahhoz, hogy egyre magasabb varhato ¢lettartammal kell
szamolhatunk. Ez a pozitiv valtozas azonban kockazatokkal is jar, amit a szakirodalomban élettartam
kockazat (angolul longevity risk) néven emlegetnek. Egyre fontosabb meggondolnunk, hogyan
gondoskodhatunk sajat magunkrol (vagy az allam rolunk) idésebb korunkban. Ennek egyik modja
lehet a jaradékbiztositasok kotése, igy a biztositok tarsasagok szdmara rendkiviil fontos a halanddsagi

ratadk minél pontosabb eldrejelzése a jovobeli kihivasokra vald felkésziilés érdekében.



Szakdolgozatom felépitése

A 2. fejezetben bemutatom a halanddsagi modellépitésekhez elengedhetetlen mddszertani alapokat
folytonos és diszkrét modellezésre is, illetve leirom a megfigyelésekbdl adhatd becslések modjat.
Majd ezt kovetden a 3. fejezetben az uttéré Lee-Carter modellrdl értekezem, melyet az 1992-ben
publikaltak. Ezen tul ismertetem néhany korlatjat a Lee-Carter modellnek és megoldasokat mutatok
azok kezelésére mas szakirodalmak altal. A 4. fejezetben részletesen ismertetem a
szakdolgozatomban hasznalt két halandosagi modell matematikai hatterét, mint a Lee-Carter modell
OsszetevOit, paramétereit, becslését, majd az eldrejelzéssel kapcsolatos tudnivalokat, illetve az
altalam tesztelni kivant SAINT modell részleteit, melynek célja, hogy lekiizdje a kis méreti
populédciok halanddséagi adataival kapcsolatos problémakat. A cél az, hogy egy nagyobb, referencia
populacié segitségével informdaciot szerezziink a halandosdg valtozasanak dinamik4javal
osszefliggésében. Numerikus eredményeimet az 5. fejezetben prezentdlom az Egyesiilt Allamok és
Svajc férfi és ndi biztositotti adatain elvégzett szamitasok alapjan. Osszehasonlitom a SAINT és a
Lee-Carter modellek segitségével kapott eredmények pontossdgat a 4 populacid adatain. A
halandésag-elorejelzési modszerek alkalmazasat szemléltetve jaradék dijakat szdmolok periodus
tablak ¢és az eldrejelz0 modellek segitségével alkotott kohorsz tablak felhasznalasaval. Végiil
Osszegzem konkluziomat a SAINT modell hasznossagardl. és kitekintést adok a témaval

kapcsolatban.



2. A mortalitds modellezés mddszertani alapjai

Ebben a részben leirom a mortalitdishoz kapcsolodd legfontosabb alapfogalmakat,
Osszefiiggéseket, amelyek soran a szakirodalomban széleskorlien elterjedt jeloléseket alkalmazom.

Az itt bemutatott modszertani alapok Vékés (2016) tanulmanya alapjan késziiltek.

Folytonos modellezés

A folytonos halanddsagi modellezés az élettartam valtozon alapszik, aminek jele L. Ez egy
folytonos valdszinliségi valtozd, ami tovabba nemnegativ tulajdonsagu is. Fontos alapfogalom a
tulélési fiiggvény, amely az élettartam valtozo eloszlasat bemutatd fiiggvény. Ezt jeldli G: Rt —

[0, 1] értelmezésii fliggvény, amire
G(y) = P(L = y),ahol (y = 0).
A tulélési fiiggvényre természetesen teljesiilnek az alabbiak:
G(0)=1;G(y)=1—-F(y),ahol (y = 0).

Itt az F fliggvény jeloli az L élettartam eloszlasfiiggvényét. Ismeretes még a rezidualis tulélés
fliggvény, amely a hatralevo ¢élettartam eloszlasat probalja megragadni. Tehat ez esetben az egyén
mar elért az életében adott x > 0 kort, igy az L — x hatralévd élettartamnak eloszlasat azzal a
feltétellel vessziik figyelembe, hogy L > x. A rezidualis tulélés fiiggvény Osszefliggései az
alabbiak:

PL=zx+y) Gx+y)

GO) =Pl —x2yll 2 )= —57—=—57="C0m

,ahol (x,y =0).

Ezental még kiilondsen fontos mutatdszam a varhato hatralévo élettartam, ami megmutatja, hogy
egy x éves egyén varhatdoan még mennyi évet fog élni. Szamitasa a rezidudlis talélés fiiggvény

integraltjaként torténik:
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[oe)

e, = E(L — x|L = x) =.[ G,(y) dy,ahol (x = 0),
0

valamint specialis esete x = 0 esetén, tehat a sziiletéskor varhato élettartam:

o)

ey = E(L—x)=f G(y) dy.

0

Ha folytonos eloszlasu modelleket alkalmazunk, nem szabad elfelejteniink, hogy P(L =y) = 0,
tehat egy adott id6épontban 0 a haldlozds valdszinlisége. Azonban hatartértéket alkalmazva a
folytonos elemzés soran is vizsgalhatunk haldlozasi valdszintiségnek tekinthetd értéket. Ezt nevezziik

halélozési intenzitasnak, vagy mas néven hazardratanak:

o) = 1 PL<y+E|L =Yy
uy—glr(l)% E

,ahol (y = 0).

Gyakorlatban a konnyebb szamolas érdekében azonban a kovetkezd képletet hasznaljak, ahol az f'az
L ¢lettartam strtségfiiggvényét jeloli, G tovabbra is a tulélési fiiggvény és F az élettartam

eloszlasfiiggvénye:

n(y) = glim FO+8-FG) _ /O ahol (y = 0; G(y) > 0).

o+  EG(y) G’

Diszkrét modellezés

Gyakorlatban nem a folytonos modellezés eszkozeit hasznaljak altaldban az aktuariusi tertileteken,
mivel az adatok egész évben/korban allnak rendelkezésre, valamint kdnnyebb nem integralokkal
szdmitani, igy a kovetkezékben bemutatom a diszkrét elemzések alapfogalmait. FElterjedt a
halandoséagi tabla alkalmazasa, mely éves szinten tartalmazza a koréves haldlozasi és a koréves
tulélési valosziniiségeket. Ezek a mérdszamok annak a valdsziniiségét adjak meg, hogy adott korba
belépd egyén megéri vagy elhalalozik kdvetkezd sziiletésnapja elott.

A valészintliségek:

px = P(L=x+ 1|L = x),ahol (x € N),
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illetve

dx = P(L<x+1|L = x),ahol (x € N).

Természetesen adodik a qy és a py definicigjabdl, hogy Osszegiik 1-et eredményez. Tovabba

meghatarozhatjuk a koréves talélési valosziniiségeket a talélési fliggvény segitségével a kdvetkezden:

_Gx+1)

Dx = W,ahal (x eN,G(x) > 0).

Az alabbi abran szemléletesen lathatd egy részlet a 2020-as magyar n6éi halandosagi tablabol.

X qx Ix dx ex

0 0,00410 | 100 000 | 410 72,21
1 0,00015 ] 99 590 15 71,50
2 0,00012 | 99 576 12 70,51
3 0,00006 | 99 563 6 69,52
4 0,00010 | 99 557 10 68,53
5 0,00013 | 99 547 12 67,53
6 0,00011 | 99 535 12 66,54
7 0,00008 | 99 523 12 65,55
8 0,00020 | 99 511 10 64,56
9 0,00006 | 99 501 9 63,56
10 0,00004 | 99 492 8 62,57
11 0,00006 | 99 484 7 61,57
12 0,00010 | 99 477 8 60,58
13 0,00012 | 99 469 11 59,58
14 0,00016 | 99 459 16 58,59
15 0,00018 | 99 442 23 57,60
16 0,00029 | 99 420 28 56,61
17 0,00043 | 99 391 35 55,63
18 0,00042 | 99 356 43 54,65
19 0,00050 | 99313 49 53,67

9. abra A 2020-as magyar nék halandosagi tablaja 23 éves korig. (Forrdas: Human Mortality Database)

A halandosagi tablak rendszerint tartalmaznak egy maximalis kort, jelen tabla esetén ez 100 év, amit
w-val jeloliink. Mivel ilyen szép kort még mostanaban sem sokan élnek meg, igy nem talzo
feltételezés, hogy qq90-at 1 valdsziniiségiinek tekintjiik, igy elhanyagolhatonak tekintve a magasabb
korokat megélteket. A tabla az ismerteteken tal tartalmazza még a tovabbélési rend, a kihalasi rend és

a varhat6 hatralévo élettartam mutatodit. Ezeket a kovetkezdképpen értelmezziik:

L,=1G6Gkx) (x=0,12..,0)
dy=lL—1L (x=012.,0—1

ex:i Cenlits (@=012.,0-1).
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Az [, tovabbélési rend megmutatja, hogy egy hipotetikus 100.000 fébol allé populaciobol hanyan
¢lik meg az x éves kort. A szamitds igen sulyos feltételezéssel €1, miszerint a koréves haldlozési
valészinliségeket konstansnak tekinti. A d, kihalasi rend a tovabbélési rendbdl szdrmaztathat6, tehat
annak a szamat jeldli, hogy az el6zdéekben felvazolt hipotetikus populaciobdl mennyien halnak meg

az adott évben. Végiil az e, jellemzi a varhato hatralévo életéveket.

Becslés diszkrét modellbol

Minden halando6sagot becsld modell a mortalitasi ratdkon (mortality rate) alapszik, mely leirja,
hogy mennyi az egy fore jutd haldlozasok szama adott korban, adott iddszakban. Tehat a megfigyelt

halélesetek és a populécio 1étszamanak hanyadosat kell venni, amit a kdvetkezOképpen definidlunk:

A képletben a D, , jeloli a t. évben x évesen meghaltak szamat, E, . pedig a kitettséget, azaz a t.
évben x éves emberek megélt életéveinek Osszegét. Vizsgalhatjuk az iddszak elején ¢élo x évesek
szamat, akkor kezdeti kitettségrdl beszéliink, jele E2. A masik hasznalatos forma, ha az x évesek
atlagos létszamat tekintjiik az idGszak soran. Ezt kozponti kitettségnek nevezzik, jele ES és az x
évesen megélt évek szamabol hatirozzuk meg. Ezek alapjan alkalmazhatunk kezdeti mj,, illetve
kézponti my, ; x éves kori haldlozasi ratat. Mivel a mortalitasi ratak a kortol fiiggéen nagyban eltérnek
egymastol, mint a fiatal és az idds korosztaly esetén, igy modellezés sordn ezeknek a logaritmalt,
Tovabba a modellépitéshez elengedhetetlen Osszefliggés még a mortalitasi rata és a haldlozasi
valészinliség kapcsolatat leirni. Ezek kozott bonyolult Osszefiiggések alnak, de egyszeriisitd
feltételezéssekkel alkalmas Osszefiiggést lehet talalni. Majer és Kovacs (2011) munkéja alapjan, ha

valoszintisitjiik, hogy a kitettség a kor linedris fliggvénye, akkor az alabbi alakban irhato fel a

kapcsolat:
Myt
qx,t - 1 )
1 + j * mx’t
_ Ayt
mx,t - 1
1- 2 *Qx,t
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Masik esetben azt feltételezziik, hogy a haldlozasi intenzitds egész évek kozott konstans, €és a
kodzponti mortalitasi ratdval megegyezik:

_ c
xt = mg,t =1-— e Mxt,

14



3. Szakirodalmi attekintés

Lee-Carter modell és hidnyossagai

Mortalitasok vizsgalatdban a legelterjedtebb modszer Lee és Carter nevéhez fliz6dik, melyet
1992-es cikkiikben mutattak be az Amerikai Egyesiilt Allamok 1900-1989 évek kozotti
halanddsagi adatain. A modell szerint a logaritmalt kozponti mortalitasi ratdkra érdemes egy log-
bilinedris modellt illeszteni, amely 1d6tél és korcsoporttdl fiiggd paraméterekkel van ellatva. A
naptari évtol fliggd paramétereket ugy javasoljak Ujra becsiilni, hogy a tényleges megfigyelt
halalesetek szamai megegyeznek a modell altal vart szamokkal. Az eldérejelzéshez ARIMA
(autoregressziv integralt mozgodatlagolasu) folyamatnak tekintik az 1jrabecsiilt idésorat a
mortalitdsi indexnek. Legjobb modellspecifikacionak az eltolasos véletlen bolyongast talalta Lee
¢s Carter. A szerzOk a paraméterek becslését nem végezhették el regresszios modszerekkel, hiszen
a modellt leird egyenlet jobb oldalan valdjaban nincsenek tényleges magyarazovaltozok. gy
szingularisérték-felbontassal (SVD) kaptak meg a legkisebb négyzetes becsléseket. Varakozasok
szerint az Ujrabecsiilt mortalitasi indexek linearis csokkenést mutatnak és a halandosagi ratak

pedig exponencialis csokkenést.

A modell megjelenése ota szdmos orszagban végeztek szamitdsokat ezzel a modszerrel. Baselini,
Camarda ¢és Booth szerzok 2023-ban publikalt cikkiikben Osszefoglaltadk a modszert a 30 éves
¢vforduldja alkalmabol. Megvizsgaltdk az ez id6 alatt megsziiletett kiterjesztéseket, amik
orvosolni kivantdk a felmeriilé hidnyossagokat és dsszehasonlitottdk ezek hatékonysagat.

A kovetkezokben bemutatom a Lee-Carter modell néhany hianyossagat és hogy azokat milyen

modszerekkel probaltak meg masok javitani:

1. Korrigalt k;

A modszer nem sulyoz a korcsoportok 1étszamaival, igy a fiatalabb korok, ahol egyaltalan
nem jellemzé a halalozas, ugyanolyan sullyal szédmitanak, mint az iddsebbek, ahol a
halalesetek zome torténik. Lee és Carter a probléma kezelésére egy madasodik Iépéses
korrekciot alkalmazott a k; paraméterre, azonban ezt a modszert Booth és szerzétarsai (2002)
nem ajanljdk bonyolultsaga és a kritériumoknak valé nem megfelelése miatt. Alternativ

modszerek ennek a hibanak korrigalasara példaul Lee és Miller (2001) 6tlete, ahol a kiigazitott
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k, alapjan szamitott sziiletéskor varhato élettartamok minden évben meg kell egyezzenek a
megfigyelt sziiletéskor varhatd ¢Elettartamokkal, periodus tablakat feltételezve. Masik
lehetéség Brouhns és szerzdtarsainak (2005) megoldasa, akik a hibatag normalis eloszlasa
helyett a korspecifikus halalozasi szamok Poisson eloszlasat feltételezték. Otletiik a Poisson
Lee-Carter modell néven valt ismertté €s a tanulméanyok alapjan sok szempontbodl jobban
teljesit az eredeti modellhez képest. Harmadikként megemlitendd még Rabbi és Mazzuco
(2021) munkéja, akik a becsiilt mortalitasi index kiigazitasat az atlag helyett az életkor szerinti

halalozas eloszlasanak valtozékonysagahoz igazitottak.

. Kiindulasi hiba

Lee és Carter eredeti modellje szerint a ratdk jovObeli palyait a legutolsd iddszaki becsiilt
értékébol hosszabbitja meg. Lee és Miller (2001) szerint azonban igy nem a megfeleld
értékbol indulunk ki az elérejelzéshez. Pontosabb eredményeket lehet kapni szerintiik, ha nem
a becsiilt, hanem a legutolsé ténylegesen megfigyelt értékkel hosszabbitjuk meg a mortalitasi
ratak palydjat. Ezt elemezte ki Stoeldraijer (2018) munkéjaban nyolc eurdpai orszag adatain.
Szamitasai alapjan nagyobb pontossagot tudott elérni az utolsé megfigyelt érték hasznalataval,
¢s nagyobb robusztussdgot tapasztalt, amikor a kozelmultban megfigyelt évek atlagaval

dolgozott.

. Statisztikai keretrendszer

Az LC modell talan legjelentdsebb korlatja a statisztikai keretrendszerébdl fakad, mivel
feltételezi a hibatagok normadlis eloszlasat és homoszkedasztikus voltat. Ezek azonban nem
feltétlen realis feltételezések emberi halandosdgok vizsgalatakor, hiszen idésebb korban
valtozékonyabbak a haldlozéasi ratdk, igy a hibatagok variancidi nem lesznek azonosak.
Wilmoth (1993) a probléma alternativ kezelésére SVD helyett a stilyozott legkisebb négyzetek
modszerét alkalmazta a paraméterek becslésére, ahol a stlyok a haldlesetek szdma. Masik
javaslata a Poisson Lee-Carter modell, amelyben a paraméterbecslések maximum likelihood
(MLE) modszerrel torténnek. Végiil pedig az utobbi években egyre jobban elterjedd gépi
tanulasi modszerekkel lehet javitani az eredmények pontossagan. Szamos kutatds talalhato
mar, ahol ezen eszkozokkel vizsgalnak meg aktudriusi kérdéseket, a halandosagok

elorejelzését, mint példaul Vékas és Szentkereszti (2022) tanulmanya a magyar adatokon
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visszacsatolt neuralis halozatokkal.

. Rogzitett b,

Lee és Carter modelljének kozponti feltételezése a b, paraméter idObeni rogzitett értéke. Lee
¢s Miller 2001-es munkajukban viszont megjegyezték, hogy a paraméter idében valtozhat.
Mindezt arra alapozva, hogy a 20. szazad elsO felében fiatal korban gyorsabb, mig idésebb
korban lassabb halandosag javulast észleltek, azonban ez késébb forditotta valt (Kannisto és
tarsai 1994, Rau ¢és tarsai 2008). Booth és tarsai (2002) az illesztési id6szak korlatozasaval
javitottdk a teljes illeszkedést, igy kevésbé torzit a rogzitett b, feltételezése. Camarda ¢€s
Basellini (2021) haromkomponensti kiterjesztett LC modelljikben megoldjdk a problémat
harom fiiggetlen additiv komponensre (gyermekkor, felndttkor és idéskor) torténd felosztassal.
Ezek mindegyike Poisson Lee-Carterrel vannak felirva és habar az egyes korspecifikus b,-ek
rogzitettek, azok kombinacidja lehetévé teszik a rugalmassagot. Tovabba érdemes
megemliteni még a problémaval kapcsolatban Li, Lee és Gerland (2013) tanulmanyat. A
szerzék Japan és az Egyesiilt Allamok adatai alkalmazasaval terjesztették ki a Lee-Carter
modellt, melyet rotalt Lee-Carter modellnek neveznek. Ebben a b, paraméterek az id6
fliggvényében valtakoznak, igy kezelve a limitaciét. Eredményeik alapjan azonban
nehézkesnek talaltak a finom rotaciot kezelni a minden korcsoportra kiterjedé halanddsagi
modellekben, emiatt leegyszeriisitették a problémat, azaz a haldlozasi ardnyok relativ
nagysagara Osszpontositottak adott korokban, mikozben feltételezéseket alkottak a ratak

csokkenéseirol mas életkorokban.

. Simitas

Az ¢letkorfliggd halandosagi valdszinliségek simitdsa, annak eldrejelzésének egységesitése
tovabb javitja a modell pontossagat, mivel azok sorozata szabalytalan, véletlen ingadozésuak,
igy a biztositasi szamitdsokhoz érdemes azok simitasa. Ezt alkalmazza példaul a p-spline
interpolécios Osszefiiggésekkel bovitett kutatasa Currie-nek (2004). Kapcsolodé meglatasukat
fejtették ki Camada és Basellini (2021) is.
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6. Elorejelzesi kofidenciaintervallum

Szamos kritika érte az eredeti modell eldrejelzési konfidenciaintervallumat, mivel az csak a
mortalitasi index id@soranak hibatagjaitol fiigg. Ismertnek tételezi fel a paramétereket, amiket
valdjaban becsliink, igy a becslésbdl fakado hibat nem veszi figyelembe és kisebbnek becsli az
elorejelzési hiba mértékét. Brouhns €s szerzdtarsai (2005) a Poisson bootstrap megkdzelitést
javasolja a paraméterbizonytalansdg megragadasara. Szélesebb konfidenciaintervallumokat
eredményezett Li €s tarsainak tanulmanya (2009), ahol bootstrap eljarast nem Poisson, hanem

negativ binomidlis eloszlassal illesztett halalozasi szdmokkal nézték meg.

7. Koherens haldlozasi elorejelzések

A hasonld populédciokra vonatkoz6 egymastol fliggetlen mortalitasi eldrejelzések gyakran
hosszu tavl inkonzisztencidt mutatnak az é€letkorspecifikus haldlozas és a varhato élettartam
viszonylataban. Szamos erre irdnyuld kutatas zajlott az elmult idében, kezdve Lee 2000-ben
kiadott munkéjéban, ahol a ndi és a férfi mortalitdsokat vizsgalta, majd Li és Lee (2005) 15
orszagbol allo elemzése (LL moddszer nevén ismerhetjiik). Eredményiil azt kaptak, hogy a 15
orszagbol 11 esetében a populacionkénti eldrejelzések megegyeznek a koherens
elorejelzésekkel. EbbAl arra kovetkeztettek, hogy a hasonl6 orszagok (demografiai adottsagok
tekintetében) adatainak egylittes felhasznalasaval még jobb elérejelzéseket adhatunk meg.
Meghataroztak, hogy a két populacio hosszli tavon nem divergald eldrejelzéséhez sziikséges,
hogy azonosak legyenek a rajuk vonatkozd paraméterek: eltolasos véletlen bolyongas
paraméterei ¢€s a korspecifikus érzékenységi paraméterek. Az LL mddszert kiterjesztették két,
illetve tobb dimenziora is. Van Baal és munkatarsai (2016) Hollandia népességére
vonatkozdan vizsgalodtak nem- és iskolai végzettség-specifikus halalozasi valoszinliségeket.
Lyu és szerzoOtarsai (2021) egy kétlépcsds béta-konvergencia teszt segitségével gondoltak
tovabb az LL eljarast, hogy magaba foglaljak a megfigyelt két orszag és a halalokok kozotti
koherenciat. Szamos mas témdaban is vizsgalédtak mar az eljarassal, mint dohdnyzassal,
alkohollal vagy elhizassal 6sszefliggd mortalitasokra (Janssen és tarsai (2013) és (2021)). A
koherens eldrejelzések soran kiemelt szerepe van a nemek kozotti koherencianak, melyet De
Jong ¢és szerzotarsai (2016) egy komplex szamokon alapuld keretrendszer segitségével
bovitettek az LC modellt. Elonyeként konnyen Osszehasonlithatd fliggetlen modellekkel a
»komplex LC” modell, azonban csak két populaci6 esetében. Booth 2020-ban kimutatta, hogy
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a férfi halalozési adatok esetében jobb az eldrejelzés teljesitménye a nemek kozotti koherencia

feltételezése esetén.

8. Kohorszhatas

Gyakran éri még kritika a Lee-Carter modellt abbol az okbol, mert nem veszi figyelembe a
lehetséges kohorszhatast. Kohorszhatés alatt azt értjiik, hogy a naptari évtdl és az életkoroktol
fiiggd hatasokon tul felléphet az a jelenség is, hogy az azonos idészakban sziiletett egyének
halandosaga fiigg a sziiletés id6pontjatdl is. Ilyen jellegzetesség allhat fenn példaul haborak
idején, vagy egész tarsadalmakat befolyasold latvanyos ¢€letmindség javulas esetében. A
hidnyossagnak legismertebb megoldasat Renshaw és Haberman dolgozta ki 2006-ban, illetve
gondoltak tovabb azt 2011-ben. Ennek alapja, hogy mn,; = In(m,;) szisztematikus
komponenst tekintették az 7, = a, + k; — ¢, egyenletben. Itt c,_, a kohorszhatas
paraméter, mely a z-x idOszakban sziiletettek halandosdganak a tipikus mortalitasi palyadhoz

képesti eltérését reprezentalja.

Az altalam emlitett modszereken tul szamos kiterjesztés sziiletett még Lee és Carter modellje 6ta,

azonban ezeknek részletezése mar nem képezi tanulmanyom targyat.

Referencia populacid

Aktudriusi tanulmanyaim soran megtanultam mennyire fontos a felhasznalt adatok mindsége, és
egyaltalan az adatok léte milyen értékes is. A gyakorlati életet tekintve azonban a biztositoknak
legtobbszor hossza évekre €s nagy kiterjedtséggel rendelkez6 alloméanyra van sziikségiik ahhoz, hogy
megbizhaté szamoléasokat, eldrejelzéseket tudjanak kalkuldlni. Azonban ez induld biztositok, kisebb
piacokon, kisebb allomany méretek és egyéb okok folyaman nem egyszertien megoldhatd. Példaul
Wang, Yue ¢s Chong (2018) kis populéciokra specifikus kutatdsa alapjan, ha a megfigyelt népesség
mérete kisebb 200 000 fonél, akkor mar kiilondsén érzékelhetok a halandosagi modellek torzitasai, és
ezek becslési modszertdl fliggetlenek, mindegyik esetében észre vehetdek. Ezen probléma kor
iranyitott ahhoz, hogy a SAINT modellel (Jarnes ¢és Kryger, 2008) kezdjek foglalkozni

részletesebben, mely egy referencia populacion keresztiil kivan pontosabb becslést adni.

19



Az aktuariusi tudomanyokban nem tjdonsag a referencia adatokra val6 hagyatkozas. Erre alapszanak
példaul a credibility modellek is, mint az eredeti Biihlmann-modell. Ezt az aldbbiak szerint
definidlhatjuk Araté (2001) konyve alapjan.

A kovetkezd jeloléseket hasznalhatjuk azon feltételezés mellett, hogy X;,Xs,...X; kockdzatok

rogzitett 6 (rizikoparaméter) mellett feltételesen fiiggetlenek €s azonos eloszlasuak:

u(q) = E(X;16 = q)
m = E(X;) = E(u(9))
a = D*[E(X;|6)]
a?(q) = D*[X;|6 = q)]
s? = E[D?(X;10)] = E(a2(8)).

Ekkor a linearis g(xy, ... x;) = ¢o + ¢1%; + -+ + ¢y x; alaku fiiggvényeknél a

X+t x at
;4-(1—2)771, z=—=
s?2+at

g(xq, .. x) =2

fliggvény minimalizalja az E(u(@) —g(X;, ... X )) varhato értéket. Azaz, a biztosito a varhatd érték
becslésénél z-ed résznyire veszi figyelembe a sajat tapasztalatot és 1 — z-ednyire m-et, a referencia

értékét. (Aratd, 2001)

SAINT modell

Szakdolgozatomban a Jarner és Kryger altal 2008-ban kidolgozott tobbpopulacidos halandosagi
modellt, a SAINT (Spread Adjusted International Trend) modell hatékonysagat vizsgdlom meg,
Osszehasonitva a Lee-Carter metodus josagaval. Jarner és Kryger dan adatokon szamolt munkéja arra
alapszik, hogy egy kisebb populécié adatait egy nagyobb referencia populacié adatainak segitségével
hatdrozzak meg, igy a kisebb népességli megfigyelésekre is megbizhatobb eredmények kaphatok.
Felvetéseik szerint a kisebb populédcio hosszu tavon hasonloan fog viselkedni a referencidhoz képest,
viszont rovid- és kozéptava eltérések megfigyelhetok lehetnek. A kisebb populacionak lehet
valasztani példaul életbiztositasi /nyugdijbiztositasi cég halandosagi adatait, referencia populacionak
pedig az adott nemzet/régi6 halandosagi adatat. A kis populacié mortalitdsa a modell alapjan meg fog

egyezni a referencia populacido mortalitds €s az attdl vald eltérés Gsszegeként (ezen logika mentén
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sziiletett a SAINT modell név: Spread Adjusted INternational Trend). Ezzel a felbontéssal
elvdlaszthatjuk a biztosnak tekinthetd hosszutavi trendet a rdvidebb tava eltérések

bizonytalansagatol. (A SAINT modell keretrendszerét a kovetkezd fejezetben mutatom be.)

A SAINT modellhez kapcsoloddéan megemliteném még itt Wan és Bertschi (2015) mddszerét, akik
szintén a kis populaciok mortalitdsat kutattdk. Jarner és Kryger oOtletén alapulé koherens
sztochasztikus halandosag-modellezést fejlesztettek, melyben 6k is két 1épésben dolgoztak: elészor
modellezték a referencia populacidé halandosagat, majd ezt kovetden megbecsiilték a mortalitasi
kiilonbséget a két populacid kozott. Lee-Carter és Plat modelleket hasznaltak a referencia csoporthoz,
mely nem historikus, geografiai vagy gazdasagi okok alapjan valasztddott meg, hanem egyszertien 15
alacsony haldlozéssal rendelkez6 orszag halmazat alkotta. Svéjc népességi adatain tesztelték otletiiket
¢s azt tapasztaltdk, hogy az alapmodellek mind a ndk és férfiak esetében is alul becsiilték az

¢élettartam kockazatot.

Menzietti, Morabito és Stranges (2019) tanulmanyaban Malta népességére alkalmazzak a SAINT
modell koncepciodjat. Két részbdl allo modellezésiik egy trend és egy eltérés komponenst tartalmaz a
referencia populacio alapjan. frasukat kifejezetten az idésebb népességre koncentraljak, hiszen annak
van a legnagyobb érdekeltsége az aktudriusi alkalmazasokban. Tanulmanyuk annyiban tér el az
emlitett kis populacios modszerektdl, hogy maga a referencia csoport kivalasztasa is egy elemzéssel
torténik, valamint tobbféle modell kombinaciot is leteszteltek. A legjobb valasztasként az Egyesiilt
Kiralysag adataival elemezték a maltai halanddsagot, és minden modell esetén drasztikusan tudtak

csokkenteni a mortalitasi elérejelzések bizonytalansagat a sztenderd modellekhez képest.
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4. A felhasznalt halanddsag eldrejelzé modellek

Lee-Carter modell

A halanddésag modellezésének legelterjedtebb modszerét, alapkovét Ronald D. Lee és Lawrence
Carter alkottak meg 1992-ben. (Lee és Carter (1992)) Egy egyszerti modellt készitettek, melyben log-
bilinedris 0Osszefiiggés illesztését javasoltdk a vizsgalt i1doszaktél és az ¢€letkoroktol fliggd
paraméterekkel. Ezzel elemezték az 1900-89 évek alatti egyesiilt allamokbeli életkorfiiggd mortalitasi

ratak valtozasat.

A modell egyenlete

A modell tehat abbol indul ki, hogy ismeretesek minden t € {1,2,3,...T} id6szakban az x € X
korokhoz az adott populdcioban jellemzd kdzponti halandosagi ratak, ahol X a korcsoportok halmaza.
Ennek Osszefiiggését egy viszonylag egyszerli egyenlet segitségével irtak le a szerzok, az alabbiak

képében:
Inm,; =a, + by *ky + & ,aholx€Xést=123,..T.

Az egyenlet paraméterei kozil a, €s b, értékei testesitik meg a kortol valo fiiggést, mig k, alakuldsa
a halandosagot kivanja jellemezni az idd alakulasdban. Az ¢, , pedig a modell véletlen hibahatasait
foglalja magéba. Az ilyen hibatagokrol feltételezziik, hogy 0 varhato értékiiek, varianciajuk nagyobb
0-nal és egymastol fliggetlen, normalis eloszlasa valosziniiségi véltozok: &, .~N(0,0%). Ezek
alapjan a logaritmikus mortalitasi ratdk egymastol fliggetlenek és szintén normalis eloszlast kovetnek

a kovetkez6 paraméterek szerint:
Inm, ; ~N (ay, + by * ki, 02) VY x, t.

Tovabba a modell helyes alkalmazasahoz a szerzok kiegészitése szerint két paramétermegkotést kell

még figyelemmel kisérniink, miszerint:

T
Zkt=0és be=1.
t=1

xXEX
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Habar a normalitas feltevése nem szerepelt az eredeti Lee-Carter cikkben, de hozzad lehet adni a
modellhez, mely konnyebb szamitast eredményez. Ekkor a maximum likelihood becslés épp azonos

lesz a szingularisérték-felbontassal kapott legkisebb négyzetes becsléssel.

Paraméterek értelmezése

Az elébbiekben bemutatott paraméterekhez a kovetkezd értelmezéseket lehet kapesolni:

* Az a,, mint dtlagos logaritmikus halandosag értékeket mutatja meg az egyes korokban, tehat
hogy adott életkorokban 4ltaldban mekkora halandosag jellemzi az embereket. Jellemz6
alakja, hogy a sziiletéskor igen magas, majd gyors iitemben eléri minimumat, ezutan 20 éves
kor koriil kiptiposodik, majd linedrisan novekszik az ¢életkor eldrehaladtaval. Ezt szemlélteti a
kovetkezd abra, mely a magyar populacio adatain késziilt Lee-Carter modszerrel az 1980-

2010-es idészakot figyelembe véve.

Main effects

ax
\
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10. abra Az atlagos logaritmikus halandosag abrazolasa az 1980-2010-es adatokkal Magyarorszagon (sajat szerkesztés)

* Az egyenlet 1d6tol fliggd komponense pedig a k; amit mortalitasi indexnek neveziink. Ez a
halandosag mértékének iddbeli valtozasat mutatja be a megfigyelt idoszakok kozott. Alakja
jellemzéen monoton csokkend, azonban egy-egy rosszabb idészakban megnovekedik, mint

haboruk, jarvanyok idején.
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11. abra A mortalitasi index alakulasa az 1980-2010-es magyarorszagi adatok felhasznalasaval (sajat szerkesztés)

* A b, paraméter értékét ugy értelmezzik, mint életkorfiiggo érzékenység a halandosagi index
alakulasara nézve. Tehat ha a mortalitasi index egy megfigyelt iddegység alatt valtozik egy
egyseéget, akkor varhatoan b, nagysaggal valtozik meg a logaritmikus halandosagi rata értéke.

Az alébbi abra szemlélteti egy adott populécio esetén:
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12. abra Az életkorfiiggd érzékenység alakuldsa Magyarorszagon az 1980-210-es adatok szerint (sajat szerkesztés)

% Végiil pedig megemliteném o2 paramétert, ami az atlagos négyzetes hiba. Korcsoportonként
¢és id6szakonként irja le a logaritmikus halandosagi ratak valtozékonysagat. Amennyiben

alacsony értéket vesz fel, akkor a modelliink jol irja le a valdsagon alapuld megfigyeléseket.

Paraméterek becslése

A paraméterek becslését leggyakrabban maximum likelihood (ML) mddszerrel szokas elvégezni,
azonban a szerzOk a szingularis érték felbontast (SVD) javasoltak, mely ugyanazt az eredményt fogja
visszaadni.

A log-likelihood fliggvény a log-normadlis eloszlasti mortalitdssal, amit maximalizalni szeretnénk a

paramétermegkotések teljesiilése mellett:
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1 1 O\ )
[l = —EXT*ln(Zn) — XT * lna—ﬁz Z(lnmx't —a, — By *Kt) .

xXeEX t=1

Ebben a becslésben azonos stllyal vessziik figyelembe a megfigyeléseket, azonban ez ellentmond
azzal, hogy az LL modellben koronként és évenként az egyes csoportok haldlozdsanak nagysaga
eltéré mértékl lehet. Emiatt a kovetkezo kiigazitassal érdemes dolgozni, aminek létezik egyértelmi

megoldasa, amennyiben minden idészakban megfigyelhetd halaleset:

icadj = {K € ]RT;Dt = Z Dy = Z Ex,t exp(c’fx + .éx * Kt) t=1,2,..T¢.

x€EX xXEX

El6rejelzés

Az emlitettek alapjan mar készithetiink eldrejelzéseket a paraméterekre, ha elkészitjik még a k,
(1dotol fiiggd) paraméter kiillon modellezését. Az eredeti mddszer alapjan empirikus vizsgélatok utan
ehhez a egy eltolasos véletlen bolyongas a legalkalmasabb (Random Walk with Drift, azaz eltolasos
ARIMA (0,1,0)). Ekkor a sztochasztikus modell i ‘fdj kezddérték mellett, s paraméterii eltolassal és

@, (fliggetlen, azonos varianciaji normalis eloszlasu) hibataggal a kovetkezo:

R =M 45+ @, (t =23,..T).
Tehat Lee és Carter szerint a mortalitasi index egy olyan linearis sztochasztikus folyamat, amelynek
novekményei fiiggetlenek €s s a trendjének meredeksége. Az eldrejelzésekhez sziikséges s és Ppyp

paraméterek megbecslése utan a kovetkezd formula segitségével adhatunk pontbecslést a jovobeli

mortalitasi indexek értékeire:

~adj ~adj ~adj Aad] _
E(R74)) = E( +Z( T+i ~ K rti-1 >—

T+i T+l 1

=4 Z ERSY — k570 _)=k3Y + ks (k=12..).
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Ebbdl a T + k. évre vonatkozo eldrejelzés a logaritmalt mortalitasra:

Ny i = G + B * (R3Y +k8) (x€X, k=12..).

SAINT modell

Jarner és Kryger tanulménya a halandosag leirdsara az id6- €s korfliggd mortalitast hasznaljak
u(t, x), amire mint mortalitasi fiiggvény/intenzitas utalnak (azonban késébb felteszik, hogy u(t, x) =
u(x)). A modell felteszi, hogy a referencia populdcié haldlozasainak szdmai Poisson eloszlast

kovetnek az alabbi paraméterekkel:
DTef(t! X)NPOI:SSOTl ( ﬁ(t, x) Eref (t, x) ),
ahol D¢ (t, x) a referencia populaci6 haldlozasinak szdma, E,.r(t, x) a referencia populacio

kozponti kitettségeinek szama, i(t, x) pedig egy atlagos értéke a mortalitasi intenzitasnak.

Kovetkezoképpen szamolando:

alt,x) ==[ult,x)+ult,x+ 1) +ut+1,x)+ult+1,x+1)].

EN.

A fenti jelolésekkel a log-likelihood fiiggvény igy all eld:

l(@) = Z[Dref(t: x) log (ﬁ(t, x) Eref(t' x)) - lOg (Dref(tr x)') - /I(t: X) Eref(tl x)]

t,x

A kis populacié modellezése hasonldan alakul a referencidhoz képest: modellezve a referenciat egy
hozzdadddo eltéréssel. Az alapvetd feltevés, hogy hosszitavon hasonléan fog viselkedni a kis
populacié a nagy referencidhoz képest, azonban lesznek rovid-/kozéptava eltérések, amelyek 0 koriil
fognak fluktualni.

Ha adott u referencia trend, akkor feltessziik, hogy részpopuldcionk megtigyelései fliggetlenek,

Poisson eloszlasuak a kdvetketd paraméterekkel:
D yss7 (8, x)~Poisson ( flyesy (t, %) Ergs,(t,X) ),
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ahol

fresz(t,x) = fi(t, x) * exp(at + by * 1y (x) + ¢ * Tz(x))

r(x) = (x —60)/40

r(x) = (x2 — 120x + 222)/1000.

Az a; paraméter a részpopulacié €s a referencia mortalitds kozotti kiillonbséget ragadja meg, a b, és
c; paraméter pedig magasabb rendi korrekcidok, amelyek biztositjak a jobb illeszkedést. Ezeket a
paramétereket ugy valasztjuk meg, hogy minimalizaljak a részpopulacidra (elézékhez hasonldan)
felirhaté log-likelihood fliggvényt. Az r;(x) és r,(x) regresszorokat igy valasztjuk meg, hogy
merdlegesek legyenek €s koriilbeliil 1-re normalizalodjanak 20 és 100 éves korban.

A részpopuléacid mortalitdsanak elérejelzését a modell szerint gy adhatjuk meg, ha az optimalizalt
ag, by és c; paramétereket vektor-autoregressziv (VAR) modell segitségével eldrejelezziik a kivant

1d6szakra.
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5. Numerikus elemzés

Adatbemutatas

Adataimat két f6 forrasbol gytijtottem. Az egyik a Human Mortality Database (www.mortality.org)
honlapja, mely szdmos orszag halanddsagi adatait szolgaltatja naprakészen, egészen akar az 1800-as
¢vekre visszamendleg éves gyakorisdggal. Innen gyljtottem le mindkét nemre az altalam vizsgalt két
orszag - Svajc és az Amerikai Egyesiilt Allamok (tovabbiakban roviditve USA-ként hivatkozva) -

halalozasi szamait és a kozponti kitettségeit éves bontasban.

Masik 16 forrasom a Society of Actuaries (https://www.soa.org) honlapja volt, mely egy 1949-ben az
Egyesiilt Allamokban alapitott aktuariusok globalis szakmai szervezete altal létrehozott honlap, mely

nyilvantart szdmos orszagra biztositotti halandosagi tablakat.

A rendelkezésemre allo adatokbol Svajc esetén 1941-t6l 1995-ig gylijtottem Ossze 20-tol 100 éves
korig az elemzésemhez sziikséges adatokat, melyek 10 év hossziisagu iddszakok szerinti bontasban
voltak elérhetdek szamomra. Mivel id0szakosan és nem éves szinten elemeztem els6 1épésben, igy a
halalozasi szamokat és a kitettségeket is ilyen formara osszegeztem. Az Egyesiilt Allamok esetén
1957-t61 1993-ig sikeriilt 6sszegytijtenem a jaradékos halandosagokat, melyek 5 éves periodusokban
szemléltethetéek. Ezen adatokat 10 éves kortdl 110 éves korig hasznaltam fel. 100 éves korban
maximalizaltam a figyelembe vett korok intervallumanak felsé korlatjat, azonban fontos tudni, hogy
a HMD a 80 év feletti értékeket a populacio kisebb mértéke miatt simitassal korrigalja. Ez egy
gyakorta hasznalt mdédszer a magasabb korokra, amit a HMD szervezete a Kannisto eljarassal

(Human Mortality Database: Methods Protocol, 2021) végez el.

A biztositotti adatok sziikossége okan kevés megfigyeléssel tudtam csak dolgozni, mely a modellek
épitésekor sulyos hibakat eredményezett (mint példaul a szerzok altal ajanlott VAR-modell a kevés
mintaelemszdm miatt értelmezhetetlen), ezaltal az eredmények josdga sem volt elfogadhatod
mindségli. Ennek kikiiszobolése érdekében az 5, illetve 10 éves iddszakra megadott adatokat éves
gyakorisagira konvertdltam a linedris interpolacid képletének alkalmazasdval, emiatt joval tobb
megfigyeléssel tudtam tovabb dolgozni. Igy Svajc esetében 51, az Egyesiilt Allamok esetében pedig

33 megtigyeléssel rendelkeztem.
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A linedris interpolacié altalanos képlete, ahol y a megfigyelt valtozok, x pedig az évek szama:

Dolgozatomban specialisan:

(mx,t1 - mx,to )

(t1 — to)

My = My, + (t —to),

ahol t, és t; az adott t naptari év eldtti €s utani intervallumkozéppont.

A vizsgalt populaciok halandésaga az egyes orszagok biztositotti adatai, melynek referencia

populécidja az egész orszagra vonatkozo megfigyelések. Mivel az én esetemben jaradékosi adatokkal

dolgoztam, igy nem tartom relevadnsnak az Osszes kor figyelembevételét. Az adatbdzisom also

korhatarjanak a 60 évet tartom indokolhatonak, felsé korhatarjanak pedig a 100 évet hagytam, mivel

a hosszu ¢élet kockazata egyre nagyobb jelentdségiivé kezd valni. Az aldbbiakban néhany grafikon

lathatd, mely a két orszag uniszex halanddsagi ratidinak ¢és haladlozasi szdmainak vizualizaciojat

szolgélja.
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13. abra Uniszex log-halandosagi ratdk (bal) és uniszex haldlozadsi szamok (jobb) alakuldsa 1959-1991 kézétt

az Amerikai Egyesiilt Allamokban évente (sajdt szerkesztés)
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14. abra Uniszex log-halandosagi ratdk (bal) és uniszex haldalozadsi szamok (jobb) alakuldasa 1945-1995 kézétt
Svajcban évente (sajat szerkesztés)
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Az amerikai log-haldlozasi ratdk esetében latvanyosan kiemelkedik a fiatal kori pup, amelyet a
fiatalabbak kisebb oOvatossaganak, vakmerdségének szoktak tituldlni. A szinkodolasbol lathatjuk,
hogy a halandosagi ratdk az évek folyaman folyamatosan csokkentek. FErdekes még, hogy az
amerikaiak esetében a 75 éves kor koriil, mig a svajciakndl 80 év koriil jelentkezik a legmagasabb

szam az elhunytakban.

Egypopulécios modellezés

Eldszor a két populaciot egymastol fiiggetleniil modelleztem orszagonként és nemenként Lee-Carter
modszerrel, mind a HMD adatokon és mind a biztositotti adatokon. A modellek futtatasdhoz az R
szoftver StMoMo csomagjat hasznéltam. Kiemelném ezeknek a rezidualis hotérképét, mely
vizualisan szemlélteti tovabbi problémajat az LC-modellnek, a kohorszhatdas figyelmen kiviil

hagyésat.

Referencia populéacio Lee-Carter modelljei

Az azonos évben sziiletettek csoportjat nevezziik egy kohorsznak, a 7. dbran balrdl jobbra felfelé
iranyba tartd diagonalis vonalak mentén lathatoak. Ez a jelenség az amerikaiak esetében rendkiviil

szembeotld, mig a svajciakndl nem igazan vehetok észre hasonldoan elkiiloniild egyenesek a
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hotérképen. A kohorszhatds alapjan tehdt a mortalitdst nem csak az adott évek ¢és korok

befolyasoljak, hanem az is, hogy melyik a sziiletési évszam.

15. abra Egyesiilt Allamok férfi (bal) és Svdjc férfi (jobb) Lee-Carter modell rezidudlisainak hétérképe
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16. abra 1959-1991 kozétt a ferfiak Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kozott USA-ban
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9. dbra 1959-1991 kozott a nék Lee-Carter modelljének parameéterei 60-100 éves kor kézétt USA-ban
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10. abra 1945-1995 kozott a férfiak Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kézott Svajcban
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11. abra 1945-1995 kozott a nék Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kozott Svajcban

Az a, paramétert tekintve mind a két orszagra és mind a két nemre a varakozasok szerint halad, tehat
minél magasabb korban vannak az emberek, annal magasabb a halandosag valoszintisége. A b,
minden esetben egy korral csokkend életkor érzékenységet mutat, kivéve a svajci férfiak esetében,
ahol 100 éves kor koriil hirtelen novekedés lathato. Végiil pedig a k; mortalitasi indexet leir6 idésora
lathato. USA esetében mindkét nemre latvanyos javulas érzékelhetd a mortalitdsi index nagysagaban,
tehat a néphalandosag fokozatosan javult, bar a csokkenés iiteme a késébbi években mérseklodott.
Svéjc esetében szinte monoton csdkken a paraméter értéke. Mivel a vizsgalt idészakokban nem

voltak nagy haboruk, jarvanyok az orszdgokban, igy nem mutatkozik a halandésag novekedése.

A modelleket rovidebb megfigyelési idoszakra is lefuttattam, ezaltal tesztelni tudtam a Lee-Carter
modszer becslését a valos adatokhoz képest. Az amerikai adatokon 33 megfigyelési id6szakbol 8 évet
valasztottam le tesztelési célzattal, mig a svéjci adatokon 6sszesen 51 iddszakbol 10 évre teszteltem a
modell becsloképességét. Egy tdblazatban Osszefoglalva szemléltetném a  predikciok

teljesitményének értékelését, azaz, hogy a valos értékek mennyire térnek el a modell altal becsiilt
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értékektdl, melyet atlagos négyzetes hiba (Mean Squared Error) mérésével szamoltam.

Az alabbi képlet alapjan hataroztam meg:

MSE = Zi (In (eldrejelzett my) — In (valds my,))®

n
xeX t=1

ahol n a megfigyelések szama.

Az alabbi MSE értékeket kaptam a referencia populaciora épitett modellekre:

1. Tablazat MSE értékek a valos és Lee-Carter modellel becsiilt értékek kozott a referencia populaciora

Orszag Nem MSE
erfi 0,00013
USA Jerf
ndé 0,000083
férfi 0,0086
nd 0,00051

MSE értékelését tekintve az tekinthetd pontosabb becslésnek, ahol minél kisebb értéket vesz fel.
Tehat a Lee-Carter modell becslése soran a legkisebb értéket az amerikai ndk csoportjara
tapasztaltam. Habar az MSE mutatok értékei kis szamot vesznek fel, kiemelendd, hogy a legkisebb
MSE-vel rendelkezd amerikai nékkel ellentétben 100-szor magasabb érték lathatdo a legmagasabb
¢veire a valds €s becslilt mortalitasi ratdk négyzetes eltéréseinek mértékét. Ezeken megfigyelheto,

hogy hol talalhat6 szisztematikus eltérés.
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12. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a referencia USA ndi adatokon (sajat szerkesztés)
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13. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a referencia USA férfi adatokon (sajat szerkesztés)
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14. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a referencia Svdjc férfi adatokon (sajat szerkesztés)
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15. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a referencia Svdjc néi adatokon (sajat szerkesztés)

Lathato, hogy az amerikaiak esetében ndknél és férfiaknal is 69-70 éves korban mutatkozik nagy
eltérés, illetve a korhatar felsé korhatarjanal. Svajci adatoknal rendkiviil magas eltérés lathato a férfi

adatoknal a fels6 korhatarndl, azonban a néknél hasonl6 a tendencia az amerikai diagrammokhoz.
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Jaradékosi populéacio Lee-Carter modelljet

A biztositotti adatokat is kielemeztem a Lee-Carter modellel. Megnéztem most is a rezidualisok
hotérképét, amelyeken nem figyelhetok meg a kohorszok, mint kordbban. Ez varhat6 is volt, hiszen a
biztositotti populacioé sokkal homogénebb mintét jelent, mivel a biztositok, minél kisebb kockazatu

allomanyokat céloznak meg kialakitani.
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16. dbra Egyesiilt Allamok férfi (bal) és Svdjci férfiak(jobb) biztositotti adatainak
Lee-Carter modell rezidudlisainak hotérképe (sajat szerkesztés)

Ezekre az adatokra is néztem tesztiddszakot és ellendriztem az ellendrzé képességét a modelleknek.
Az eldézéekhez hasonléan ugyanannyi iddszakot hagytam ki a tesztelésre. Az MSE értékeik a

kovetkezok:

2. tablazat MSE értékek a valos és Lee-Carter modellel becsiilt értékek kézott a biztositotti populdaciora

Orszag Nem MSE
erfi 0,0046
USA Jert
né 0,0021
ferfi 0,0015
né 0,0010

Tehat a biztositotti adatokra a legkisebb MSE értéket a svajci nék populdcidja produkalta, mig a
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legnagyobbat az amerikai férfiak. A teljes népességet leird6 Lee-Carter MSE eredményeihez képest itt
pont az ’ellentett’ populaciok teljesitettek legjobban/legrosszabbul. A kovetkezd diagrammokan

megfigyelhetdek a valos és a modell altal becsiilt értékek kozotti négyzetes eltérések:
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17. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a biztositotti USA férfi adatokon (sajat szerkesztés)
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18. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a biztositotti USA néi adatokon (sajat szerkesztés)
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19. abra Valos és LC modell becsiilt értékeinek eltérése a biztositotti Svdjc ndi adatokon (sajat szerkesztés)
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20. abra Valos és LC modell becsiilt értekeinek eltérése a biztositotti Svajc férfi adatokon (sajat szerkesztés)

Amerikaiak abrdjan mind a ndknél és a férfiaknal is a korintervallumok végein vannak a nagyobb
eltérések, és 70-90 éves kor kozott becsiil a legkisebb hibaval a modell. Svajc adataira nem egyezik
meg a hibak diagramja a két nemre, mg a férfiaknal szinte végig kiegyensulyozottak az eltérések és
csak a 100 éves korhoz kozeledve ugrik meg jobban, addig a ndknél 60-75 évesek csoportjara
magasabb hibakkal becsiil. Nagysagrendileg szinte azonos mértékii eltérések észlelhetdk a kiilonb6zo

populacidkra, a hibak maximuma a svéd nokre a legkisebb.

SAINT modellezés €s eredményei

Az 4. fejezetben leirtak alapjan Excel segitségével meghatdroztam a SAINT modellhez sziikséges
a;, by, és c, paramétereket, melyek optimalizacids probléma megoldasabdl adddnak. A teljes

megfigyelt idészakra nézve abrazoltam 6ket diagrammon.
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21. abra Optimalizalt paraméterek az amerikai férfiak (bal) és nok (jobb) adataihoz 60 éven felettickre (sajat szerkesztés)
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22. abra Optimalizalt paraméterek a svajci férfiak (bal) és nok (jobb) adataihoz
60 éven felettickre (sajat szerkesztés)

Az é4brak alapjan az figyelhetd meg, hogy a b, paraméter idében ndvekvd ilitemet mutat, az a,
paraméter pedig kisebb intenzitdsban, de iddben csokkend értékeket vesz fel. A ¢, értékeiben viszont

kevésbé mutatkozik a férfiak és ndk abrajan hasonldésag, a.-vel koriilbeliil parhuzamosan mozognak.

A svajci adatokra szamolt paraméterek alakuldsdban kevésbé vettem észre szabalyossagokat, foleg a
ndi megfigyelésekre. A férfiak esetében lathatd egyfajta tendencia, hogy mekkora értékeket vesz fel
egy-egy paraméter, illetve, hogy kozottiik milyen relacido dominal.

A tanit6 id6északokon kiszamolt paramétereket a szerzOk szerint VAR segitségével javasolt elére
jelezni. Sajnos viszonylag kevés évre rendelkezek megfigyeléssel, emiatt a VAR modell az én
esetemben nem adott megbizhaté eredményeket. Ezért egyszerlibb modszerhez, ARIMA
folyamatokhoz fordultam. Augmented Dickey-Fuller tesztet hajtottam végre a paraméterek idésoran,
amely szerint az id0sorok nem bizonyultak stacionereknek. Ennek kikiiszobolése érdekében
egyszeres differencidzast hasznaltam. Minden modell esetén kiprobaltam tobbféle ARIMA
folyamatot, melyek koziil Akaike informécios kritériuma (AIC) vizsgélataval vélasztottam ki a

legjobbat. A kovetkez6 folyamatokat alkalmaztam az eldrejelzésekhez:

3. Tablazat Alkalmazott ARMA folyamatok
ARIMA (1,1,0)
ARIMA (1,1,0)
ARIMA (1,1,1)
ARIMA (1,1,0)
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Az igy megkapott paraméterekkel és a referencia populacidora készitett LC elorejelzésekkel
megkaptam a SAINT modszere szerinti eldrejelzést. A korabbiakhoz hasonléan MSE mutatoval

Osszehasonlitottam a SAINT eldrejelzés értékeit a kihagyott valos értékekkel.

USA: férfi adatok eredménye

Az amerikai adatokbdl 8 éves tesztidészakot valasztottam le az 1959-t61 1991-ig tarto
megfigyelésekbol. A SAINT modell kiértékeléséhez Osszehasonlitottam a valds értékektdl valo

eltérést a Lee-Carter modell esetén latott eltérésekkel.

4. tablazat A két modell MSE értékei az amerikai férfiakra

0,0111 0,0074
0,0139 0,0065

Az atlagos négyzetes hiba, -habar pici kiilonbséggel-, de a SAINT féle modellezés alkalmazasanal
kisebb értéket vett fel 60 és 100 éves korokra megvizsgalva, igy kevesebb tévedéssel adta vissza a
valos halandosagi valoszintiségeket. Sziikitve a vizsgalt korintervallumot 60-t6l 90 éves korig viszont
a Lee-Carter tekinthetd jobb modellnek. A kovetkezd abran kirajzoltam a 8 éves tesztidOszakra

koronként az atlagos eltéréseket:
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23. abra Amerikai férfi adatokra modellenként az atlagos eltérés
60-100 éves korban (bal) és 60-90 éves korban (jobb) (sajat szerkesztés)
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Lathato, hogy hullamzik melyik modell teljesit jobban és hogy a felsé korhatar fel¢ kozeledve
mindkét modell esetében nagymértékben megnd az atlagos eltérés. Hogy jobban kirajzolodjanak az
eltérések a 30. abran 60-tol 90 éves korig lathatjuk. Itt megfigyelhetd, hogy valdjaban tobb korban is
az LC modellnél kisebbek a tévedések. Tehat 0sszeségében a SAINT modszer a 64-70, 78-80 és 88
éves kortol teljesit jobban, a tobbi esetben az LC pontosabb.

USA: néi adatok eredménye

Eléz6ekhez hasonldan elemeztem ki az amerikai n6éi adatokat is. Itt is lathatjuk az MSE értékeket,

azonban a férfiakhoz képest a n6knél hatarozottan a Lee-Carter modell a pontosabb.

5. tablazat A ket modell MSE értékei az amerikai nokre
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24. abra Amerikai ndi adatokra modellenként az atlagos eltérés 60-100 éves korban (sajat szerkesztés)

A korévenkénti atlagos eltérések a SAINT modellnél szinte végig magasabbak 0,5-nél, mig a LC-nél
szinte 0 értékeket vesznek fel. Osszehasonlitva az amerikai férfiakkal itt sokkal magasabb eltérés
értékek Iépnek fel. Az amerikai ndi biztositotti adatokon tehat egyértelmiien a Lee-Carter modellel
lehet kevesebb tévedéssel becsiilni, azonban indokolt lenne tovabbi vizsgalat a tobbi eredményhez

képesti furcsa jelenséget megmagyarazandoan.
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Svajc: férfi adatok eredménye

6. tablazat A két modell MSE értékei a svajci férfiakra

MSE 60-100 év

SAINT

A svéjci adatoknal 10 éves tesztiddszakot valasztottam le az 1945-t61 1995-ig tartd megfigyelésekbdl.

0,248

0,010

60-95 év
0,003
0,0042

Osszehasonlitottam a SAINT és a Lee-Carter modszer becsléseinek eltérését a valos adatoktol.

Férfiakra a SAINT modellnél joval magasabb MSE értéket kaptam a tesztiddszakra, igy sajnos ebben
az esetben sem bizonyult jobbnak a Lee-Carternél. A 25. jobboldali dbran latszik, hogy a mutatot
leginkabb a fels6 korhatarnal kiugr6é eltérés befolyésolta, igy megnéztem, hogy rovidebb
korintervallumra mi a jellemz6. A rovidebb intervallumra is lathatéak az MSE értékek, amelyek
alapjan viszont mar a SAINT modell a pontosabban becsld. A 25. baloldali abran megnézhetjiik az
ehhez tartozo koronkénti atlagos eltéréseket is. Itt megfigyelhetjiik, hogy valojaban a két modell

atlagos eltérései szerint valtakozik mikor melyik a pontosabb. A felsd korhatar kozeledtével az

amerikai férfi adatokhoz hasonlodan itt is megnovekszik a Lee-Carter modell tévedése.
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25. abra Svdjci férfi adatokra modellenként az datlagos eltérés
60-100 éves korban (bal) és 60-95 éves korban (jobb) (sajat szerkesztés)

41




Svajc: n6i adatok eredménye

A svijci férfi adatokhoz hasonléan a ndk esetén 10 év nagysagu tesztidészakon néztem meg a

modellek becslési képességét.

7. tablazat A két modell MSE értékei a svdjci ndkre

MSE 60-100 év 75-100 év
SAINT 0,064 0,01

A nd6i adatok esetében a SAINT modell rendelkezik jobb becslo erdvel a kisebb MSE értéke alapjan a

60-t6l 100 éves korig terjedd intervallumon. A 75-100 éveseken is elemeztem az atlagos eltérés

mutatdjat, ami alapjan mar a korhatar végéhez kozeledve kevésbé mondhato jobbnak a SAINT az LC

modellnél.
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26. abra Svdjci néi adatokra modellenként az atlagos eltérés 60-100 éves korban (bal)
és 75-100 éves korban (jobb) (sajat szerkesztés)

Az elo6z6 eredményekkel ellentétben érdekes tendenciat figyeltem meg a svajci ndk adatainak
elemzése soran. Mig kordbban a fels6¢ korcsoportokban lathattunk nagyobb ugrasokat a modellek
pontossagaban, most az alsdé korhatdrnal tapasztaltam hasonld jelenségeket. A 75-100 éves
korcsoport esetében vettem jobban nagyitd ala még az atlagos eltéréseket, és érdekes modon a 75-85
évesek kozott tapasztaltam a SAINT modell teljesitményének alul maradasat. Ez a jelenség tovabb

fokozodik, ahogy kozelediink a korhatar végéhez.
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Modellek alkalmazasa dijszamitasban

Szeretném roviden bemutatni a mortalitas eldrejelzés fontos alkalmazasi teriiletét, a jaradékarazast. A
jéradékbiztositasok dijanak kiszamitdsdhoz olyan mortalitasi adatokra van sziikség, amelyek a
feltételezett legmagasabb életkort is tartalmazzak, mely az én esetemben mindkét mintara a 100 éves
kor. Kétféleképpen is meghataroztam a dijak mértékét, tehat a dinamikus ¢€s a statikus modszerrel is.
Statikus halandésag eldrejelzéshez periddus halanddséagi tablat kell alkalmazni, mely egy adott
idoben €16 emberek halandosagi valdszinliségeit tartalmazza. Dinamikus eldrejelzéshez pedig
kohorsz tabla hasznélatos, ami mar egy adott évben szilettek halandosagi valdsziniiségeit
tartalmazza, igy figyelembe veszi azt is, hogy az id6 elteltével a valdszintiségek valtozhatnak.
Kohorsz tablat tényadatokkal csak akkor tudnénk elkésziteni, ha az adott kohorsz méar kihalt, emiatt
fontosak a halandésag-eldrejelzd technikdk, melyekkel megbecsiilhetjiik a hidnyzé értékeket. Mivel
ez egy kohorszra mutatja az informacidkat, igy kevésbé torzitottan szamolhatunk dijakat, mint
periodus tablabol. A dijakat az R szoftverbe épitett lifecontingencies csomag segitségével szamoltam.
A dijak kiszamitdsdhoz Banyar (2003) konyve alapjan egy évente egy forintot fizetd életjaradék

egyszeri nettd dijanak a képlete a kovetkezdként irhato fel:

100—x i-1
dx = Z v | |(1 - CIx+k,T+k) ’
i=0 k=0

ahol T az aktualis évszam, v a technikai kamatlabbol szamolt diszkonttényezd és q,  pedig egy x
éves személyre a t. évben érvényes haldlozasi valdszinliség. Technikai kamatldbnak 4 %-ot
alkalmaztam, ami a dolgozatom irdsanak pillanatdban az MNB rendelet szerint hatilyos hazai
maximalis mértéke a rendszeres dijas és az 5-évnél hosszabb egyszeri dijas termékek esetében.
(MNB, 2015)

A nettd dijszamitast egy 65 éves biztositottra végeztem el, egy 35 éves tartamu ¢s 100.000 Ft
biztositasi Osszegli szerzddést feltételezve. Az altalam szamolt jaradék dijat a tdblazatban
Osszefoglalva lathatjuk az amerikai és svéjci adatokra a peridodus tabla szerint, mindketténél az utolso

ismert megfigyelési évre:
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8. tablazat Jaradék dijak periodus tablabol

1229 407 Ft 1122 388 Ft 1316 167 Ft 1269 673 Ft 1662 593 Ft

1289 268 Ft 1175500 Ft 1382 076 Ft 1249422 Ft 1385390 Ft

A periddus tabla alapjan kapott értékeknél lathatjuk, hogy a varakozasoknak megfelelden a teljes
népességre szamitott dijak a férfi és a ndi népességi dijak kozé esik. Valamint szintén mutatjak a
kiszamolt dijak annak hatdsat, hogy a biztositotti populacié kisebb halalozasi valoszintiségekkel
rendelkeznek, emiatt magasabb dijat is latunk az O esetiikben, azonban ez az amerikai adatokra
nagyobb mértékben feltliinik, svajciak esetében kisebb a differencia. Mind a biztositéi, mind a
népességi adatoknal latvanyos kiilonbséget érzékelhetiink a nemek kozott, mely a biztositotti dijakra
még jobban fennall. Osszeségében a két orszag dijai szinte azonosak. Ha egy biztositd ezen adatok
mentén szabna termékéhez dijat valahol a n6i és férfi biztositotti adatok kozott lenne, hiszen az EU

gender iranyelve miatt nem szabhatunk meg nemekre kiilonb6zo arat.

A jaradék kalkulalést elvégeztem kohorsz halanddsagi tabla alapjan is, melynek eredményei lathatok

a kovetkezd tablazatban szintén mindkét orszag adatait felhasznalva:

9. tablazat Jaradék dijak kohorsz tablabol

- LC 1274059 Ft 1146546 Ft  1372936Ft  1332136Ft 1490328 Ft
- SAINT s e e 1345783 Ft 1708970 Ft
- LC 1350 163 Ft 1213815Ft  1454398Ft  1288131Ft  1432271Ft
- SAINT s e e 1306751 Ft 1422452 Ft

A kohorsz tabla alapjan szinte minden esetben nagyobb dijakat kaptam a periddus tablahoz képest a

varakozasoknak megfeleléen, miszerint egy biztositora kisebb halandosag jellemzd, mint a teljes
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népességre. Feltehetden a jobb egészségi allapotok miatt, hiszen a biztosité til kockazatos
egyénekkel nem fog szerzddést kotni. A népességi adatokon itt is a férfindl kisebb, a néinél pedig
nagyobb értéket vesz fel a teljes népességre vonatkozd kalkulus, mivel a nék magasabb varhato
¢lettartama nagyobb kockazatot jelent egy jaradékbiztositasi terméknél. Ezeket a Lee-Carter modell
segitségével becsiilt kohorsz tdbla alapjan szamoltam. A biztositotti jaradékok dijat mindkét
elérejelz6 modszerrel meghataroztam. A SAINT modell becsléseibdl kapott tabla szerint mindkét
nemre magasabb értékek adodtak tobbségben, mint a Lee-Carterre, azonban visszaemlékezve a
korabbi eredményekre, figyelembe kell venni, hogy az amerikaiakra csak a férfiaknal teljesitett
jobban a SAINT modell. Emiatt a n0k oszlopaban lathatd nagy eltérés a torzitds eredménye lehet. A
két orszag dijai itt is kozel azonosak, népességi adatokbol kovetkezden a svajci népesség tilélési

kockazata magasabb.

45



6. Osszegzes

Osszeségében lathattuk, hogy teljes mértékben nem teljesitett jobban a részpopulaciokra a SAINT
modell, mint a ,,benchmark’-nak szamité Lee-Carter modszertan. Ha nem is minden modellben, de az
amerikai férfiak €és a svajci ndk esetén kisebb hibaval sikertilt a részpopulaciok referencia populaciéd
segitségével valo megbecslése. A vonaldiagrammokon lathattuk, hogy mely kiilonb6z6 korokban
teljesitett jobban az egyik, illetve a masik modell. Habar elemzésemet csak a 60 éven feliiliekre
mutattam be részletesen, mivel a jaradékbiztositdsok szdmukra relevans kérdés leginkabb, azonban
megbecsiiltem a modelleket mindkét orszagra a rendelkezésemre allo teljes korintervallumon is. A
27. abran lathato, hogy a SAINT modell a 15-34 éves és a 65-90 éves korokban jobban teljesit,

azonban a kettd kozotti idészakban a Lee-Carter ad pontosabb becsléseket.
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27. abra Amerikai férfi adatokra modellenként az atlagos eltérés 10-100 éves korban (sajat szerkesztés)

Mivel hulldmzik, hogy melyik modell is a pontosabb eldrejelzd, igy érdemes lehet akkor alkalmazni
az egyes modelleket, ha az adott termék célkdzonségéhez az bizonyul a pontosabbnak.

A svijci férfiak esetében is abrazoltam a teljes iddszakra vonatkozd atlagos eltéréseket a valds
adatokhoz képest. Itt lathatjuk, hogy a fiatalabbakra a Lee-Carter nagyon rosszul tudott becsiilni, a
korhatar végén pedig a SAINT eredményei szallnak el. Koriilbeliil 45 és 90 évek kozotti idoszakban
mindkét modell hasonloan viselkedik ezen abra alapjan. A 29. dbran kirajzoltam ezt a sziikebb

intervallumot is, ahol mar jobban fluktualnak mindkét modszer esetén az eltérések.
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28. abra Svdjci férfi adatokra modellenként az atlagos eltérés 20-100 éves korban (sajat szerkesztés)
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29. abra Svdjci ferfi adatokra modellenként az atlagos eltérés 45-90 éves korban (sajat szerkesztés)

Végso soron elmondhatjuk, hogy lehet relevancidja részpopulaciok halanddsaga esetén a SAINT
modszer alkalmazédsanak, azonban sajat szamitdsaim alapjan nem mutat minden esetben jobb
illeszkedést. Erdemes lehetne hosszabb idésoron és frissebb adatokon is tesztelni a SAINT modell
pontossagat, mivel sajnos szdmomra csak korldtozott hozzaférés lehetdsége adott biztositotti

adatokhoz. Tovabba érdemes lehetne tesztelni a modszert mas témaji adatokon is a halanddsagon tul.
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8. Melléklet

1959-1991 kozott a férfiak Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kozott
az amerikai biztositotti adatokon
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1959-1991 kozott a ndk Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kdzott
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1945-1995 kozott a férfiak Lee-Carter modelljének paraméterei 60-100 éves kor kozott
a svajci biztositotti adatokon
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