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1 Bevezetés

A gépi tanulds ¢és mesterséges intelligencia térnyerése az adatelemzés teriiletén
megkérddjelezhetetlen. Ennek lehetdségét nemcsak az informatikai fejlédés, hanem a hatalmas
mennyiségben rendelkezésre allo informacid (big data) és adatbazisok elérhetdsége teremtette
meg. Annak ellenére, hogy gép tanulas és mesterséges intelligencia alapjait nem a kozelmultban
fektették le sziikséges volt, hogy megfeleld 1d6 elteljen ahhoz, hogy az informatikai
technologidk és a rendelkezésre all6 informacié mennyisége olyan szintre eljusson, ahol mar

alkalmazhatok ezen modszertanok.

Az 1d6 mulasa és a kozponti adminisztracid fejlddése lehetdséget adott nemcsak a
keresztmetszeti, de hosszl idOsoros gazdasagi adatok elérhetdségére is. Ezen adatok elemzésére
pedig a klasszikus statisztikai mddszerek mellett alkalmazhatok lettek az adattudomany
modszertanai. Ma még vitathatd, hogy mely tudoményidg moddszerei a megfelelébbek a
gazdasagi adatok elemzésére, azonban az adatmennyiség gyarapodasaval a pontossagbeli

kiilonbségek elhalvanyodni latszanak.

Ezen megfontolasbol meriilt fel a gépi tanulas aktuariusi teriileteken vald alkalmazhatosaga.
Szakdolgozatomban az aktuériusi gyakorlatban gyakran alkalmazott Lee-Carter halandoséag-
elérejelz6 modell josagat kivanom Osszehasonlitani a gépi tanulds egyik népszerii
modszertananak, a mesterséges neuralis halozatok eldrejelzéseinek josagaval. Célom
megmutatni, hogy a mesterséges neuralis haldézatok képesek éppen olyan jo — esetleg jobb —
elérejelzéseket eldallitani, mint a Lee-Carter modell. Tovéabbi vizsgalat ala vetem a neuralis
halozatok hosszutava eldrejelzési képességeit €s azok €lettartam-kockazat szamszeriisitésére

val6 alkalmazhatosagat.

A dolgozatban bemutatisra keriilnek a relevans szakirodalmak, illetve az alkalmazott
modszertanok és adatok. Ezt kovetden az egyes modellek eredményeinek ismertetésére és ezek
Osszehasonlitasara kertil sor. Végiil a legjobb gépi tanulasi modell hosszitava eldrejelzéseinek

alkalmazhatosagat tesztelem az élettartam-kockazat szdmszertsitésére.



2 Szakirodalmi attekintés

Ebben a fejezetben a relevans szakirodalmak keriilnek bemutatésra.

Lee ¢és Carter egy olyan modszertant dolgozott ki, amelyet ma napig eldszeretettel alkalmaznak
a halandosag eldrejelzésére, annak erds statisztikai megalapozottsdga miatt. Pontosan emiatt
valt az egyik legelfogadottabb mddszertanna a teriileten. A tanulmany, amelyben a mar csak
Lee-Carter modell néven emlegetett modszertant mutattdk be alapvetdéen a halandosag és a
sziiletéskor varhato élettartam javulasanak kérdését jarja koriil. A vizsgélatot az Egyesiilt
Allamok lakossagara végezték el az 1933-1987-es idészakot tekintve. A paraméterek és
valtozok definidlasa utdn felirtdk a modellt, melyet aztan illesztettek a vizsgélt korspecifikus
halandésagi tablakra. Hangsulyozzak, hogy nem egy klasszikus regressziés modell 1évén nem
lehet azt az altalanos regressziés modszerekkel illeszteni, mert nincsenek - a regresszional
megszokott - magyarazd valtozok. Emiatt szingularis érték felbontissal hatdroztdk meg a
legkisebb négyzetes megoldast. A modellt életkoronként illesztik, igy konnyen megallapithato
az ¢letkor logaritmalt haldlozasi ratakra gyakorolt hatdsa. A modellen belil is a
néphalandosagot leird paramétert kiilon, standard statisztikai modszerekkel becsiilték, eltolasos
véletlen bolyongast alkalmazva. Ezen iddsort mar hosszabb idészakon vizsgaljak, 1900-1989
kozott. Az 1918-as influenza jarvanyra kiilon kontrolldlnak, hogy annak torzitd hatdsa ne
jelenlen meg az eredményekben. A logaritmalas miatt a kiilonbozd ¢€letkorokhoz tartozd
halandosag ugyan eltérd meértékben, de minden esetben exponencialis sebességgel fog
csokkenni. Az eldrejelzések alapjan sziiletéskor vérhaté élettartam alakuldsat is
megallapitottak, 2065-re 86,05-re becsiilték a sziiletéskor varhato élettartamot. ( Lee & Carter,
1992)

Hazai viszonylatban is késziilt tanulmany a halandésag modellezésére. Majer és Kovacs
cikkiikben az élettartam-kockazat nyugdijrendszerre gyakorolt hatasardl irnak. Roviden
bemutatjak a magyar nyugdijrendszert, illetve a nyugdijrendszerek fajtait. A tanulmany {6 célja
az iddskori varhatd €lettartam jovobeli alakuldsanak modellezése. Definidlasra keriilnek a
legfontosabb fogalmak, mint haldlozasi valosziniiség, valamint az abbdl szarmaztatott talélési
valoszinliség és varhato élettartam. Utdbbi megéllapitasara sziikségiik volt a haldlozési
valoszinliségek eldrejelzésére. Azzal a feltételezéssel ¢ltek, hogy a haldlozasi
valoszinliségekben végbemend valtozas egy véletlenszerli (sztochasztikus) folyamat, ugyanis
ebbdl a sztochasztikus trendbdl addodik az Gn. élettartam-kockazat. A nyugdijkalkuldcidk soran
harom kockéazatot kell megfontolni: az egyéni haldlozasi, vérhatdo ¢élettartam ¢és

modellkockazatot. Ezen kockazatok megsziintetésének lehetdségérél €s modszereirdl is
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részletes leirast készitettek. A mortalitds modellezéséhez az el6z0 cikkben bemutatott, Lee-
Carter modell kertilt alkalmazésra, annyi modositassal, hogy ugynevezett valtozasfaktort is
hasznaltak. A véltozasfaktor alkalmazasaval akartak elkeriilni, hogy egy hirtelen ugras legyen
az utolso év megfigyelt €és az elso elore jelzett év mortalitasi ratainak értékei kozott. A modell
eredményei alapjan megallapitottak és eldrejelezték a mortalitasi ratdk és jovobeli varhato
¢lettartam nagysagat illetve az akoriili bizonytalansagot. A fokusz ebben az esetben a 65 év
felettiekre keriilt, hiszen a nyugdijszamitas tekintetében ez a korcsoport a legfontosabb. A Lee-
Carter modell eredményei alapjan kétféleképpen szamitottak ki a talélési valdszintiségeket ¢és
Osszehasonlitottak a kapott értékeket. Az elsd esetben a jovdbeli mortalitisi szint trendjét
ismertnek, a masodik esetben pedig egy valdszinliségi valtozonak tekintették. A cikk alapvetden
az egyre 1d6s0do tarsadalom nyugdij jellegli problémait kivanta szemléltetni, annak aktualitasat

hangsulyozva. (M4jer & Kovacs, 2011)

Vékas is elkészitett egy elemzést a magyarorszagi halandosag és ¢lettartam kockazat
vizsgalatara. Kutatdsa soran az altalanositott korcsoport-idészak-kohorsz (GAPC, generalized
age-period-cohort — altalanositott kor-csoport-idészak-kohorsz) modellcsalddot alkalmazta és
eredményeit Osszevetette Majer Istvan és Kovacs Erzsébet cikkében sziiletett eredményekkel.
A halanddsag valtozasardl irva bemutatja az élettartam-kockazatot és az ennek figyelmen kiviil
hagyasabol fakadd pontatlansdgot is. Ezen pontatlansdgok alatt a nyugdijrendszerek, illetve
Kiemeli, hogy 2016. januar 1-jétdl, a Szolvencia II EU keretiranyelv is el6irja kezelésének
elotérbe helyezését. Bemutatja a mar emlitett GAPC-modellkeretet: a korcsoport- és
1d6szakspecifikus valtozokat és az ezekre vonatkozo feltételezéseket, illetve a modell un.
szisztematikus komponensét, amely a korcsoport, iddszak és kohorsz fliggvényeként irhat6 fel.
A modell paraméterinek értelmezését is atfogoan bemutatja. A GAPC-modellcsalad nevezetes
modelljeirdl is ir, mint a Poisson-féle Lee—Carter- (LC-), A Renshaw—Haberman- (RH-), a
korcsoport-idészak-kohorsz (APC-), a Cairns—Blake—Dowd- (CBD-) és a Plat-modell. Ezen
modellekre el is készitette maximum likelihood modszer segitségével a becsléseket, majd
modellek performanicdjanak Osszevetése utdn a Cairns—Blake—-Dowd- (CBD-) modellt itélte
meg a legjobbnak. A valasztott modell segitségével elvégzi a nyugdijkorhatdron varhato
hatralevé élettartam és a nyugdijcélu életjaradékok egyszeri nettd dijanak becslését. Szamitasai
alapjan keresztmetszeti szemléletben vett 65 éves korban varhat6 élettartam 2006-2014 kozott

1,08 évvel és a nyugdijcélu életjaradék dija pedig 1,85 Ft-tal nétt a Majer Istvan és Dr. Kovacs



Erzsébet altal szamolthoz képest. (Vékas, Nyugdijcélu életjaradékok ¢€lettartam-kockézata az

altalanositott korcsoport-idészak-kohorsz modellkeretben, 2017)

A gépi tanulas és mesterséges intelligencia alkalmazasainak kutatdsa nagy népszertiségnek
orvend az utdbbi iddszakban, szakdolgozatomhoz kapcsoloddan két a témdba irt cikket

szeretnék részletesebben bemutatni.

Nigri, Levantesi, Marino, Scognamiglio ¢és Perla tanulményukban a haland6sagot Lee-Carter
modellbe integralt gépi tanulas alkalmazasaval becsiilték meg ¢és eredményeiket
Osszehasonlitottdk az eredeti Lee-Carter modell eredményeivel. A Lee-Carter modell ki
paraméterének ARIMA becslésének korlataira felhivva a figyelmet, egy olyan alternativ
megkozelitést javasoltak, amely a nemlinearitdst is jol tudja kezelni. Ez hosszl rovidtava
emlékezet (LSTM, Long Short-Term Memory) modszere, amely a visszacsatoldsos neuralis
haloék (RNN, Recurrent Neural Networks) egy specialis fajtaja. Annak ellenére, hogy a gépi
tanulds alkalmazasa irdnti érdeklddés nagyban megndtt az utdbbi években bizonyos
tudomanyteriileteken, illetve a demografiai kutatasokban még mindig nem valt népszeriivé,
koszonhetden annak, hogy nehezen értelmezhetdk. Az irdk kiemelik, hogy a népszertitlenséget
okozhatja az is, hogy a gépi tanulas egy adat-orientalt modszer, azonban a demografusok jobban
preferaljak hipotézis-alapi megkozelitéseket. Az irok gy gondoljdk, hogy a halanddsag
dinamik4jat a neurdlis halézatok az eddig hasznalt megkdzelitéseknél jobban meg tudjak
ragadni. Részletesen bemutatjdk a neurdlis halozatok, miikodését és limitacioit az iddsoros
eldrejelzésekre. Majd ezen limitaciok feloldasara bevezetik a visszacsatolasos neuralis halokat,
illetve a hosszu rovidtavi emlékezetet. Az elemzést hat orszagra végezték el: Ausztralia, Dénia,
Olaszorszag, Spanyolorszag, Egyesiilt Allamok és Japan. Minden esetben az LSTM integralt
modellek teljesitettek jobban. (Nigri, Levantesi, Marino, Scognamiglio, & Perla, 2019)

Richman és Wiithrich mas megkozelitéssel éltek a gépi tanulas a halandosag eldrejelzésekre
valé alkalmazisandl. Az (Nigri, Levantesi, Marino, Scognamiglio, & Perla, 2019)
tanulmanyaban emlitett modszertant nem integralva, kozvetett moédon, hanem kdzvetlentil
hasznaltdk a halanddsag eldrejelzésére. Tehat a visszacsatoldsos neuralis halok kiilonbozo
véltozatait alkalmaztak, melyeket a mar a sokat emlegetett, Lee-Carter modell teljesitményével
hasonlitottak Ossze. A svdjci halandosagi ratdkat tanulmanyoztak és ezek eldrejelzésére
készitettek mesterséges neuralis halés modelleket. A visszacsatoldsos neurdlis héalok két
specialis valtozatat mutattak be részletesen, mint alkalmazott modszertant: a mar korabban is
emlitett LSTM architektarat és a kapuzott visszacsatolt cella (GRU, Gated Recurrent Unit). A
hiperparaméterek megfeleld megvalasztasdnak targyalasa utan bemutattdk tovabba az idében
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elosztott LSTM halozatot (Time-distributed LSTM), amely vektor forméban prediktalja a
kimeneteket. Elemzésiik alapjan az LSTM ¢és a GRU halozatokkal pontosabb eredményeket
lehet elérni, mint a Lee-Carter-modell alkalmazasa esetén. A haldzatok stabilitasat kérdésesnek
tartjak, mert a kiilonb6z6 tanitdsok soran eltéré eredményeket generaltak, igy ensemble
technikakkal val6é dontést javasoljak. (Szentkereszti & Vékas, 2022) (Richman & Wiithrich,
2019)

A gépi tanulas, mint halandésag eldrejelzd technika alkalmazasara Szentkereszti és Vékas
cikkében is sor keriilt. Magyar halandosagi ratakat jeleztek eldre visszacsatolt neuralis halok
alkalmazaséaval. Tanulméanyukban tovabba roviden kifejtették a gépi tanuldsi modszerek
lehetdségeit az aktuariusi teriileten. A cikk kozponti modszertana az LSTM architektara. Az
Osszehasonlitast ebben az esetben is a Lee-Carter modell eredményeivel végezték. Az el6z6
cikkekhez hasonldan, arra az eredményre jutottak, hogy pontosabb értékeket lehet elérni a

visszacsatolt neuralis halds technikak alkalmazéaséaval. (Szentkereszti & Vékas, 2022)



3 A Lee-Carter modell bemutatasa

A dolgozatban az alkalmazott gépi tanuldsi modellek minden esetben a Lee-Carter haland6sag-
elorejelz6 modellel kerililnek Osszehasonlitasra, igy ebben a fejezetben ennek modszertanat
kivanom bemutatni. El6szor a halanddsag-elérejelzés legalapvetobb fogalmai, majd maga a

Lee-Carter modell keriil bemutatasara.

A haland6sag modellezésében leggyakrabban hasznalt statisztikai mutat6d a halandosagi rata
vagy halandosagi aranyszam, amely egy valasztott idészak és populacid vonatkozasaban
értelmezhetd, és az adott idOszak soran az adott populacioban bekdvetkezett haldlozasok

szamanak a populécio 1étszaméhoz viszonyitott ardnyaként szdmithato ki. Formulaval:

ahol m a halandésagi rata, D € N a vizsgalt iddszakban elhunytak szama, E > 0 pedig a vizsgalt
populacié 1étszama. Jelen dolgozatban a vizsgalt id6szak alatt €16 egyének atlagos 1étszamat,
ugynevezett kozponti kitettséget fogok érteni, jele: E°. Ez a vizsgalt id6szak kezdetén életben
1év6 egyénekre a vizsgalt iddszakban megélt egyéni iddmennyiségeket dsszegezve szamithato
ki. Kozponti kitettség alkalmazasa esetén kozponti halandosagi ratarol beszélhetiink. Tovabbi
kiegészitéseket is tettem a halanddsagi ratara. Eletkortol x € {1, 2, ..., X} és naptari évtol t €
{1,2, ..., T} is fiiggévé tettem. gy a halandésagi rata végleges formulaja:
Dy

mxt = .
ES
xt

A Lee-Carter modell a kovetkezd egyenlettel irja le a halandosag alakulasat:
In(my,) = a, + byeky + €yt
A paraméterek értelmezése a kovetkezo:

e In(my): logaritmalt halandosagi rata.

e ay: atlagos logaritmalt halanddségi rata értéke az adott korcsoportban.

e ki mortalitasi index, az egyetlen 1d6t6l fiiggd paraméter, amely a mortalitds id6beli
valtozésat testesiti meg.

e by életkorfliggd érzékenység, azaz a logaritmalt halandoséagi rata érzékenysége a
mortalitasi index valtozasanak hatasara

e & modell véletlen hibatagja, gyakori feltevés, hogy fiiggetlen normalis eloszlasu,
azonosan 0 varhato értékkel és o> > 0 variancidval.
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Identifikacios problémat okozhat, hogy a paraméterek nem egyértelmuiek, igy sziikséges a

kovetkezd megkotéseket alkalmazni a paraméterbecslés soran:

A paraméterek maximum likelihood becslése a fenti egyenlet és megkotések melletti log-

likelihood fiiggvény maximalizalasaval érhetd el:
0= R2X+T X IR+
T'=(a",b",k",0) €0
0 = argmax{#£(0): 1'b=1, 1Tk =0}
6e0

X T

1(0) = a — XTln(o) — z (n(my,) — a, — bk,)?
1

ahol a = —%X TIn(2m) konstans. A felirasbol lathatd, hogy &7 = (a”, b, k") € & = R2X+*T

paramétervektor maximum likelihood becslését tetszOleges o > 0 esetén a feladat
célfiiggvényében szerepld eltérés-négyzetosszeg minimalizalasa szolgaltatja:
&=argmin{SSE(§): 1"b=1, 1Tk =0}
eE

X

SSE@) = ) D (nima) = 4 — hiky)?

Bar a feladat jellegében hasonlit a klasszikus legkisebb négyzetek problémajahoz, megoldasa
nem végezhetd a kozonséges legkisebb négyzetek (OLS) mddszerével, mivel a Gsszefiiggésben

egyediil a bal oldalon szerepelnek ismert mennyiségek.

Az optimdlis megoldds az eltérés-négyzetdosszeg redukalt alakjanak eldallitasa utan
szingularisérték-felbontds (SVD) ¢és az Eckart—Young—Mirsky approximdcios tétel
alkalmazasdval megkaphato. (Vékas, Az élettartam-kockazat modellezése, 2019) Utdbbi

tételek és levezetések bemutatdsa nem célja a dolgozatnak.



4 Gépi tanulasi modellek bemutatasa

4.1 Gépi tanulas

A gépi tanulds az adattudomany (data science) egy fontos teriilete, illetve a mesterséges
intelligencia egy aga, amely foként az adatok olyan jellegli feldolgozasaval foglalkozik, ami az
emberi tanulast imitalja. Ebben a tudomanyagban kiilonb6z6 statisztikai modszerekkel tanitjak
az algoritmusokat, hogy azok a megtanult mintdzatok és Osszefiiggések segitségével
klasszifikalni, becsiilni vagy eldrejelezni tudjadk az adatokat. Ennek ellenére mégsem a
klasszikus statisztikai modszerek kozé soroljuk. A legfobb kiilonbség a modellezési mdodszerek
megkozelitésben keresendd: a statisztikai modszerek hipotézislapt, mig a gépi tanulasi
modszerek adat-orientaltak. Tovabbi kiilonbségek is megfigyelhetok, amit az aldbbi tablazat

foglal 6ssze.

Szempont Statisztika Gépi tanulas
Eredet Valbszinliségszamitas Szamitastudomany
Fokusz Oksagi kapcsolatok Predikcio

Interpretacié Nagyon fontos “Fekete doboz”
Kor Tobbszaz év Par évtized
Eléfeltevések Vannak Nincsenek
Tesztek (p-érték) Vannak Nincsenek

1. tablazat: Statisztikai és gépi tanulasi modszerek kiilonbségei (Vékas, Bevezetés a mesterséges neurdlis halozatokba, 2022)

A tablazat alapjan tovabbi magyarazatra szorulhat, hogy a gépi tanulasi modszerek interpretacio
szempontjabol miért tekintheték ,fekete doboznak”. Egyrészt a moddszer lépésenkénti
értelmezése nehézkés. Masrészt nem mutatja meg, hogy hogyan jutott a kapott eredményre, igy
azon tul, hogy az altalunk biztositott bementek alapjan — amiket belerakunk a ,,fekete dobozba”
- ad egy kimenetet, a modell nem ad tovabbi magyarazatot. Eppen emiatt is esik a fokusz a

predikciora, nem pedig az oksagra.

Tovéabba, ami sok szempontbdl is nagy elényt jelenthet, hogy nincsenek eldfeltevések az adattal

kapcsolatban, illetve ezek formalis tesztelésére sincsen sziikség.

4.2 Mesterséges neuralis haldzatok

A mesterséges neuralis haldzatok a gépi tanulds modszerek egyik legnépszeribb fajtija. Az
emberi agyban megtalalhaté neuronok felépitése inspirdlta a modszertant. Azt jelenséget
probalja matematikai modszerekkel formalizalni, ahogyan egy biologiai neuron a kapott

impulzusokat tovabbitja a tobbi elagazdsra. Ugyanis a neuron ezen kapott impulzusokat nem
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egyenként, hanem 0Osszegezve, egyetlen 1) impulzusként kiildi tovabb az rendszer tovabbi
elagazasaira. Ha a bemeneti impulzusokat magyardz6 valtozoknak a kimeneti impulzust pedig
az eredményvaltozonak nevezziik, akkor ezt az alabbi abraval lehetne megmutatni. (Roell,

2017)

Bemenet —

f Kimenet

1. dbra: Neuron reprezentacioja (Roell, 2017)
Az xi-k az egyes bemeneti valtozokat szemléltetik, amiket w; sulyokkal Osszegziink. Ezen
Osszegre alkalmazzuk az f nemlineéris fiiggvényt, amelyet aktivacids fliggvénynek neveziink.

Formalizalva:

n

y=fwhx) = f(Z Wixl-),ahol xo =1

i=0

Ha f éppen az el§jelfliggveény (sgn(x)), akkor €pp a Rosenblatt-perceptront definialtuk.
(Szentkereszti & Vékas, 2022)

Tovabbi példaként felirhato a linearis regresszio, mint neuralis halozat az alabbi modon:

n
}7=ZWixl-+b

i=0

Ez egy egyetlen darab neuront tartalmazo hald, identitas aktivacios fliggvénnyel. (Vékas,

Bevezetés a mesterséges neuralis haldzatokba, 2022)

Ha egy halozatban tobb neuron is szerepel, akkor azokat rétegekbe rendezziik: bemeneti, rejtett,
illetve kimeneti rétegbe. Ha egynél tobb rejtett rétege is van a haldzatnak, akkor mély neuralis
halozatrdl beszéliink. A neuralis halozatot gyakran iranyitott graffal dbrazoljuk, ahogy ezt az 1.

abra is mutatja. (Altrichter, és mtsai., 2006) A csomdpontok a neuronokat, a graf élei a neuronok
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kozotti kapesolatokat jeldlik. Ha a haldzatot leird graf nem tartalmaz hurkot, akkor elérecsatolt
neuralis haldzatrél beszéliink (Feed-Forward Neural Network), ellenkez6 esetben visszacsatolt

neuralis haldzatrél (RNN - Recurrent Neural Network). (Szentkereszti & Vékas, 2022)

4.3 Elo6recsatolt neuralis haldzatok

Az eldrecsatolt neuralis halozat alatt, az el6zdekben megfogalmazott struktirat fogom érteni.
Fontos, hogy a legelterjedtebb, teljesen 0sszekotott halozatot alkalmaztam, amely azt jelenti,
hogy minden réteg, minden neuronja kapcsolddik a kdvetkezd réteg minden neuronjahoz.
Univerzalis approximacios tétel értelmében kelléen sok neuronnal egy ilyen haléo barmilyen
folytonos fliggvényt tetszoleges pontossaggal megkdzelit. (Vékas, Bevezetés a mesterséges
neuralis haldzatokba, 2022) Az eldrecsatolt neuralis halozatot formalizalva az alabbi médon

lehet felirni:
1. réteg: f;(Wix + by)

2. réteg: fz (WZfl (Wlx + bl) + bz)

ahol W1, W2, ... a sulymatrixokat, b1, bz, ... a konstansokat, illetve fi, >, ... az aktivacios
figgvényeket jeloli. Ezen tobbszorosen osszetett fliggvények attekinthetdbb felirasara vezessiik

bez-ti=1,2,... k
1. réteg: Z1 = fl(Wlx + bl)

i.réteg: z; = fi(W;z;_1 + b;)

Kimeneti réteg: y = fi, (W z_1 + by)

4.4 Optimalizacio

Az ilyen tobbrétegli haldzatok tanitdsa felligyelt tanitas, ahol a hal6zat kimenetén értelmezett
hiba segitségével hatarozhatjuk meg a hibafiiggvény paraméterfiiggését. A hibafeliilet a
tanitandd paraméterek folytonos, differencialhatd fiiggvénye, ami a gradiens alapu tanulo
algoritmusok alkalmazasat lehetdvé teszi. Ezek koziil a leggyakrabban alkalmazott

hibavisszaterjesztés, avagy hatraterjesztésnek (backpropagation). (Altrichter, és mtsai., 2006)

A tanitas modszerének alapvetd kérdése, hogy hogyan lehet a sulyok értékét igy meghatarozni,

hogy az osztalyozéas minél pontosabb legyen, valamint, hogy milyen hibafliggvény segitségével
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mérhetd jol az algoritmus teljesitménye. Célszerli egyszerlien az elvart és a becsiilt kimenet
kozti atlagos négyzetes hibat (MSE - Mean Squared Error) venni, amely regresszids problémak
esetén a leggyakrabban hasznalt hibafiiggvény. (Szemenyei, 2021) gy a dolgozatban
alkalmazott modellek hibafiiggvényének is ezt, illetve - tovabbi mérési célokra - ennek gyokét

(RMSE - Root Mean Squared Error) valasztottam.

n
1
MSE:L(y;, ;) = EZ()’L’ —9:)?

i=1

n
1
RMSE: LG 90 = =) (i =9
i=1
A teljes hibat (TL - Total Loss) akarjuk minimalizalni:

n
minTLW) = )" L0, 90
i=1
Ha kiszdmoljuk a hibafliggvény stlyok szerinti derivaltjat (gradiensét), akkor megkapjuk azt,
hogy hogyan kellene a sulyoknak megvaltozni ahhoz, hogy a hibafiiggvény a lehetd
leggyorsabban ndvekedjen. Ha azonban a sulyokat a gradienssel ellenkezd iranyba valtoztatjuk,
az a leggyorsabb csokkenés irdnya lesz. Ezt a Iépést egyfajta ,,forditott hegymészdként”
ismételve egy 1d6 utan lokdlis minimumba jutunk. Mivel a teljes hibat szeretnénk
minimalizélni, ezért minden egyes 1épéskor ki kell értékelni az egész tanitd adatbazis hibajat.
Ez a gradiens modszer esetén csak sok 1épés utan konvergal. Eppen ezért célszerii felosztani a
tanito adatot egyenld méretli, véletlenszerlien kivalasztott részhalmazokra, minikotegekre
(minibatch-ekre), ¢és minden ilyen minikdtegre elvégezni egy 1épést. Ezt a modszert
sztochasztikus gradiens moddszernek (SGD — Stochastic Gradient Descent) nevezziik. A

gradiens modszer formalizalva:
Wia =W, — A% VTL(W,)

ahol A > 0 a tanulasi rata, ami egy olyan hiperparaméter, ami nagymértékben befolyasolja a

tanitas sebességét és mindségét. (Szemenyei, 2021)

A gradiens modszer egyik hatranya, hogy konnyen beragadhat lokalis minimumokba. Ennek
megoldasara az inverz hegymészd otletét le kell cserélniink a hegyrdl legurul6d szikla képére.

Tehat a gradiens mddszerhez egyfajta momentumot vesziink hozza. Ezt a gyakorlatban ugy
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tessziik, hogy az adott idépontban elvégzett 1épés a negativ gradiens irdnya €s az eggyel korabbi

iddpillanatban tett 1épés stlyozott atlagabol tevodik dssze. (Szemenyei, 2021)

Az SGD egyik probléméja, hogy a tobbdimenzios paramétertér minden iranyat egyenértékiinek
veszi, azonban eldfordulhat, hogy a hibafiiggvény az egyik irdnyban meredek, mig a masik
iranyban pont hogy lapos. Tehat az egyik irdnyba dvatosan kellene haladni, csdkkenteni a
Iépésmértet, nehogy atugorjuk a minimumot, mig a masik irdnyban nagyobb Iépésekkel lenne
érdemes haladni. A kett6t egyszerre viszont nem lehet. Erre ad megoldast az adaptiv tanulasi
rata vagy gradiens skalazas. Alapelve az, hogy a gradiensek nagysagat megjegyzi az egyes
iranyokban, a 1épésméretet pedig ezek inverzével skaldzza, igy biztositva az eltérd 1épés méretet

az egyes iranyokban. (Szemenyei, 2021)

Az Adaptive Moment Estimation, Adam algoritmus (Kingma & Ba, 2015) beleépiti mind a
minikotegek, a momentum és az adaptiv tanulési rata tulajdonsagait a gradiens ereszkedés

modszerébe. Ezért is valt e terilileten az egyik legnépszeriibb optimalizacids algoritmussa.

Tovabbi kérdés lehet az optimalizacid kapcsan, hogy a sulyok szerinti derivaltakat milyen
moédon szamoljuk. Egy neurdlis halo leirhatd, mint egy szamitasi graf, ahol a graf egyes
csomopontjai derivalhato fliggvényeket implementdlnak. Amennyiben egy szamitasi gratban
ismerjiik a bemeneteket, és az egyes csomoOpontok altal implementalt fiiggvényeket, akkor az
0sszes csomopont kimenetét ki tudjuk szdmolni. Ezt nevezziik az eldreterjesztés miiveletének.

(Szemenyet, 2021)

Azonban, amennyiben ismerjiik a csomopontok fiiggvényeit, és a hibafliggvény derivaltjat a
csomopont kimenete szerint, akkor a derivalds lancszabalyanak segitségével konnyedén
eldallithatjuk a bemenetek €s stilyok szerinti derivaltakat. (Szemenyei, 2021) A 2. abra is éppen

ezt szemlélteti.

oL 9f dL of
ax ~ axdf Ox o
of
Kimenet
oL af oL
_— _ 2 - af
oW~ aw af of
aw

2. abra: Hatraterjesztés szemléltetése (Szemenyei, 2021)

14



of , @ 1 : . e 1 ;
ahol é és # lokalis gradiensek. Ezzel a mddszerrel a halon hatrafele haladva az Osszes

bemenet és suly gradiensét meg tudjuk hatdrozni. Ezt a miveletet hatraterjesztésnek
(backpropagation) nevezziik. A graf utols6 pontjanak a kimenete maga a hibafiiggvény. Egy
mennyiség sajat maga szerinti derivaltja pedig trividlisan 1. Ily mddon tehat minden

rendelkezésre all a halo gradienseinek szdmoléasara. (Szemenyei, 2021)

4.5 Visszacsatolt neuralis halozatok

Az eldrecsatolt neuralis haloknak memoria eleme nincs, igy nem igazan alkalmas iddsoros
adatok feldolgozéasara. Az ilyen idésoros adatok feldolgozasahoz viszont egy olyan 0j halod
struktrdra lesz sziikségiink, amely valamilyen belsd allapottal is rendelkezik. Az ilyen

halozatokat visszacsatolt neuralis halozatoknak (RNN — Recurrent Neural Network) nevezzik.

(Szemenyei, 2021)

A visszacsatolt réteg miikodése soran a belsd allapotanak aktudlis értékét az aktualis bemenet
¢s az egy lépéssel korabbi belsd allapot értéke alapjan szamolja ki. A cella kimenete pedig a

belso allapot imént kiszamolt aktualis értékétol fligg. Formalizalva:
he = f{(Whnhe-1 + WynXe + by)
Ve = Whyht + by
ahol h a belso allapotot, t pedig az aktudlis iddpontot jeldli. (Szemenyei, 2021)

Egy RNN cella tulajdonképpen harom linearis réteg egyiitteseként adodik. A gradiens
meghatarozasa azonban gondot jelenthet kezdetben. Probléma ugyanis, hogy a backpropagation
modszere visszacsatolt neurdlis haldzatok esetén nem miikddik. Ez azonban koénnyen
kikiiszobolhetd: egy visszacsatolt haldo ugyanis atalakithatdé egy hagyomdanyos eldrecsatolt
haléva az iddben torténd kibontds miiveletével. Ez azt jelenti, hogy az egyetlen RNN réteg
kiilonboz6 idépontokban felvett allapotara ugy tekintiink, mint egy hagyomanyos halé egymast

kovetd rétegeire. (Szemenyei, 2021)
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3. abra: Visszacsatolt architektira felépitése (bal) és idébeli kibontdsa (jobb) (Szemenyei, 2021)

Mivel egy RNN cellanak minden idépontban van kimenete €s hibaja, ezért a kibontott hald
minden rétegéhez fog tartozni egy kimenet €s egy hiba, melyeknek dsszege éppen a teljes hiba.
Innentdl a hibavisszaterjesztés eljaras mar minden tovabbi nélkiil hasznéalhat6. Két fontos
kiilonbség adodik azonban az eldrecsatolt halokhoz képest. Egyrészt, ahogy haladunk eldre az
idében a kibontott hadldo mérete egyre nd — a végtelenségig -, ami a tanitas lassuldsaval jar. A
megfeleld6 miikddéshez €s tanitdshoz nem sziikséges a végtelenségig emlékezni a multbeli
bemenetekre. Eppen ezért a kibontas soran a haldo maximaélis méretét korlatozzuk és a

legrégebbi réteget és bemenetet toroljiik a kibontott halobol.

4.6 Hosszu-rovidtavi emlékezet

Masrészt az idOben a kibontott halo esetén minden réteg sulymatrixa azonos (hiszen valdjaban
egyetlen visszacsatolt rétegrdl van sz6). Ez azt jelenti, hogy amikor a lancszabaly segitségével
a derivaltakat eldallitjuk, akkor az egyes rétegek derivaltjainak egy hosszu szorzatat kell
kiszamolnunk, ahol jelen esetben egy hatvanyrol beszélhetiink, hiszen a szorzat minden eleme
azonos. Barmely szam (vagy matrix) sokadik hatvanya vagy nulla vagy végtelen, kivéve, ha az
a szam pontosan 1. Igy tehat egy visszacsatolt cella gradiensei konnyedén eltiinnek, vagy
»felrobbannak™”, ami a tanitast ellehetetleniti. Ezen probléma kikiiszobolésére egy olyan
architektura megalkotasara volt sziikség, ahol a belsé allapot aktudlis és egy 1€péssel korabbi
allapota kozti derivalt nagyjabol egy. Eppen ilyen struktiraju hossza-rovidtavi emlékezet
(LSTM - Long Short-Term Memory) cella. (Hochreiter & Schmidhuber, 1997.) Az LSTM az
RNN celldhoz képest megfeleléen hosszu ideig képes emlékezni. (Szemenyei, 2021)
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4. abra: Az LSTM cella strukturdja (Szemenyei, 2021)
ahol * az elemenkénti (Hadamard-) szorzat. Az LSTM cella négy aktivacids fiiggvényt is
tartalmazé egységbdl all, melyeket kapuknak neveziink. Ezen négy aktivacios fliggvény esetén

harom esetben a szigmoid és egy esetben pedig hiperbolikus tangens fliggvényt hasznéalunk:

1
1+e—*

Szigmoid: o(x) =

eX¥—e™*

eX+e~%

Hiperbolikus Tangens: tanh(x) =

A négy kapu az alabbi funkciokat tolti be:

o f: felejtési kapu, egy a cella allapottal azonos méretli vektor, melynek minden eleme
nulla és egy kozott van a szigmoid nemlinearitis hatasara. A cella allapot vektorat ezzel
a vektorral elemenként megszorozva a cella allapot bizonyos részleteit elfelejtjiik.

e g: fékapu, amelynek feladata, hogy a bemenet aktudlis értékébdl és a cella kimenet
korabbi értékébdl kinyerje azokat a jellemzoket, amelyek a cella allapotban
megjegyezhetok.

e 1: bementi kapu, vektoraval a fékapu vektorat elemenként szorozzuk, ezaltal kivalasztva
a megjegyezhetd jellemzOkbdl a relevans részeket, majd ezt a cella allapothoz
hozzaadjuk.

e o: kimeneti kapu, megszliri a bemenet értékeit, csak a lényegeseket megtartva, majd
veszi az elemenkénti szorzatat az aktudlis cella allapot hiperbolikus tangens

fliggvényével, igy a cella aktualis kimenetét adva. (Szemenyei, 2021)

Az LSTM cella milkodése formalizalva:
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he_
g=tanh(W( ; 1>+bg)

t
Cc=f*c1+ixg

h; = o * tanh (c;)

4.7 Kapuzott visszacsatolt cella

A kapuzott visszacsatolt cella (GRU — Gated Recurrent Unit) az LSTM celldhoz hasonl6 6tlet
mentén lett megalkotva, azonban ez egy lényegesen egyszeriibb struktira, amely a gyakorlati
alkalmazas szempontjabol elénydsebb, hiszen a kevesebb miiveletet kell elvégezni az tanités

soran, igy a futési id6t 1ényegesen tudja roviditeni.

r
[ ] N
u
|C0ncat| | x If
Xt \\%

5. abra: GRU cella strukturdja, (Olah, 2015)

A GRU cellaban minddssze két kapu van:

e r: visszadllitdsi kapu. Azt hatdrozza meg, hogy a multbéli informéciokbol mennyit

felejtstink el.

e u: frissitési kapu. Az LSTM halozat felejtési és bementi kapujaihoz hasonldan eldonti,

hogy mely informaciot érdemes megtartani vagy elhagyni. (Cho, és mtsai., 2014)
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Ebben az esetben is kizarélag a szigmoid €s a hiperbolikus tangens aktivacios fliggvényt

alkalmazzuk. Az GRU cella mikodése formalizalva (Olah, 2015):

o= o () )
o) o)

he = (1 —ug) * hy_; + u, * tanh <W (rt *xht—1)>
t
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5 Adatok bemutatasa

Dolgozatomban a modellezéshez sziikséges magyar halandosagi adatokat a Human Mortality
Database (HMD, 2024) nyilvanos oldalardl szereztem be. A megfigyelési idOszaknak, az
elérhetéség szerinti leghosszabb iddszakot, 1950-2020-as id6szakot valasztottam. Minden
naptari évre minden ¢€letkor (0-t61 100-ig) mortalitasi ratdjanak eldallitashoz beszereztem az
adott id6szak soran az adott populdcioban bekovetkezett 6sszes (ndi és férfi adatok egylittesen)

halélozasok szamat, illetve a vizsgalt idészak alatti kdzponti kitettségeket.

A 3. fejezetben ismertetett logaritmalt halanddsagi ratakat a beszerzett adatokkal eldallitottam.
A neurdlis halézatok kimentének — eredményvaltozojanak — éppen a logaritmalt halanddsagi
ratat valasztottam pontosan Ugy, mint a Lee-Carter modellnél. Bemenetének —
magyarazovaltozdinak — pedig a logaritmalt halandosagi ratak késleltetett értékeit valasztottam.
A maximalis késleltetés 10 év volt. Egy megfigyelésre a becsléshez felhasznalt valtozok az

alabbi modon irhatok fel:

Bemenet: (In(my 1), In(myr_2), ., In(Myi_10))
Kimenet: ln(mx,t)

A Lee-Carter €s a neuralis halos modellek teljesitményének 0sszemérésére sziikséges volt a
rendelkezésre allo adatot a naptari évek szerint tanulo és teszteld idészakokra szétbontani. A
tanulo idészakon illesztettem — mind a Lee-Carter, mind a neuralis halézat — modelleket és a
teszteld iddszakra elOrejelzést készitettem az illesztett modellek alapjan. A tanuld iddszakot

1950 — 2005-nek, a teszteld idészakot 2006 — 2020-nak valasztottam meg.

A Lee-Carter modell alkalmazasdhoz tovabbi adatel6készitésre nem volt sziikség. A Lee-Carter
modellt az R programozasi nyelv demography (Hyndman, 2023) csomagjanak segitségével

allitottam elo.

Azonban a neuralis halézatok esetén sziikséges volt a valtozokat linearis transzformdciod
segitségével a [0,1] intervallumra transzformalni, hogy ne egyetlen, nagysigrendben a
legnagyobb véltoz6 domindlja a tanuldsi folyamatot. Tovabbd a tanuld adatbazis 20%-a
levalasztasra keriilt validacios célokra. A validaldé adatbazis megfigyelései véletlenszeriien
keriiltek kivalasztasra. A neuralis halozatok modellezésére a Python programozasi nyelvet és a
keras (Chollet, 2015) konyvtarat hasznaltam, melyet nem csak lokdlisan, de ,,felhdben” is
futtattam. Utobbit foként a hosszabb optimalizaciés folyamatoknal alkalmaztam. Erre

lehetdséget a Google Colab internetes GPU-hozzaférése nyujtott.
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6 A Lee-Carter modell eredményeinek ismertetése

Ebben a fejezetben a Lee-Carter modell eredményeit kivanom attekinteni. A modellhez az 1950
— 2005 kozotti halandosagi adatokat hasznaltam fel €s a 3. fejezetben leirt eljarassal becsiiltem

a teljes (n6i és férfi adatok egylittesen) logaritmalt haland6sagi ratat.
Tekintsiik eldbb a valos logaritmalt halandosagi ratdkat életkoronként és naptari évenként.

Halandosagi rata alakulasa Magyarorszagon
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6. abra: Valos logaritmdlt halandosagi rata életkoronként és naptari évenként

Altaldnosan megallapithaté, hogy atlagos szintje életkoronként mas és mas. Hosszii tivon szinte
minden életkorban csokkent értéke az elmult évek soran, de ezen csokkenés iiteme
¢letkoronként eltérd. A Lee—Carter modell éppen ezen jelenség-harmast probalja meg leirni.

(Vékas, Halandosagi tablak statisztikaja, 2023)

A becsiilt paraméterek értékét életkorok vagy éppen naptari évek szerint a 7. dbra mutatja. Az
atlagos logaritmalt haland6sagi rata a vartnak megfeleléen alakult. Az életkorfiiggd
érzékenység lathatdoan nagyon valtozo. Gyermekkorban a legmagasabb az érteke. Abszolut
minimumat a kozépkoruak esetén veszi fel, majd Gjabb, de kisebb mértékii ndvekedést mutat
az iddsek korében. A mortalitdsi index mutat azonban a megszokottdl leginkabb eltérd
viselkedést. Varakozasaim alapjan a teljes id6szakra csokkend trendet kdvetd értékeket kellene
felvennie. Ez megfigyelhetd 1950 — 1970 kozotti idoszakban, azonban 1970 — 1990 kozott
stagnalast, illetve enyhe novekedést figyelhetiink meg. Az ezt kovetd iddszakban Gjra csokkend

trendet kovet az idosor.

21



Atlagos logaritmalt halandésagi rata

(]

ax

0 23 30 73 100

Eletkor

Eletkorfiiggé érzékenység Mortalitasi index

kt

0 0 3 100 n AN

!
1970 1930 1990 2000

Eletkor Naptiari évek

=
i
=
=
=]
=

7. dbra: Lee-Carter modell paraméterei
A modell egyetlen id6fliggd paramétere a mortalitdsi index, ennek eldrejelzése segitségével
lehet eldallitani a logaritmalt halandosagi rata eldrejelzését is. A Lee-Carter modell 2006 — 2020
1d6szaki eldrejelzései a neuralis halozatok eredményeivel egyiitt keriilnek bemutatdsra a A

modellek eredményeinek 0sszevetéseS. fejezetben.

22



7 A neuralis halozatok eredményeinek ismertetése

7.1 Neuralis hal6zatok hiperparaméter-optimalizalasa

A hiperparaméterek a modell olyan paraméterei, amelyek nem automatizalt médon keriilnek
meghatarozasra, hanem magunk valaszthatjuk meg értékiiket. Ezekkel finomhangolni lehet a
rendszert az adott problémara specifikusan. (Havlik, 2016) A hiperparaméterek megfeleld
megvalasztdsa a mesterséges neuralis halozatoknal kiemelt jelentségli. A jol megvalasztott

hiperparaméterek pontosabb becslésekhez vezetnek, ezzel csokkentve a hibat.

Minden neurélis hélos architektira esetén harom rétegli halot készitettem. Mindegyik egy
bementi, egy rejtett és egy kimeneti rétegbdl allt. A kimeneti réteg aktivacios fiiggvénye minden

esetben a linearis volt.

Tovabba minden modellbe beleépitettem egy korai megallas (early stopping) funkciot is, amely
azt biztositotta, hogy ha a tanulas soran, az elére megadott 1épésszam utan sem csdkken a hiba,
akkor a tanulas leall. Jogosan meriil fel a kérdés, hogy ez miért sziikséges. A tanulési folyamat
alapvetden is sok i1d6t vehet igénybe, azonban a hiperparaméter-optimalizacidos folyamat
kiilonosen iddigényes. Mivel ezek tetszOlegesen meghatarozott értékek, igy megvalasztasuk
probalgatassal lehetséges. Ha tobb kiilonboz6 hiperparaméteriink van és ezekre tobb lehetséges
érteket is szeretnénk megvizsgélni, akkor a modellt annyiszor fogjuk wjratanitani ahany
lehetséges kombinaciot el tudunk allitani. Ez pedig a modellek komplexitasatol fliggden tobb

oratol kezdve akar napokig vagy hetekig is eltarthat.

A hiperparaméterek és azok lehetséges értékei, amelyek a dolgozat sordn optimalizalasra

keriiltek az alabbiak.
Rejtett réteg neuronjainak szdma: n = (1, 2, 3,4, 5)
Tanulési rata: A = (0,01, 0,005,0,001)
Minikotegek nagysaga: b = (16, 32, 64, 128)

A korai megallas 75 1épésszam utan kovetkezhetett be, amennyiben az egymast kovetd 75

1épésben nem csokkent a hiba. A maximalis [épésszam minden modell esetén 2000 volt.

Optimalisnak akkor tekintettem egy hiperparaméter-kombinacidt, ha az eredményezte a
validalo adatokon elért legkisebb MSE-t. Ezek alapjan az egyes modellekre az alabbi tablazat

tartalmazza az optimalis hiperparaméter valasztast.
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Rejtett réteg
Minikotegek
Modell neuronjainak Tanulasi rata (A)
nagysaga (b)
szama (n)

Feed-Forward 3 0,001 16

RNN 3 0,001 64

LSTM 5 0,001 64

GRU 3 0,005 128

2. tdbldzat: Optimdlis hiperparaméterek
A kapott eredmények alapjan elmondhatd, hogy a modellek tobbsége 3 neuront tartalmaz a
rejtett rétegében, ez alol csak az LSTM architektaraja modell képez kivételt. A tanulasi rata is
csak a GRU architekturaju modell esetén kiilonbozik 0,001-t8l. A minikdtegek nagysaga

nagyon kiilonbozden alakult.

A fenti hiperparaméter megvalasztasu ¢€s struktirdji modellekkel dolgoztam a tovéabbiakban.
Ezen modellek megkonstrualasa utan a paraméterek szdma a Feed-Forward modell esetén 37,
RNN esetén 19, LSTM esetén 146, GRU esetén 58 volt. A rendelkezésre allo6 megfigyelések

szama elegendd volt barmely imént emlitett paraméterszam mellett.

7.2 A hiba nagysaganak alakuldsa

A neuralis halozatok tanulasi folyamata sordan a halé kezdeti stilyai mindig véletlenszertien
keriilnek megvalasztasra. Eppen emiatt a modell Gjratanitasonként kiilonbozé optimalis
stlyokat és MSE-t adhat eredményiil. A teszteld halmazon elért hibat, MSE-t, mindig a (nem

logaritmalt) halandosagi ratdkra allapitottam meg.
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8. abra: MSE értékének alakulasa modelltipusonként
A 8. abra szemlélteti a teszteld halmazon elért MSE alakulasat. A legnagyobb és a legkisebb
MSE-t is az RNN tipust modell eredményezte, tehat szoérddasa is ennek volt a legnagyobb. A
legkisebb median értéket az LSTM tipusti modellek vették fel, varakozasaimnak megfelelden,
hiszen ez a struktira tipikusan az iddsoros adatok feldolgozasara lett megalkotva. Ami
meglepdnek bizonyult, hogy a GRU tipust neurdlis halozatok nem teljesitettek jobban a

szimpla Feed-Forward modelleknél.

Tipusonként a 10 legkisebb hibaji modell atlagat az 3. tablazatban foglaltam Ossze.

Feed-
Modell RNN LSTM GRU
Forward
MSE 1,48¢e-4 1,09¢-4 1,11e-4 1,39¢e-4

3. tdblézat: 10 legkisebb MSE-jii modell dtlaga tipusonként
Annak ellenére, hogy az RNN tipusti modellek 4tlagban alacsonyabb MSE-t eredményeztek, az
LSTM tipusu modellek hibdjanak szérddasa lényegesen alacsonyabb volt és stabilan kisebb
hibaval becsiilt. Az LSTM esetén a median 0,000129, mig RNN esetén ennél magasabb
0,000155 volt. Mivel a median egy robosztus mutato, igy erre hivatkozva — €s tekintve, hogy
minimalis kiilonbség volt az atlagos MSE-k k6zott is — az LSTM modellt hasznéaltam az

elorejelzések készitéséhez.
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7.3 Becsiilt mortalitasi ratak alakulasa

Tekintettem a tanuldé adatbazis becsiilt értékeit és Osszehasonlitottam a valdsakkal. Ezt
keresztmetszetben, naptari évenként vizsgaltam meg. Az eltérések egyik naptari év esetén sem
voltak szignifikdnsan kiilonbozdéek a tobbitdl. A 9. dbra— 10. dbraan a 2000-es naptari évhez
tartoz6 logaritmalt és transzformadlatlan halanddsagi ratdkat 4brazoltam életkoronként és

modellenként.

Logaritmalt halanddsagi rata alakulasa Magyarorszagon (2000)
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9. abra: Logaritmalt halandosagi rata életkoronként (2000)

Halandosagi rata alakulasa Magyarorszagon (2000)
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10. abra: Halandosagi rata életkoronként (2000)
Mindegyik modell jol illeszkedik a fekete, valos értékekhez. Az eltérések minimalisak a

modellek kozott.
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8 A modellek eredményeinek Osszevetése

A Lee-Carter és neuralis halozatok, mint halandosag eldrejelzési modellek keriilnek

Osszevetésre ebben a fejezetben. Az dsszehasonlitas elsé szempontja a tesztelé halmazon elért

predikcids hiba volt.
Feed-
Modell RNN LSTM GRU Lee-Carter
Forward
MSE 1,48¢e-4 1,09¢-4 1,11e-4 1,39¢-4 6,57e-4

4. tablazat: MSE modellenként

A teszteld halmazon megallapitott MSE a Lee-Carter modell esetén volt a legmagasabb. Még a
nem kifejezetten idésoros adatok feldolgozaséara alkalmas Feed-Forward neuralis halozat is

kisebb hib4ju predikcidkat adott.

A teszteld halmaz predikcidinak elkészitésénél fontos megjegyezni, hogy az elérejelzéseket
mindig csak 1épésrol 1épésre, a kovetkezd évre szabad elvégezni, ahogy azt irja (Richman &
Wiithrich, 2019). A késébbi évek eldrejelzéseit a korabbi évek becslései segitségével kell
eldallitani. A 2005-0s év mortalitdsi ratait elére tudjuk jelezni a 2004 és 1994 kozotti tényleges
halandoséagi ratdkkal. A 2006-os év eldrejelzésénél azonban mar nem hasznalhatjuk a valos
2005-6s halandésagi ratakat, hanem a 2005-6s elérejelzéseket kell hasznalni. (Szentkereszti &
Vékas, 2022) Ezeket figyelembe véve tekintettem — a neuralis halézatoknal alkalmazott moédon
— a 2020-as naptari évhez tartozd logaritmalt és transzformalatlan halandosagi ratat

¢életkoronként és modellenként.

Logaritmalt halanddsagi rata alakulasa Magyarorszagon (2020)
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11. abra: Logaritmalt halandosagi rata (2020)
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Halandosagi rata alakulasa Magyarorszagon (2020)
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12. dbra: Halandésagi rdta (2020)
Megfigyelhetd, hogy mig a kiilonbozd strukturaji neuralis héalézatok egymashoz nagyon
hasonlé pontosaggal becsiilnek, addig a Lee-Carter ezektdl szignifikdnsan nagyobb hibéju
becslést ad. A logaritmalt halandosagi ratak esetén jobban kivehetd, hogy a becslések a

kozépkoruak esetén térnek el leginkabb a valostol.

Megvizsgaltam, hogy ezek a rezidualisok a tobbi életkor esetén hogyan alakultak a teszteld
1d6szakon. A neurdlis halés modellek koziil, csak az LSTM rezidudlisait vizsgaltam tekintve,
hogy a modellek pontossaga csak minimalisan kiilonbozott €s késobbi szamitasaimhoz is ezt az

architektarat alkalmaztam.
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13. abra: A Lee-Carter és az LSTM strukturaju neurdlis halos modell rezidualisai

A kozépkortak rezidudlisai mind a Lee — Carter modell, mind az LSTM architektara esetén

nagyobb eltérést mutattak a tobbi életkorhoz képest. Az LSTM esetén viszont valamennyivel
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kisebbnek bizonyultak ezek az eltérések. Eppen ez figyelhetd meg a 11. dbraan. Illetve a
fiatalabb korosztalyok esetén is a rezidudlis dbra vildgosabb az LSTM alkalmazésa esetén, igy
azt lehet mondani, hogy a fiatalabb korosztalyokra az LSTM alacsonyabb hibaval becsiil. Az

1d6skori logaritmalt halanddsagi ratat kozel egyforman alacsony hibaval becsiilték.

Jo Osszehasonlitasi alap lehet még a teszteld halmazra elkészitett predikcidkat nemcsak

keresztmetszetben, de korosztalyonként is elkésziteni.
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14. abra: Halandosagi rata életkoronként
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A 40-90 éves korosztalyokra (10 évenként) vizsgaltam meg a teszteld minta becsléseit. A
legnagyobb hiba — barmely modell esetén — valéban a 40-50-60-as életkorok esetén van, nem
meglepd mdédon. Megfigyelhetéen a neurdlis halés modellek adnak pontosabb becsléseket,
koztiik is az LSTM és az RNN architekturajaak a legkisebb hibjuak. Megallapithat6, hogy mig
a Lee-Carter legfeljebb az idosor trendjét tudja eldrejelzésként adni, addig a neuralis haldzatok

képesek az egyes évek kozti ingadozaskat is jol felvenni.

Az Osszehasonlitds alapjan az mondhato el, hogy a halanddsagot a neuralis haldzatok
pontosabban becsiilték ezen tanitd-teszteld adatok megvalasztasa esetén. Koztiik is az LSTM

¢s RNN halézatok bizonyultak a legkisebb hibajunak.
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9 Elorejelzések josaga

9.1 Az élettartam-kockazatrol

Az elemzés soran megfigyelhetd volt, hogy a mortalitasi ratdk atlagosan minden életkorban
csokkend trendet mutattak. E folyamat jelentds modszertani és pénziigyi nehézségek elé allitja
a nyugdij- és ¢letbiztositasi teriileten miikddd intézményeket, melyek pénzaramlasainak
elérejelzése soran feltételezik, hogy — egy bizonyos naptari évre vonatkozo6 — koréves haldlozasi
valosziniiségek a jovoben valtozatlanok maradnak. Azonban a valdsagban az életjaradékok
tulajdonosai a halandosag csokkenése kovetkeztében a kalkulaltnal nagyobb valdszinliséggel
érik meg a jaradékfizetési idopontokat, ami jelentds, elore nem kalkulalt tobbletkifizetést jelent
a jaradékszolgaltatoknak. Valtozatlan halanddsagot feltételezve csak pontatlanul tudjak
elérejelezni jovobeli bevételeiket, valamint kiadasaikat, ezzel komoly tervezési hibat elkovetve.
Az ebbdl fakado problémat hivjuk élettartam-kockazatnak. (Vékas, Nyugdijcélu életjaradékok

¢lettartam-kockazata az altalanositott korcsoport-iddszak-kohorsz modellkeretben, 2017)

Az ¢lettartam-kockézat jelenségét szdmszerusiteni lehet olyan modon, hogy dinamikus —
kohorsz — szemléletli halandosagi tablak segitségével kiszamoljuk a varhat6 hatralévd
élettartam €s az egyszeri dijas életjaradék értékét és dsszehasonlitjuk a statikus — egy bizonyos

naptari évre vonatkozo — halanddséagi tabla altal szamolt értékekkel.

Dinamikus szemléletii halanddsagi tablakat viszont csak eldrejelzett adatokkal lehet elkésziteni
bizonyos korosztalyokra. Igy a dolgozatban bemutatott legjobb halanddsag elérejelzé modell
segitségével elkészitettem a 65 éves korosztalyra vonatkozo kohorsz halanddsagi tablat. Az
ebbdl szamolt varhato hatralévo élettartam és az egyszeri dijas életjaradék értékeit pedig
Osszevetettem a (Mdajer & Kovacs, 2011) cikkében alkalmazott modositott Lee-Carter és a
(Vékas, Nyugdijcélu életjaradékok élettartam-kockazata az altalanositott korcsoport-iddszak-

kohorsz modellkeretben, 2017) GAPC-modellkeret altal szamolt értékekkel.

Az Osszehasonlitas legfobb célja az volt, hogy megvizsgaljam, hogy a neuralis halés modell
hossztl tavon is képes-e megbizhatd €s jol értelmezhetd becslést adni. Tovabba, hogy ez

alkalmas-e az ¢lettartam-kockazat kiszlirésére a megfelel6 mutatok szamitasanal.

9.2 Vaérhato hatralévo élettartam és életjaradék szamitasa
Az x éves korban vérhato hatralévo élettartamot megado sszefiiggés statikus halandosagi tabla

alapjan (Banyar, 2003):
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1
ey = (1 —qxsj) + 5 (x=0,1,..,w)

ahol gx jeloli az x éves ¢letkor szerinti halalozasi valoszinliséget ¢és o a feltételezett
legmagasabb elérhetd ¢letkort. Esetemben ezt 100-nak tételeztem fel. Ha dinamikus

halando6sagi tablaval irjuk fel, akkor az 0sszefiiggés az alabbiak szerint valtozik:

w—x i—1

1
ex = z 1_[(1 ~Qxsjre) 5 (=01, 0)
1 j=0

i=

ahol qx az x éves életkorhoz tartozé halalozasi valdszinliség a t. naptari évben. T az aktualis

naptari évet jeloli.

Az x éves koru egyének azonnal indulo, élethosszig tartd, évi egy forint Osszegll

¢letjaradékanak egyszeri nettd dijképlete az aktuariusi ekvivalenciaelv szerint (Banyar, 2003):

w—Xx i-1

b, = Z v 1_[(1 — qx+j) (x=0,1,.., )

i=0 j=0

ahol v a technikai kamatldb segitségével eldallitott diszkontfaktor. A nettd dij azt az
¢letjaradékért cserébe nyUjtandd egyodsszegli befizetést adja meg, amely mellett a
jéradékszolgaltatd a technikai kamatldbnak megfeleld, rogzitett éves befektetési hozam
feltételezése mellett, a jaradékfizetésen kiviili egyéb koltségek figyelembevétele nélkiil
varhatoan nulla profitot realizal. (Vékas, Nyugdijcélu életjaradékok élettartam-kockazata az

altalanositott korcsoport-iddszak-kohorsz modellkeretben, 2017)

Ugyanez kohorsz haland6sagi ratadk hasznélataval:

A qx, azaz x éves ¢letkorhoz tartozo haldlozasi valoszinliségek maximum likelihood becslése,
az altalam alkalmazott kozponti haldlozasi ratdkbol, az alabbi formulaval kaphaté meg (Vékas,

Halandésagi tablak statisztikéja, 2023):
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9.3 Az ¢letjaradekokkal kapcsolatos eredmények

Az élettartam kockézat szamszerUsitésére az LSTM strukturdju neurdlis halozatot a teljes
megfigyelési idészakra (1960 — 2020) Gjratanitottam ¢és igy készitettem predikciokat egészen
2060-ig. Ezen becslésekbdl pedig a 9.2 fejezetben leirt modon elkészitettem a 65 évesek
kohorsz szemléletli halanddsagi tablajat, amibdl aztdn meghataroztam az ess — 65 éves korban
varhat6 hatralévo élettartam — és d¢s — 65 éves koru egyének azonnal indulo, élethosszig tarto,

évi egy forint 6sszegli ¢letjaradékanak egyszeri nettd dija — értékét.

A technikai kamatlabat a Magyar Nemzeti Bank vonatkozo rendelete (Magyar K6z16ny, 2022)
alapjan a maximalis 4%-nak valasztottam meg. Vékas cikkében 2,3%, Majer-Kovacs pedig 3%-

os technikai kamatlab feltételezéssel €ltek.
A becslésekhez konfidencia intervallumot is meghataroztam. Az intervallum széleit

kovetkezOképpen valasztottam meg:

Cl = C;Ix,t + SD(EI\x,t)

N =

azaz az x éves életkor t. évhez tartozo halalozasi valdszinliség becslések atlaga — éppen azok az
értekek, amiket predikciok elkészitéséhez is alkalmaztam — megndvelve vagy éppen csokkentve

ugyanezen becslések szorasanak felével.

Szamitdsba akartam venni a koronavirus-jarvany halandosagra gyakorolt hatdsat, igy a
predikciokat két bazisiddszakra is elkészitettem: 1950-2019 és a 1950-2020 kozotti idoszakra.
Ennek célja minddssze az volt, hogy a predikciok az esetleges torzitdstdol mentesen is

eléalljanak.

Hogy az 6sszehasonlitast megfelelden el tudjam végezni, meghataroztam a 2019-es és 2020-as
naptari évre vonatkoz6 statikus halanddsagi tablak alapjan is az ees és des értékeket. Az
Osszehasonlitasra alapvetden a 1950-2020-as bazisiddszak szerinti eredményeket hasznaltam.

Tovabba tekintettem a Vékas és Majer-Kovacs szerzok altal meghatarozott értékeket.

) ) Varhato érték Statikus hiba
Mennyiség Keresztmetszeti érték o
(konfidenciaintervallum) (szazalék)
Sajat szamitas (bazisiddszak: 1950-2020)
€65 (éV) 15,41
16,19 5,06
(15,33;15,48)
des (forint) 11,33
11,73 3,53
(11,29;11,36)
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Sajat szamitas (bazisidészak: 1950-2019)

€65 (év) 15,41
16,85 9,34
(15,37;15,50)
des (forint) 11,33
12,07 6,51

(11,31;11,38)
Vékas (2017) (bazisiddszak: 1975-2014)

€65 (éV) 18,21
16,47 -9,51
(16,61; 19,80)
des (forint) 14,78
13,72 —6,43

(13,83;15,72)
Majer-Kovacs (2011) (bazisidészak: 1970-2006)

€65 (€v) 16,43
15,39 —6,33
(15,12; 17,83)
des (forint) 12,43
11,87 —4,50

(11,70; 13,17)

5. tablazat: Osszehasonlitds: a 65 éves korban varhaté hatralevd élettartam és az életjdradék egyszeri netté dija (Mdjer &
Kovdcs, 2011), (Vékas, Nyugdijcélu életjaradékok élettartam-kockdzata az daltalanositott korcsoport-idészak-kohorsz
modellkeretben, 2017)

Ami egyértelmiien megéllapithatd, hogy a 2014-es keresztmetszeti szemléletli halanddsagi
tablahoz képest a 2020-as szerinti a 65 éves korban véarhato hatralevd €lettartam 0,28 évvel és
az életjaradék egyszeri netto dija 1,99 forinttal csokkent. Utobbi koszonhetd a hatralévd varhato
¢lettartam csokkenésének, illetve a technikai kamatlab novelésének. Ezen eredmények mar
alapvetden is meglepdek voltak, mindkét esetben novekedést vartam volna el
keresztmetszetben. Szamitdsaim szerinti ees €s d6s Ertékeket nemesak a Vékas €s Majer-Kovacs
cikkekben kozolt kohorsz szemléleti halanddsagi eldrejelzések alapjan szamolt értekek, de a
periodus tabla altali becslések is meghaladjak. Ezt azt jelenti, hogy a neuralis halozat kisebb
mértékill novekedést is var a 65 évesek halandosagara, ami magyardzza az alacsonyabb nettd

dijat.

Az halandoésagi ratdk abrait jobban megvizsgalva arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy
valdjadban ezek nem irredlis eredmények. Mar a koronavirus-jarvany idészakat megel6z6 10

évben is n6tt vagy stagnalt a halanddsag a legtobb 65 éves kor feletti korosztalyban.
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15. abra: Halandosagi rata alakulasa a 65 éves életkor feletti korosztalyokban

Erre magyarazatul szolgadlhat Omran elmélete az epidemoldgiai atmenetekrdl. (Omran, A
theory of the epidemiology of Population change, 1971) Szerinte minden tarsadalom a
modernizaciés folyamat harom korszakan megy keresztiil. Az elsé szakasz a 18. szazad
kozepéig tartdo premodern 1ddszak a pestis €s ¢hezés kora. A masodik szakaszt a visszahuz6do
jarvanyok korszakaként irta le. A harmadik korszakot a degenerativ és ember 4ltal okozott
betegségek dominancidja jellemzi. A korszakok egészségjavulasat eltérd tényezok
befolyésoljak. A harmadik szakaszt illetden az orvosi és kozegészségiigyi intézkedések, a meg-
el6z6 és gyogyitd eljarasok, a jobb kdzegészségiigyi intézkedések, a véddoltasok (megeldzés)
¢s az oki/célzott terapiak elterjedését emelte ki. Kozel harminc évvel az elsé kozleménye
megjelenése utan elmélete revidealasara vallalkozott, ennek részeként egy 1j, negyedik

epidemiologiai korszak, ,,A csokkend kardiovaszkularis mortalitas idésddés, €letmod-valtozas,
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kialakuld és tjjasziiletd betegségek” bevezetését javasolta. (Omran, The epidemiologic
transition theory. A Preliminary update., 1983) A klasszikus epidemiologiai atmenet elmélete
szamara komoly kihivast jelentett, hogy a szocialista orszdgok varhat6 ¢élettartamai
folyamatosan tavolodtak a nyugat-europai trendektol. A kozép- €s kelet-europai orszagok
megfeneklettek az epidemiologiai fejlodés harmadik szakaszaban, képtelenek voltak atlépni a
kovetkezO fazisba. A keringési rendszer okozta halandosag a legmeghatiarozobb, de nem az
egyetlen epidemioldgiai magyarazata a térség leszakadasanak. (Caselli, Mesl¢, & Vallin, 2002)
Az egészségkarositd magatartasi formak széles korben elfogadottak voltak, és a mindennapi
¢let részévé valtak. (Cockerham, 1999) Az egészségmegorzés feltételei korlatozottak voltak az
allamszocialista korszakban. (J6zan, 2003a) A kozpontositott tarsadalmi rendszer hatranyosan
¢rintette az egyéneket abban, hogy egészségmagatartasuk, életmodjuk valtozasan keresztiil
felelosséget vallaljanak sajat egészségiikért.  (Balint, Mennyire illeszkedik a magyar

halanddsag alakuldsa az epidemiologiai atmenet elméleteihez?, 2016)

Azt az elméletet, hogy Magyarorszag is ebben a harmadik fazisban ragadt alatdmasztja Balint
¢s Kovéacs tanulmanya. (Balint & Kovacs, Halandosag, 2018) A korspecifikus haldlozasokat
tekintve a szerzOparos is arra megallapitasra jutott, hogy a 60 év feletti korosztalyok
halandoséaga stagnal, estenként nd a cikk megirasat megel6zd években. Arrdl is irnak, hogy
ezekben a korosztidlyokban a megfigyelt idoszakban a legtobb koérnyezd orszdghoz és az
Eurépai Unidhoz hasonlitva a magyar haldlozadsok szdma magasabb volt. Az okspecifikus
haldlozéas elemzésénél pedig kiemelik, hogy Magyarorszdgon — hasonldan a legtdbb eurdpai
orszaghoz — a keringési rendszer betegségeiben halnak meg a legtobben. Tovabba a jobb
¢letkilatasokkal rendelkezd orszagok kozott Magyarorszagon a masodik legnagyobb a

daganatos betegségbdl eredd halalozés.

Tobbek kozott a fentiekben leirt demografiai megfontolasok indokolhatjdk a halanddsag

stagnalast a 65 év feletti korosztalyokban.

A 2019-es periddus halandosagi tabla alapjan, az 65 éves korban varhato hatralévo élettartam a
2014-eshez képest novekedést, az €letjaradékanak egyszeri nettd dija csokkenést mutat. Utobbi
a technikai kamatlab jelentés mértékii (1,7 szdzalékpontos) ndvekedésének koszonhetd. 2,3%-
os technikai kamatlab feltételezés mellett a 2019-es periodus tabla altal megéllapitott
halandésagi valosziniiségekkel szamolt jaradék értéke 13.93 Ft lenne. Ez pedig mér nagyobb,

mint a 2014-ben megallapitott jaradék értéke.
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A kohorsz szemléleti halanddsagi tabla ebben az esetben is alacsonyabb varhatd hatralévo
¢lettartamot és nettod dijat josolt, mint a 2019-es periddus tabla szerinti értékek. Tehat hidba
szirtem ki a koronavirus jarvanybol adodé tobblethalandésagot, még mindig magasabb
halandosagi ratat josol a modell, mint a keresztmetszeti eredmények. Ez annak kdszonhetd,
hogy az elmult 10 id6szak alapjan készit predikcidt a modell, amiben enyhe ndvekedést és
stagnalast allapit meg. Emiatt megnéztem kiillonbozo késleltetésli bementi valtozokat alkalmazo
modellek eldérejelzéseit is. Megvizsgaltam, hogy a hosszabb vagy rovidebb késleltetés ad-e jobb
elorejelzést. Tovabba megfigyeltem, hogy az elérejelzés kezdeti idOpontjara nagyon érzékeny

a neuralis halozat.
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16. abra: 65 évesek haldlozasi valosziniiségeinek elorejelzése
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A késleltetés novelésével, csak az eldrejelzések szorddasa lett nagyobb, mig az alacsonyabb
késleltetés mar a vart, trendszeri csokkenést mutatta. Azonban ebben az esetben sem volt
mindegy, hogy honnan indul a predikcid. A historikus minimum ala csak 2018-ig megfigyelt
adatok esetén esett az eldrejelzés értéke, azonban ebben az esetben is a kohorsz szemléletii tabla

alacsonyabb értékeket mutatott, mint az adott évi periddus.
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10 Osszefoglalas

Dolgozatom célja az volt, hogy talaljak olyan gépi tanulasi modellt, amely az elérejelzések
pontossagaban el tud érni olyan jo eredményeket, mint a Lee-Carter halandosag-eldrejelzo
modell. Ezt sikeriilt is belatnom, hiszen a neuralis halozat alapi modellek rendre kisebb hibaval
jelezték eldre a korspecifikus halandosagi ratakat a megfigyelt idészakon. Koztiik is az LSTM
¢s RNN halozatok bizonyultak a legkisebb hibajunak. A hosszatavu elérejelzésekhez az LSTM

architektirdji haldzatot hasznaltam.

Az ¢lettartam-kockézat szamszerlisitése soran a dinamikus halanddsagi tablakbol eléallitott
varhat6 hatralévo élettartam és egyszeri nettd dij értékére a peridodus tdblabol szamolt értékeknél
alacsonyabb szamokat kaptam. Tehat a dinamikus elérejelzések szerint a halanddsag magasabb
lesz, mint az adott évi periodus tabla szerinti halanddsag. Mivel ezek az eredmények a
varakozdsaimmal ellentétesen alakultak, igy jobban szemiigyre vettem a valds mortalitasi
ratakat. Ekkor figyeltem fel a halanddséagi rata stagnélésara, enyhe novekedésére az elmult 10
évben a 65 ¢év feletti korosztdlyokban. Ennek egy lehetséges magyardzatara Omran
tanulmanyaban leltem ra. Eszerint a posztszovjet orszagokban megfigyelhetd, hogy a
degenerativ és ember altal okozott betegségekbdl eredd haldlozasok korszakabol nem tudnak
atlépni a negyedik korszakba, amely éppen ezek visszaszoruldsabol adodo tovabbi halandosag
csokkenést jelentene. Hangsulyozva, hogy ez éppen az €letmddvaltassal, az egészségkarosito

magatartasok elhagyasaval és prevencidval érhetd el.

A neuralis halézat alapvetden kisebb hibaval tudott eldrejelzést késziteni az ismert idészakokra,
azonban hossza tavl eldrejelzése bizonytalan ¢s megkérddjelezhetd becsléseket ad. Ennek
ellenére a neuralis halozatok mellett szolhat, hogy a Lee-Carter modell nagyon korlatos abban
a tekintetben, hogy amennyiben nem lineédris a halandosag alakuldsa, akkor nagyon rossz
eredményeket ad. Tovabba fontos hangsulyozni, hogy a neuralis hal6zat alapt hossza tava
halandosagi eldrejelzések teriilete még kozel sincs kikutatva, emiatt is fontos az eldrejelzések
hosszu tavu vizsgalata, hogy olyan mddszerek kialakitasara nyiljon lehetdség, amik ezeket az

eredményeket stabilla és pontosabba teszik.
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