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Ko6szonetnyilvanitas

Koszonetnyilvanitas

MSec-s tanulmanyaim alatt a matematika sok szamomra érdekes részével talalkoztam, ezek egyike
volt a kvantumszamitéis, melynek alapjait volt szerencsém Gilyén Andras el6adasai alapjan elsajéti-
tanom. Hélas koszonetem szeretném kifejezni neki, hogy ezt kovetGen tobb féléven keresztiil vallalta
az 6nall6 projektek és a szakdolgozatom témavezetését. Nagyon koszonom a témaajanlasokat, a sok
tlirelmet, tanécsot és hogy a konzultacidk sorédn olyan jol ravezetett, hogy mely részeket érdemes

még jobban kibontanom és megértenem.

Illetve nem utolsé sorban koszénom feleségemnek is a sok tilirelmet és megértést, amit a tanul-

ményaim soran kaptam téle.



Bevezetés

Bevezetés

A kvantumalgoritmusok kitalalasanak és fejlesztésének célja, hogy a klasszikus algoritmusokhoz kép-
esti gyorsitasokat érjlink el. A legkdzismertebb példa Shor exponencialis gyorsitast elérd algoritmusa
a primfaktorizaciora. Sok esetben (mint példaul Grover keresésénél) négyzetes gyorsitas is igen je-
lentds lehet, kiillonosen ha a modszer széleskorben alkalmazhato. A szakdolgozatomban a Monte
Carlo modszerek hatterében 4llo varhatoérték becslési problémardl irok, és arrél, hogy hogyan lehet
kvantumos gyorsitast elérni. A probléma arrél szél, hogy mintédk alapjan szeretnénk megbecsiilni
a varhato értékét egy X diszkrét valoszintiségi valtozonak nagy valészintiséggel minél pontosabban.
Azt hasonlitom Gssze, hogy klasszikus és kvantumos esetben mekkora kiilonbség van akdzott, hogy
mennyi mintat kell venni ugyanolyan pontossag eléréséhez.

Kothari és O’Donnell megmutatta, hogy egydimenzios valdszintiségi valtozo esetén kvantumosan
négyzetesen kevesebb mintat elég venni. Ez az optimaélis gyorsitds magaban foglalja a probléma
egy dontési problémava redukalasat, valamint egy specidlis kapu fazisbecslését, amely nagy val6szi-
niiséggel eldonti a két eset kozotti kiilonbséget. Magasabb dimenziéban a legjobb ismert moédszer
logaritmikus faktoroktél eltekintve optimélis. Kiilonbséget teszlink azon esetek kozott, amikor a
dimenzi6 d legalabb annyi, mint a megengedett mintédk szdma n - ekkor nincs jobb algoritmus, mint
a klasszikus - valamint akozott, amikor n > d, ahol 5(\/()3/7)—szeres gyorsitas érhetd el. Cornelissen,
Hamoudi és Jerbi tigyes technikait targyalom, a f6 gondolat az, hogy a varhat6 érték bizonyos vekto-
rok szerinti skalarszorzatai amplituidokka kodolhatoak és az inverz kvantum Fourier-transzformacio
alkalmazasaval az E[X] figgvényét kapjuk.

A szakdolgozat utolsd fejezetében egy pénziigyi, gyakorlati alkalmazast is targyalok, az amerikai
opci6é problémat. Ez egy optimaélis megallasi probléma, amire klasszikus esetben alkalmazzik az
LSM (least squares Monte Carlo) modszert, ami mintavételekre és atlagokkal valo szamolasra ta-
maszkodik. A kvantumos megkozelités jelentSs gyorsitast kinal azaltal, hogy a varhato értékeket
kvadratikusan kevesebb mintabol szamitja ki. Mig a klasszikus modszernél az Osszes mintéat elég
kezdetben venni, a kvantumos algoritmus t6bbszori mintavételt igényel, de az Gsszesitett idGkomp-
lexitas igy is szdmottev@en jobb - ha egy mintavételt egységnyi idejiinek tekintiink, akar négyzetes
gyorsitas érhetd el.
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1. Kvantumszamitas és el6késziiletek

Az els6 fejezetben a kvantumszamitas alapjairol szeretnék irni. Alapvetd fogalmakat és koncepcio-
kat mutatok be, illetve el6készitek néhany bevezetd kvantumos algoritmust, amiket az elkovetkezd
fejezetekben targyalt varhatoérték becslési probléméahoz hasznalunk. Ezek leirasat részben [dW19)

alapjan szedtem Ossze.

1.1. A kvantumszamitasrol

A Kklasszikus szamitasi modell alapegysége a bit, ami két lehetséges allapotban lehet (0 vagy 1 az
értéke). Ezzel szemben a kvantumszamitas az tgynevezett qubitekre épiil, ami algebrai szempontbol

a bit altalanositéasa.

1
Jelblés 1.1.1.: Legyenek |0) := <0> és |1) == (2)

Egy qubit allapota lehet |0), |1) vagy ezeknek egy szuperpozicidja.

Definicié 1.1.2.: Szuperpozicionak hivjuk az ap|0) + a1|1) kvantuméallapotot, ahol ap,a; € C
&s ool + | |* = 1.

Tehat egy szuperpozicioban levs qubit allapota felirhato egy C? vektorral (ahogy az 1.1.1. jeld-
lés is sugallta). Az ag, ay értékeket amplitudoknak hivjuk.

Definicié 1.1.3.: (Mérés) Egy szuperpozicioban 1évé qubit allapotat nem tudjuk vizsgélni, ah-
hoz hogy tudjunk réla mondani valamit meg kell mérni. Mérés alatt pedig azt értjiikk, hogy az
allapota "Osszeomlik", azaz innent6l |og|? valoszintséggel [0) lesz, |a1|? valoszintiséggel pedig |1).
Illetve elgbbi esetben 0-t, utébbiban 1 értéket mériink.

Tobb qubit 6sszekapcesolt dllapotat a tenzorszorzat segitségével tudjuk felirni, pl. két qubit esetén
|00) := |0) ® |0). Egy n qubites rendszer kvantumallapotat, pedig a |00...00),]00...01),...,]11...11)
klasszikus allapotok linearis kombinéciojaként irhatjuk fel - ahol tovabbra is teljesiilni fog hogy az
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amplitudok abszolutértékének négyzetosszege 1, illetve megmérve értelemszertien egy n hosszu bit-
sorozatot kapunk.

Megjegyzés 1.1.4.: Tobb qubit lehet egyméssal Gsszefondédott allapotban, amikor nem létezik
olyan &llapota a qubiteknek kiilon-kiilon, amik szorzata adna az egytittes allapotot. Ilyen példéul
az EPR-parnak nevezett két qubites %(!OO} + [11)) allapot.

Tekintsiink egy U € C¥"*2" unitér métrixot. Ekkor ha |¢) € C*" egy n qubites kvantumallapot,
akkor |¢) := U|1) szintén egy kvantumallapot. Egy kvantumalgoritmus unitér matrix operatorok
egymasutanjaval és mérésekkel leirhato. Egy és két qubitre haté matrixokat tipikusan kapuknak
szoktunk hivni, néhany elemi kaput definidlva elGallithatoak a komplexebb operédtorok is - az elemi

kapuk célja hogy egy kvantumalgoritmus kapu komplexitasat mérhessiik.

Néhany fontosabb kapu:

1 1 1

o 7= 0 , X = 0 , 2= 0
01 1 0 0 -1
) 1 0

e Forgatas: Ry = (O ei¢>

1 1
e Hadamard kapu: H = % (1 1)

n n I O
Ha van egy U € C?"*2" operatorunk, akkor controlled-I/ alatt ( On Ll) -t értjiik, ahol Z,, is 2™ x 2™-

es és a 0-k is az ugyanekkora csupanulla métrixok.

1.2. Definiciok és jel6lések

Néhany jelolést és definicidt vezetek be, ami a szakdolgozat soran tobb helyen eléfordul.

Hasznélni fogom a braket-jelolést (t.n. Dirac-notation) a kvantumallapotok leirasara. Ket jelo-
lés: |), bra jelolés: ().
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Jelolés 1.2.1.: A (9| jeloléssel ) adjungaltjat fogjuk jelolni, az adjungaltat pedig kvantumos
irodalomban f-dal jelljiik. Tehat (v| = [t)1.

Megkiilonbéztetem a |0) € C2 vektort a |6> vektortol, ami tetszélegesen vagy megfelelGen sok csu-
panulla allapot lesz, vagyis [0) = |0) ® ... ® |0). (Bizonyos helyeken, ahol hangsilyozni szeretném a
dimenzidjat kiirom, hogy [0)™.) A matrixokat kalligrafikus bettitipussal, egyéb véltozokat tipikusan
délt betttipussal jellom.

A kvantumalgoritmusokat néhol illusztralom kvantuméramkorrel is, ezeket az abrakat ugy kell ér-
telmezni, hogy egy vonal felel meg egy qubitnek és balrol jobbra haladva alkalmazzuk ra a rarajzolt
operatort. Illetve mind kvantuméaramkorokon, mind algoritmusokban meas(|1))-vel jel6lom a mé-
réseket.

A szakdolgozat soran X diszkrét valészintiségi valtozd varhatéértékének becslésérsl lesz szo. Va-
l6szintiségi mezd alatt a szokasos (€2, 28 P) jeloléssel azt értem, hogy Q a diszkrét eseménytér, 20 g
hatvanyhalmaza és minden w € Q eseményhez Plw] valoszintiség tartozik.

Definici6é 1.2.2.: (Kvantilis) Legyen X diszkrét valoszintségi valtozo. Egy valos p € [0, 1] esetén
Qx(p) jeloli az X p-rendi kvantilisét, és a kovetkezst értjitk alatta:

Qx(p) := sup{x ER:PX >z| > p}

Ha a szovegkornyezetbdl X egyértelmi, Q(p)-vel jelolom a p-rendi kvantilisét.

Kvantliseket mind a 2. mind a 3. fejezetben fogunk hasznalni és mindkét helyen hasznélni fogjuk
Yassine Hamoudi eredményét ([Ham21] Theorem 4.3.4.), miszerint a kvantilis kvantumosan hatéko-
nyan becsiilhetd.

Tétel 1.2.3. (Hamoudi): Legyen X diszkrét valoszintiségi valtozd. Létezik kvantumalgoritmus,

mely két valos értéket p,0 € (0,1) var inputként és Q(p) becslését, Q-t adja O(%) kvantum

mintavétellel. Ahol ¢ > 1 univerzalis konstansra 1 — § valoszintiséggel teljesiil, hogy:

Q(p) < Q < Q(ep)
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1.3. Grover algoritmusa

A kvantum szamitas egyik legismertebb algoritmusa a Grover algoritmus. Adott egy 2™ hosszi 0 — 1

string, célunk hogy visszaadjuk egy indexét, melyen 1 all:

Feladat: Adott f : {0,1,..,N — 1} — {0,1}, ahol N = 2" és n € Z*. Adjunk meg olyan
i€{0,1,....N — 1} -t, melyre f(i) = 1.

Azt mondjuk, hogy f(i) = 1 esetén i jelolt, kiilonben jeloletlen. Klasszikus esetben nyilvan ©(N)

lekérdezésre van sziikségilink jelolt ¢ talalasahoz, viszont kvantumosan elég négyzetesen kevesebb

O(n) = O(V/N) is.

Legyen R := 2(0)"(0|" — Z,, és Oy ami i € {0,1}" esetén a [i)H|0) — [i)H|0) és |i)H|1) —
(—1)/]i)H|1) leképezést csinalja. Tovabba legyen

G := ’H®nR'H®nOi7f
ezt a G-t Grover iterdciénak fogjuk hivni.

Algoritmus 1.3.1. (Grover): Az algoritmus soran n qubittal fogunk dolgozni, kezdetben minden
amplitado egyenls lesz és néhany Grover iteracidval folyamatosan noveljiik a jelolt i-k amplitadojat,
végiil a megmért szamot valaszoljuk. Legyen t a jeloltek szdma, ekkor:

1. Tegyiink n qubitet szuperpoziciéba: |U) := H®"|0)™
2. k= O(, / %)—szer alkalmazzunk Grover iteraciot: ‘é> = GFIU)
3. Mérjiikk meg a kapott kvantumallapotot a szamitasi bazisban: ¢ := meas(|(~}'>)

Az algoritmus elemzése

Tegyiik fel hogy 0 < t < N. Tovabba jeldlje |U) a kezdGallapotot az algoritmus 1. pontja sze-
rint és jeloljiik |G), | B)-vel a kovetkezd "jo" és "rossz" allapotokat:

=

1 1 1
U) =) —7=li) G) = —=10) |B) = |2)
, N i:f%)::l Vit N

)

I
o
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I A

A célunk, hogy a jo allapotba jussunk, hiszen |G)-t megmérve 1-valoszintséggel olyan i-t kapunk,
melyre f(i) = 1.

Tekintsiik azt a 2-dimenzids alteret, amit |G) és |B) feszit. Legyen 6 a |U) és |B) altal bezart
sz0g, ekkor 0 = arcsz’n(, / %), ugyanis:
1 1 t

sin(0) = cos(g — 6) = (G|U) = i:f%)::l VAR Ak b

Allitas 1.3.2.: Ezen sikon G két tiikrozés egymasutanja, mely egy 26 szoggel valo elforgatast ered-
ményez. Tovabba GF|U) és | B) altal bezart szog (2k + 1)6.

Biz.: Az Oy 4 fazisordkulumrol tudjuk, hogy azon |i)-ket, melyekre f(i) = 1 negélja, mig f(i) = 0
esetén helybenhagyja, tehat O 1 egy tiikrozés |B)-n keresztiil. Mivel
HERHE™ = HZ™(2|0)™(0]" — T,)HE™ = HZ"2|0)"(0]"H®" — HOT, HE™ =
= 204570 (0" HE") — (KO = 2U) U] - T,

ezért HERHE™ tiikrozés |U)-n keresztiil.

Tehat, ha a | B)-vel bezart szog kezdetben «, akkor | B)-re vett tiikkrozés utan (ugyanolyan koriiljaras
szerint) —c, majd |U)-ra vett tiikrozés utan 260 + . Igy valoban egy Grover iteracio alkalmazésa
egy 20-s elforgatas. Mivel kezdetben |U) és |B) altal bezart szog 0, igy k Grover iteracié utan a
GF|U) és | B) altal bezart szog valoban (2k + 1)6.

10
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Hogyan valasszuk meg k értékét?

Azt szeretnénk, hogy k Grover iteracio utan |G)-ben legyiink. Szeretnénk tehat, hogy fennéalljon:
(2k +1)0 = =
2
Tegyiik fel, hogy t-t ismerjiik és t << N, ekkor

t

(2k+1)0 = (2k+1) -arcsin(ﬁ) ~ (2k+1) ¥

Tehat ha k ~ Z,/& — 1, akkor

™ IN 1 t 7
(2k+1)9%<2<4 t—2)+1> ==

Megjegyzés 1.3.3.: Tetszbleges ismert t-re modosithato az algoritmus, hogy pontosan §-be érkez-
ziink k € Z iteracioval. (A kezdeti 6-t lehet megfelelsen modositani és a k értéket meghatarozni.)

Megjegyzés 1.3.4.: Ha ¢t nem ismert, akkor is meg lehet csinalni gy, hogy a lekérdezések sza-
ménak varhato értéke O(w / %) legyen (exponencialisan névekvd k tippekkel).

Amplitiadé amplifikacio

A Grover algoritmus Gtlete altaldanosabban is alkalmazhat6. Tekintsiik most a kovetkezs allapotot
V1 —=plo) + /pl1), ahol |[¢hg) és |¢1) normalizalt, egymassal ortogonalis helyzetben lévé alllapo-
tok (hasonléan a Grovernél vett |G),|B) -hez). Ha most |1)1)-et tekintjiik "jo" allapotnak és |1)o)-t

rossznak, akkor névelni szeretnénk |¢) amplitadojat. Legyen tehat adott most egy U, kapu, melyre

Up|0)™ — /1 = plho) + /plo)

Ekkor egy amplitid6 amplifikaci6 a kovetkezSképp nézhet ki: kiindulva |U) := Up|0)™-bsl ismétel-
gessiik, hogy tiikroziink [ip)-on, majd |U)-n keresztiil.

11
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1.4. Kvantum Fourier transzformacio és fazisbecslés

A Fourier transzformacié egy széles korben hasznélt eszkoz, alkalmazzak példaul jelfeldolgozésban,
tomoritéshez (jpeg) vagy polinomszorzashoz. Ennek egyik f6 oka, hogy klasszikus Fourier transzfor-
mécio esetén alkalmazhato a gyors Fourier transzformAcio, ami a trivialis O(N?) helyett O(NlogN)
miiveletet igényel. Ha N = 27, a kvantum Foruier transzforméacié esetén ez n qubiten O(n?) kapuval
végrehajthato, azaz exponencialis a gyorsitas. Viszont fontos megjegyezni, hogy a kvantum Foruier

transzformécié esetén a kvantumallapotunk amplitadéiként kapjuk meg az eredményt.

Legyen

1 .' e
Fn = \/—N w%“ ahol wy = e primitiv egységgyok és 7,k =0,1,.... N — 1.
Példaul:
1 1 1
PR E ) Fam - |1 % %
= — = = — (&} 3 (&} 3
? V2 \1 -1 ’ V3 Ami 2mi
1 e3 e

Egy v € RV vektor Fourier transzformaltja Fyv. Kvantumos esetben arrél van szo, hogy van egy
kvantumaéllapotunk, vagyis vektorok szuperpozicioja valamilyen amplitadokkal. A kvantum Fourier
transzformécio tehat ezen amplitidokra Fy alkalmazasa, igy egy masik kvantumallapotot eredmé-

nyezve.
Allitas 1.4.1.: Fy unitér matrix (azaz Fy tekinthets egy kvantumkapunak).

Biz.: Tekintsiik az Fy i. és j. oszlopat, ekkor

N—

e Ay kai -1 kaj :i SR
(@) (F0li) = 3 (75 ™) (5N) = 5 Lk N

—
T
—

—_

ha i = j

Tehat valéban, Fn oszlopai ortonorméltak.

12
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Hatékony kvantumimplementaci6:
N—1

Sziikségiink van tehat a |k) — Fylj) = > wg\’f |7) kapura. Ehhez kihasznaljuk, hogy ha j binaris
5=0
n
alakja j1jo...7n, akkor j = 3 j, - 2"7¢, és igy:
=1
N— 1 N—-1 n S n -
Fnlk) = Z [Te™ % ljrga-in) = NG <|0> 7”27|1>)

=0 v2r =0 /=1 (=1

J

ik
Fontos megfigyelés, hogy ha tekintjiik ™3t -et, akkor 2% egészrészétol eltekinthetiink (hisz a kite-
v6ben 2mi egészszerese 1). Ez a tulajdonsag adja alapjat, a hatékony kvantumimplementacionak.

1
A kvantum aramkort H és controlled-R s kapukkal tudjuk létrehozni, ahol R := <0 2mi ) . Nézziik

e2s
meg példaul n = 2 esetben hogy néz ki Fy:

Fulk) = Fulkrkg) = + e 1)) @

(|0> + eQﬂ'i-O.klk‘Q ‘ 1>)

Sl

7(|O>

Ekkor egyrészt

7= (10) 4+ 0% 1)) = #lk)

Sl

masrészt
1
V2

L(’()) + e27ri~0.k1e27ri-0.0k:2‘1>)

V2

(’0> €2m?0.k1k2 H)) _

hasonlé az el6z8hoz, itt H|k1) utdn még ko-t6l fiiggden vagy be kell szorozzuk |1)-et e%i—vel, vagy
sem. Ezt controlled-Rs kapuval tudjuk megtenni.

Altalanosan is hasonléan jarhatunk el, n qubit esetén |ky)-re H és controlled Rz, R3, ..., R, kapukat
kell alkalmazni, majd |k2)-re H és Ra, ..., Rp—1 és igy tovabb (lasd dbra n = 3 esetben). A kapuk
szama pedign+ (n—1)+ ...+ 1= % = O(n?) lesz.

Alkalmazas fazisbecslésre:

A kvantum Fourier transzformécié tobb kvantumalgoritmusban jatszik fontos szerepet, mint példaul

13
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Jfr) R, HR, |

|k2) H R ] |

|k3) E

a 3. fejezetben fogjuk latni, tobbdimenziés valdszintiségi valtozo varhatoértékének hatékony becs-
lésében is. Most azt nézziik meg hogyan hasznélhato fazisbecslés meghatarozasara. A fazisbecslés
hatékonysaga szintén fontos lesz, ezen fog alapulni a 2. fejezetben vizsgalt probléma eredménye.

Legyen adott egy m qubitra alkalmazhaté U kapu. Mivel U € C2"*2™ matrix, beszélhetiink |)
sajatvektorarol illetve a hozzatartozo A sajatértékrsl: Uy) = Ayp). Viszont azt is tudjuk, hogy U
unitér, igy A = 2™ valamely 0 < ¢ < 1 -re. Kvantumszamitasban [¢)-t U sajatallapotéanak, -t a
hozzétartozo sajatfazisanak szoktuk nevezni, a feladatunk most ¢ hatékony becslése.

Allitas 1.4.2.: Legyen adott U és tegyiik fel, hogy controlled-2/ kaput is el§ tudjuk allitani (ez
nem trivialis tetszdleges kapura). Ekkor egy |¢) sajatallapotat meg tudjuk hatarozni n tizedesjegy
pontossaggal n tobblet qubitot hasznélva és anélkiil hogy elpusztitanank [¢) kvantumallapotot.

Legyen ¢ = 0.0192...¢0p... tizedesalakban felirva. Vegyiink n tébblet qubitot |0) alapéllapotban,
ezekre alkalmazzunk egy QFT-t (kvantum Fourier transzforméaciot), megfigyelhetjiik hogy ez ek-
kor ugyanaz mintha mindegyik qubitra egy H kaput alkalmaznank. Ezt kovetSen alkalmazzunk n
controlled-U kapukat, aminek a controll qubitjai sorra az n db segéd (tobblet) qubit és a targetje a
|1)-hez tartozo regiszter. Végil alkalmazzunk egy inverz QFT-t az n qubithoz tartozo regiszterre
és ezt mérjik is meg. Ekkor a kivant eredményt kapjuk:

0[] T
o (]

—
n E meas
: a

o) i
o { BT
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1. Fejezet Kvantumszamitas és eldkésziiletek
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

2. Varhato érték becslése kvatumosan

Ebben a fejezetben egydimenzids diszkrét valds valdszintiségi valtozo varhatéd értékének a becslésérsl
lesz sz0, az eloszlésa szerint vett mintédk alapjan. A cél az lesz, hogy minél kevesebb mintavétellel
minél pontosabban tudjuk ezt megtenni. Latni fogjuk, hogy a problémara kétféleképpen is tekint-
hetiink, egyrészt dgy hogy rogzitett pontossig eléréséhez mennyi mintat kell venni, mésrészt ugy
hogy a minta rogzitett szamossaga esetén milyen pontossagot tudunk elérni. A problémat kvantum
kornyezetben azért érdemes vizsgalni, mert a Monte Carlo médszereken alapuléd algoritmusok alap-
jat képezik, igy kvantumos gyorsitas ezen algoritmusok gyorsitasahoz vezet, erre fogunk latni egy
pénziigyi példat a 4. fejezetben.

Robin Kothari és Ryan O’Donnell 2023-ban publikilt eredménye [KO23| egydimenzios valoszini-
ségl valtozo esetén négyzetes gyorsitast ér el - és ez optimalis. Az algoritmusuk egy fazisbecslés
lesz egy speciélis, a Grover-algoritmusban hasznalthoz hasonlé kapura, viszont komplex fazisokkal.
Tételiiket visszavezetik egy dontési probléméra, amit ezzel az algoritmussal tudnak megoldani. A
fejezet elején a problémat ismertetem klasszikus esetben, majd a kvantumos mintavételrél irok, végiil

ismertetem a Kothari-O’Donnell eredményt.

2.1. A varhato érték becslési probléma

Legyen X : Q — R véges diszkrét valos valoszintségi valtozo a (2,29, P) valoszintiségi mezén.
Tekintsiik az X varhato értékét:

pi—EX] = 3 Pl X(w)
we

ezt szeretnénk megbecsiilni. Gondoljunk most tgy X-re mint egy feketedobozra, amibdl tudunk
néhany mintat venni az eloszlasa szerint, de csak a kapott mintédkat hasznalhatjuk fel arra, hogy
becsiiljink. Jeloljiik a becslést p-mal, a cél hogy nagy valoszintiséggel kozel legytink a valoédi var-
hato értékhez. (A feketedoboz szemlélet til erés megkotés, a 2.3. alfejezetben részletesebben irok a

mintavételrdl.)
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

Definici6 2.1.1.: ji a varhatoérték e-becslése, ha fennall:

Plla—pl >e] <

W =

Megjegyzés 2.1.2.: Elérhetd, hogy a definicioban szerepls 1/3 helyett § alljon (ahol 0 < § < 1/3).
Ha adott egy a definiciénak eleget tevé eljaras, akkor annak O(log(l / 5)) ismétlésével, majd a kapott
becslések medianjat véve a valoszintiség d-ra csokken. Ennek hatterében az &ll, hogy ahhoz hogy a
median kiviil essen [ — &, p + £]-on, a becslések tobbségének is kiviil kell esnie.

A varhat6 érték becslési problémat a mintavételek szama szerint szeretnénk mérni, ennek a nagy-
sadgrendjét fogjuk Osszehasonlitani klasszikus és kvantumos esetben. A probléma két paraméter
relacigjarol szol: hogy mekkora pontossagot ériink el és hogy hany mintat vesziink hozza. Az alap-

jan, hogy melyiket rogzitjiik, kétféleképp fogalmazhatjuk meg a problémét:

Probléma 1.): Legyen adott € > 0. Mekkora az a legkisebb n. € Z, melyre létezik algoritmus

ami n, mintit vesz és e-becslést ad a varhato értékre?

Probléma II.): Legyen adott n. Mekkora az a legkisebb €(n), melyre létezik algoritmus ami n
mintat vesz és e(n)-becslést ad a varhato értékre?

2.2. Becslés klasszikus esetben

A klasszikus algoritmusok koziil tekintsiik a legkézenfekvébbet a I1.)-es probléméra:

1. Vegylink n mintat X-bsl: X, ..., X,,.
- X;
2. H = ZT

Allitas 2.2.1.: Ekkor £(n) = O(%), ahol 0 az X szorésa.
n

Biz.: Most fi a mintaktol fliggs valoszintiségi valtozo, aminek szorasa o(ji) = o(X)/y/n, ugyanis:

) = (LX) = (3) L0 = LA

1=
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

Alkalmazva a Csebisev egyenlGtlenséget fi-ra k > 0 esetén azt kapjuk, hogy:

o2
Pllag—pul >k <—
Tehat k = ﬁﬁ valasztassal:
2
o o 1
P[~— > 37}<7:,
i = pl \f\/ﬁ_n-gff 3

Klasszikus esetben ez optimalis is, [LM19] Theorem 1. szerint:

Tétel 2.2.2. (Lugosi-Mendelson): Legyen n > 5 egész és 2e ™* < § < 1/2. TetszGleges
(klasszikus) n mintat hasznalé varhato érték becsls algoritmusra létezik eloszlas p varhato értékkel

és o szorassal, melyre:

P[!ﬂ—u>0 log(;/é)] >0

Megjegyzés 2.2.3.: Ez a tétel az erdsebb §-as verzidval van kimondva, erre réviden kitértiink a
2.1.2. megjegyzésben is. A szakdolgozatom soran a konstans (1/3)-os verziot hasznalom, de fontos
megjegyezni hogy ha d-t is inputként kapjuk, akkor a mintavételek szama fiigg 1/6-t6l. Ilyen esetben

az angol irodalomban "median of means"-nek nevezett algoritmusra hasonléan a Csebisev egyenlét-

lenségbdl O(O’ log(1/9) ) jon ki. A median of means alatt azt értjiik fix n esetén, hogy kb. log(1/6)

n
egyenld részre osztjuk n-et, minden részre szamolunk atlagot és végiil ezek medianjat valaszoljuk.

g
v
optimalis. A teljesség kedvéért fogalmazzuk meg I.)-es probléma szerint is:

Lattuk tehat, hogy klasszikus esetben fix n esetén O(-%)-becslést tudunk elérni és ez a nagységrend

Ko6vetkezmény 2.2.4.: Adott ¢ > 0. Barmely klasszikus algoritmus, ami e-becslést ad a var-
hato értékre Q(g—j) mintat vesz. Tovabba létezik klasszikus algoritmus, ami O(g—j) mintavétellel elér

e-becslést.
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

2.3. Mintavétel kvantumos esetben

Ebben a részben megfoglamazzuk, mit értiink mintavétel alatt pontosan. A kordbban irt feketedo-
bozos szemlélet ugyan hasznos, hogy miként gondolhatunk ra klasszikus esetben, azonban tul erés
megszoritas - mivel a lekérdezések szamaban mérjiik az algoritmusokat, igy természetesen kvantumos

koérnyezetben nem tudnank semmi tobbletet elérni. Fogalmazzuk tjra a mintavételt a kovetkez&képp:

Definicié 2.3.1.: Legyen tovabbra is adott az (2,2, P) valoszintiségi mezénk. Legyen P olyan
kvantum kapu, mely (megfelel6 mennyiségii) kezdeti |0) allapotban 16vS qubitet a kovetkezd allapot-
ba visz:
PI) = 3 VER]w)lgarbage..
we

Ekkor P-t disztribuicios orakulumnak hivjuk, |garbage,) pedig normalizalt "szemét" vektor.
Megjegyzés 2.3.2.: Egy |garbage,) mentes definici6 sokkal kétottebb lenne, a legtobb esetben
nem elvarhaté hogy tudjunk ilyen disztribtciés orakulumot késziteni. Klasszikus mintavételt szeret-
nénk tudni az altalanosabb kvantumos mintavétellé alakitani. Példaul klasszikus esetben nem jelent
kiilonosebb gondot, hogy egy adott graf lehetséges csucscimkézései koziil uniform eloszlas szerint

vegyiink mintat. De, ha ismernénk disztribiiciés orakulumot, ami ezek garbage-mentes szuperpozi-
ciojat adna, akkor megtudnank hatékonyan oldani a graf izomorfizmus probléméat (lasd [OTO01]).

Definicié 2.3.3.: Legyen adott egy Bx kapu, ami egy |w) allapothoz rendeli X (w)-t binaris alakban:
Bx|w)[0) = [w)|X (w))

Ekkor By-et binaris orakulumnak hivjuk. (Altalanosan tetszéleges f fiiggvényhez hasonléan defini-

alhatunk By binaris ordkulumot.)

Kvantumos esetben tekintsiik egy mintavételnek azt, hogy vagy P-t, vagy Bx-et hasznéljuk egy-

szer. Ezzel a megkozelitéssel altalanositottuk a klasszikus mintavételt, hiszen egy mintat kapunk
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

elGszor egy P és egy By hivéssal

0)10) 25 37 VEBW]w)lgarbage,)|0) 25 S \/Pl]lw)lgarbage.)| X (w))

weN weN

végiil pedig az | X (w)) regiszter megmerésével.

2.4. Becslés kvantumos esetben

Most ratértink Kothari és O’Donnell [KO23] modszerére, ami optimélis négyzetes gyorsités a klasszi-
kus esethez képest. A modszeriik egy dontési problémara valo visszavezetés lesz illetve egy (a Grover
algoritmusban hasznalt kapuhoz hasonl6) kapu sajatfazisanak becslése.

Legyen most adott az X valdszintiségi valtozd és a hozza tartozdé P és Bx orakulumok. Kvan-
tumos esetben négyzetes gyorsitasnél jobbat nem varhatunk, [Ham21] Theorem 4.6.2. szerint:

Tétel 2.4.1. (Hamoudi): Legyen n > 1 és 0 < § < 1, agy hogy n > 2log(1/d). Legyen to-
vabba o > 0 rogzitett és tekintsiik az X-ek azon P, csaladjat, aminek a szorasa o. Ekkor Q(n)
mintavétel amit barmely kvantumalgoritmusnak végre kell hajtania, hogy minden X € P, -ra olyan
i1 varhatoérték becslést adjon, melyre:

Ulog(l/é)] - 1
n 9

IP>[|ﬂ—u|>

Hasonloan, ha a 2.1.1. definiciéban szerepls 1/3-os valtozatos becslést tekintjiik, akkor JZOQTW—et

O(?)-re cserélhetjiik.

Tétel 2.4.2. (Kothari-O’Donnell): Létezik kvantumalgoritmus, amely O(n) mintat hasznal és

az outputja [, melyre:

Wl

- g
P[Iu—ul > f} <
n
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

2.4.1. Visszavezetés dontési feladatra

A szerzok egy dontési problémat fognak megoldani hatékonyan kvantumalgoritmussal és beléatjék,
hogy az indukalja a 2.4.2.-es tételt. A visszavezetés tobb 1épésben torténik, viszont t6bb tanulsagos
triikkot alkalmaznak, mint példaul a loglog médszer, az Ggynevezett successive-halving, valtozé ska-

lazas, illetve valtozo kvantilis szerinti megszoritasa.
Tekintsiik a kévetkez6 dontési problémat:

1) IsMeanSmall(X, ¢, ¢):
o A bemeneti X valos valoszintiségi valtozd, 0 <e <1és0<c< 1.
e Teljesiil, hogy E[X?] < 1, tovabba legaldbb az egyik fennall i) |u| < ce vagy ii) e < |u| < 2e.
e RETURN i) vagy ii) &ll fenn.

(Ha a feltételek nem allnak fenn, akkor barmelyik valasz elfogadott.)

Allitas 2.4.1.1.: Ha az IsMeanSmall( X ¢, ¢) dontési feladatra létezik kvantumalgoritmus ami O(1/¢)

mintat hasznél, akkor a 2.4.2.-es tétel igaz.

Biz.: A visszavezetést 8 lépésben fogjuk megtenni. A visszavezetések sordn hasznaljuk a jelo-
lést s 1= \/E[X?2], u az X varhatoértékét, o a szorasat fogja jelolni. Ha a bizonyitas soran 4j X', X"
valtozokat vezetiink be, akkor értelem szertien p/, ", o', 0", s, s" a megfelels valtozohoz tartozo ér-
tékeket jelolik.

2) IsEstimateClose(X,¢, fi, ¢):
e X valos valoszintiségi valtozo, -1 < <1, 0<e<1é0<c< 1.
o 5 <1 és legalabb az egyik fennall i) | — p| < ce vagy ii) € < | — p] < 2e.
e RETURN i) vagy ii) &ll fenn.

Lemma 2.4.1.2.: Ha 1) megoldhat6 O(1/¢) mintaval, akkor 2) is megoldhato O(1/e) mintéval.
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

Legyen X' := X;ﬂ. Ekkor felhasznélva, hogy (a — b)? < 2a? + 2b%:

2 7 . .
:23 +2,u<2 1+2 1:1
4 - 4

1 1
(s)2 = E[(X")?Y] = ZE[(X . ,1)2} < ZE[QXQ + 2g2]
Mivel s’ <1 teljesiil, meghivhatjuk az 1)-es problémat IsMeanSmall(X’, ¢, ¢).

3) EstimateForSmallSecondMoment(X,¢):
e X valbs valoszintiségi valtozo és 0 < e < 1.
e Teljesiil, hogy s < 1.
e RETURN fi, amire | — p| <e.
Lemma 2.4.1.3.: Ha 2) megoldhat6 O(1/e) mintaval, akkor 3) is megoldhaté O(1/e) mintaval.
A modszer egyfajta binéris keresés lesz. Az els§ lépésben tekintsiik az Iy = [—1,1] intervallu-
mot, majd minden lépésben egy 2)-es hivassal sziikitsiik ezt az intervallumot konstans faktorral, agy

hogy 1 tovabbra is beleessen. Mivel 2)-t exponenciélisan csokkend e értékekkel fogjuk hivni, meg
fog maradni az O(1/¢)-o0s nagysagrendd mintavétel.

Legyen 0 < ¢ < 1 fix és minden j. lépésben hatarozzuk meg a;,b;-t és legyenek

| L] _
I :=laj,b;] €= o =g + cgj
Kezdetben aq := —1 és by := 1 j6 valasztéas, hiszen s < 1-bdl kovetkezik, hogy

A j. lépésben hivjuk meg IsEstimateClose(X, €5, fij, ¢)-t, ami visszaadja hogy 1) |fi; — pu| < ce vagy
ii) e < |fi; — p| < 2¢, ekkor a kovetkezs esetek koziil pontosan egy all fenn:

a) |fi; — p| < ce és i) valaszt kaptunk.

b) e <|fi; — p| < 2e és ii) valaszt kaptunk.
c) |fij —p| £ ceése L |y —p| £ 2, igy vagy i) vagy ii) valaszt kaptunk.
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

CEj CEj

aj i bj

e Ha i) valaszt kaptunk, azt biztosan tudjuk, hogy p & [a;, fi; + ce;] (dbran zold)
legyen tehat a1 := a; + 2cej és bjy1 = b;.

e Ha ii) valaszt kaptunk, akkor viszont azt tudjuk, hogy p & [fi; + €5, b;] (dbran kék)
legyen tehat a1 :=a; és bjy1 :=aj+ (c+1)gj

Amint az aktualis intervallum hossza < e-ra csokken megallhatunk, ekkor fi; jo becslés lesz. Minden
lépésben az intervallum hossza legalabb (1 — ¢/)-szeresére csokken valamely 0 < ¢ < 1 értékre -
hiszen az els§ esetben |11 = (1 — ¢)|I;|, a mésodikban |I; 41| = 1£<|1;].

A mintavétel pedig tovabbra is O(1/¢), hiszen ha a t. 1épésben allunk meg, akkor 6sszesen O(1/e1)+
.+ 0(1/et) =01 /ey + ... + 1/&¢) a mintavételek szama, amire

t
L +1_1+< 1 >+( 1 )2+ +< 1 )t1_<1—c’> -1 1
et o= ) i) Tt i) = ~ ~

4) EstimateForBernoulli(X,n):
o X € {0,1} valoszintiségi valtozo és n € Z7.
e RETURN ji, amire |ji — | < <.

Lemma 2.4.1.4.: Ha 3) megoldhat6 O(1/e) mintaval, akkor 4) megoldhaté O(n) mintaval.

Legyen p := P[X = 1], ekkor = p és 0 = 1/p(1 — p). Feltehets, hogy p < 2, ugyanis 3) hivasaval,
1
4
akkor p valéban nem lehet nagyobb %—nél. Ha viszont fi > %, akkor vegyiik X' :=1— X -et és azzal

ha ¢ := I, akkor O(1) mintaval legyen /i := EstimateForSmallSecondMoment (X, ). Es ha i < 3,
szamoljunk tovabb (ekkor o valtozatlan) a végén pedig ha fi-t kapunk, akkor 1— i -vel térjiink vissza.

Legyen P := 3/4 és folyamatosan tartsuk fenn, hogy p < P.
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1. HA P < -1, STOP

4n?

1._ VP

X
2. X’._ﬁ,a = T,

3. Hivjuk meg 3)-at: i’ := EstimateForSmallSecondMoment(X",e")
most |i’ — p/| < V/P/4, emiatt |/ P — p| < P/4.

4. HA VPj/ < g, akkor p = p < %P, igy P := %P (tovabbra is jo felsskorlat) és GOTO 1.
5. KULONBEN VP’ > & ekkor p = > $P. STOP

Két esetben allhattunk meg:

1. eset: p < P < L5, ekkor fi := 0 j6 becslés, mert

4n2>
1 p
\/ﬁ_Zn p_2n
Tehat kihasznélva, hogy o = \/p(1 —p) > 1/p- % = g;
~ p g
i—pl=10—pl=p<-<—
n o n

2. eset: p > %P. Ekkor legyen p := g

, €z 2-approximacié p-re, mert:

és
p_P_
P> 9 =7 p
Ebben az esetben legyen X" := —\/% és e’ = —41n.

fi’ := EstimateForSmallSecondMoment(X”,&”), amire |i” — p| < £ és igy fi == /2p - @ jo

becslés:

i —pl < =2-<

V2 _ VAP
4dn — 4n

¥S

319
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Mar csak a mintak szamat kell latni, hogy jo lesz. A masodik esetben a 3) hivasa O(1/e"”) = O(n).
Ezen kiviil pedig csak az kérdés, hogy Osszesen hany mintat hasznalunk a 3. lépésben. Minden
iteracioban P csokken a 3/4-ére, igy €’ is mindig csokken /3/4-edére. Az el6bbi lemmaban latott

J J
modszer itt is alkalmazhato, mivel a j. iteracidban & = i( %) ~ (\/g) , igy most \/g ami az

elébb 1 — ¢ volt. Tovabba, mivel P értéke végig nem kisebb, mint #, igy & > i\ / # = % végig,

tehat mint az el6bb a szumma ~ 1+ = O(n).
8n

5) EstimateForBoundedVariable(X,n):

e X €[0,1] valos valoszintiségi valtozo és n € Z+.

e RETURN i, amire | — p] < %
Lemma 2.4.1.5.: Ha 4) megoldhat6 O(n) mintaval, akkor 5) is megoldhat6 O(n) mintéval.
Keészitsiink egy X' € {0,1} valoszintiségi valtozot X-bdl ugy, hogy egy 2’ ~ X’ mintavétel néz-
zen ki a kovetkezSképpen:

1. ElGszor vegylink egy mintat z ~ X-bdl.

2. Keszitsiink egy X” € {0,1} valtozot, aminek a varhato értéke p’ = x.

3. RETURN 2/ ~ X"

Ekkor X'-re alkalmazhato 4) és a kivant becslést adja, mivel E[X'] = E[X]| = u valamint

o(X') = VE[(X')?] - (BIX)? < VE[(X')] < Vit
6) EstimateForBoundedStddev(X,n,op):
o X valos valoszintiségi valtozo, n € ZT és og > 0
o Teljesiil, hogy 0 < op
e RETURN fi, amire | — pu| < 28

Lemma 2.4.1.6.: Ha 3) megoldhato O(1/¢) mintaval, akkor 6) megoldhaté O(n) mintaval.
Ha op = 0, akkor X konstans és egy minta pontos lesz. Kiilonben skalazzuk tgy X-et, hogy
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op = 1/4 legyen. (Tehat X := X/(4 - op), az eredményként kapott ji-t pedig majd értelemszerten
tudjuk visszaskalazni.)

El6szor vegyiink egy mintat x ~ X-b6l. Legyen X' := X — x.
Tekintsiik s'-t, felhasznalva hogy (a — b)? < 2a® + 2b°:

(s)? =E[(X')’] = E[(X — )] = E[(X — p+ p— 2)°] < 2E[(X — p)*] + 2E[(z — p)’]
A Csebisev egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy |z — u| < 20 legalabb 3/4 valoszintiséggel:

1
(s")2 < 2E[(X — p)?] + 2E[(z — p)?] < 202 +2(20)% = 100° < 100% = 0y

42
Mivel s < 1, alkalmazhatjuk 3)-at &’ := J-nel. ji := EstimateForSmallSecondMoment (X, ¢)
_ 1 _osB
< — 2B
=l <=

7) ImprovedEstimateForBounded Variable(X, n):
o X € [—1,1] valés valoszintiségi valtozo, n € ZT és s > 1.
e RETURN ji, amire |ji — | < £.
Lemma 2.4.1.7.: Ha 5) megoldhato O(n) mintéaval és 3) O(1/e) mintaval, akkor 7) is megoldhato

O(n) mintaval.

Legyen X' := X2, ekkor X’ € [0, 1] és 5) alkalmazhato, ji’ := EstimateForBoundedVariable( X', 2n),
ekkor

\//7

2n

i — ' <

és mivel y/ = E[X'] = E[X?] = 5%, ha § := [/, kihasznalva hogy s >

1.
L.
82

s 2
— < -
§— 57 5

s
— <
2n —
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Ekkor § az s? 2-approximéacioja, mert

5?2 52

2
A 2, S 2 N 2
§<s4+ — < 2s §>8"—— = —
- 2 - 2 2

Igy 5 := V/§ az s-nek 2-approximacioja (\/i—approximéci() is, de 2-approximécio elég nekiink).

n._ X 4 " .
Legyen most X" := &= és " :

1

= In’ leel

2 2 2
(8”)2 — E[{( ] — SA < s
452 452 = 4(

ezért 3) alkalmazhato. Legyen fi” := EstimateForSmallSecondMoment (X", ") és i := 234" .

1
— <
dn —

Slw

7ol = 281" — ] < 25
8) EstimateFor(X,n):
e X valos valoszintiségi valtozo, n € Z7T.
e RETURN fi, amire |fi — p| < 3.
Lemma 2.4.1.8.: Ha 7) megoldhat6 O(n) mintaval, akkor 8) is megoldhat6 O(n) mintéval.
A lemma bizonyitasanak otlete, hogy ha |X| megfelel§ rendd kvantilisét vessziik és X-et aszerint

megszoritva adunk becslést, akkor a megszoritason kiviil es6 értékek érdemben mar nem befolyasol-
hatjak a becslést.

1

Hasznalva Hamoudi tételét, az 1.2.3.-as tételt konstans hibaval, ha |X| -z-rendt kvantilisét sze-

retnénk megkapni, akkor O(n) mintéval olyan B becslést kapunk, amire: Q( 1712) < B < Q(:%).
A kvantilis definici6jabol kévetkezik, hogy P[|X| > B] > 2 és P[|X| > B] < -5.

X  halX|<B
B ha |X| > B
-B ha | X| < B

Legyen X' :=

A T)-es problémara akarunk visszavezetni. Ha B = 0, akkor konnyt dolgunk van, hisz X’ = 0
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és p =0 jo, kiilonben legyen X" := % fgy X" € [~1,1] és teljesiil:

(s = E[(X'))] > B*P{|X| > B] = B*B(X'| > B] » 5

Tehat s = % > 1 és igy 7) hivhato:

f" := ImprovedEstimateForBoundedVariable( X", n), amire |g"” — p”| < ‘%, azaz:

/

Ia// 2

B

/

1 /
s s 5 s
<I- = Bp-wl<t
n Bn n

Legyen fi := Bp", azt allitjuk hogy ez jo becslés lesz. Egyrészt mivel X’ az X megszoritasa [—B, B]-
re, igy s’ < s és

_ s’
-y <—<
n

Slw

Maésrészt Cauchy-Schwarz miatt:

= | =E[X - X'] SE[|X - X'|| <E[||X] - B[x>p] <

s\/ﬂi[

(X1~ B 1o |y B 110 < VETRPVETRT> B < - Y2

Tehdt [o—p| < [p—p'[+|p—p'| < O[5

(A konstans faktort pedig atvihetjiikk a mintavételek
szdmaba - ami gy tovdbbra is O(n) - hogy < 7 legyen.)
9) OptimalEstimateFor(X,n):

e X valos valoszintiségi valtozo, n € ZT.

e RETURN fi, amire |fi — pu| < 2

Lemma 2.4.1.9.: Ha 8) megoldhat6 O(n) mintaval, akkor 9) is megoldhat6 O(n) mintéval.

Vegylink egy x ~ X mintat egyszer és legyen X' := X — z. Legyen i’ := EstimateFor(X’, n)
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2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

Ekkor, hasonléan ahogy lattuk a 2.4.1.6.-os lemmaban

(s)? = E[(X')?) = E[(X — 2)?] = E[(X — i+ p—2)] <

< 2E[(X — p)?] 4 2E[(z — p)?] < 20% +2(20)% = 1002

Es igy

i — ' <

VAT
§ V10 o(%)
n n n
Es itt is a mintak szamat konstansszoroséra névelve pontosan 2-et kapunk.

Belattuk tehat a 2.4.1.1.-es allitast, azaz hogy ha az 1)-es problémat meg tudjuk oldani valamely
0 < ¢ < 1 konstansra O(1/¢) mintaval, akkor a 2.4.2.-es tétel igaz.

2.4.2. Kvantumalgoritmus a dontési problémara

Az el6z6 visszavezetés nyoman azt szeretnénk belatni, hogy az 1)-es probléméara ¢ = 1/2 -del létezik
O(1/e) mintat hasznaldé kvantum algoritmus. Maga az algoritmus egy kvantum fazisbecslés lesz,

miel6tt az algoritmust leirom, az elemzésérdl irok tomoren.

Tétel 2.4.2.1. (Kothari-O’Donnell): Legyen adott egy X diszkrét valos valoszintségi valto-
z6, melyre teljesiil, hogy s := /E[X?] < 1. Ha adott 0 < e < 1, akkor O(1/e) mintavétellel
megkiilonboztethets:

3
)lul<g  vagy W) e<|p<2e

Legyen most adott az X valoszintiségi valtozo és a 2.3.-ban definidlt P és Bx ordkulumok, ezekbdl
O(1) hivassal készithets a kovetkezs U kapu, s6t ennek a controlled-U véltozata is (a pontos eléallitas
|[KO23] Remark 3.3. és Appendix A alatt):

U:= REFLp- ROTx

29



2. Fejezet Varhato érték becslése kvatumosan

ahol
REFLp :=P(2/0)(0] — Z)P!
és ROTx pedig az a kapu, ami a kovetkezd komplex forgatést csinalja

—2i-arctan (X (w))

ROTYx|w)|garbage,) = e |w)|garbage,,)

Megjegyzés 2.4.2.2.: Az U kapu meghatarozasara ugy konnyi gondolni, hogy a Grover algoritmus
mintajara definidljuk a mostani altalanosabb probléméara. Visszaemlékezve a Grover algoritmus-
ra, lattuk hogy a HE"RH®™ rész egy tikrozés H®™|0)"-en keresztiil, ami épp az uniform eloszlas
szerinti REF Lp. A Grover algoritmus probléméjaban viszont csak két lehetséges felvett érték +1
volt, ehelyett most tetszéleges valos értéke lehet X (w)-nak. Az dtlet, hogy vegyiik a 2arctan(X)-et,
onnan jon hogy most minden lehetséges értéket egyértelmiien fazisba szeretnénk elkédolni.

Jelblés 2.4.2.3.: 6 ~ Oy (|o))
Legyen U' € R™*™ tetszGleges unitér matrix, |o) € R™ pedig egy egységvektor. Tekintsiik U’ egy
n n

sajatfelbontasat: U’ = Y e¥i|u;)(u;|. Ekkor |o) kifejezve U’ sajatbazisaban: |o) = 3 &;lu; ), ahol
j=1 j=1
6j = (uj|o). Mivel |o) egységvektor és {|u;)}7_; bazis ortonormalt, igy 16112, ..., |60m|? egy diszkrét

valoszintiségi eloszlast hataroz meg [n]-en. Ekkor 0 ~ ©y(|o)) jelentse azt, hogy el8szor eszerint
az eloszlas szerint vesziink egy j indexet, majd visszaadjuk azt a 0;-t ami a sajatfelbontasban a j

indexhez tartozik.

Jelolés 2.4.2.4.: Legyen z komplex valészintiségi valtozo €2 eseményhalmazon, ekkor jelolje

|z) = Z z(w) - /Plw]|w)|garbage,,)

weN

Ezzel a jeloléssel tehat legyenek:

1) := Z 1 /Plw]jw)|garbage,) (=7P|0)) |1 +iX) := Z (1+iX(w)) - v/Plw]|w)|garbage,,)

weN weN
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A |KO23| cikk egyik {6 gondolata, hogy ha s kicsi, akkor ez a két vektor kozel van egyméshoz.
Egyrészt |1) egységvektor és, ha s kicsi, akkor kozel van egy egységvektorhoz, mert

(1 +iX[1 +iX) = E[(l Tix)(1 +¢X)} —E[l+ X2 =1+s

Masrészt, ha s kicsi, akkor a Holder egyenldtlenség miatt [p| is kicsi, hiszen |p| = [E[X]| < E[|X]] <
E[|X|?] = s, és

(11 +iX)| = [E[1 +iX]| = /14 p?

Az |1) egységvektor, viszont |1 4 iX) tipikusan nem (csak akkor az, ha u = 0). Jelolje a normaltjat
11+ iX)porm = ﬁu +iX).

Allitas 2.4.2.5.: Ha 0 ~ Oy(|1)) és 6 ~ Oy (|1 + iX)norm), akkor

()| e e -

W
Biz.: El6szor is altalanosan egy |o) egységvektorra 6; = (uj|o) esetén

E

o\ E A

~ B - A —e

Ulo) =Y 6eu;) = (2) |U>=foj< 5 ) |us)
j J

1.

= EQN@M(@) [sm(g) ﬁ]

Specialisan U|1 + iX) meghatarozasahoz két tulajdonsédgot hasznalunk ki:

és igy

2 .
1— et

= Eo~ou(o)) !‘ 5

1 — cos(0)|*2
= Epou(lo)) [‘2 (

a) 6—2i-arctom(y)(1 + Zy) =1—iy
b) REFLp|z) = (P(2(0)(0] — 1)P')|z) = (2[1)(1] - I)|z) = 2[1)(1]z) — |z) = [2E[2] — z)
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Igy
U1 +iX) = REFLpROTx|1 + iX) = REF Lpe~2"arctan(X)|1 4 iX) =
= REFLp|1 —iX) = |1 +i(X — 2p)) = |1 +iX) — 2ip[1)
Atrendezve:
Qu FiX) —igl1)  illetve (%)‘h) _ Z_Lu +iX)
Tehét egyrészt
n 2
00 (111X ) norm) [‘Si"(gﬂ - ﬂ‘l +iX) 115:% - 1i32
mAasrészt
0\ -2 T—un-—1_ | 1 Ik 1+E[X?]  1+s2
S el e e B

Az allitasbol latjuk, hogy varhatéan sin(0/2)? ~
azaz |0 =~ 2|ul.

i, ami indukaja, hogy ha s kicsi akkor |6/2] ~ [u],

Egész pontosan a kovetkezd hozhato ki a fenti allitasbol (lasd [KO23| Theorem 3.18 és Section
3.5):

Allitas 2.4.2.6.: Feltéve, hogy s < ¢, ha 6§ ~ ©y(|1)), akkor

167
4 5 2
]P[f-z <1< 2.9 ]>177
S ol <o)< 0o 212

Ennek segitségével térjiink ra az algoritmusra. Idézziik vissza, hogy 2.4.2.1. tétel szerint adott
e-ra O(1/e) mintavétellel és legfeljebb 1/3 hibaval akarunk tudni megkiilonboztetni |u| < /2 és
e < |u| < 2e kozott. Most egyrészt egy megengedSbb |u] < e/2 és e < |u| kozti megkiilonboztetést
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adunk, mésrészt a tételben csak s < 1-et tettiik fel, mig 2.4.2.6.-ban s < %—ot. Ez utobbi nem
nagy probléma, X atskilazaséaval elérhetd, hogy s < % legyen és ez csak konstansszorosara noveli a

minték szamat.

Algoritmus 2.4.2.7. (Kothari-O’Donnell):

1. Csinéaljunk egy kvantum fazisbecslést az U kapura és a P|0) allapotra /6 pontossaggal ugy,
hogy a hiba valészintisége legfeljebb 1/9 legyen. Legyen az output €’. (A pontossag eléréséhez
igy O(1/e) controlled-U kapura van sziikségiink, és a mintak szama = U hivasa O(1/g)).
Ekkor P[]0 — 0'| > /6] < 1/9.

2. HA ¢ < 32 .= RETURN |[y| < ¢/2
KULONBEN RETURN ¢ < |y

Az algoritmus helyességéhez: Most 6’ legfeljebb €/6 addicios hibaval tér el 0-t6l, kivéve 1/9 valoszi-
niiséggel. Az 6sszhiba tehat 1/9 +2/9 = 1/3, ami kivételével teljesiil, hogy:

€ /

Sl - £ <
5T 19 =

9

<l +
<l

Ha |u| < e/2, akkor |§'/2| <5/8 - +¢/12 < (71/100) - €.
Ha e < |u|, akkor |¢'/2| > 4/5-¢ —¢/12 > (71/100) - €.
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3. Tobbdimenzios valtoz6 varhatd értékének becslése

Most az el6z6 fejezetben targyalt varhato érték becslési problémat terjesztjiik ki tobbdimenziés valo-
szintiségi valtozo esetére. Magasabb (d > 1) dimenzioban rogton kérdés lesz hogy milyen normaban
vizsgaljuk az eltérést a becslés és a valodi p € R? kizott. Ebben a fejezetben elGszor az egydimen-
zidhoz képest felmerild kiilonbségekrdl irok, majd ismertetem a legjobb ismert és kézel-optimalis
(polilogaritmikus faktoroktol eltekintve optimalis) kvantumos modszert, Arjan Cornelissen, Yassine
Hamoudi és Sofiene Jerbi [CHJ22] cikkébsl. ElGszor az algoritmus £6 gondolatait fogom megmutatni
néhany korlatozottabb példan, majd ratérek az algoritmusra ahol még feltessziik, hogy || X || korlatos
végiil az utols6 részben arrdl irok, hogy ezt a szerzék hogy terjesztik ki korlatlan esetre kvantilisek

segitségével.

3.1. A probléma magasabb dimenziéban

Idézziik fel a 2.1. részben megfogalmazott problémat. Legyen adott most egy d dimenzids diszkrét
valos valoszintségi valtozo X : Q — R az (Q, 292, P) valoszintiségi mezén. Megbecsiilends tovabbra

is:

pi=EX] =) PX(w)
weN

Most 1 € R?, igy a célunk hogy egy ji € R%t adjunk, ami nagy valészintséggel kozel van p-hoz. A
kozelséget kettes norméban fogjuk érteni, igy tehat azt mondjuk, hogy

Definici6 3.1.1.: ji a varhatoértéknek e-becslése, ha fennéll

Plllz = pll2 > €] <

W =

Megjegyzés 3.1.2.: A definiciéban hogy hangsulyos legyen kiirtam a "2"-t a norméhoz. A tovab-
biakban jellemz&en nem from ki, igy ||.|| értelemszertien mindig ||.||2-t fog jelenteni.
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Klasszikus eset, ha d > 1:
Lattuk, hogy klasszikus esetben d = 1 esetén fix n mintavétel esetén az elérhets (n) becslési pon-

tossag O(ﬁ) volt. Ez d > 1 esetén O(\/ TTT[E]) lesz, ahol ¥ az X kovarianciamatrixa. Magasabb
dimenziéban is alkalmazhaté a median-of-means algoritmus, ha az dgynevezett geometriai medi-
ant, azaz a mintaktol vett minimalis euklideszi tavolsagot hasznaljuk, akkor [Min15] Corollary 4.1.

szerint

P

Hﬂ—u|>0< W)] <5

Tehat § = %—ra, O( TTT[E]> Ez jol lathatoan altaldnositasa az egydimenzios esetnek, hiszen d = 1

esetén O( TTT[E]) = O( Va:L[X]) = O(ﬁ)

A mintavételrél:

Kvantumos esetben a mintavételre tovabbra is gy gondolunk, mint 2.3. részben irtam, adot-
tak lesznek P és By ordkulumjaink. (Megjegyezhetjiik, hogy ekkor a Bx-ben szerepls | X (w)) =
| X (w)1) ® ... ® | X (w)a), ahol | X (w);) a j-edik koordinataja.)

A kozel-optimélis algoritmus egyik kuleslépése, hogy valoszintiségi orakulumbél fazisorakulumot ha-

tékonyan tudunk csinélni, [Gil19] 4.4.1. alapjan:

Definicié 3.1.3.: (Valdszintiségi orakulum) Legyen adott egy p : X — [0,1] fiiggvény. Ek-
kor U, kaput val6szintiségi orakulumnak hivjuk, ha a kovetkezd leképezést csinalja:

Ul0)la) > (Vo@D D) + V= p@ (0 ) 2)
ahol ]w§0)> és |1[}g(51)> tetszoleges normalizalt vektorok.

Definicié 3.1.4.: (Fazisorakulum) Legyen adott egy f : X — [—1,1] fiiggvény. Ekkor O kaput
fazisordkulumnak hivjuk, ha a kévetkezs leképezést csinalja:

O4|0)]z) — €]0) |x)
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Tétel 3.1.5. (Valdszintiségi orakulum atalakitasa faziorakulumma): Legyen U, a 3.1.3.
definiciéban megadott unitér és legyen adott ¢ > 0,&’ € (0,1). Ekkor U, és L{; O(t + log(1/€"))
hasznélataval el6allithato O ; ./, melyre

Opter|u)|0) — Ju)|pu)  és H!cpu> — eitp]0>H <

Koévetkezmény 3.1.6.: Ha adott egy Uy valdszintiségi ordkulum, akkor annak 5(1) hivasaval el6-
allithato az f-hez tartoz6é Oy fazisordkulum.

Biz.: ([Gil19] alapjan) Vegyiik észre, hogy a ((0] ® T) (Z/{;(Z ® I)L{p)(]6> ®TI) = diag(1l — 2p(x)).
Tehat a H := U;(Z ® Z)U,, Hamilton matrix blokk-elkoédolasa a diag(1 — 2p(x)) matrixnak. Ekkor

az e~ /2 Hamilton szimulaciot véve, implementalhato a kivant fazisorakulum.

3.2. A kvantum algoritmus f6 gondolata

Ebben a részben az altalanos tobbdimenziés probléma helyett sokkal megszoritottabb eseteket né-
ziink, amik elGjelzik hogy mi lesz a végsd algoritmus gondolati ive.

Probléma 1.) Legyen d =1 és X : Q@ — [0, 1].

A probléma sokkal koétottebb, rogton visszamegy az egydimenzids esethez, rdadésul még a valo-
szintiségi valtozd értékkészlete is jocskdn megvan szoritva. Mindenesetre erre a nagyon specialis

esetre egy szimpla amplitadé becslés elég lesz.

Induljunk ki a csupa nulla kezdallapotbol, ekkor egy P hivassal, egy Bx hivassal (és néhany
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controlled-forgatéssal, lasd: [vA21] Lemma 3) kapjuk:

0)[0)]0) = > V/Pw]|w)| X (@))[0) = > VPlw]lw)| X (w)) (V1 = X ()|0) + VX (w)[1)) =

weN weN

=3 /(1= X(@) Pl X @))]0) + 3 VX (@Bl lw) | X (w

wef) weN

= VI-EX[H0) + VEX]p )L

Most a feltevés miatt 0 < E[X] < 1 és igy /1 — E[X] és /E[X] val6di amplitidok. Tehét elég egy
amplitido becslést csinalni az utolsé regiszter szerint, hogy megkapjuk /E[X] = /& becslését.

Probléma 2.) Legyen d > 1 és X : Q — {x € R¢ ‘ x>0,z <1}

Ugyan X értékkészletét még mindig erGsen megszoritjuk, ezen a probléman keresztiil meg tudjuk
mutatni magasabb dimenziéban hogyan tudjuk ezt hasonléan megkozeliteni. Talan a legszembe-
ttinébb probléma most az hogy u = E[X] € R? nem egy szam, igy 6énmagaban nem csinalhatunk
belsle amplitudét mint az elébb. Az Gtlet, hogy vegyiink el6re rogzitett pontokat és vizsgaljuk a
varhatoérték ezekkel vett skalarszorzatat.

Vegyiik a G’ = {QLW | j = 0,..,2" 1} racsot (azaz a [0,1]? hiperkocka egyenletes felosztésa
alkossa). Illetve definidljunk egy f: G’ — [0, 1] figgvényt, legyen u € G’ esetén f(u) := (u|E[X]).
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ElGszor is valoban barmely u € G’ esetén 0 < f(u) < 1. Hiszen 0 < X miatt 0 < E[X] és mivel
| X < ||X||l1 <1, két legfeljebb 1 hosszu vektor skalarszorzata is legfeljebb 1. Tehat az el6z6hoz
hasonloan jarhatunk el, annyi kiilonbséggel, hogy ahol az elébb X (w) € R volt, most uX (w) € R

skalarszorzatot tesziink.

0)0)[0) ) = >~ VEW]w) | X (@) [0)|u) = Y VEW]w)| X () (V1 = uX(@)[0) + uX(w)[1))|u)

we weN

(Z\/k Plw][w)| X (@))]0) + 3 v/uX (w)Plw][w)[uX (w )yu>

weN we

= (VI=aBX])10) + VEXTW) ) = (V= Fa)oi)10) + vV F ) ) )

Mint lattuk 0 < f(u) < 1, tehat az amplitudok rendben vannak. Az tjabb probléma viszont abbdl
jon, hogy hiaba tudnank megbecsiilni a /uE[X] amplitadot, nekiink E[X] kell. Mindenesetre ve-
gyiik észre, hogy igy Uy valoszintiségi ordkulumot kapunk.

Ehelyett legyen tehat a kovetkezs az algoritmus:

1. Az el6z6ek alapjan készitsiink Uy ordkulumot: |0)|u) — (\/ u)|1) ]w(l) /1 — f(u)|0>|¢g(go)>> |u)

2. Felhasznalva a 3.1.6. kovetkezményt, készitsiink Oy fazisorakulumot (ez O(1)-szeres tébblet-
o; .
mintét jelent): |0)]u) —Z ¢(®)[0)|w)

3. Induljunk ki a G’ racson vett uniform szuperpoziciobol

1
\/W u;/ |U>

4. Alkalmazzuk n-szer Oy-et, igy kapva:

(© )" 1 inuE[X
WZN I ZG:E )
ueG’

ueqG’
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5. Felidézve, hogy a kvantum Fourier transzformécié a kévetkezd leképzést csinalja

1 TIU
QFTg : |k) — mza *lk)

ueqG’

alkalmazva tehat az inverzét, kapjuk az E[X]-t6] fiiggs allapotot:
Z inuE[X] |u

\/% P round(Egi]n>>

(Latszik, hogy minél nagyobb n, a kerekités annal kevésbé befolyasolja az eredményt.)

6. Mérjiikk meg a kapott allapotot és legyen [i a 27 /n-szerese.

Probléma 3) Legyen d > 16és X : Q — {z € R? | |[z]|; < 1}.

Most megnézziik, hogy lehet kezelni ha nem tessziik fel, hogy X > 0. Gondoljuk meg mi lenne
a helyzet, ha X < 0 -t tennénk fel. Az 6tlet az, hogy ha megtudjuk csinalni az Oy ordkulumot,
akkor az inverzét is (aramkor megforditva), igy

1 —inuE[X
T S i e
ucG’

ucG’
Igy tehat ugyanoda jutunk, (most —uE[X] ugyanaz, mint nemnegativ X-re uE[X] volt).

Bontsunk tehét két részre, legyenek

X(w)* = X(w) h? <u|X(w)> >0 X(w) = X(w) h? <u|X(w)> <0
0 kiilénben 0 kiilénben

Ha tehat kiilon-kiilon felépitjiik az X *-hoz tartozo (’)}r ordkulumot és az és X -hoz tartozo C’)]?
ordkulumot, akkor vehetjiik a szorzatukat Oy := O}L(’)Jj.
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3.3. Kvantumalgoritmus korlatos esetben

Ebben a részben vesziink egy jobb racsot, mint amit az el6z6 problémakban hasznaltunk. Tovabba
fel fogjuk tenni, hogy || X|| < 1 és adunk egy olyan becslést a varhato értékre, aminek a végtelen
normaban vald eltérésére megfelel§ korlatot tudunk adni ahhoz, hogy a kévetkezs alfejezetben ezt
kiterjeszthessiink a korlatlan esetre.

Legyen most a G racs a kovetkezs:

1/2

“1/2 RN 1/

Ekkor egyrészt minden u € G a ( —-1/2,1/ 2)d -be esik, méasrészt szimmetrikus, ha v € G akkor
—u € G. A célunk ugyanaz lesz, mint az el6z6 alfejezetben mutattuk, az (u|X) értékeket szeretnénk
amplitiudokba elkodolni. Azonban az || X|| < 1 feltételbsl csak annyi kivetkezik, hogy (u|X) < v/d.
Tekintsiik a kovetkezs lemmaéakat:

Lemma 3.3.1.: Legyen o > 0, 2 € R? vektor, ekkor

Punc|af(ulz)] > [a]|] < 2722
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Biz.: Fel fogjuk hasznalni a Hoeffding egyenlétlenséget, miszerint ha 71, ..., Z,, fiiggetlen valészint-
ségi valtozok R felett és Vi : ¢ = 1,...,n teljesiil, hogy a; < Z; < b;, akkor

nZZ-—E nZi >t <ex n_2t2)
(Sa-s[5a] 2] o2

i=1

P

Mivel a racspontok szimmetrikusak O-ra, igy Ey~c[(ulz)] = 0. Mésrészt u; € (— 3, 5) miatt:

)

Alkalmazva tehat a lemmaban szerepld valoszintiségre a Hoeffding egyenl6tlenséget:

d
—2|je|? 2] 2 s
P[a\<u|z>|z|r:c||}=P[\Za<u|x>\—oz|r:c||}Sexp<n2 < 2eap| ~ i | =27
i=1 Z)a;n

=1

Ty Iy

BERE)

) — ‘auixi‘e[o,)%

Ui T; € (

Lemma 3.3.2.: Legyen a > 0, X : Q — R? valészintségi valtozo, ekkor

| R

PuNG

ok | (ul )| zE[HXH}] <

Biz.: El6szor becsiiljiik feliil az E, “(u\X )‘] varhato értéket a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget

hasznéalva

B[ lX)]] < /B[ lX) ] < iEui[wiW]

Mivel u; € (- 1,
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Alkalmazva egy Markov egyenlétlenséget:

B ok 0] ] < EufoE[|w®)]] eB[E[lwxl]] o[

IE[HXH] E[HXM = E[”X”} )

A fenti lemmakbol latjuk tehat, hogy az u € G-k nagy részére tehat nem tul nagy az a(u|X) érték,

ahol az a szorzé majd egy - a mintavétel szamatol és a valdszintiségi valtozoé dimenziojatol fliggd -
(0,1)-beli érték lesz. Hasznaljuk a [CHJ22]-ben bevezetett jelolést egy vektor norma szerinti leva-

gasara:
Jel6lés 3.3.3.: Legyen = € R? és a < b ekkor [z]? alatt a kovetkezot értjiik:

" T a<|lz|]|<b
[2]a = o

0 kiilénben
Az 6tlet az, hogy ha E[a(u|X)] helyett E [[[a(u|X>]](1)] -t vessziik, azt mar elkddolhatjuk amplitadok-
ba és az el6z6 lemméak miatt viszont a lenullazott értékekbdl viszont nem lesz sok (és igy a varhato

értéket nem befolyasoljak jelentGsen).

Tehat hasonléan, ahogy Probléma 2.)-ben lattuk most olyan fazisordkulumot szeretnénk, amire

Z ‘ Z i Ha u|X |U>
\% |G ueG v ’G ueG

Ha ezt m-szer akarjuk egymaéas utdn alkalmazni, gy mint az el6z6 részben csinaltuk akkor 5(m)

mintavételt hasznalnank. Azonban a szerz6k megmutattak, hogy ha || X|] < L < 1, akkor linearis

amplitadé amplifikaciot alkalmazva O(mﬁ)—re javithato.

Tétel 3.3.4. (Fazisorakulum kevesebb mintaval): Legyen adott az X : Q — R? valoszint-

ségi valtozonk. Tovabba legyenek adottak az (L, m, a,e) paraméterek, ekkor a kovetkezs fiiggvény
megvalosithato:
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DirectionalMeanOracle(X, L, m, a, ¢):

e INPUT: ||X|| <1, L€ (0,1, m> 1, a€(0,1), e€(0,1) & E[||X]||] < L.
e OUTPUT: Oy, amire * Oy|u)|0) ~ eimE[[anw(l’] |u)|0)

e FELHASZNALT MINTA: O(mvVIL - log?(1/¢))

* A kimenetnél "~" alatt azt értjiik, hogy kettes norméaban e-becslést adunk ra (1 — %) valoszind-

séggel.

Biz.: Egyrészt a Probléma 3.) mintajara szatvalaszthatjuk X-et két 6j X+ és X~ valtozora,
ahol

X(w)* = X(w) h?j a<u|X(w)> >0 X(w)- = X(w) h? oz(u]X(w» <0
0 kiiléonben 0 kiilonben

és elég O;{ orakulumot adni, ahol most a kimenetnél /2 becslést adunk. Hiszen O} hasonloan
elallithato és végiil Oy 1= O?O; € becslése lesz a kivant fazisordkulumnak.

Masrészt azt mar lattuk, hogy a P és Bx orakulumokbdl hogyan készitsiink Z/{JT valészintiségi oré-

kulumot, most f(u) :=E [[[a(u|X )]](1)] . Ezt kovetSen azonban vizsgaljuk meg az L paraméter értékeét.

-Ha L > %, akkor a felhasznélt mintaba L csak konstans szorzot jelent, tehat ugyanugy elké-

szithetjiik L{]T—b(')l O}r—t, mint az el6z8 alfejezetben.

- Kiilénben alkalmazzunk linearis amplitidé amplifikaciot és csak utana konvertéljunk fézisora-

kulumma.

A javitas ahhoz képest, mint ha nem csinalnank amplitidé amplifikiciot, azon milik, hogy ha meg-
imkE [ [adul X)13] o

(persze az amplitudo amplifikacio alkalmazéasanak is van koltsége, de ezzel egyiitt is jobban megéri).

noveljiik eldre a fazist (az e kitevgjét) akkor mar kisebb hatvanya eléri a kivant e

Vegyiik most az amplitud6 amplifikiciora vonatkozo kovetkezs tételt, [GL20| Theorem 10., Lemma
11. szerint (QSVT alkalmazéssal):
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Tétel 3.3.5. (Linearis amplitadé amplifikacid): Legyen V unitér, P pedig projekcios operator.
Ekkor 3 V; . unitér, amire

o o - 1
[[PViat®|| = tl[PVI0)][| <&’ hat]|PVI0)]| < 5

és ez implementalhato V, VT és T — 2P O(t - log(1/€')) alkalmazasaval.
Visszatérve a bizonyitashoz, ha L < 1. akkor t = O(1/VL) és ¢ = O(g/(mL) paraméterekkel

1

4
az el6z6 tétellel U7 -bol olyan Wi = [u)]0)]0) — v/T— pulu)|9h0)|0) + \/Pulu) [1o2)|1) valoszintségi
ordkulumot készithetiink, amire

B [[a(ul X)]5]

‘\/ZT“_ AL SO(%)

(feltéve hogy E[[a(u|X)]§] < L - de ez a bemeneti E[||X||] < L feltétel miatt teljesiil).

Végiil csindlunk egy fézisorakulummaé konvertélast ij—b()’l a 3.1.5. tétel alapjan t = O(mL), &’ =
O(e) paraméterekkel. Ekkor megmutathaté hogy igy valoban /2 becslést kapunk (lasd. [CHJ22]
Proposition 3.2 Proof).

Nézziik még meg a mintak szdmat. Az amplitadé amplifikicional O(ﬁlog(%)), mig a faziso-

rakulummé alakitésnal O(mL + log( %)) mintavételt csindltunk. Ez Gsszesen tehat

O(log(\/%L)<mL+ m(i))) < 5<m\/f. log<§> . l%%)) _ 6<m\/z-l092<i)>

Tétel 3.3.6. (Korlatos varhatoérték becslése): Legyen adott az X : Q — R? valoszintiségi

valtozonk. Tovabba legyenek adottak az (L,n,d) paraméterek, ekkor a kovetkezd fiiggvény megva-
losithato:
BoundedEstimator(X, L,n,):

o INPUT: | X|| <1, L€ (0,1], §€(0,1), n>1 & E[||X]|] < L.
e OUTPUT: [i, amire P|:Hﬂ—,u,”oo < M} >1-6

e FELHASZNALT MINTA: O(n)
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Biz.: Az algoritmus tugy fog kinézni, ahogy varnank. Egyrészt a 3.3.4.-es tétel alapjan elGéllitott
fazisorakulumot fogjuk hasznalni, masrészt 3.2. részben leirtuk az algoritmust lényegében.

1. Valasszunk megfelel§ paramétereket a racsfinomsaghoz és a fazisorakulum elallitasahoz. Le-

._ 1 ollog\ )
gyeneko{.— log(4007m\/fl)’m_2{ ( VL g(d/(S))“ es € = 95+
2. |G) = im X |u)

ueG

3. Oy = DirectionalMeanOracle(X, L, m, o, €) és |1p) := Of]G>]6>

4. |¢) = (QFTs)"'|¢)

5. FOR k= 1,...,0(log(d/d)):
Ismételjiik 2.-4. 1épéseket és legyenek — ©%) := meas(|¢)) ) = %T - k)

6. RETURN f := mediz’m(,&,(l), .., lOUog(d/9))y 6 itt a mediant koordinatanként véve értjiik.

Az eddigiek alapjan vilagos, hogy ha [¢)) egyenls lenne |¢)') := # S efmetulBIXD) 4,)|(07) -val, akkor
uelG
mint Probléma 2)-ben miikddne az elemzés. A probléma azzal van, hogy most E[a(u|X)] helyett a

levagott E[[[a(u]X >]](1)]—gyel szamoltunk, a Directional M eanOracle fiiggvény raadéasul arra is csak
egy € becslést ad.

Belathato viszont ([CHJ22] Theorem 3.3 Proof), hogy ez a két allapot nincs is olyan tévol egy-
méastol, egész pontosan:

, 1

Iletve azt allitjuk, hogy az 5. lépésben mért %) € R? minden ﬂj(k) koordinatajara (j = 1,...,d)
teljesiil, hogy |1~)](-k) — £E[X];| < 4 Thletet véve a [GAW19] Lemma 20 bizonyitasdbol most két
fontos dolgot tudunk alkalmazni. Egyrészt most |¢)-re:

') = ((\/% > eima<u1|mxh>,ul>> ®..® (\/1% 3 eimOé(UdllE[X}1>’ud>>> 0)

ueG ueG

és ekkor ha erre az ideélis allapotra alkalmazunk inverz Fourier transzforméciét, majd a kapott
allapotot megmérve ha 0 = (01, ...,04) vektort kapunk, akkor (ahogy a hivatkozott bizonyitasban
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latjuk) tetszoleges K-ra igaz, (és igy K = 4-re is) hogy:
« K 1
IP[ b — —E[X 7] <
g 27 [ ]|>m T~ 2(K-1)

A masik fontos dolog az, hogy QHW/ ) — |¢>H feliilbecsli barmely méréshez tartozod valoszintiség kii-

lonbségét (1) és |¢) mérése kozott) ugyanis:

Ha a P projekcios operéator szerint mérjiik meg [¢)')-t és [¢)-t is, akkor a mérések valoszintiségé-
nek kiilénbsége:

|(W1P1") = (WIP)| = [Tr(([0") ('] = [) (@ ])P)]

ennek a maximuma:

max |Tr () (6] = 1) @)P)| = |[l) @] = )| = 2v/T= TP

és ha [¢)') és |1h) altal kdzrezart szdg 6, akkor felhasznélva hogy 2sin(6/2) = |[|v) — [4)]|

2V/1 = [(W[9)]? = 2¢/1 — |cos(0)]2 = 2|sin(0)| = 4|sin(6/2)cos(8/2)| < 2[[|v") — |v)]]

Lattuk tehat, hogy ha az algoritmusban [¢') lenne [¢)) helyett, akkor legalabb 5/6 valoszintséggel
teljesiilne, hogy |0; — 5-E[X]| < %. Ha az elemzésben (az algoritmusban szerepls) |1)-re vizsgé-
lodunk, akkor kihasznalva hogy HW’ ) — |¢>H < % és hogy egy umitér transzformacio (QFT 1)

megtartja a tavolsidgot, azt kapjuk hogy

5 e 4 5 2
P[W_%EWHSmIZG—NW3—WWE3
igy tehat m valasztasa miatt:
_ 3 2r 4 8 1 VLlog(d/s
-l =lA-EX][ <= — <=5 _ Oz(/)

a " VTlog(d/3)
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A felhasznalt mintak szama pedig O(log(d/d))- # minta(DirectionalMeanOracle) =

O(log(d/s)) - 6(m\FL log*(1/e)) = 5(log(d/5)mﬁl092(l/e)> = 6(2) = O(n)

3.4. A kvantumalgoritmus kiterjesztése korlatlan esetre

Veégiil az el6z6 fejezet eredményét felhasznalva az altalanos (|| X || < 1 feltétel nélkiili) probléma
megoldasara tériink ra. Az algortimus Gtlete az lesz, hogy kvantilisek segitségével exponenciélisan
csokkend levagasait vizsgéljuk a valoszintiségi valtozonak. Latni fogjuk, hogy amennyiben n > d az

algoritmus kozel-optimalis, O(%) becslést fog tudni adni O(n) mintat hasznélva.
Tétel 3.4.1. (Als6 korlat I. [CHJ22] Theorem 3.7): Legyen n < d, illetve legyen o > 0

rogzitett és jelolje P, az X-ek azon csaladjat, aminek a ¥ kovarianciamatrixara Tr(X) = 2. Ek-
kor barmilyen varhatéérték becslg kvantumalgortimushoz, ami legfeljebb n mintat hasznal, 1étezik

X € P, melyre:
N Tr(X 2
\m—u!29< ())]z
n 3

Tétel 3.4.2. (Also korlat II. [CHJ22] Theorem 3.8): Legyen n > d, illetve o > 0 rogzitett és
jelélje P, az X-ek azon csaladjat, aminek a ¥ kovarianciamatrixara Tr(X) = 2. Ekkor barmilyen

P

varhatoérték becslé kvantumalgortimushoz, ami legfeljebb n mintat hasznal, létezik X € P, melyre:

|m—uuza<‘*f“”>

Gondoljunk vissza a magasabb dimenziés klasszikus esetre. A 3.4.1.-es tétel alapjan kvantumos

P >

Wl N

esetben nem varhatunk nagységrendi gyorsitast, amennyiben a dimenzi6 feliilbecsli a megengedett
mintak szamat. Azonban n > d esetben a 3.3.6.-os tétel kiterjesztése polilogaritmikus faktoroktol
eltekintve optimélis /d/n-es javitast fog adni nekiink.
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Tétel 3.4.3. (Cornelissen-Hamoudi-Jerbi): Legyen adott X : Q — R? diszkrét valoszintisé-
gi valtozo és jelolje ¥ a kovarianciamatrixat. Ekkor létezik kvantumalgoritmus, amely a p = E[X]
varhatoértéket becsli fi-vel, O(n) mintat hasznal és teljesiil ra, hogy:

2
> -
-3

Ir(x) hangd]
han>d

IP’[Iﬂ -l =\ Vs

n
A tétel bizonyitasdhoz elGszor végtelen norméaban becsiiljiink feldl:
Tétel 3.4.4. (Kiterjesztés korlatlan esetre): Legyen adott az X : Q — R diszkrét valoszintiségi
valtozonk. Tovabba legyenek adottak (n,d) paraméterek, ekkor a kovetkezs fliggvény megvalositha-
to:
NearOptimalEstimator(X,n,J):

e INPUT: X tetszoleges, d € (0,1), n > log(d/J)

e OUTPUT: fi, amire P |||z — || < 5(2(2))] >1-6

e FELHASZNALT MINTA: O(n)

Biz.: Az lesz az 6tlet hogy kevés mintéaval el§szor klasszikusan megbecsiiljilk X varhato értékét
n-val, ezt kovetGen pedig vessziik azt az n koézéppontd d-dimenziés gémbot, amibe koriilbelil X
lehetséges értékeinek fele esik bele és arra csindlunk egy becslést az el6z§ alfejezet alapjan. Eazt
kovetGen X maradék lehetséges értékeinek a felét becsiiljiik és igy tovabb. Az algoritmus soran
egyrészt exponencialisan csokken a még meg nem becsiilt rész, mésrészt mindig alkalmazunk egy

"normalast" a megfelel6 kvantilis szerint hogy alkalmazhassuk a korlatos tételiinket.

1. Legyenek k := O(log(m)) ésn = O(nk:lloog;(kdd/g)).

2. Tetsz6leges optimalis klasszikus varhatoérték becsld algoritmussal O(log(1/d)) mintaval be-
csiiljiik meg X-et és legyen a becslés 1. Ekkor

P[lln - ull > VTr(Z)] <
3. Legyen Y := X — n val6szintiségi valtozo.
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NV

4. FOR j=1,..,k:
Legyen aj az ||Y]| 277-rendi kvantilisének becslése. 1.2.3.: Q)y| (2%) <a; <Qpy (2%> .
Legyen Vj := -[V]a)_, (a0 :=0)
HA a;_1 = a;, akkor fi; :==0
KULONBEN ji; := BoundedEstimator(Y;, 2=~ n/ O(5/k))

k
5. RETURN ,L~L =n+ Z aj/]j
j=1

k ~ /
Ha fiy = ) ajfi;, akkor az algoritmus helyességéhez elég belatni, hogy ||y — 1y ||cc < O (w»
j=1
ha ez teljesiil akkor

17 = plloo = [lAy = pylloo < O<

E[IIY||2]>

n

felhasznalva, hogy nagy valoszintséggel ||n — u|| < /Tr (%)

E[[Y112] = E[IIX —nl[2] +|In— alP> = Tr(S) + |In — > < 27r(2)
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és igy

Hﬁ—mmga(”@))

n

E[||y[2] 2/

Lemma 3.4.5.: Minden j = 1,...,k-ra a; < , ahol ¢ a kvantilis becslésben szerepld

globalis konstans.

Biz.: Egyrészt egy Csebisev egyenl6tlenséget alkalmazva:

E[ID;W]

aj

PV > a;] =P[|Y]]* > a}] <

Masrészt a kvantilis 1.2.2. definici6jabol adédoan:

C C
PIVI 2 0] 2PV 2 Q(55)] = 5
Tehat:
2 2 ]
e (EWWIPL . [E0YIP)2
27— a? )= c

J

E[|ly2]
Hoo — 2k

Lemma 3.4.6.: ||[Y]°

1 1
PIYI> o] <P[IY]| 2 a] <PV >Q(5)] < 5
Tehét valoban:
E|||Y]|?
VI < VI < BV IPTRIVT > 0 </ SH00E
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Visszatérve tehat a tétel bizonyitasahoz

k
12y = myllee = Y ajllig — mslloe + IV |
j=1

Felhasznalva 3.4.5. és 3.4.6. lemmakat, illetve hogy az algoritmusban megadott paraméterekkel a
korlatos varhatoértékbecslésre ||fi; — 15|00 < O(—fﬁ)

k . -
i E[lYV]Y2 ~(V2 E[[Y]]]
|IU’Y_/'LYHOOS; 70 -0 o -+ oF =

nk 2k/2 2log(n) n

5<§?ﬁwYﬂ>+ Emwm:5<¢myWﬂ+v%mwﬂ>:5<EMWW)

Héatravan még hogy belassuk, a felhasznalt mintak szdma valoban 5(71) Az algoritmusban hérom

helyen hasznalunk mintavételt:

1. A klasszikus mintavételnél a 2. lépésben. Ez O(log(1/J)) minta.

2. A kvantilis becslésnél a 4. lépésben. Ezt sorra meghivjuk a %—rendﬁ kvantilisekre j =1, ..., k.

Mivel az 1.2.3.-es tétel szerint O(log (k/ 6)> mintavétel sziikséges ehhez, igy a mintak szdma itt:

\/1/279

k ktl
O( 3" 2"10g(k/6)) = O (2?‘11109<k/5)> = O(2"2) = O(29M/2) = O (nl/2)

j=1 -

3. A korlatos becslés hivasakor a 4. 1épés végén. Ez pedig k- O(rn') = O(n - log®(n)) = O(n).
Osszesen valoban 5(71) mintat hasznaltunk.

Visszatérve a 3.4.3.-es tételhez, n < d esetén a klasszikus algoritmus is optimalis (a 3.4.1. tétel
alapjan), n > d esetben pedig a 3.4.4. tétel alapjan nagy valoszintséggel:

dTr(E))

7= ul| < Va||i = ] < O(=
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4. A varhatoé érték becslésének egy pénziigyi alkalmazasa

Végiil a varhatoérték becslési probléma 2.1. egy alkalmazaséardl szeretnék irni. Az amerikai opcio
problémaja egy pénziigyi optimalis megéllasi probléma. A [LBRS23| cikkben ennek a probléma-
nak a klasszikus, Monte Carlo moddszert hasznalod - a gyakorlatban is alkalmazott - megoldaséarol
irnak, majd arrél hogy mindez hogyan iiltetheté kvantumos kornyezetbe és azzal mekkora gyor-
sitds érhets el. A gyorsitas hatterében az all, hogy a varhatéérték becslési probléma kvantumos
kornyezetben kevesebb mintavétellel megoldhaté. A cikk megirdsakor Montanaro [Monl15] cikkének
eredményét hasznaltak, ami O(glog(l/(F)logB/z(%)loglog(g)) = 5(%) mintat hasznéal a varhato-
érték e-becsléséhez. Ehelyett a kvantumos részt most a jobb, Kothari és O’Donnell O(%) mintat
hasznélo 2.4.2. eredményével irom le.

4.1. Az amerikai opcié probléma

A pénziigyi szektorban az tgynevezett amerikai opcio az egyik legkézzelfoghatobb példa optimalis
megéllasi id6 feladatra. Az opcid vételi vagy eladési jogot biztosit egy termékre a vasarlojanak egy
elére meghatarozott aron, de valamilyen jovébeli id6pontban. Amerikai opcio esetén, a bevaltasé-
nak idépontja tetszGleges lehet egy meghatarozott futamidén beliil. A befektets vételi jog esetén
akkor jar jol, ha a bevaltaskor magasabb a piaci értéke a terméknek, mint amikor az opciét megvette.

Példaul van egy 1 éves futamidejii amerikai tipusa vételi opcionk egy portfoliora, ami 100 rész-
vényt tartalmaz. FEz azt jelenti, hogy az opcié vételétsl kezdve barmelyik nap bevalthatjuk, de
minden nap valtozik az Osszes részvény értéke valamennyit. A profit (vagy ahogy késébb hivatkozni
fogunk ra payoff) ekkor az opcié megvétele és bevaltasa kozott a portfolio értékének megvaltozéasa

lesz.

Tegyiik fel, hogy a piac lehetséges valtozasat valoszintiségi eloszlasokkal modellezziik. A problé-

méat ekkor egy optimalis megallasi problémaként fogalmazhatjuk meg:

Feladat: Adott egy sztochasztikus folyamat, minden idépontban kiilonbézé profittal, mikor ér-
demes megallni, hogy ennek a profitnak a varhaté értéke minél nagyobb legyen?
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A feladat modellezése:

e Legyen adott egy (Xt)g;o Markov-lanc egy © mintatérrel és E C R? eseménytérrel. A példaban
at=0,...,T diszkrét id6pontok felelnek meg a napoknak és X; irja le, hogy a t napon hogyan

alakultak a részvényeink.
e Adott még ezen kiviil egy (Z;)1_ sztochasztikus folyamat is - amit innentdl payoff folyamatnak
hivunk. A payoff értéke adott t-re csak X;-t6l fiigg: Z; := 2:(Xy), ahol z; € Lo(E).

(LQ(E) := négyzetesen integralhatd Borel fliggvények halmaza.)

o Jeloljiikk U;-vel a kovetkez6t:

ZT hat=1T
I’IlaX{Zt, E(Ut—i-l |Xt)} kiilénben

Ut =

Ekkor U; a varhato payoff-ot irja le, ha a t id6pontig eljutunk (addig még nem értékesitettiik
az opcionkat). Ez a felirds azt mutatja, hogy akkor érdemes ¢-ben értékesiteni, ha a varha-
t6 payoff kés6bb méar nem nagyobb. Ha van egy X, ..., X/- mintank, akkor a hozza tartozo
Ur,Uf_y, ..., U} értékeket ebben a sorrenben meg tudjuk hatarozni.

o Mivel E(Uy1|X;) X; mérhetd, ezért van olyan Borel mérhetd fi(x), melyre fi(X;) = E(Up1|Xy),
és jelolje uy:
2T hat=T

max{z, fi} kiilonben

Ekkor Ut = ut(Xt).
e Legyen 74 :=min{k >t | Uy = Zi}.
A7 (t =0,..,T) értékek megallasi idsk. Az Uy megadasabol latszik, hogy minden ¢-hez

van olyan u, amire ez fennall - ez épp az az id6pont, amikor méar késébb legfeljebb ugyanak-
kora payoff-ra szamithatunk. Tehat, ha t¢-ig eljutottunk, akkor 74-ben érdemes megallni.
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74 felirhat6 az el6z6hoéz hasonlé médon:

T hat=T
t- ]I{Zt > E(Z7t+1 |Xt)} + Teg1 - ]I{Zt < E(th+1 |Xt)} kiilonben

o A feladat sordn nem csak a megéllasi id6t, hanem az elérhets profitot is meg szeretnénk kapni.
Tehat a feladat célja az (Uy, 79) par kiszamitéasa, ezt u; fiiggvények becslésén keresztiil tudjuk

elérni.

4.2. A klasszikus LSM modszer

Klasszikus esetben az tgynevezett Least Squares Monte Carlo vagy LSM modszer, amit alkalmazni
fogunk. Az algoritmus otlete, hogy egyrészt az Uy, 7+ értékeket az el6bbi megadéasukkal, mint dinami-
kus programmal szamoljuk ki. Ezt agy fogjuk tudni megtenni, hogy (X;)-b6l vesziink N fiiggetlen

minta szimuléciot:
\T N)\T
(X, s (XY
A Zt(i) = zt(Xt(i)) -k a hozzajuk tartozd payoff-ok, és t =T, ..., 0 fogunk szamolni a minta alapjan.
Legyen {e;;}7" linearisan fliggetlen Lo(FE)-beli "bazisfiiggvények" halmaza minden t-re, réviden
ei-vel jeldljiik az m dimenzios vektort: e;(-) := (eq1(-), ..., exm()). Ezeket az e;qket (¢ =0,..,T)
hivjuk approximéaciés sémanak.

JelOlés 4.2.1.: ha a € R™, akkor a-e; :=a1-e;1+ ... +am - €rm

Most tehat ebben az {e;};-, bazisban az E(Uy1]|X;) -et szeretnénk megbecsiilni oy - e4(X¢)-vel,
vegylik az Lo norma szerinti legkozelebbit:

oy = argmin E((Up1 — a - e(X4))?)

a
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Allitas 4.1.: Ha adott {etr}iy (t = 0,...,T) approximacios séma, akkor legyen A m x m-es
= E(et,i(Xt)et’j(Xt)) és bt = ]E(UtJrlet(Xt)). Ekkor ap ~ A;l . bt.

kovariancia méatrix melyre (At)ij

Biz.:

E(Ui1) = E(a - e(Xe)) =E(an - er1(Xe) + oo + m - e1,m(X1))
E(Upr1) = E(ag1 - e 1(Xe)) + oo+ E(m - em(Xt))

Tehat valoban

by = E(Ups1)E(ee(Xy)) = E(ar1 - €01 (X)) E(er(Xe)) + oo + E(arm - er,m(Xe) ) E(er(Xy)) =

E(o1 - en1(Xe))E(er1(Xe) + oo 4 €tm(Xe)) + oo + Eowm - €rm(Xe))E(er1(Xe) + oo + eem(Xy)) =

anE(ern (X)) Y era(X0) + oo+ an, Elerm(Xe) Y | er1(X1)) = - Ay
k=1 k=1

Az algorimtus sordn mindent becsiilni fogunk a minta alapjéan, tehat példaul A; szdmolésakor
N ) .

E(es;j(X¢)err(Xy)) helyett a mintak alapjan vett atlagot szamoljuk: = > (etvj(Xt(Z))enk(Xt(l))).
i=1

Ilyenkor A; helyett az Et jelolést hasznaljuk (és hasonloan jeloljiik a tobbi értéket is amikor a minta
alapjan vett atlaggal becsliink.)
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Klasszikus algoritmus:
1. Vegytlink minta szimulaciokat: (Xt(i))z;o i=1,..,N
2. Szamoljuk ki a Zt(i) és et’k(Xt(i)) értékeket minden ¢t =0,...,7 ; i=1,....N ; k=1,....,m -re

3. Adjuk meg A, -t minden t = 0,...,T -re és az inverziiket is szamoljuk ki.

4 dGp=2r Vi=1,..,N

FORt=(T-1),...,0:
- Y 11 N (2) (4)
=45 Z:lutJrl(Xt—H) cer( X))

Uy := max{zy, ay - €4}

5. RETURN

4.3. Kvantumalgoritmus az amerikai opciéra

A kvantumalgoritmusban a varhatéérték becslést szubrutinként hasznaljuk, hogy megbecsiiljiink né-
hany értéket, melyek (X;)-t6l fiiggnek. Jeloljiik N -pal a kvatnumos esetben sziikséges mintavételek
szamét, tudjuk tehat hogy N = O(c/e).

Mint lattuk a klasszikus esetben egy mintavételnek tekintettiink egy teljes (Xt(i))fzo mintaszimula-

ciot. Ennek a kvantumos megfelelGje tehat 2.3. alapjan az a P és Bx lesz, amire

BxP|0) = Z vp(z)|z) , ahol p(z) = P(X1 = 21)P(X2 = 22| X1 = 21)..P( X7 = 27| X711 = 27-1)

Alkalmazéasukkal tehat a Markov-lanc lehetséges realizacidinak szuperpoziciojat kaphatjuk (melyet
ha megmériink akkor az eloszlas szerinti mintavételt kapunk).
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Kvantumalgoritmus
1. Becsiiljiink meg minden Ele; ,(X¢)e; ;(X¢)] varhatoértékét (]\7 mintéaval) k,l =1,...,m
2. Ez alapjan hatarozzuk meg ﬁt -ket, és az inverziiket is
3. U := zr

4. FOR t = (T — 1),...,0:
Becsiiljitk meg E[fig11 - e, 1(X¢)] értékeket (k = 1,...,m) és hatarozzuk meg by -t
Q= At_l : Bt

Uy := max{zy, ay - €4}

5. RETURN 1o (E[X0))

Futasids Osszehasonlitas:

Jelolje Tsqmp azt az id6t, amit egy mintavételre kell forditani.
Klasszikus esetben N mintavételt csinalunk ez O(Tggmp-IN), majd Zt(i) és et,k(Xt(i)) kiszamoléasa
ugyan még megy O(N - T - m) id6ben, de A, kiszdmolasahoz kell O(N -T-m?). Az A, inverzének

kiszamolasa O(T - m¥), végil az &, értékek kiszamolasa O(N - T - m), igy a futésidé:
O(Tsamp N+ N -T-m?+T-m¥)

Kvantumos esetben pedig az Ele; 1,(X;)er1(Xy)] értékek becslésére O(Tsamp-N - T - m?) id6 kell. Az
At inverzeknek kiszdmolasa most is O(T - m¥). A b becslések O(Tsamp-N - T -m) id6ben mennek.
Végiil az utolsé lépésben is csindlunk egy varhatoértékbecslést, de az csak O(Tsamp-N ). A futasids
tehat:

O(Taamp - N -T -m? + T -m*)

Meggondolando, hogy a két algoritmusban lényegében ugyanazon lépéseket és becsléseket csinaljuk
(példaul A;-t klasszikus esetben atlaggal, kvantumos esetben az optimalis Kothari-O’Donnell mod-
szerrel becsiiljiik.). Igy ha ugyanolyan pontossagot akarunk elérni, mivel tudjuk hogy egydimenzios
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val6szintiségi valtozot ugyanolyan pontossaggal négyzetesen kevesebb mintaval tudunk becsiilni kvan-
tumos esetben mint klasszikusban, igy N :=+/N. Latjuk tovabbé, hogy klasszikus esetben elég volt
csak az algoritmus elején venni mintakat, azokat Gjra felhasznéltuk ellentétben a kvantumos esettel.
Illetve ha feltessziik hogy egy mintavétel konstans id6ben megtehets akkor a kvantumos algortimus
O(WN-T-m?+T-m®) a klasszikus O(N - T -m? + T - m*) helyett. Tehat ha kis id6tartamra nem
tal nagy approximécios sémaval dolgozva tekintjiik az amerikai opci6 problémét (azaz m << N és

T << N), akkor négyzetes gyorsitast érhetiink el.
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