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Bevezetés

Diffiziénak nevezziik azt a jelenséget, melynek sordn valami (legtobbszor molekuldk) a
nagyobb koncentrdci6ju helyrdl a kisebb koncentricigju felé dramlik. Ez torténik példdul,
amikor elkeveriink egy kandl szorpot egy pohar vizben. A difftizi6 folyamatat matematikailag
(tobbek kozott) parcidlis differencidlegyenletekkel modellezhetjiik, melyek fizikai torvényekbdl
(tomegmegmaradds, Fick-torvény) vezethetGek le. Azonban az igy kapott modellel nem
csak kémiai reakcidkat modellezhetiink, hanem sok minden madst is: populdciédinamikat,
jarvanyterjedést, ingeriiletvezetést stb.

A dolgozat elsé fejezetében Osszefoglaljuk a kozonséges differencidlegyenletek stabilitdsvizs-
gdlatdhoz sziikséges fogalmakat, majd a masodik fejezetben bemutatjuk, hogyan motivalhat6
pontosan a diffiziés modell, illetve 0sszefoglaljuk a stabilitdsvizsgdlathoz sziikséges ismereteket
parcidlis differencidlegyenletekre is, er§sen tdmaszkodva az [1] és [9] irodalmakra.

A harmadik fejezetben egy a [10] tanulmanyban publikdlt jarvanyterjedés modellezésére
alkalmazott kozonséges differencidlegyenletrendszert modositunk gy, hogy figyelembe vessziik
a térbeli kiterjedést is, tehat hozzdadunk a rendszerhez egy diffizids tagot. Megmutatjuk, hogy a
rendszer bizonyos feltételek esetén bioldgiailag j6lformalt, majd megvizsgdljuk, hogy hogyan

véltozik az egyensilyi helyzetek stabilitdsa 6ndiffizio illetve keresztdiffizié hozzdaddsa esetén.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

A dolgozatban egy mar publikalt kozonséges differencidlegyenlet-rendszert alakitunk at, diffuzios
tagot hozzdadva a rendszerhez, hogy a térbeli kiterjedést is figyelembe vehessiik. Ehhez
azonban sziikség lesz kozonséges differencidlegyenletek vizsgalatara is, hiszen az a rendszer
alapja, illetve a reakcid-diffuzio-rendszer tértdl fiiggetlen megoldésai is egy kozonséges autoném
differencidlegyenletrendszert elégitenek ki. Ezért elGszor 0sszefoglaljuk a stabilitdsvizsgdlathoz
sziikséges definicidkat, tételeket. Ez a fejezet felépitésében Britton [ 1] masodik fejezetét koveti,

definiciok é€s jelolések a [&], [9] irodalmakbdl is elGfordulnak.

1.1. Stabilitasi fogalmak
Az alédbbiakban az
u="fo (u,id) (1.1.1)

rendszer megoldésainak kvalitativ tulajdonsagaival foglalkozunk, ahol f € ¢*(M,R%) (M C R?

egyszeresen Osszefliggd tartomany, d € {2; 3}), vo. [8]).



1.1. STABILITASI FOGALMAK

Definicio.

Azt mondjuk, hogy az (1.1.2) rendszer valamely 1) : [t,, + co) — R? megolddsa stabilis,
ha

(i) van olyan ¢ > o, hogy minden u, € M fazistérbeli elem esetén, ha
Huo - ’lp(to)H <a

teljesiil, akkor az (1.1.1) rendszer ¢(-;u,) megoldésa értelmezve van a [t,, + o0)

intervallumon, és

(ii) minden € > o-hoz létezik § € (t,,0), hogy ha |ju, — ¥ (t,)|| < ¢, akkor

lp(two) —eb(to)|| <e (¢ >1o).

Egy szigortbb tulajdonsag az tigynevezett aszimptotikus stabilitas:

Definicio.

Az (1.1.1) rendszer valamely ) : [t,,00) — R megoldésat aszimptotikusan stabilisnak
nevezziik, ha stabilis, tovabbd alkalmas ) € (¢,,0), illetve tetszGleges, az ||u, — ) (t,)|| < n
feltételnek eleget tévs u, € M fazistérbeli elem esetén

lim [[p(tu,) — e (8)] =o.

t—+o00

A megoldés globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha -t tetsz8legesen nagynak valaszthatjuk.

\.

Definicio.

Azt mondjuk, hogy az (1.1.1) rendszer valamely 1) megoldésa labilis (instabil), ha nem

stabilis.




1.2. STABILITASVIZSGALAT 6

Azt mondjuk, hogy az (1.1.1) rendszer autonom, ha f csak az u-tdl fiigg, azaz f(u,t) = f(u).
Az
ua=fou (1.1.2)

autonom rendszer egyensiilyi pontjanak vagy egyensiilyi helyzetének nevezziik az u € M
fazistérbeli pontot, ha f(u*) = 0. Azt mondjuk, hogy u* egyensulyi helyzet (aszimptotiku-
san) stabilis, ha a

p(t)=u"  (t€ [t + 00))

megoldés (aszimptotikusan) stabilis.

1.2. Stabilitasvizsgalat

1.2.1. Linearis kozonséges differencialegyenletek

Linedris kozonséges differencidlegyenletekben a stabilitast el tudjuk donteni a rendszer Jacobi
métrixa sajatértékeinek vizsgalataval. Osszefoglaljuk a lehetséges eseteket [ 1] alapjan. Tekintsiik
a

U = au

alaku linedris differencidlegyenletet, ahol a € R\{o}. Ekkor az egyensilyi helyzet az u* = o

pont, és a stabilitdsa kétféle lehet:

* haa > 0: az u* = 0 megoldds instabil;

* haa < o: az ©* = 0 megoldas aszimptotikusan stabilis.
Ha a rendszer két- vagy tobbvaltozos, akkor a kdvetkezd alakban irhatjuk fel:
u = Au,

ahol A egy (d x d) méretdi métrix. Ebben az esetben a 0 € R? egyensiilyi helyzet stabilitdsat az
A matrix sajatértékei dontik el, pontosabban azok valds részének elGjele. A kovetkezd esetek

fordulhatnak el6:
* minden sajatérték valds része negativ: a () aszimptotikusan stabilis;
» az egyik sajatérték a 0, és a tobbi sajatérték valds része negativ: a 0 stabilis;

* ha létezik pozitiv valds részd sajatérték: a 0 instabil.
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1.2.2. Linearizalas

Az aldbbiakban az (1.1.2) autoném rendszer u* egyenstilyi helyzetének stabilitdsat vizsgaljuk

a linearizalas moédszerével.

Az (1.1.2) rendszer u*-ra vonatkozo elsé variacios rendszerének nevezziik az

S =92AS

linedris rendszert, ahol 2( := f'(u*). Ha az (1.2.2) rendszer karakterisztikus polinomja
stabilis, azaz az 2l matrix minden sajatértékének valds része kisebb, mint nulla, akkor az
u* egyenstlyi helyzet aszimptotikusan stabilis. Ha a sajatértékek kozott van olyan, aminek

a valos része pozitiv, akkor az u* egyensulyi helyzet instabil.

. J

Tehat a stabilitds eldontéséhez matrixok spektralis tulajdonsdgait kell majd vizsgdlnunk. Egy
sziikséges és elégséges feltételt ad a Routh-Hurwitz-kritérium valamely matrix karakterisztikus
polinomjanak stabilitdsara.

Tétel (Routh-Hurwitz kritérium).

Legyend € N, 0 < a,,a,, ... ,aq € R, tovdbba

p(2) = ag2 + ag_ 2P+ ...+ a1z + aq, (z € C).

A p polinom stabilitdsanak sziikséges €s elégséges feltétele, hogy a

a, a, 0 o ... o
a a a a ©oo (6]
3 2 1 o
H, = (ap =0,hak >n)
Qop—1 OGop—2 Qop—g Oap—y ... 0p

Hurwitz-matrix féminorjai pozitivak legyenek.

1.2.3. Ljapunov-fiiggvény

Ha a linearizalds nem miikodik (tdl bonyolultak a sajatértékek, vagy valamelyik sajatérték
nulla), masféle eszkdzokkel is vizsgalhatjuk a stabilitast, példaul Ljapunov-fiiggvény keresésével.
Ennek a médszernek a segitségével a lokdlis stabilitdson til globdlis stabilitdst is beldthatunk. A

kovetkez$ definicidkra lesz sziikségiink ([9] alapjén):
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Definicié (Lie-derivalt).

AV € ¢ (M,R) fiiggvény (1.1.2) rendszer szerinti derivdltjanak, vagy f vektormezd

szerinti derivdltjanak nevezziik a

d
Vi=VV-t=) V- fi: MR

k=1

fiiggvényt.

Definici6 (Ljapunov-fiiggvény).

Az (1.1.2) autoném rendszer Lyapunov-fiiggvényének nevezzikka V' € €' (M R) fliggvényt,
ha

Vi(r) <o (x e M).

2 L 2

A kovetkezd tételek segitségével kovetkeztethetiink egyensulyi helyzetek stabilitdsara, ha

taldlunk a rendszerhez egy Lyapunov-fiiggvényt:

Tétel (Ljapunov).
Tegyiik fel, hogy a V' € €'(M,R) fiiggvény az (1.1.2) rendszer egy Ljapunov-fiiggvénye.
Ekkor az

Nl ={zeM|V(z)<c, ceR

halmaz az (1.1.2) rendszer egy pozitivan invaridns halmaza.
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Tétel (Ljapunov).

Tegyiik fel, hogy a V' € €*(M,R) fiiggvény egy Ljapunov fiiggvénye az (1.1.2) autoném

rendszernek. Legyen T a rendszer egy egyensulyi helyzete, azaz f(Z) = o. Ekkor

e ha
V(Z) =o, és Viz)>o (x #T,x € M),

akkor az ¥ egyenstlyi helyzet stabilis.

e ha
V(z) =o, és V(z) >o0 (x #T,x € M),

és emellett
Vi(T) =0 és Vi <o (x £T,x € M),

akkor az T egyensilyi helyzet aszimptotikusan stabilis, és ha N kompakt, akkor N

benne van az T vonz4si tartomanydban.

.

—

Tekintslik az aldbbi [|]-ben publikélt rendszert:
= v+ uh(u,v), v = —u + vh(u,v),

ahol h folytonos az origé egy kornyezetében, és h(0,0) = o. A linearizalt rendszer egy

centrum az origé koriil. Tekintsiik a
V(uw) = u®>+v° ((u,v) € R?)
Ljapunov-fiiggvényt. Ez pozitiv definit fiiggvény, és
V = 2u(v + uh(u,w)) + 20(—u + vh(u,v)) = 2(u® + v?)h(u,w) ((u,w) € R?)

Tehat ha h negativ definit, akkor az origd aszimptotikusan stabilis, és ha pozitiv definit,
akkor az origd instabil. Igy egy globilis képet kaptunk a fazisportrérél a Ljapunov-fiiggvény

felhasznalasaval.




2. fejezet

Reakcio-diffiizio-differencialegyenletek

2.1. A diffizio modellezése

Reakci6-diffizié rendszerek gyakran parabolikus parcidlis differencidlegyenlet-rendszerekkel
modellezhetGek. Nem csupdn kémiai reakciok irhatdk le ilyen médon, hanem példdul az
ingeriiletvezetés, ragadozd-zsdkmaény rendszerek populdcidjanak alakuldsa, vagy jarvanyok
terjedése. Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy hogyan motivélhat6 a diffiziénak ez a fajta
modellezése, majd mutatunk két példat diffizidval kiegészitett autoném rendszerre. Ezutén a
diffazids rendszer kvalitativ tulajdonsdgainak vizsgalatdhoz sziikséges tételeket foglaljuk Ossze.
Ez a fejezet Britton [1] 4., 5. (definicidk, tételek) illetve 3. (példék) fejezete alapjan késziilt.

Tegyiik fel, hogy a kémiai reakcié modellezéséhez nem csak az anyagbdl jelen 1évG mennyiséget,
hanem az anyagok térbeli kiterjedését is figyelembe kell venniink: a kémiai reakcié példdul
egy szakaszonszént sima peremmel rendelkezd, {2 tartomanyon beliil jatszédik le, ami lehet
példaul egy kémcsd, amelynek hatdrdn keresztiil nincsen migracid. Ekkor a rendszert az alabbi

reakcid-diffuzid-differencidlegyenlet irja le:
ou=DAu+fou (2.1.1)
homogén Neumann-peremfeltétellel (a tartomany hatdrdn at nincs migracio):
(n-Vou(rt) =0 ((r,t) € 02 x R), (2.1.2)
és nem-negativ (nem azonosan zérus) kezdeti feltétellel:
u(-,t) =u,(-) ((r,t) € 2 x{o}), (2.1.3)

ahol D pozitiv definit diffizi6s matrix, tovibbd u a valtozok vektora. Az u vektor lehet példaul

egy kémiai reakcioban részt vevs anyagok koncentracidjanak vektora.

10
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Az aldbbiakban megmutatjuk, miként motivédlhaté ez a modell. Ha j jeloli a populdciéban az

egyedek térbeli dramlési sebességét, akkor Fick elsd torvénye szerint
j=-DVu. (2.1.4)

A negativ elGjel — azaz hogy az egyedek aramldsa strlséggradiensiikkel ellentétes irdnyud —
arra utal, hogy a diffuzi6 a sdrdség kiegyenlitésére irdnyul. A slrliség definicija szerint a

tetszGlegesen rogzitett {2 térrészben a populécié szereplinek mennyisége

J ug(r,t) dr

Q

A tdomegmegmaradas torvénye kovetkeztében a populdcié k-adik szerepldje (2-beli mennyiségének
1débeli véltozasara a

d
— dr = o dr — ] dF 2.1.5
dtJQuk(r,t) ' Jg(fk w)(r.4) dr Lgyk(r,w 2.15)

Osszefiiggés teljesiil, ahol az f; sima fliggvény jeloli a populdci6 szereplGinek forrassirtiségét,
azaz az anyag keletkezésének litemét: ha az (2 térrészen beliil a populdcié k indexd szereplGjének
lélekszama novekedik, akkor pozitiv elGjeld (forras), ha fogy, akkor negativ eldjeld (nyeld).

(2.1.4)-et (2.1.5)-be helyettesitve, valamint alkalmazva a GauB3-Osztrogradszkij-tételt (2.1.5) az
JQ (Owu — frour —V « DiVuy) =0
alakba frhat6. Tekintve, hogy (2 tetszSlegesen rogzitett, az integrandus folytonossdga alapjén:
Oug — froup —V + DiVuy, = o.

Feltételezve, hogy a D diffizids métrix nem fiigg az anyagok koncentraci6jatdl ( u-tdl), kapjuk a
reakcié-diffuzié differencidlegyenletek (2.1.1) alakjat.

Az f fliggvényt kiilonféle jelenségek modellezésekor kiilonbozSképpen kaphatjuk meg, egy
kémiai reakci6 esetében példaul vegyiik a lent lathaté reakciot:

1

mA +nB pC'

ahol A,B,C areagensek, k,,k_, konstansok, m,n,p pedig azt jeloli, hogy a reakciéban hany
tomeghatds torvénye alapjan

dLA) _— 4Bl dC)
m% = —k,[A"[B]" + k_,[C]" = HW = _pW.

Tehat példaul kémiai reakciok esetén, a reakcié pontos ismeretében a tomeghatds torvényének
segitségével megkaphatjuk az adott reagens forrasstriségét.

A kovetkezSkben két példat mutatunk reakcid-diffizid-differencidlegyenletre.
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2.2. Lotka-Volterra-modell

Lotka 1920-ban felvetett egy kémiai reakciét modellezd rendszert, melyben oszcilldlé meg-
old4sok jelentek meg. 1926-ban Volterra ugyanerre a rendszerre jutott, amivel egy olyan
ragadoz6-zsdkmany-rendszert modellezett, mely oszcilldciét mutatott.

A Volterra éltal tanulmédnyozott populdcié fitoplanktonokbdl, mint ragadozo, illetve evezGlabu
rakokbdl, mint zsakmdny allt. A ragozok mennyisége P, a zsdkmanyé . A modell ezek-
nek a planktonoknak a szdmédban mutatkoz6 oszcilliciét modellezi, melyet az Adriai-tenger

populdcidjaban figyeltek meg. A Lotka-Volterra-modell a kovetkezSképp irhato le:

oP

~— =a,P—B,P—~PH,

5 = 54 Y

OH

== eyPH + a,H — f3,H. 2.2.1)

Tehét feltessziik, hogy a sziiletési és haldlozdsi ratdk ardnyosak a jelenlévd plankton mennyiségével.
Itt a,,c0, > 0 a sziiletési ratdk, v > o a ragadozds mértéke, (3,,5, > o pedig a természetes
haldlozas ratdja. Feltessziik, hogy a, > 3, > 0, és a, < [3,.

A rendszernek két egyensulyi helyzete van:
P=H =o,

illetve

P:PS::M7 H:HS;:M.

e

Azu:= P/Ps,v:= H/Hg, T := (ozj— B.1)/t jelolések bevezetés?ével az (2.2.1) rendszer igy
modosul:

tw=u(1—v), 0v=av(u—1), (2.2.2)

ahol a := (f, — a,)/(a, — (,). Ehhez a rendszerhez hozzdadva a diffiziés tagot, egyenld

diffazids egyiitthatokkal, kapjuk a kdvetkezd reakcio-diffizié-rendszert:
i =u(1—v)+ DV?u, v =av(u—1)+ DVZv. (2.2.3)

Murray a kovetkezd tételt bizonyitotta be a (2.2.3) rendszerrdl:

Tétel (Murray [ ]).

A (2.2.3) diffuzids Lotka-Volterra rendszer egyenld difftizids egyiitthatokkal €s feltéve, hogy
a tartomdny hatdrdn keresztiil nincs migrécid, egy térben egyenlGen eloszlott dllapothoz

tart, ahogy t — oo.

Tehét emiatt a difftzidval kiegészitett rendszer nem alkalmas olyan jelenségek modellezésére,

ahol jellemzGen a fajok kiilonb6zd foltokban vannak jelen.
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2.3. Veszettség terjedését modellezo rendszer

Egy masik példaként tekintsiik Kermack és McKendrik (1927) virusterjedést modellezé
rendszerét. Tekintsiink egy IV egyedbdl 4ll6 populacidt, ahol S a betegségre fogékonyak szdma,
I a fert6zottek, R pedig azok, akik el lettek tdvolitva a kozosségbdl valamilyen médon, izoldcié
vagy haldl éltal. A rendszer a kdvetkezSképp néz ki:

oS ol OR
E__BIS7 5—515—717 ot

Mivel ebben a rendszerben az R fiiggetlen az elsG két rendszertdl, ezért S és [ ismeretében

= 1. 2.3.1)

intergrdldssal megkaphatjuk R-et is, tehat egyszertibben:

88? = —pIS, (Zé =pIS —~I (2.3.2)
Killén €s tarsszerzdi kiegésztették a fenti rendszert egy diffizids taggal a veszettség terjedésének
modellezésére. A veszettség hordozoi féleg rokdk, akik ha egészségesek, tobbnyire a sajat
teriiletiikon maradnak, azonban ha veszettek, nagy tdvolsdgokat tesznek meg é€s megtdmadnak
mds rokdkat. Ezért ebben a modellben csak a fertzottek esetében vessziik szamitdsba a diffizié
hatését, a fogékonyakndl nem. Tehdt a diffuzidval kiegészitett rendszer ([ 1 1]):

(‘?)f = —pIS, gﬁ =pIS —~I+ DV?] (2.3.3)
alaku, ahol [ és S a fert6zottek és a fogékonyak strdsége. Jarvanynak nevezziik azt, amikor
a fert6zottek egy csoportja bekertil a fogékonyak kozé. A jarvany el6tt és utdn a fert6zottek
strtiségét O-nak feltételezziik. Legyen a fogékonyak strdsége a jarvany elétt S,. Az el6z6
példdhoz hasonldan étirva a véltozékat: u := S/S,,I = /S, az aldbbi rendszert kapjuk:

0 0

a—? = —uw, a—lt) =uv —rv + V3v, (2.3.4)
ahol r = ~/3S,.

Haladé hulldam tipust megoldast keresiink v = u(x + ct), v = v(x + ct) forméban, valamely

konstans ¢ hulldm sebességgel. Ezt (2.3.4)-be beirva kapjuk:
cu' = —uwv, cv' =uv—rv+v”, (2.3.5)

ahol a vessz§ differencidldst jelent £ = x + ct szerint. Tovabbi szdmoldssal megkaphato,
hogy a fenti formédban keresett hulldim nem létezhet, ha r > 1, és ha r < 1, akkor barmely
¢ > 24/1 — r-re 1étezik egy jarvanyhulldm. A jarvany kialakuldsa tehat megakadalyozhatd, ha
r-et 1 felé tudjuk novelni, amit S, azaz a fogékonyak csokkentésével érhetiink el, példdul kerités,

vagy valamilyen akaddly megépitésével.
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2.4. Osszehasonlitasi tételek

A reakci6-diffizié-rendszerek kvalitativ tulajdonsdgainak vizsgédlatdhoz 6sszehasonlitasi
tételeket is fogunk haszndlni, ugyanis ezek segitségével egy adott rendszer megoldésaira tudunk
als6 vagy felsé korlatot mondani. ElGszor osszefoglaljuk az 0sszehasonlitési tétel kimonddsdhoz
sziikséges definiciokat, tételeket a skaldris, azaz egyvéltozds esetben, majd a tobbvaltozos

esetben is.

2.4.1. Skalaris reakcio-diffazio-differencialegyenletek

Ha az u vektornak csak egy komponense van, a (2.1.1) - (2.1.3) reakcid-diffuzio-
differencidlegyenlet-rendszer egyetlen egyenletre redukalddik, D > o diffuzids egyiitthatval.
Legyen {2 C R" ugyanigy egyszeresen Osszefiiggd, szakaszonként sima peremmel rendelkezd

tartomdny, D € R, f € €'. Ekkor az egyenlet
Ou=DAsu+ fou (2.4.1)
alakd. A homogén Neumann-peremfeltételek (a tartomdny hatardn at nincs migracio)
(n- Vi)u(x,t) =0 (x,t) € 902 x RY), (2.4.2)
alakudak, és a rendszerhez nem-negativ (nem azonosan zérus)
u(+,t) = uo(+) ((x,t) € 2 x {o}) (2.4.3)
kezdeti feltételt irunk elS. A (2.4.1) egyenletet az
Nu =0 — DAwu— fou=o, (2.4.4)

alakba frhatjuk, ahol /V nem feltétleniil linedris operéator.
A kovetkezs tételeket és definicidkat ([1]) szintén fel fogjuk haszndlni reakcié-diffizo-

differencidlegyenletek elemzéséhez. Néhany jelolés: Legyen (2 adott térbeli tartomany. Ekkor

Qr:= 2 x (0T,
Sy = 2 x{o},
St:= 2 x{T},
I':= 0f2 x (0,00).
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Definicio.

A (2.4.1)-(2.4.3) vegyes feladat egy dltaldnos szubmegolddsa egy w fiiggvény, mely Q7-n
folytonos, illetve a megfelel§ derivaltjai is folytonosak Q)7 U Sp-n, ezen kiviil

o Nu<o,és

e 1(x,0) < uy(x), illetve

e (n-Vyu(xt) <o.
Azt mondjuk, hogy v egy szubmegoldds, ha

v(xt) = max w(x,t),

altalanos szubmegoldasok valamely « , ¢ = 1,...,p halmazdra. A szupermegolddsok

hasonlé médon vannak definidlva, forditott irdnyd egyenlGtlenségekkel.

.

Definicio.

Legyen (2 C R™ tartomany. Azt mondjuk, hogy x € 0f? teljesiti a belsd-gomb-
tulajdonsdgot, ha 1étezik megfelels p € (2 és r > o, ugy, hogy

B(pr)c 2, xedB(pr),

ahol B(p,r) a p kozéppontd, r sugard gomb.
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Tétel (Maximum-elv a Neumann-peremfeltétel esetén; Nirenberg [ ]).

Legyen u egy Q7-n folytonos fiiggvény, mely megfelels derivéltjai szintén folytonosak

Q7 U Sp-n. Tegyiik fel, hogy u-ra teljesiil
0y — DAywu — h(x,t)u < o (x,t) € Qr U S,

és u < 0 az S,-n, ahol K tetszGleges feliilrdl korlatos fiiggvény.
Ha emellett
Bu < o, xel

és Qr teljesiti a bels§-gomb-tulajdonsagot a I minden pontjdban, akkor
(] S 0, (X7t) S QT'
Ez a tétel gyenge véltozata. Az er6s maximum-elv azt is kimondja, hogy vagy

e u < o0aQ@rUSr-n, vagy pedig

e u =o0aQ USy-n, valamely t* < T'-re.

A maximum-elvnek egy fontos kovetkezménye az alabb ldthaté Osszehasonlitési tétel, melyet

fel fogunk hasznalni késébb a dolgozatban:

Tétel (Osszehasonlitasi tétel).

Legyenek wu, @ dltaldnos szub-€s szupermegoldédsai a megfelelS vegyes feladatnak. Tegyiik

fel, hogy f egyenletesen Lipschitz-folytonos, és ()1 teljesiti a belsG-gomb-tulajdonsagot.
Ekkor

u<i a Qr halmazon.

Ez a tétel gyenge véltozata. Az erGs Osszehasonlitdsi tétel emellett azt is kimondja, hogy

vagy
e u < @ aQ@r U Sp-n, vagy

o u =1 a) USy-n, valamely t* < T-re.
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@ Példa.

Az Osszehasonlitasi tétel egy alkalmazdsahoz tekintsiik a Fisher-egyenlet [7] dimenzi6-

mentes alakjat:

8tu - U,(l - U) + axxv (J’.at) € QT U ST>
u(0,2) =uo(z), €S8, 0L u(r) <1,

Bu(xz,t) =b(x,t), (xt)el, o<bxt)<c(xt),

ahol u, és b folytonos fiiggvények. Legyen u(z,t) egy megolddsa ennek a feladatnak.
Ekkor ha alkalmazzuk az 6sszehasonlitdsi tételt az u = o és & = u fiiggvényekre, kapjuk,
hogy u(x,t) > o. Ha mégegyszer alkalmazzuk a tételt, ebben az esetben u = u, @ = 1-re,

kapjuk, hogy u(x,t) < 1, tehat o < u(x,t) < 1.

2.4.2. Tobbvaltozos reakcio-diffazio-differencidlegyenletrendszerek

Kordbban l4ttuk a maximumelvet és 0sszehasonlitasi tételt, egy egyenletbdl all6 nemlinedris
differencidlegyenletekre. Ezek az eredmények kiterjeszthetGek rendszerekre is, azonban néhany
szigoritdsra sziikség van, és kicsivel gyengébb eredményt kapunk.

P Definicio.

Legyenu,v € R™. Ekkoru > v, habarmely i = 1,2, ... m indexre u; > v;. Mds relaciok

és operatorok ugyanigy, koordindtdnként vannak definidlva, pl. max, min, inf, sup.

S Definicio.

Az f(u) fliggvény kvdzi monoton nem csokkend, ha minden f;(u) komponens nem csokkend

minden u;-ben, ahol j # <.

Most mar kimondhatjuk az 6sszehasonlitasi tétel rendszerekrdl sz616 véltozatat:
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Tétel (Osszehasonlitasi tétel rendszerekre).

Legyenek u, @ édltaldnos szub- és szupermegoldasai a kezdetiérték-peremfeltétel feladatnak.

Emellett tegyiik fel, hogy f egyenletesen Lipschitz-folytonos és kvdzi monoton nem

csokkend, illetve Q7 teljesiti a bels§-gomb-tulajdonsagot. Ekkor
u<i@  a Qp halmazon.

Ez a tétel gyenge véltozata. Az erGs Osszehasonlitdsi tétel emellett azt is kimondja, hogy
vagy
e u<iia@rUSr-n, vagy

e u=1a@) USp-n, valamely t* < T-re.

2.5. Stabilitasvizsgalat

2.5.1. Linearizalas

Ebben a fejezetben tértdl fiiggetlen dllandémegoldédsok stabilitdsat fogjuk vizsgélni linariza-

lassal. El6szor definidljuk a stabilitasat egy tértdl fiiggetlen megolddsnak ([8] alapjén):
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P Definicio.

Azt mondjuk, hogy a (2.1.1)-(2.1.3) vegyes feladat egy v : 2 x R — R? megolddsa

e stabilis, ha

(i) van olyan o > o, hogy a (2.1.1)-(2.1.3) minden olyan ¢ megolddsa, melyre
teljesiil, hogy

1% (1) = @ () < o,
értelmezve van az 2 x (0,00) tartomdnyon, és

(ii) minden € > o-hoz létezik § € (0,0), Ggy, hogy ha
%(-) — Po(-)]| <,
akkor
1% (1) = Do (1) <e (t>0)

e aszimptotikusan stabilis, ha stabilis, és 1étezik olyan n € (0,0), hogy a (2.1.1)-(2.1.3)
vegyes feladat minden ¢ megoldésara, melyre ||¥,(-) — @, (-)|| < o, az is teljesiil,
hogy

Jim ([[&(-,8) — @ (-,8)]]) = o.

Feltessziik, hogy u = o egy egyensulyi helyzete a rendszernek (ha nem, akkor eltoljuk),
és az origd koriil linearizalunk. A kezdeti feltételek és a peremfeltételek ugyanazok. Ekkor a

linearizéalt rendszer az alabbi:

fﬁtv:D-Aerrle (rt) € 2 xRY,

(n-V)v(rt) =0 (rt) € 002 x R, (2.5.1)

v(r,0) = v,(r) (r,t) € 2 x {o}.

\

ahol 2 az f fiiggvény Jacobi-matrixa az egyensilyi helyzetben, ebben az esetben az origéban.

A Fourier-mddszert haszndlva kereshetjiik az (2.5.1) rendszer megoldésait az aldbbi alakban:
Alrt) =¢(r)-p(t)  (rt) € 2 xR]),

ahol
P(r): 2 =R, ill. p:RF - R3
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teljesiti, hogy

p=l—AD)p (2.5.2)
és
A = =\, a—w =o. (2.5.3)
on 00

Ez alapjan az (2 tartomdnyon a (2.5.1) feladat megoldasai a kovetkezGképp néznek Kki:

A(rt) =) tn(r)exp(At)¥,,  ((rt) € 2 xRY)
(v.6. [6]), ahol minden n € N,-ra
A, =A— N\, D, A,, = J Vo (1) ¥, (r) dr
Q

és A\, az n-edik sajatértéke a minusz Laplace operdtornak, az {2 tartomanyon, homogén Neumann-
peremfeltétellel, ezenkiviil az (2.5.3) egyenlet megolddsa, 1/,, a hozza tartozd sajatfiiggvény.
Tudjuk (cf. [5]), hogy

0=X <\, <A, < ... <)\, — +0 (n — o0) (2.5.4)

és a kiilonboz4 sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvények egymasra merdlegesek.

Tétel (Casten és Holland [ ]).

e A (2.5.1) linearizalt rendszer nullamegolddsa homogén Neumann-peremfeltétellel

globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha minden n € Nj-ra az 2, métrix minden
sajatértékének valds része negativ. Ezen kiviil 1étezik K ,w pozitiv konstans, ugy,
hogy minden ¢ > o-ra

1x(-t)]| < Kem* Jug ()]

e A (2.5.1)linearizalt rendszer nullamegolddsa stabil, hamindenn € Nj-raaz2l,, matrix

minden sajatértékének valds része nem-pozitiv, €s nincsen tobbszoros sajatérték.

e A (2.5.1) linearizélt rendszer nullamegolddsa instabil, ha az 2, métrixnak 1étezik

pozitiv sajatértéke, vagy a nulla kétszeres sajatérték.

. J

Ha a D matrix skaldrmétrix, azaz D = dI, akkor lathat6, hogy a diffizié nem destabilizdlhatja
anullamegoldast. A kovetkezd tétel mondja ki, hogy hogyan fiigg 6ssze a linarizélt és a nemlinedris

rendszer stabilitasa:

Tétel (Casten és Holland [ ]).

Az (2.1.1) rendszer nullamegolddsa aszimptotikusan stabilis, ha a (2.5.1) linearizélt

rendszer nullamegolddsa aszimptotikusan stabilis.
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Tehét [1], [3] alapjan az u egyenstilyi helyzet aszimptotikusan stabilis, ha minden n € N,-re az
21, matrix Hurwitz-stabilis, illetve U instabil, ha valamely n € N, indexre 2(,, egy sajatértékének

valos része pozitiv.

2.5.2. Lyapunov-fiiggvény

Egy mdsik médja a stabilitds eldontésének Lyapunov-fiiggvény keresése. Ha taldlunk a
rendszerhez megfeleld fliggvényt, beldthatjuk akdr a globdlis aszimptotikus stabilitdsit az

egyensulyi helyzetnek.

De Mottoni és Rothe a kovetkez6 ragadoz6-zsakmany tipust rendszert tekintették [12]:

Oru = h(u)(f(u) —a(v)) + D, V?u,
o = k(v)(—g(v) + b(u)) + D, V3v,

homogén Neumann-peremfeltétellel, ahol h,k > 0 a (0,00)-en, f szigorian monoton
csokkend, a,b,g pedig szigortian monoton novekedd. Feltették, hogy 1étezik egy 2 invaridns
halmaz a pozitiv kvadransban, és hogy létezik X belsejében egy (us,v,) egyensilyi helyzet,

és hogy (a(v) — a(vs))/k(v) illetve (b(u) — b(us))/h(u) monoton névekvs X'-n beliil.

Ekkor

egy Lyapunov fiiggvény a tértdl fiiggetlen rendszerre, €s

Viuw) = JQ V(u,v)dx

pedig egy Lyapunov-funkcional, melyre dV/dt negativ definit a diffizids rendszer esetén.
Korabban, a kozonséges esetben lattunk példat kvadratikus Lyapunov-fiiggvényre. Egy masik

nagyon jellegzetes Lyapunov-fliggvényre példa a kovetkezd:
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g Példa.
A [15] tanulmédnyban Xie az aldbbi hdarom egyenletbdl 4ll6 reakcid-diffizié-rendszert
tanulmdnyozta:
atul = Ax[(k11 + k12u2)u1] + ul(dl - b11u1 - b12“2);
Oty = Axl(karty + koo + Kogtig)uo] + s (dy + oyt — boptts — bogug),  (2.5.5)
Orug = Axl(kgotts + kgg)ug] + ug(dy + bgous — byguy),
ahol (x,t) € £2 x R, homogén Neumann-peremfeltétellel és nemnegativ kezdeti értékek-
kel:
n-Vyu(xt)=o0 i=1,23, (x,t) € 02 xR.
( ) wi(x,t) 3, (x,t) 25.6)
ui(x70) = uio(x) P = 1,2,3, T € $2.
Tekintsiik eldszor csak a (2.5.5)-beli kinetikus rendszert:
U, = u,(d, — b, u, —bou,) =, - gy (uy,u,),
Uy, = u2(d2 + byt — bty — bzgug) = Uy gz(ulauzauga) (257)
Uy = Ug(dy + byt — bygusy) = Uy - gy (Us,ug).
A fenti rendszernek akkor van pozitiv egyensulyi helyzete, ha
b32d1b23 + d1b22b33 + b12d3b23 > b12b33d27
bysbiids + bysboydy > dyby by,
Legyen U = (,,u,,u;). Ekkor
p— ml —_ m2 _ m
U, = i U, = U Uy = MP’, (2.5.8)

ahol
m, = b32d1b23 + d1b22b33 + b12d3b23 - b12b33d27

my = b33b11d2 + b33b21d1 - d3b11b237
ms = b11b32d2 + b21b12d3 + bnbzzdg + b21b32d17
M = b11b32b23 + b11b22b33 + b21b12b33-

Xie bebizonyitotta a kdvetkezdt:

Tétel Xie[ ])
Az (2.5.7) rendszer (2.5.8)-ban definidlt u egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabilis. ]

Biz. A rendszerhez Lyapunov fiiggvény a kovetkezs:

Viu) = (ul—ﬂl —ﬂlln%—i)—i-
—I—p(m—%—mln%—z) —|—q(u3_ﬂs_ﬂgln%)’

3



2.5. STABILITASVIZSGALAT 23

ahol
b12 o b12b23

p = 7 q - b21b32‘

b21
Ekkor V(1) = 0,V (u) > o, hau # u. Kiszdmitva V' id§ szerinti derivaltjat, azt kapjuk, hogy

o,V = (1—%))111+p<1—%))u;+q(1—%)>ué:

= (ul - ﬂl)gl(u17u2) +p(u2 _ﬂz)g2(u1au2au3) + Q(U3 _ﬂg)gl(uzaug)‘

Mivel ¢, (T, ,u,) = o, és hasonléan g,,g,-ra, ezért

OV = (uy =0, (=bu (U =) — o (U, — ) )+
(s —Us) (b (Uy — 1) — boo (s —Us) — bog(uy —73) )+
+q(uy —5) (byo (s — Us) — byg(uy — 1)) =
= — (buaus =) + (o — Phon) (s — ) (U — W) + Phos (1, — ,)?) —
— ((Phay — abya) (wz — W) (uy — Uy) + qbyy(uy —y)?)

— — bi2bagd —
= - (bn(uq —T,)* + bl;&(uz — )% + A(ug - ug)z) <

21 21b32 -

IA
I
q
5
I
=
v
+
‘&
N
S
N
™
+
‘&
w
S
w
™

ahol
b12b22 b1zb23b33
bbby O

Tehéat 0;V < o, u # u. A Lyapunov-LaSalle invariancia tétel ([9]) alapjan u aszimptotikusan

o := min{b,,,

stabilis.
[ |

A kinetikus rendszerre vonatkoz6 Lyapunov fiiggvény a difftiziés rendszerhez is hasznos:

Tétel (Xie[ 1)

Ha k;; = o, 7 # j, azaz ha csak o6ndiffiizi6 van jelen, akkor a (2.5.5) reakcié-diffizié

rendszer (2.5.8)-ban definidlt u egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabilis.

Biz.
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Legyen a W fiiggvény a kovetkezs:
W(t) .= J V(u(x,t))dx,
I7)
ahol V' (u(x,t)) az (2.5.2) alapjan definidlt. Kiszamolva W id§ szerinti derivaltjat, kapjuk, hogy

r

atW - VXV . atu dx =

(ke Axty + Uy Gy, Koo Aty + Us o kgs Aty + ugg5,) dX =
_ J <k (1 _ “1> Axu1> dx+J » <k <1 _ “) Axu2> dx+
o} Uy 0 Uz
+J q <k:33 <1 — u3> Axu3> ,dx +J 0V dx.
o} Us 02

A Green-tételbdl kovetkezik, hogy
J_Q (k” (1 N %) AXui) dx =

U;

= J k?z (1 — Ul> (n . VX) U; ds —J k:uVX (1 — > . qui,dX =
an Uj ) U

- _J k11ﬂiu;2|vxui|2 S 0
(0]

Mivel 0,V < o, ezért | 0,V < o. Tehat, 9,W < o, igy a Lyapunov-LaSalle kritérium ([9])

Q
alapjan a (2.5.5) rendszer u egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabilis.
|



3. fejezet

Egy jarvanyterjedést modellezo
reakcio-diffuzio-

differencialegyenletendszer

3.1. A rendszer ismertetése

A [10] tanulményban a szerzk a kdvetkezd jarvanyterjedés modellezésére alkalmas SIS autoném

differencidlegyenletrendszert tekintették:

aS1
E = ¢YS+kl—0gxE = f,(S.E,I), (3.1.1)
, aST

= g nl=BI=6I = [(SE).

Itt a pont a ¢ id§ szerinti derivalast jeloli; S(t) > o és I(t) > o jeloli a betegségre fogékonyak és

S = M-

a fertézottek szdmat a ¢ idGpillanatban. Az ezektdl fiiggetlen £ > o véltozo reprezentélja az
oktatottak vagy a betegség ellen beoltottak szamat. A szerzdk feltették, hogy v < a. A pozitiv

paraméterek jelentése az (3.1.1) rendszerben az alabb lathat6:

Paraméter Jelentés
A a fogékonyak sziiletési ratdja ,
O a k faj haldlozasi ratdja,
a a transzmisszids egyiitthat6 a fogékonyakbdl a fert6zottekbe
I6; a gyégyuldsi rata
Y a fogékonyak oktatdsi ratdja
K a fert6zottek oktatdsi ratdja

25
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A [10] tanulmdnyban a szerzSk tobbek kozott beldttak, hogy a (3.1.1) rendszer bioldgiailag
jolformalt, azaz minden olyan megoldds, mely R3-bdl indul, pozitiv marad minden ¢ > o-ra,

illetve korlatosak, tehat az alabbi halmaz invarians:
Q:={(S,EI)eR3: S+ E+1I+¢,barmely ¢ > o}. (3.1.2)

Ezen kiviil azt is beldttak, hogy a (3.1.1) rendszernek kett§ egyenstilyi helyzete lehet, az egyik a
pozitivan invaridns halmaz hatirdn: (betegségmentes egyensulyi helyzet)

A At O)
ds + 1 dp(0s + 1)’

&y = (Sp, By, Lp) = (

minden lehetséges paraméterre, illetve egy endemikus egyensulyi helyzet &, = (S, FE.,l.) az

alabbi koordinatakkal:

g _ A(B+ 01 + k)
“ aldr+R)F B+ H+R) Y+ g — 6 —K)

és
I - Ma—5—96r—k)
albi+R)+ B+ +R) g —0r—r+1)]

illetve

1 B akA + X(B +0r + k) (¢ — K)
B = Gy ) = G T /) T (B4 61 + R)(0s — 61— D))
ahol

k<a—fB—0 (3.1.3)

teljesiil, ezen kiviil &, globdlisan aszimptotikusan stabilis, illetve instabil, ha (3.1.3) nem teljesiil,

illetve teljesiil. Ha &, 1étezik, akkor globdlisan aszimptotikusan stabilis.

Ha figyelembe vessziik, hogy a populdci6 tagjai véletlenszeriien mozoghatnak egy kétdimenzids
sikon, akkor a jarvany terjedését egy reakcio-diffizio-differencidlegyenletrendszerrel jellemez-

hetjiik, a (3.1.1) rendszerhez egy diffiziés tag hozzdaddsaval:

S = dgsArS +dspAE + f,(S,E,I),
OE = dpsAS +dppAE + f.(S,E.D), (3.1.4)
Ol = disAeS +digAE +diAd + f3(S,E.1)

az 2 x R} tartomdnyon, ahol 2 C R? korlétos térbeli tartomdny darabonként sima 92 peremmel.
A d;; > o paraméterek jelentik az egyedek diffizidjat az ¢ osztdlyon beliil, d;; > o (i # j) pedig

a keresztdiffuzids rata, azaz hogy az ¢ faj mennyire diffundal a j faj nyomadsara (i,j € {S,E,I}).
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A S(rt), E(r,t) és I(r,t) valtozok az egyedek szdma minden ¢ € [0, + co) pillanatban ar € (2
helyen. Itt dg; és dg; hidnyoznak a (3.1.4) modellbdl, mivel azt tessziik fel, hogy a fogékonyak és
az oktatottak csak elhanyagolhaté mértékben kozelednek egymdshoz, hiszen szeretnék elkeriilni

a betegséget, ezért ezeket az egyiitthatokat o-nak vehetjik.

A (3.1.4) rendszer @ : 2 x R} — R? megolddsai kielégitik a Neumann-peremfeltételeket:
m-Viu(rt)=0 ((rt)€o? xR, (3.1.5)

nemnegativ kezdeti feltételekkel:

u(ro) =u,(r) () =0 ((rt)ex{o}), (3.16)

ahol u := (S,E,I), és n a 0f? kifelé mutaté normalvektora.

A fejezet célja, hogy megmutassuk, hogy

e pozitiv kezdeti feltételek esetén a diffizids rendszer megolddsai pozitivak maradnak, illetve

hogy a rendszer korlatos,

e mely paraméterek mellett marad a (3.1.4) rendszer betegségmentes illetve endemikus
egyenstlyi helyzete stabil, ondiffizidval, keresztdiffizié nélkiil,

e megfelel§ keresztdiffizids paraméterek valasztasdval az egyensilyi helyzet elveszitheti
stabilitasat, Turing-Hopf bifurkaci6 jon 1étre: egy eredetileg stabil egyensulyi helyzet

elvesziti a stabilitdsét a keresztdiffizié hozzdaddsa miatt, €s egy térbeli mintdzat alakul ki.

A fejezet felépitése a kovetekzd: Miutdn megvizsgaltuk a (3.1.4) rendszert bioldgiai jélformaltsa-
gét, linearizalunk az egyensulyi pontok koriil, és megvizsgéljuk a stabilitdsukat a Fourier-mdédszer
segitségével. Az ezutdn kovetkezd szekcidk a diffizi6 4ltal kialakul6 Turing-bifurkédcié eléfordu-

lasdnak lehet&ségét vizsgaljak, csak ondiffizio illetve keresztdiffizié esetében.

3.2. Pozitivitas és korlatossag

Legyen a D diffiziés métrix a kdvetkezd:

dss dsg ©

dIS dIE dII
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7z

(SN

f:= (f17f27f2)'

A (3.1.4) reakci6-diffazi6 rendszert atirhatjuk a kovetkezd rovidebb alakba, ahol u := (S, E,1):

\

ou=D-Au+f(u) in2 xRS

(n-V,)u(rt) =0 (r,t) € 902 x RY, (3.2.2)

u(r,0) = u,(r) (r,t) € 2 x {o}.

Hogy megmutassuk, hogy a (3.2.2) rendszer bioldgialiag jolformalt, be kell 1atnunk, hogy

* a(3.2.2) rendszer egy
b= (P,,9,P,) € 2 xR - R3

megoldasa

u, = (uj,ul,u3)  ahol  wi#o (i€{1,23)})
nemnegativ kezdeti értékekkel nemnegativ marad minden ¢ > o-ra, ahol 1étezik.

* a(3.2.2) rendszer 0sszes megolddsa korlétos, ezéltal 1étezik minden ¢ > o-re.

Csak abban az esetben fogjuk beldtni, amikor a D matrix diagondlis (csak ondiffizi6 van jelen).
Az elsé tulajdonsdg a kovetkezSképp is megfogalmazhat6: a fazistér
Yo={u=(uy,uu;) € R¥: uy > o0 (k €{1,2,3})} (3.2.3)
pozitiv kvadransa pozitivan invaridns. Ez motivdlja az aldbbi definiciot:
Egy zart 2 C R" részhalmaz pozitivan invaridns halmaz a (3.2.2) rendszer egy megolddsara

vonatkozdan, ha megfelel6 7' > o-ra barmely @ megoldas, melynek a kezdeti értékei €s

peremfeltételei is X/-n beliiliek, teljesiti, hogy

P(rt) e X ((r,t) € 2 x [0,T)).

Lathatd, hogy a (3.2.3)-ban definidlt J) halmaz egy zart részhalmaz.

A [4] tanulmdnyban taldlhat6 az aldbbi eredmény a pozitivan invaridns halmazokrdl, melyet

felhasznalunk:
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Tétel (Chueh; Conley; Smoller [ ]).

Legyen d,m € N, ill.

Z:zﬁ{reU: Gi(r) <o},

k=1
ahol U C R? nyilt halmaz és G; : R? — R olyan €* fiiggvények, amelyek VG, gradiense
sehol sem tinik el (k € {1,...,m}). HatetszGlegesr € X pontban mindenk € {1, ... ,m}

indexre
(i) VG,(r) a D diffiziématrix bal oldali sajatvektora;

(ii) a G, fiiggvény kvazi-konvex, azaz barmely r € U, ill s € R esetén a (VG,(r),s) = 0
egyenlGség kovetkezménye: (s,V2G;(r)s)) > o;

(i) (VG,(r)f(r)) <o,

akkor 2 a (2.1.1) tipust rendszert illetGen pozitivan invaridns halmaz.

Léathato, hogy

e mivel $; = o egy megoldasa a (3.2.2) rendszer harmadik egyenletének, az egyértelmiiség

miatt semelyik mds @,(-,¢t) > o megoldds sem lehet egy ¢t > o sem o véges idén beliil,

®a
G.(S,EI):= -5, ill. G,(S,EI):=—FE

fliggvények teljesitik a fenti lemma feltételeit.

Igy bebizonyitottuk a kovetkezd allitast:

Ha D pozitiv diagondlis métrix, akkor minden & = (&,,8,,9,) € 2 x Rf — R3
megolddsa a (2.1.1) rendszernek pozitiv kezdeti értékekkel pozitiv marad minden ¢ > o-ra

ahol 1étezik.

A kovetkezGkben a (3.2.2) rendszert vizsgéljuk, megszoritvaa (R )3 tartoményra, és megmutatjuk,
hogy ha a D matrix egy skaldrmatrix, akkor minden megoldds korldtos marad o < t € R-ra,

amibdl kovetkezik a megoldédsok l1étezése minden ¢ > o-ra.

| Ha D pozitiv skalarmétrix, akkor a (2.1.1) rendszer korl4tos.
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Biz. Legyen
o(rt) :=o(S,E,1)=5(rt)+ E(rt) + I(r;t),

ekkor felhasznélva, hogy ds = dg = d; = d, és Osszeadva az egyenleteket, kapjuk, hogy
ort)—dAo(rt) =X—0sS —0pFE —0;1 < \—E&o(rt), (3.2.4)
ahol ¢ = min{dg,dg,d;}. Tehat o(r,t)-ra igaz, hogy

ort)—dAo(rt) < A—E&o(rt),

(3.2.5)
o(r,0) > o.
Legyen ¢ egy megolddsa az aldbbi rendszernek:
ot) = A—¢&o(t) 526
¢(0) = maxo(r,o) -
ref?

Ekkor ¢ korlatos:
ote) < max {1/ maxo(r0) },

ref?

és az Osszehasonlitdsi tétel miatt ([1]), o(r,t) < ¢(t), igy
02 xRS (rt) — S(r,t),E(rt),I(r,t)

szintén korlatos. Megjegyezziik, hogy (3.2.6)-bdl kovetkezik, hogy tlgrn o(t) = N/&, azaz

o(r,-) (r € ) definidlva van az egész pozitiv félegyenesen, és

lim sup max o (r,t) < A/¢€.
t—+oo ref?

|
Most tekintsiik azt az esetet, amikor D nem skaldris métrix, azaz a diffuzids egyiitthatok nem

egyenldek, de keresztdiffizié nincs jelen, és
YV+0s=kKk+0; = pu (3.2.7)

teljestil.

‘ Ha (3.2.7) teljesiil, akkor a (3.1.4) rendszer korlatos. ]

Biz.
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1. 1épés Definidljuk a populécié 6sszlétszamat a ¢ idGpillanatban:

N(t) = —

= i JQ (S(r,t) + I(rt)) dr (t € o, + 00))

ahol (2| jeloli az {2 Lebesgue-mértékét. Tehat

1

N, ::N(o):@

J (S(r,0) + I(r,0))dr.
Q
Osszeadva a (3.1.4) rendszer elsS és harmadik egyenletét, és (2-n integralva kapjuk, hogy

ijﬂ (S(rt) + I(rt)) dr = M| — “J

(S+I)+dssJ AS+dHJ Al
0 0 0

A divergenciatételt hasznalva ¢ € {S,I}-re kapjuk, hogy
J Ac;b:J V- (Vo) =J V¢ -ndl = o,
Q Q o0
mert a homogén Neumann peremfeltételek azt jelentik (3.1.5)-ra nézve, hogy
VS =0, ViE=0, V=0 on 02 x RY.

tehat
ON(t)+ uN(t) =\ (t € [o, + 00)).

Ezt integrdlva kapjuk, hogy
A A
N(t) = <N0—> e M+ = (t € [0, + 0)).
H H

Ez azt jelenti, hogy ¢ € {S,I}-re igaz, hogy

| o<=
0] H
Tehét ¢ feliilrdl korldtozva van — dltal (2-n, vagyis
i
A
[6]]c0 < m (¢ {S.1}).

2. 1épés Haszndlva a [2]-beli mddszert, lathatd, hogy (3.2.7)-bdl kovetkezik, hogy a (3.1.4)

rendszerbeli masodik valtozo is korlatos:

(N, ar\ + NS+ 05+ k) (Y — k)
Eﬁm“{%ﬁQ%M”*%M@+m+w+&+M@—&—n+wJ"
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3.3. Stabilitasvizsgalat linearizalassal

A (3.1.4) rendszer egy térben dllandé ®(-) = (&, (-),P.(-)) megoldésa teljesiti a (3.1.5)
peremfeltételeket és az (3.1.1) kinetikus rendszert. A (3.1.1) rendszer &, és &, egyensulyi
helyzetei szintén megolddsai (3.1.4)-nak és (3.1.5)-nek. Hogy megvizsgéljuk ezen egyenstlyi
helyzetek lokadlis stabilitasat, linearizaljuk az (3.1.4) rendszert az egyensulyi helyzetek koriil. A

linearizalt rendszer a kezdeti-és peremfeltételekkel igy néz ki:

Ov=2D- -Av+v

(m-V)v(rt)=0

v(r,0) = v,(r)

in 2 x RY,

(rt) € 902 x R,

(rit) € 2 x{o},

(3.3.1)

ahol
A1 Qyp Qog
A = J(f17f2uf3)(ﬁ) =] o G Goy /ﬁ € {¢&,, Qfe}/.
(31 QAgo U3
A masodik fejezetben ismertetett Fourier-moddszert hasznélva az 2l,, matrixok spektrélis tulajdon-
sdgaira vagyunk kivancsiak: [1], [3] alapjdn az u egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis, ha
minden n € N,-re a 2, métrix Hurwitz-stabilis, illetve u instabil, ha valamely n € N, indexre

20, egy sajatértékének valds része pozitiv. A 2, métrix karakterisztikus polinomja a kovetkezd

alaku:
Ay (2) =83 —F, 22+ Uz —D, (2€C) (3.3.2)
ahol
ay, —dss G, —dsg Qg
D, i=det(,) =det | a,, —dps a,, —dpp o
S drs O drg O drr
és

T =Tr(A,) =Tr(A) — X\, Te(D) = a4y + oo + a3 — Ay (dss +dpp + dir) ,

~ Ay, — dss A5 — dSE Ay, — dSS a
Q[n — det 11 12 + det 11 13 +
Az, — dps G2 — dpE Qg1 — drig arr—dpr

a _dEE a
+ det 22 23 ’

Agy — dIE Qgq — dl]
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azaz 2, az Osszege az 0sszes 2 X 2-es fdminornak. A Routh-Hurwitz kritérium alapjan 2,

matrix Hurwitz-stabilis akkor és csak akkor, ha
T, <o, 9, <o, T A, <D, (3.3.3)

Hogy megmutassuk a difftiziés instabilitds vagy Turing-instabilitds 1étrejottét, sziikséges, hogy
az adott equilibrium a (3.1.1) kinetikus rendszerben (lokdlisan) aszimptotikusan stabilis, a
(3.2.2) rendszerben viszont mér instabil, azaz a (3.3.3) feltételek valamelyike sériil. A kinetikus
rendszerbeli stabilitds biztositja, hogy Tr(2l) < o teljesiil, azaz ¥,, < o, és igy (3.3.3) feltétel
egyszersodik:

T, A, <D, <o. (3.3.4)

Tehat akkor van diffizids instabilitds, ha valamely n € N-re

D, >0 vagy T A, >0,

teljesiil. A kovetkez§ szekcidk szamoldsaihoz (tehét a stabilitdsvizsgalathoz sziikséges szamola-
sokhoz) a Wolfram MATHEMATICA szoftvert is felhasznaltuk.

3.4. Stabilitas ondifftizidval, keresztdiffazio nélkiil
Ebben a fejezetben feltessziik, hogy az (3.1.4)-rendszerben csak ondiftfizié van jelen, azaz
dsgp =dgs =dip =0

teljesiil. Ebben az esetben

Ay, — dSS Q2 Ay, — dSS Qg
A, = det + det +
oy Qoo — dEE gy arr — dII
Aoz — dEE Qs
+ det 3 ,
(32 gy — dpr

vagyis, ha
e u = &, akkor a (3.3.2) karakterisztikus polinom az aldbbi alaku:

A% (2) =28+ A®22 4+ B%24+C®  (2€C) (3.4.1)
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ahol

A% = —a+B+0p+ 0+ 05+ k+ (dss +dgg +dif) - M\ + 0,
B® = (dssAn +6s+ ) - (a— S —drpA, —dipA, — 6 — 61 — K)
— (dgpAn +6g) - (—a+ B+ dih, + 01 + k),

C%® = (dggin+0g) - (dssh, +0s+ 1) - (—a+ B+ dihn+ 01+ k).

Tovabbi szdmoldssal beldthatd, hogy
AR (2) = (2+dppAa+0p) - (2+dssA+0s+1) - (2—a+B+di A, +0r+k) (z € C)
teljesiil. Tehdt Ay’ stabilis, ha

—a+ B +dih, +or+rk=—(a—B—97)+dih, + k>0 (neN) (342

teljesiil. Osszefoglalva ez azt jelenti, hogy

1. ha (3.1.3) sériil, pontosabban x > a — 3 — dy, akkor a kinetikus rendszer hataron 1év6
egyensulyi helyzete stabilis marad a reakci6-diffizié rendszerre nézve is, azaz nem

jelenik meg diffuzié 4ltali stabilitdsvesztés.

2. ha (3.1.3) teljesiil, akkor az eredetileg instabil egyenstlyi helyzet stabilizdlédhat, de

instabil is maradhat. Pontosan akkor stabilizalodik, ha

(3.4.3)

teljesiil, azaz ha a fertdzottek diffizids egylitthatdja elég nagy, mds szdval a fertozottek
eléggé kozelednek egymdshoz. Ez egy példa arra a jelenségre, hogy a diffizié sokszor

stabilizdlja az instabil egyensulyi helyzeteket.

e u = &, akkor a (3.3.2) karakterisztikus polinom a kovetkezoképp néz ki:

Ay (2) == 23 4 A%2* + Bz + C* (z€C) (3.4.4)
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ahol
A% = a—ﬁ—(s]—i-(sg—li—i—(dss—i—dEE-i-dH))\n—Fw,
Be . _(—a-l—ﬁ-l—é]—i-/i)z(aﬁ—(5+51+/<a)2)
: pe
—(—0p —dgpAy)(a— B =061+ 0s — k + dgsh, + dirA, + 1)
a>+a(—2(B+ 0+ K)+ds+ )+ (B+ 07 + k)2
— | dssAn + -
(_(B+dr+k)(—a+ B+ +K)
a )
C@e = (dEE)‘n+5E)

'{<dnAn— (5+5I+/€)(—a+5+51+ﬁ)>

a

-(dssA +a2+a(—2(6+5[+/€)+55+¢)—|—(B+51+n)2>

a

(—a+6+51+m)2(a5—(B+6I+m)2)}
a? '

Szamoldssal megmutathatd, hogy

Ay (2) = (z+dpph, +05)

-{<z+d11)\n— (ﬂ+51+/4;)(—a+5+51+/1)>

a

'<Z+dSS>\ +a2—|—a(_2(6+51+/{)—|—(55—|—¢)—}—(5+6I+,{)2>
a

(=a+ B+ + k) (aB = (B+0r+K)?)

a

ami nyilvanvaldan stabilis, mert a Ag; elsé tagja stabilis, tehat a stabilitds egyediil a Ag; -nek
a P tagjdn mulik. A madésodik tag egy mdsodfoku polinom. Mivel masodfokd polinom

esetében a stabilitds ekvivalens azzal, hogy az egyiitthatdk elGjele ugyanaz, egyediil ezeket
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az elgjeleket kell megvizsgdlnunk. Hozzuk standard alakra a polinomot:

(ﬁ+51+ﬁ)(—a+ﬁ+5l+n)>

a

P(Z) = (2 + d][)\n —

-<z+d55)\ +“2+“(_2(5+5I+f€)+55+¢)+(6+5z+m)2>

a

(—a+B+dr+k)?(af—(8+ 0+ k)?)
aQ

= 22+ z(a—pF—0r— K+ s+ dih, +dssh, + )

—(((—a+ B+ 0+ k) (af — (B+ 01 +)?)

CL2

+(=(B4+0r+rK)* +alf+ 1+ k+diA))

(a®+a(—2(8+ 0+ k) + s+ +dssA,) + (B+0r+k)*)).

Mivel (3.1.3) teljesiil, a linedris tag egyiitthatdja biztosan pozitiv:
a—ﬁ—d[—li+(ss+d[[)\n+w > 0,
igy mdr csak azt kell megmutatnunk, hogy a konstans tag
C = % (—a+ B +06r + &) (aB — (B + 67 + K)?)
+(—=(B+0r+£)*+alB+ 01+ K+ dirA,))

(a® +al=2(B+ 01 + k) + 05 + ¥ +dssAy) + (B + 01 + £)*)) .

is pozitiv. Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
A=—a+0+6+k <o, and B:=p+d+Kk>0

fgy kapjuk, hogy

C = L (=A%(aB— B)+ (=B + aldiha + B)) - (A7 + ads + adiphn + av)
— ai (—A2(aff — B?) + A2 (a(d;r\, + B) — B?)

+ (—=B*+ aldirAn + B)) - (ads + adirA, + ay)) > o
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Mivel

adstadA\,+ap >0 és —B*+a(dph,+B) >0 és af—B® <aldi\,+B)—B?,

bebizonyitottuk a kdvetkezdt:

Ha az &, endemikus equilibrium létezik, azaz (3.1.3) teljesiil, akkor a (3.1.4) reakcio-

diffuzié-rendszer €, egyensilyi helyzete stabilis marad.

Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben — csak 6ndifftizi6 jelenlétekor — a diffizié nem okozhat

instabilitast.

3.5. Stabilitas on-és keresztdiffiizioval

Ebben a fejezetben tovabb vizsgéljuk a (3.1.4) rendszert, most abban az esetben, amikor kereszt-
diffizié is jelen van (3.2.1). Ebben az esetben is a karakterisztikus polinomokat kell vizsgalunk.

Ha

e u = &, akkor a (3.3.2) karakterisztikus polinom alakja a kovetkezd:

AS’;(Z) =234+ A%22 4+ B®%2 4+ C%® (z € C), (3.5.1)
ahol
A% = —a+ B+ 0+ 07+ s+ K+ dssA, +dgpi, +dih, + 0,
B® = (0p 4+ dgp),)(ds + dsshy + ¥) + dpshn(—dsph, + 1)

—(a—p =01 —k—diA) (0 + s + dssA, + dgpi, + 1),

C’be = —(a—ﬁ —5[ — /i—d[[)\n)

((6p + deeAn) (s + dssAy + ) + dpsAn(—dspA, +1)).
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Szamoldssal megmutathatd, hogy

ahol

AR (2) = (dpsh(—dspr, + 1) + (05 - dgpi, + 2)
(0s +dsshn ++2)) - (—a+ B+ +Kk+dih, + 2)

= Q(z)- P(z) (z € C),
Q(2) = (dpsin(—dspin +¢) + (0pd2gpA, + 2) - (0s + dssA, + 9 + 2))
— 224 2(0p + O + dsshy + dgph, + ) + C,
Pz)=z—a+B+0r+rk+diur, =2—(a— B —0r — k) +drrn,

C = (0g +dgp ) (0s + dssh, +¢) + dpsh,(—dsp A, + ).

Tehat AS’; pontosan akkor stabilis, ha () és P is stabilis. Két eset lehetséges:

1.

ha a (3.1.3) feltétel sériil, azaz csak a hatdrmenti egyenstlyi pont 1étezik, pontosabban
k > a — (3 — oy teljesiil, akkor P lathatéan stabilis, és Ag{; stabilitdsa csak a ()
stabilitdsan malik. Mivel (3.1.3)-bol kovetkezik a &, aszimptotikus stabilitdsa a
kinetikus rendszerben, ezért a reakcid-diffuzido-rendszerben akkor €s csak akkor

instabil, ha valamely n € N indexre C' < o, azaz:
dpsAn(dspAn — ) 2 (0 + dppAy)(0s + dssA, + 1)
teljesiil. Ez az egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha valamely n € N indexre
(desdse — dprdss) A, — (dpst — dppds — dppY — 0pdss) Ay — 0pds — dpth > o.
Tehat, ha
dpsdsp — dppdss > 0 = dpsdsp > dppdss

akkor a \,, parabola konvex, vagyis valamely n € N-re biztosan pozitiv lesz. Ez azt

jelenti, hogy stabilitdsvesztés torténik, ha

dpsdsg > dppdss

teljestil.
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2. ha (3.1.3) teljesiil, akkor &, instabil a kinetikus rendszerre nézve, és pontosan akkor

valhat stabilissé a diffizid altal, ha P stabilis, és C' > o, azaz (v.0. (2.5.4))
o<a—p—0r—k<dih
és minden n € N-re
(desdse — dgedss) A, — (dest — dppds — dpptY — 0pdss) An — 0pds — dph < 0
teljesiil. A mésodik feltétel teljesiil, ha
dpsdsg —dppdss =0  and  dpsy) —dgpds — dgpy — 0pdss > 0
vagy a \,, parabola konkdyv, vagyis
dpsdse — dppdss < 0 = dpsdse < dppdss

és vagy nincsenek valds gyokei, vagy mindkét gyok negativ. Bevezetve az aldbbi

jeloléseket

w:=dgsdsg — dppdss,

ill.
§:=dpsY —dgpds —dppy —0pdss € n:=—0pds — gy
az utolso feltétel azt jelenti, hogy
£ —4qun <o

vagy
& —quwn>o és E>o0 és n <o
feltételek koziil valamelyiknek teljesiilnie kell.

e hau = €&, akkor a (3.3.2) karakterisztikus polinom a kovetkezd alakba irhaté:

Af (2) =23+ A% 4+ B%2 + 0% (2€CQ), (3.5.2)
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ahol
A% = q— 6 — o7+ 55 — k+dggh, ++dggi, + dih, + w,
CLB o (6+ 5 + /{)2) (—a+B+01+K)? —d An

B¢ = (_( : EL : & ) + dsp A (V¥ — dgshy)

i — ((ﬁ+61+n)(—5+5+61+m) _dmn>

[ —a®—a(—=2(B+ 0+ k) +0s+ ) — (B+ 6+ k)

a
+dssA, + dppA, 4+ 65) + (—drpeA, — k)
—a® —a(—2(8+6;+rK)+6s+ ) — (B4 07+ k)
) —dsshn | |,
a

O = = (—(((—a+B+0 +r)— adish)

a2

(adsprA, — (dppAn + 0g) (a8 — (B + 61 + £)?)))

+adrpAn ((dpsh, —¥) (aB — (B + 01 + K)?)

—k (a® +a(—2(8 + 61 + k) + 65 + ) +adssA, + (B + 7 + K)?)

+a(f+dih, + 61+ k) — (B4 01 + k)*(adspAn (dpsh, — 1)

—(depgAn +6g) (a® + a(—2(8 + 6r + K) + 05 + ) + adssA, + (B + 1 + £)?))) .

Ahhoz, hogy Hopf-bifurkici6 fellépését igazoljuk, olyan
pu(h) £ w(h)

komplex sajatérték part meglétét kell igazolnunk, mely a kritikus paraméterértéknél atlépi a

komplex tengelyt nemnulla sebességgel, azaz megfelel§ h, > o-ra:
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Ez teljesiil, ha (v.6. [10]) 1étezik n € N, és h, > o, ugy, hogy

;L {_gn(h) 2, (1) —i)n(h)}

Bifurkaciés paraméterként h := dgp-t valasztottuk. A

£ 0. (3.5.4)

h=h*

A=—a+ [+ +k <o, és B:=040+Kk>0

K:(a—ﬁ—l-éE—d]—F(Ss—/i—F(dss—i—dEE—l—dH))\—l-?/J) >0

jeloléseket haszndlva, és megoldva a (3.5.3)-beli harmadik egyenletet dsg-ra, kapjuk, hogy

. _Z
SE — W,

ahol
Z = (aB—B?)(6g + depi)(—A% —adis),)

+a2d[EKJ)\n - K

—(ap — B?)(—A? —adsA,) - K

—(0p + dppAn) (=B* + a(B + di X)) (A + aldssAn + 05 + )

+CL(5E + dEE>\n) . K(A2 -+ a(dsg)\n + (55 + w))

+H(=B*>+a(B+dih,)) - K- (A% + aldssA, + s + 1))

+adrg, ((af — B?)(dpsA, — ) — k(A + a(dssA, + 0s + 1))

W o= @A, <K<(—a+ﬁ+51+n) _dIS)\n>
a

(5+51+/€)(—&+5+51+/€)
a

+(¢ —dpsAy) ( — dl[%) (= +dpsh,) - K.)

Léthatd, hogy T,,(d%5) # o. Megvizsgédlva W,Z-t, kapjuk, hogy ahhoz, hogy d%j pozitiv

legyen, a kovetkezd feltételek elégségesek:

W > o, (3.5.5)
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af — B?, (3.5.6)
adrpAnk < a((SE + dEEAn) . K, (3.5.7)
dgpsA, — 'Lb < 0. (3.5.8)

Ha d%j, pozitiv, akkor B® pozitivitdsa garantélt, ha ezek mellett

BA
7@ —dih, < o, (3.5.9)
A2
7@ —dish, >0 (3.5.10)

is teljesiil. Végiil, a derivéltnak is el kell tlinnie:

A2 BA
S —dish # (a - dn) (—dpshn +©) + (dpsha — ) - K. (3.5.11)

Ha a (3.5.5) - (3.5.11) feltételek teljesiilnek, akkor a transzverzalitasi feltételek is, tehat Turing-
Hopf bifurkdcié 1€p fel, ahogy a dsp paraméter atlépi a dgj kritikus értéket. Egy példa olyan
paraméter-konfigurdciora, mely teljesiti a (3.5.5) - (3.5.11) feltételeket:
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t=0.22

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

3.5.1. dbra. A (3.1.4) rendszer egy megolddsa, amikor (3.5.5) - (3.5.11) teljesiil. Az dbran a

g

fogékonyak stirtsége lathato.



Osszefoglalas

A dolgozatban tomoren Osszefoglaltuk a stabilitdsvizsgdlathoz és Hopf-bifurkacié kereséséhez
sziikséges ismereteket a differencidlegyenletekrdl:
e stabilitds fogalma;
e stabilitdsvizsgdlat linearizdldssal;
e stabilitdsvizsgdlat Lyapunov-fiiggvénnyel;
e Osszehasonlitasi tételek.

Ezutdn egy publikalt jarvanyterjedés modellezésére alkalmas rendszert médositottunk, a térbeli

kiterjedést is figyelembe véve. Belattuk, hogy

e a mddositott reakcio-diffizié-differencidlegyenletrendszer pozitiv kezdeti feltételek esetén
pozitiv marad, illetve hogy a difftizi6s matrixra vonatkozé bizonyos feltételek mellett a

diffuzids rendszer korlatos. Ilyen szempontbdl tehdt a modell bioldgiailag jol formalt.

e csak Ondiffizi6é hozzdaddsa esetén a hatdrmenti egyensulyi helyzet aszimtptikusan stabil
marad, ha a kinetikus rendszerben stabilis volt. Ha intabil volt, akkor megfeleld feltételek

mellett stabilizalodhat.

e csak ondiffuzié hozzdadasa esetén az endemikus egyenstilyi helyzet aszimptotikusan stabilis

marad, ha 1étezik.

e 0On- €s keresztdiffuzi6 hozzdaddsa esetén a hatdirmenti egyensulyi helyzet bizonyos feltételek

mellett elvesziti a stabilitasat.

e On- és keresztdiffizi6 hozzdaddsa esetén az endemikus egyensilyi helyzet bizonyos feltételek

mellett elvesziti a stabilitdsat, és Turing-Hopf bifurkacié 1€p fel.

Példat adtunk olyan paraméterkonstelldciora, mely teljesiti a Turing-Hopf bifurkécio feltételeit.
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