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1. fejezet

Bevezetés

A materialis javakkal vald kereskedés szinte egyidGs az emberiséggel. A kezde-
ti cserekereskedelem gyors fejlddésének kovetkeztében mar a 13. szézadi velencei
bankarok is allampapirokkal kereskedtek, majd 1531-ben megnyilt az elsé t6zsde
Antwerpenben. A kovetkezs 1épés a részvények fogalmanak bevezetése volt, amely
1611-ben meg is valosult a Kelet-Indiai Tarsasag altal. Ekkor arazéssal, kockazat-
elemzéssel még nem foglalkoztak, a pénziigyi matematika csak a kamatszamitésra
szoritkozott.

Az altalanos, maig hasznalt kozgazdasagi elvek a 20. szazad elsd felétdl jelen-
tek meg: 1930-ban Irving Fisher mar hasznossagi fliggvényrdl és az ezt maxima-
lizalo optimélis stratégiarol értekezett. A pénziigyi matematika, és ezen dolgozat
szempontjabol is jelentds eredmény sziiletett 1976-ban, amikor Stephen Alan Ross
bevezette az ,Arbitrage Pricing Model™-t (réviden APM), masnéven az ,Arbitrage
Pricing Theory™t (réviden APT) [1], [2]. Ezen pénziigyi piacmodell mér tartalmazta
a modern pénziligyi matematika alapelveit. A modellben egy adott eszkoz hozama a

kovetkezd alakot Olti:

ri=o;+ Biafi+ ...+ Bufn+e,

ahol «; az i-edik eszkoz kozckazatmentes hozama (azaz minden piaci hatas nélkiili
hozama), a f3;; az i-edik eszkoz j-edik tényezdre vald érzékenysége, az f; a j-edik
tényezd piac altali varatlan valtozasa, valamint e; az i-edik eszkoz specifikus koc-
kazata. Egy adott befektetés varhato kifizetése tehat fiigg a vallalt kockazattol és
szamos egyéb piaci tényez6tdl, és értelemszertien nagyobb kockazatvallalas mellett

nagyobb a lehetséges nyereség is.



1. Bevezetés

Napjainkban e tézsdei kereskedés szuperszamitogépekkel, nanoszekundumok
alatt zajlik, ugyanakkor a felmeriil problémak hasonlok a héskorban megjelentek-
hez. Hogyan lehet hasznot maximalizalni, illetve létezhet-e egyaltalan a hasznot
maximalizalé optimalis stratégia? Lehet-e korlatos kockazatvallalassal potencialisan
korlatlan nyereségre szert tenni?

Jelen szakdolgozatban az APT modellben és annak éltalanositasaban fogjuk vizs-
gélni a fent emlitett kérdéseket. Az eredeti APT modell ,kis” piacot feltételez, ahol
véges sok termékkel kereskedhetiink, azonban ezen eredményeket jelen dolgozatban
nem ismertetjiik. A valésagban annyira sok értékpapirral kereskednek, hogy kiemelt
jelentGséget kapnak a végtelen sok termékes, ,nagy” pénziigyi piacok. A fenti kér-
désekre elsGsorban ezeken a piacokon, azaz diszkrét idében és végtelen sok termék
mellett keresiink valaszokat.

A 2. fejezetben megismerkediink a témakorhoz kapcesolodo jelentGsebb definici-
okkal a [3], [4], [5] és [6] cikkeket kovetve. Ezutan a 3. fejezetben Résonyi Miklos
és Laurance Carassus [4] eredménye alapjan matematikailag precizen bemutatjuk a
nagy piaci modellt, valamint a haszonmaximalizalas matematikai koncepci6jat nagy
piacokon. Adott feltételek mellett meghatarozzuk az aszimptotikus arbitrézs hié-
nyat biztosito feltételeket, tovabba bebizonyitjuk az optimalis kereskedési stratégia
létezését.

A pénziigyi piacokon és igy a matematikai modellekben is komoly problémat okoz
az arbitrazs jelenléte. A 4. fejezetben [3] alapjan az arbitrazs hidnyara és a kocka-
zatmentes mérték létezésére adunk feltételeket, valamint vizsgaljuk a két fogalom
kapcsolatat. Az 5. fejezetben tovabbra is kockdzatmentes mértékekkel foglalkozunk,
[7] eredményeit ismertetve. Ezt kovetGen a 6. és 7. fejezetekben visszatériink a ha-
szonmaximalizalashoz, és a [8], [9] cikkek alapjan tjabb feltételek mellett bizonyitjuk
az eddigiektdl eltérd modszerekkel az optimélis stratégia létezését, illetve bizonyos
ekvivalencidk fennallasat.

A valésagban gyakran talalkozhatunk arbitrézzsal rendelkez6 nagy piacokkal,
amelyeken szintén kiemelt jelent&ségii probléma a haszonmaximalizalas. Mivel nem
tudjuk feltenni az arbitrazs hianyat, igy az elsé fejezetek sorédn hasznalt matematikai
eszkozok jelentds része ebben a modellben nem &ll rendelkezéstinkre. A 8. fejezetben
sajat eredményként ismertetiink egy, a kérdést bizonyos feltételek mellett megvala-

szolo tételt.



1. Bevezetés

A dolgozat soréan ismertnek tételezziik fel a matematikai statisztika és valdszint-
ségszamitas alapvets definicidit, tételeit, illetve a funkcionalanalizis és a mértékel-

mélet néhany ismert eredményére [10] is tamaszkodunk.



2. fejezet
Definicidk

Az aldbbiakban a témakor tovabbi preciz targyalasdhoz sziikséges jelentGsebb
definicidkat ismertetjiik. Amennyiben a késébbiek soran egy-egy tételhez sziikségiink

lesz tovabbi definiciokra, azokat az adott tételek kimondésa el6tt rogzitjiik.

1. Definici6é. Termékhozam.
El6szor is definialjuk véletlen véltozok sorozatat: Ry := r, R; = u; + Bz’dm ha
1<i<més R =+ Z;”:l ﬁféj/@i@, ha i > m. R; az i-edik termék hozama.
A kockdzatmentes hozamot az r konstans jeloli, J; és €; négyzetesen integralhato
valoszintiségi valtozok, Ed; = 0, E67 =1, ha 1 <i < m és Ee; =0, Ee} = 1, ha
i > m, valamit ¢ # j esetén Fe;e; = 0.

Tehat a p; konstans egyenlsé FR;-vel, ﬁz-j és B3; valosak, tovabba feltessziik, hogy
B # 0.

Azt a piacmodellt, amely csak Ry, ..., Rp-t tartalmazza, k-adik piaci szegmensnek

nevezzuk.

2. Definici6. Portfolio.
A ¢y, portfolio a k-adik piaci szegmensben valos szamok egy tetszbleges sorozata ¢i,
0 < i <k, amelyre Zf:o ¢t = 0 teljesiil. Stratégianak neveziink egy portfoliésoro-

zatot.

3. Definici6. Portf6lié hozama.

Az k-adik portfolié hozama:

k

V(dr) =Y d.R.

1=0



2. Definiciok

4. Definici6. Arbitrazs.
A piacon van arbitrazs, ha a k-adik piaci szegmensben létezik portfoliok ¢y sorozata,

melyre k& — 0o esetén

EV(¢y) = 0o, Var(V(gr)) — 0.

Ha nincs ilyen sorozat, akkor a piacon nincs arbitrazs (AAA).

5. Definicié. Ekvivalens martingalmérték.
Q) ~ P ekvivalens kockdzatmentes mérték, vagy ekvivalens martingalmérték a teljes
piacon, ha minden ¢ > 1-re
E°R; =r.
Ha létezik ilyen () mérték, akkor azt mondjuk, hogy EMM teljesiil, ha Q)-ra % € L?
akkor EMM2 teljestil.
Ha emellett minden P’ ~ P-re létezik Q ~ P, hogy 5—1?, € L™ akkor létezik erds

értelemben vett ekvivalens martingalmérték, azaz EMMSS teljesiil.

Jelolje az z-bdl induld ¢ stratégiat kovets kereskedés értékét az 1 idépillanatban

Ve =g+ (¢, e—b).

6. Definici6. Haszonfiliggvény.
U : R — R konkav szigortian névekvd differencidlhato fiiggvény, és valamely zy € R-
re
U<x0> = 0, U/(JJ()) = 1.
Legyen G € L° valoszintiségi valtozo, amely egy értékpapir kifizetését jeloli T id6-

pontban x € R. Ekkor definidlhatjuk a kovetkez6 halmazt:

AU, G, z) = {¢ € lo, EBU- (V™ — @) < 40o0}.

Ekkor definidlhatjuk a varhaté hasznét egy G értékpapirnak T idépontban, x € R

alaptékébdl indulvas

u(G,x) = 3up¢eA(U7G@)EU(V‘”’¢ - @G).

7. Definici6é. Megengedhets stratégia.
A ¢ stratégia megengedhetd, ha V(¢) > —1. A megengedhets stratégiak halmazat
jelolje A.



2. Definiciok

8. Definici6. NUPBR.
Azt mondjuk, hogy az (NUPBR) teljesiil, ha {V (¢), ¢ € A} korlatos valoszini-

ségben, azaz
supgeaP(V(¢) >n) — 0, n— oo.

9. Definicié. Stacionarius piac.

A k-adik piaci szegmensben az i-edik értékpapir értéke legyen
Si, 0<i<k.
Egy piacot stacionariusnak neveziink, amennyiben
Sia=S;, 0<i<k.
Jelolje F' azon valoszintiségi valtozok halmazat, melyeknek értéke
R} U {o0o}.

10. Definicié. NAFL.
Egy piacon (NAFL) teljesiil, ha nem létezik stratégidknak olyan (¢y)ren sorozata,

amire V% — V valoszintiségben, amint k — oo, V € F \ {0}.



3. fejezet

Haszonmaximalizalas nagy piacokon

Ebben a fejezetben bemutatjuk a nagy piaci modellt, valamint bizonyos felté-
telek probaljuk megragadni a haszonmaximalizalas lehetGségeit. Ezt természetesen
optimalis kereskedési stratégia létezésének bizonyitasaval fogjuk elérni. A nagy pia-
cok abban kiilonboznek a kis piacoktol, hogy akar végtelen sok termék is lehet, igy
végtelen sok opcié van minden kereskedési dontésnél, azonban amint latni fogjuk,

matematikai szempontbdl hasonl6é koncepciokkal talalkozunk mindkét esetben.

Nagy piaci modell

Tekintsiik az (2, F, P) valoszintiségi mezot, és azon egy kétlépcsss arbitrazs ara-

zési modellt (APM). Tetszleges i > 1-re, legyen az i-edik befektetés haszna
Ry:=r Ri:=p+ B, 1<i<m;
Ri = Mz‘f‘Zﬁng +Bi6i7 i>m7
j=1

ahol az e;-k valoszintiségi valtozok és r, u;, @] , B; konstansok. Tegyiik fel, hogy 3; # 0,
i > 1. Igy legyenek

b= 1<i<m:
B;

b= iy B0
/6@' j:l/ﬁjﬁz



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

Ezekkel a jelolésekkel az atparaméterezett modell:

R; = By(ei — b)), 1<i<m;
R = Zﬁji(fj —bj) + Bi(ei = bi), i >m,
j=1

ahol az (g;)i>1-k valoszintiségi valtozok, és (B;)is1, (bi)is1, (6 )ism.1<j<m konstansok.
A fejezet két {6 tétele el6tt néhany feltételre és lemmaéra lesz sziikségiink.
Feltétel 3.1. Az (g;);>1 valtozok négyzetesen integralhatok, egymastol fiiggetlenek,

tovabb teljesiilnek a kovetkezdk:

E(e:) =0, E()=1, i>1.

Tekintsiik az

? .= {(hi)iZLhi eR,i> 1,§:hf < oo}
i=1
Hilbert teret a ||h|ez := /> .0, h? norméval. Ebben a térben fogunk vizsgalni po-
tencidlisan végtelen sok terméket hasznal6 stratégiakat.

Tekintsiik az L*(Q, F,P) := {X : Q = R,E|X|? < oo} teret, amely szintén egy
Hilbert tér az || X||z2 := /E(]X|?) normaval. A kivetkezékben ezt réviden L?(P)-vel
fogjuk jelolni.

Egy adott h € (*re legyen ®(h) := > "7, h;e;, ahol a ®(h)-beli végtelen dsszegre
tekinthetiink agy, mint a (3.7 | hig;)n>1 véges sorozatok L?(P)-beli limesze. Ekkor
P egy izometria (? é¢s L*(P) kozott.

Most térjlink ra a haszonmaximalizalas matematikai modelljére.

A haszonmaximalizalas matematikai modellje

Altalanos gyakorlat, hogy a gazdasagi szereplSk preferenciait konkéav, névekvd
hasznossagi fiiggvényekkel, U-val modellezziik. Tegyiik fel tehéat, hogy U : R — R
egy konkév, szigorian novekvs, differencialhatod fliggvény, és létezik olyan zy € R,

amelyre

U(rg) =0 ¢és U'(xg) =1. (3.1)



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

Egy G € L° kovetelésre, és x € R esetén, definialjuk a kovetkezd halmazt:

A(U,G,z) :={h € P EU (—(V*" = G)) < 00} .

A varhato haszon szuprémuma a kifizetés pillanataban G fiiggd kovetelés esetén

z € R kezdstskébdl kiindulva:

u(G,z) = sup REUV™" - Q). (3.2)
he A(U,G,x)

Feltétel 3.2.
Hb“gQ < Q.

A 3.2 feltétel teljesiilése mellett késébb belatjuk, hogy

00 2
. (zhi@i—m) < (14 IS < o
=1

A kovetkez6kben hasznalni fogjuk a (h,e — b) 1= Y2, hi(e; — b;) jeloleést. Vegyiik

észre, hogy
E([(h,e = b)[) < VE((h,e = b)*) < /1 + [[bl[7 | 2]l

Az els6 idépillanatban a h € (% végtelen sok terméket hasznald z-bél induld

stratégia értékét a

Ven i=a 4+ (h,e = b)

képlet adja meg.
Feltétel 3.3. Minden 7 > 1 esetén,

P(e; > b;)) >0 and P(g; <b;) > 0.
Feltétel 3.4.

sup E[|e?]] < oo.
i>1
Feltétel 3.5. Léteznek olyan C; € (0,00), Cy € RT és § > 1 konstansok, melyekre

minden x < xq esetén

U(z)| > Ci|z|” — Cs.

10



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

Feltétel 3.6. Léteznek olyan Cs € (0,00), Cy € RT és v > max(/3,2) konstansok,

melyekre minden x € R esetén

U™ (z) < Cslz|” + Cy

tovabba

sup E[|e;|"] < 0.
i>1

Feltétel 3.7. G > 0 m. b. és teljesiil r4, hogy |E(U(x — G))| < +00, minden x € R
esetén.

Lemma 3.1. Tegyiik fel a 3.2. feltétel teljesiilését, és hogy G > 0 majdnem biztosan.
Ekkor minden y € R és h € /5 esetén,

Ut (y+ (h,e = b) — G) < |wo| + |y + (h,e — b)].

Lemma 3.2. Tegyiik fel a 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, és 3.7 feltételek teljesiilését. Legyen
x € R. Ekkor létezik olyan M, ¢ > 0 konstans, amelyre ha h € ¢5 és

12lle, > Mz,

teljestilnek, akkor a 0 stratégia jobban teljesit, mint h, azaz

EU(z — G) > EU(x + hh,e — b; — G).

Az el6késziiletek utan kimondjuk és bizonyitjuk a fejezet legersebb eredményét.

1. Tétel. Tegyiik fel a 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 8.5, 3.6, és 3.7. feltételek teljestilését.
Legyen tovdbbra is x € R. Ekkor létezik h* € A(U, G, x), amelyre

u(G,z) = EU(V®" - @G).
Bizonyitds. Legyen x € R és h,, € A(U, G, x) olyan sorozat, amelyre

EU(V™M — @)1 u(G,x), n— oo.

Ha ||hylle, > M.q,, akkor Lemma 3.2 alapjan, helyettesithetjiikk a h, stratégiat
a 0 stratégiaval, és igy is maximalizal6é sorozatot kapunk. Tehat feltehetjiik, hogy
sUppen ||Pnlle, < Mye < co. Mivel az ly tér rendelkezik a Banach-Saks tulajdonsag-

gal, igy létezik olyan (ng)r>1 részsorozat és olyan h* € l5, amelyre h, = % S ry by

11



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

esetén,

|hn — Rl = 0, n — 0.
Ebbél kapjuk, hogy

7o = 1", = b2, < B — B¥IIZ,(1 + [Ib]IZ,) — 0,

amint n — oo. Tehat, <h~n — h*,e —b;) = 0, n = oo valosziniiségben. Ekkor az U
folytonossaga miatt U(V* — Q) — U(V®h" — @) valoszintiségben is teljesiil. Azt
szeretnénk belatni, hogy az U +(V“”’h~" — G),n € N csalad egyenletesen integralhato.

Val6oban Lemma 3.1 miatt

UVt — G) < [ag| + [V,

Mivel sup, oy [|hnlle, < Meg < 00, igy a 3.4 feltétel miatt, {(Ur(V=hn — @), h, €
lo, ||hnlle, < My} egyenletesen integralhato. A Fatou lemmat alkalmazva —U~-ra

kapjuk, hogy

E[-U" (Vo — G)] > limsup E[-U~ (V> — G)],

n—oo

és az egyenletesen integralhatosag miatt

lim E[U (V™ — Q)] = E[UH (V™" — Q).

n—oo

Ekkor kihasznalva az U fiiggvény konkavsagat,

EU(Vype — G) > limsup EU(V™' — G) > lim EU(V*™ — G) = u(G, z).

n—o00 n—oo

Mar csak azt kell belatnunk, hogy h* € A(U,G,z). A 3.6 feltétel és Lemma
2.8-bol kovetkezik, hogy

EU~ (V™' —G) < G3E|V™"—G'+Cy < Cy (2”’1(|w|” + B(hn, e — b>\”)>+04 = K.
Ekkor alkalmazva a Fatou lemmat U~ -ra kapjuk, hogy

E[U-(V®"" = @)] < liminf E[U~ (V" — G)] < K.

n—oo

12



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

Most tekintsiik a hasonlé probléemat egy n méretd kis piac esetében az (g;)1<i<n

valtozokkal. Legyen most

A, (U,G,z) := {h € ly,h; =0,Vi > n+1,EU (V""" - G) < +00}.

Ekkor A, (U,G,z) C A1 (U,G,x) C --- C A(U,G,x). Tovabba n € N esetén

u,(G,x):= sup EUV™"-@). (3.2)
he Ay, (U,G,x)

A kovetkezd tétel azt mutatja meg, hogy az optimalizalasi problémak a kis pia-

cokon Osszhangban vannak a nagy piacon jelentkezdékkel.

2. Tétel. Teqyiik fel a 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, és 3.7. feltételek teljesiilését. Ekkor
minden x € R esetén, u,(G,z) T u(G,x),n — oco.
Legyen h} optimdlis megolddsa (3.2)-nek. Ekkor létezik olyan (ng)r>1 mészsorozat

és h € Uy, optimdlis megolddsa (3.1)-nek, melyekre h, = LS n_ he  valamint

ng’
| — hlley, = 0, n — 0.
Bizonyitds. A u,(G,z),n € N sorozat trividlisan nem csokkend és feliilrgl korlatos

a u(G,z) sorozat altal. Legyen h, := (ho,...,hn,0,...),n € N, ahol h az €l6z6
tételben megadott optimum. Ekkor mivel i € £y, igy

Elhy —h,e —b)? =0, n— .

Ekkor (h,,e —b) — (h,e —b),n — oo valoszintiségben is teljesiilnek.. Alkalmazva a

Fatou lemmat U*-ra kapjuk, hogy

EUH (V™ — @) < liminf EUT (V5 — @),

n—oo

Ezutdn megmutatjuk, hogy az U _(Vl”il" — G),n € N egyenletesen integralhato.
Ez kovetkezik a 3.6. feltételbdl, hiszen

U= (V& — G) < Gy Vo — QY + €y < Cy <27_1(|x|7 + (g, — b>|”)> +Cy.

Mivel h optimalis megoldas, igy ||hn|le, < |hlle, < Ma.g. Tovabba U~ (Vehn —G) n €

N egyenletesen integralhato.

13



3. Haszonmaximalizalas nagy piacokon

A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy

EU- (V™ — @) < K

és h, € A, (G, U, z). Az egyenletesen integralhatosag kovetkezményeként teljesiil,

hogy ) A
EU- (V™M — @) = lim EU-(V*" — Q).

n—oo

Ebbdl azt kapjuk, hogy

WG, z) = BU(V®" — @) < liminf EU(V®™ — G) < lim u,(G, z) < u(G, ).

n—o0 n—oo

Legyen h! € A, (U, G, x) optiméalis megoldasa (3.2)-nek. A 3.2. lemmét hasznalva
kapjuk, hogy [|h%|le, < M, q. Az €l6z6 tételhez hasonloan Banach-Saks tulajdonsag
miatt, létezik olyan (ny)y>1 részsorozat, amelyre h,, := L3 h 1 by, esetén valamely
h e l-re, X R

|he — hlle, =0, n— o0
teljestil. Innen a tétel bizonyitasa megegyezik a fenti 1. Tétel bizonyitasaval, tehat

h valoban optimalis megoldasa (3.2)-nek.
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4. fejezet

A kockazatmentes mértékek és az

arbitrazs hianya az APT-ben

Az aldbbiakban a kockdzatmentes mérték létezésére és az aszimptotikus arbit-
razs hianyara vonatkozo tételeket, feltételeket ismertetiink. Az atlathatosag kedveé-
ért ebben a fejezetben kicsit modositott jelolésekkel definialjuk a nagy piaci modellt,

jobban elkiilonitve az 1 < i < m és az ¢ > m eseteket.

di::—uiA—T 1< <m;
Bi

o m oo\ g
bz’ — _lj“z r + Z (Nz T)BZ

R s .

Bz’ j=1 /ész

Ezekkel a jelolésekkel a termékhozamok:
Ri=r+B(0i—d), 1<i<my
R; :T—i‘ZﬁZJ(&J —dj) +Bz(5z —bi), 1>m;
j=1

3. Tétel. Az aszimptotikus arbitrdzs hidnydbol kévetkezik hogy,

i b? < co.

1=m+1

Emellett, ha a 6;-k korreldlatlanok egymdssal és az ¢;-kel, akkor a fenti dllitasbol

kovetkezik (AAA).

Bizonyitds. Jegyezziik meg, hogy (AAA) akkor és csak akkor teljesiil, ha létezik a
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4. A kockazatmentes mértékek és az arbitrazs hianya az APT-ben

portfoliok ¢y sorozata a k-adik piaci szegmensben, amelyre

E[V (o))

—————— — 00, amint k— 0. (4.1)
Var(V(or))

Tegyiik fel, hogy (4.1) teljesiil. Ekkor valasszunk legyen

g_b~ L = ¢zk;
" VEWV (@] Var(V(er))

0<i<k, (4.2)

amib6l kapjuk, hogy EV (¢,) — oo, Var(V(¢;)) — 0, k — oo.
Most tegyiik fel, hogy .
d <o (4.3)
i=m+1
teljesiil, valamint a d;-kre teljesiilnek az ortogonalitési feltételek. Ekkor egy tet-
sz6leges ¢, k > m portfoliora Ry, ..., Ry termékekkel a Cauchy-Schwarz egyenlét-

lenséghdl és (4.2)-bdl kapjuk, hogy

‘ EV (¢x) ‘: 5271 03 (948 + Xt OB]) + i ShBils
VartVIOD | | S (0B, + Thnis B0 + ko (01807

Azaz nincs aszimptotikus arbitrazs (AAA).
A masik irdny bizonyitésahoz tegyiik fel, hogy (AAA) teljesiil. Rogzitsiink egy
nemnulla a € ¢y elemet, ahol ¢y a valos a;, i > m + 1 sorozatok ||ally := /h(a)

normaval ellatott Hilbert tere, melyre teljesiil, hogy

Tekintsiik a portfoliok egy ¢ = dix(a) sorozatat (0 <i < k, k > m):

by = —sgn(ab)a;B;, m<i<lI,

!
Qi = — Z ¢1BiiBi;, 1<i<m.

j=m+1
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4. A kockazatmentes mértékek és az arbitrazs hianya az APT-ben

Ebbdl régton kovetkezik, hogy

k
Z a? = |lalls < 00, k — o0,
=m-+1

vV Var(V(¢r)) =

valamint
k

zup |EV (¢r)| = sup Z la;b;| < co. (4.4)
>m

K> mmt1
Mivel ellenkezé esetben létezne egy ¢y részsorozat, amelyre EV (¢x;) monoton no-
vekvs, és EV (¢p) — 00, I = 0.
Definidljunk egy sorozatot, amely a 5}2 = ¢¢, értéket veszi fel k) < k < kjyq és
0 < i < k; esetén, valamint a Ei = 0 értéket k; < i < k esetén. Az igy definialt
portfoliosorozat eleget tesz (4.1)-nek, igy megad aszimptotikus arbitrazst.

Tekintsiik a v(k) € ¢? elemet, melyre:

Ui(k): @+ )
0, i>k.

A funkcionalanalizis ismert eredménye, hogy az ¢? tér definialhaté énmaga dualis
terével. Ekkor mivel minden a € (*re teljesiil (4.4), igy a folytonoslinearis fiigg-
vényekbdl 4ll6 v(k) sorozat pontonként korlatos £2-ben. Ekkor a Banach-Steinhaus

tétel alapjan a norméja is korlatos, ami éppen megegyezik a (4.3) allitassal. O]

Megjegyzés Ha az ¢; fiiggetlenek és a o;, ¢« < m filiggetlenek az ¢;-kt6l, akkor

elegends megadni egy olyan ()" mértéket, amelyre

EQ//€i:bi, 1> N2>m+1,

ahol N tetsz6legesen nagy lehet. Legyen ) ~ P a kovetkezs ekvivalens martingal-

meérték: EYR; =0,0<1<m, és

P(e;>b;) >0, P(g;>b) <0, i>m.

Ekkor az N-edik piaci szegmensben legyen.

dQ/l
dP

aQ . (dQ
dpP '_E(dP

o(0;, i < m, 5i,m<i§N))E(

o(ei, i > N)) :

17



4. A kockazatmentes mértékek és az arbitrazs hianya az APT-ben

A kovetkezdkben bemutatunk a tételhez szorosan kapcsolédé lemmékat. Ezeknek
bizonyitasat most nem targyaljuk részletesen.
Lemma 4.1

Ha az e;-k (i > m) csaladja egymastol és a §;-ktdl (i < m) fliggetlen, valamint sem
alulrol, sem feliilr6l nem korlatos, akkor létezik ekvivalens kockdzatmentes mérték
minden valds b; sorozat esetén.
Lemma 4.2

Tegyiik fel, hogy létezik olyan M > 0 konstans, amelyre

leil <M, i>m.

Ekkor ha létezik ekvivalens martingalmérték (EMM), akkor

b, =0, i— 0. (4.5)

Lemma 4.3

Ha EMMZ2 teljesiil, akkor

i b} < 0. (4.1)

i=m+1
Lemma 4.4 Léteznek olyan ¢;, d;, d;, és bi-k, amelyek kielégitik (4.3)-at ugy, hogy
ezekkel a paraméterekkel EMM2 nem teljesiil az APT-ben, ugyanakkor minden

k > m-re létezik olyan Q) ~ P, amelyre

B9 R, =7, i<k, (4.6)

4. Tétel. Legyen az e;-k (i > m) csalddja eqgymdstdl és a 6;-ktél (i < m) fiiggetlen,
valamint tegyik fel, hogy (4.6) teljesil. Tovabbd koveteljik meg az ;-kre a kovetkezd
osszefiiggés fenndlldsdt:
sup Elg;]* < o0. (4.7)
i>m

Ekkor a

i b? < o0.

1=m-+1

dllitasbol kovetkezik EMM2.

Végiil kimondjuk a fejezet legerésebb allitasat, amely Osszekapcsolja az ekviva-

lens martingalmérték létezését az aszimptotikus arbitrézs hidnyaval.
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4. A kockazatmentes mértékek és az arbitrazs hianya az APT-ben

Kovetkezmény
Tegyiik fel, hogy a §;-k egymassal korrelalatlanok. Tovabba tegyiik fel, hogy a
e;-k csaladja fiiggetlen és a 0;-ktdl, 1 < i < m is fliggetlenek. Ha a (4.7) egyenlet

teljesiil, akkor

AAA = ) b < oo <= EMM?2.

i=m-+1
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5. fejezet

Ekvivalens martingalmérték

stacionarius piacokon

Ebben a fejezetben az (NAFL) és az erds értelemben vett martingalmérték kap-

csolatat fogjuk vizsgalni stacionarius piacok esetén.
5. Tétel. Staciondrius piacon az (NAFL) ekvivalens az (EMMSS)-el.

A bizonyitashoz definialjuk az (NAFL) feltétel absztrakt verziojat. Rogzitsiik az
Q, F, P valoszintiségi mez6t. Legyen K C LY egy konvex kup.

11. Definicié. A K kup rendelkezik a (P) tulajdonséggal, ha nem létezik olyan
{h,} € K sorozat, amelyre h,, — h valoszintiségben, mikézben h € F'\ {0}.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel az (NAFL) teljesiilését. Feltehetjiik, hogy P = P,
mivel az (NAFL) nem érzé¢keny az ekvivalens mértékeserére. A C' = {V%
¢y portfolio a k-adik piaci szegmensben, k € N} kap kielégiti a (P) feltételt, igy a
fenti lemma miatt C' — L9 zart, tovabba C' N LY = {0}.

Tekintsitk a P ~ P, % € L> mértéket, amely integralja C' minden elemét.
Alkalmazva a fenti tételt L, (P)-ben a

D :=(C— L) N Ly(P),

konvex zéart kapra kapunk egy p € L elemet. Ez meghataroz egy Q ~ P mértéket:

Q. _ »

dP "~ E(p)
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5. Ekvivalens martingalmérték stacionarius piacokon

Mivel Eq[£(Sk(1) — Sk(0))] < 0,k € N, igy

Tehat, () martingédlmérték.
A masik iranyhoz tekintsiik a d, sorozatot: d, —= d, d, € C, n € N, amely
ellent mond az (NAFL)-nek. Feltehets, hogy a konvergencia majdnem mindeniitt

teljestil. Legyen P’ ~ P mérték, mely integralja {A,end, > —oo}-t. A @ martingal-

mértéket valasztva P’-nek, ahol jg, € L, kapjuk, hogy

EQ[dn] = O,TL e N.

Erre a Fatou lemmat alkalmazva kapjuk, hogy

Eqld] <0,

amely ellent mond az eredeti d € F'\ {0} allitasnak. O

12. Definici6. Az (NA) feltétel teljesiil, ha egy tetszéleges ¢ portfoliora

V>0 mb<=V?=0 m.b.

Megjegyzés. A fenti tétel megfelelGje létezik az (NAFL) helyett az (NA) feltételt
hasznalva. Megmutathato, hogy (NA) sziikséges és elégséges feltétele az ekvivalens

martingalmeérték létezésének [11].

Ekvivalens martingadlmértékek a stabil valtozés APM-ben

A fejezet masik fontos tétele el6tt definialjuk az m-tényezds APM piaci modellt.

13. Definici6é. Minden k& > m esetén az m-tényezés APM k-adik szegmensében
legyenek:
Sp(0) = Sp(1) =1,
Si(1) = SLO)(1 + pi + Fiel), 1<i<m,
Si(1) = Si(0) (1 + i+ Y ri)et + nieé) , m<i<k.
j=1

A korabban definialt modellhez hasonloan pi valos szamok, amelyek a varhato

kifizetést jelolik, az e}, . . ., el valoszintségi valtozok pedig az elsé m eszkoz valtoza-

sat hatarozzéak meg. Ugyanigy feltessziik az e;-k fliggetlenségét, viszont a négyzetes
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5. Ekvivalens martingalmérték stacionarius piacokon

integralhat6sagot nem. A jelentésebb valtozas a ki (j)-k megjelenése, amelyek a k-
adik szegmensben az i-edik eszkoz és a j-edik tényez6 korrelécidjat hivatottak jelolni.
Ezekrol feltessziik, hogy &, # 0,k > m,i < k.

A korabbi piacmodellhez hasonléan itt is hasznos atparaméterezéshez folyamodnunk:

Si(0) = Sp(1) =1,

j=1
ahol
i i g
=l <i<m, ;:—’f—f+z%’i@, m<i<k.
Ezutan mar kimondhatjuk fejezet méasodik nagy tételét.
6. Tétel. Ha a > 1, akkor az (NAFL)-b6l kovetkezik, hogy
k
sup > [bj|” < oo (5.1)
k>m =1
Ha oo =1, akkor
sup |bjx| < o0. (5.2)
k>m,j<k

Ha a modell staciondrius és a m-edik piaci szegmensben teljesil az (NA) feltétel,
akkor ha v > 1: -
(EMMSS) < (NAFL) < > [bi|* < oo,

i=1

és haa=1:

(EMMSS) < (NAFL) < sup |b;| < oc.

ieN
A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy segédlemmara. Ennek [|-ben megta-
lalhatd bizonyitasat most nem részletezziik.
Lemma 5.1 Legyen X,,, n € N azonos eloszlast valoszintiségi valtozok sorozata.
Tovabba legyen az X,,-ek eloszlasa folytonos és a tartoja R. Vélasszunk egy pozitiv

szamokbol allo o, és egy valos szamokbol allo p,, sorozatot. Ha teljesiil, hogy

— =00, [l =00, N — 00, (5.3)
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5. Ekvivalens martingalmérték stacionarius piacokon

akkor 0, X,, + u, — oo valoszintiségben. Tovabbé, ha

Fn

On

sup < 00, (5.4)

neN

akkor létezik olyan S > 0 konstans, amelyre a megfelel§ részsorozat mentén a
P(o,Xn + pn < —1) > B vagy 0,X,, + pn, — 0 allitasok egyike majdnem bizto-
san teljestl.

Most mar elkezdhetjiik a tétel bizonyitésat.

Bizonyitds. Az (EMMSS) < (NAFL) éppen az el6z6 tétel, amelyet bizonyitottunk,
igy csak a tobbi allitast kell belatnunk.

Jelolje £, azon (I,)nen sorozatok Banach-terét, amelyekre teljestil, hogy

o= |a|* < o0.
n=1

Rogzitsiink egy 0 # [ € (% elemet, és minden k& > m-re definidljuk a k-adik piaci

szegmensben levs ¢, stratégiat a kovetkezdképpen:

- , m<i1<k;
K
k

6=

. LV — S bk (i
ol = sgn(l;by,) 22]_m+1¢k'%k(l)7 | <i<m.
R

Konnyen ellenérizhets, hogy a V9" valtozo a-stabil, tovabba vegyiik észre, hogy

o(VY) = |[l]|a # 0. (5.5)

Mivel feltettiik az (NAFL) teljesiilését, igy a fenti allitas alapjan fennall, hogy

k
sup |u(V)| = sup Z |1:b},| < 0. (5.6)

k>m k>m i—1

Most tekintsiik azon vy = vl,, k > m sorozatokat, melyek a

vp=0bl, 1<i<k, v,=0, i>k

egyenletek altal meghatarozott elemei az ¢ tér dualisanak, ¢*'-nek.
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5. Ekvivalens martingalmérték stacionarius piacokon

Az (5.5) szerint a folytonos, linearis fiiggvények vy, sorozata pontonként korlatos
az (“ téren. Igy, a Banach-Steinhaus tétel alapjan a norméja is korlatos, ami éppen
az egyik bizonyitandé (5.1) allitas.

Az o = 1 esetben az (" megfelel a szuprémum norméval ellatott korlatos soro-
zatok (> terének, ami éppen az (5.2) allitast eredményezi.

Térjlink at a stacionarius esetre. Tegylik fel, hogy létezik portfoliok ¢p, k > m
sorozata, amelyre

V" 5 veF\{o}. (5.7)

Bontsuk két diszjunkt részre V4" -t a kévektez6 modon:

m k k
VO =V =) <¢i + ) ¢j’fj(i)) sit ) dikici.

i=1 j=m+1 i=m+1

Alkalmazva a Holder-egyenlGtlenséget, o > 1 esetén kapjuk, hogy

R ACES S EREIICI Dy
O Git S G () H Yy Pk

n(Vy)
o (V)

valamint az a = 1 esetben azt, hogy

k

S bl < [[bla.

i=1

’M(VQ’“)
a(Vy)

< [1]]oc,

A fenti lemma alapjan

Vk P(V)J < —1)>pB>0, (5.8)

teljesiil valamely -ra, vagy VJ¥ — 0 teljesiil majdnem biztosan. Az utobbi esetben a
folytatas trivialis, igy elegendd az elss esetet belatnunk. Tegyiik fel (5.8) teljesiilését
és vizsgaljuk meg V[ viselkedését.

Ekkor két aleset lehetséges.

1. aleset: Ha létezik olyan 6 > 0, amelyre

vk P(VF < —0) >0,
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5. Ekvivalens martingalmérték stacionarius piacokon

teljesiil, akkor a fiiggetlenség miatt

PV < -6,V <-1}) > 68 >0,

fennall minden £ esetén, ami ellent mond (5.7)-nek.
2. aleset: Ha nincs ilyen 6.
Ekkor a részsorozat negativ része, amit az egyszertiség kedvéért szintén k-val jelo-

liink, majdnem biztosan 0-hoz tart:
(V)™ = 0.

Ekkor kihasznélva az (NA) feltételt kapjuk, hogy V}* 0-hoz konvergél, igy (5.8)
ellent mond (5.7)-nek. Ezzel a tétel minden allitasat belattuk.
O
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6. fejezet

A varhato haszon maximalizalasa az

APM-ben

Lemma 6.1 Legyen Q € M ¢és dQ/dP € L?, tovabba tegyiik fel, hogy >~ b7 < co.
Ekkor minden ¢ € A-ra
EqV(p) =0.
Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy a > >, ¢;(e; — b;) konvergens L*(Q)-ban.
Tetsz6leges n, m esetén a Cauchy-Schwarz-egyenl&tlenséghdl adodik, hogy

EQ|Z¢Z i — b)) < V/E(dQ/dP)? quz

Tovabba > % ¢i(; — b;) konvergens L*-ben, igy L'(Q)-ban is. O

Feltétel 6.1
Létezik olyan G > 0, hogy minden z > G esetén teljesiilnek az

inf P(e; >x) >0 és 1r>1£ P(e; < —2)>0

i>1
feltételek. Tovabba
sup E[e? 1), >8] — 0, N — 0.
ieN
7. Tétel. Tekintsik a kovetkezd dllitdsokat.

1. NAFL
2. Minden P ~ P'-re létezik QQ € M, amire dQ/dP" € L.
3. Létezik Q € M, amire dP/dQ € L?.
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6. A virhato haszon maximalizalasa az APM-ben

o0
Z b? < oo.
i=1

5. Nincs aszimptotikus arbitrdzs.

FEkkor 1. & 2. = 3. = 4. & 5. fenndllnak, valamint a fenti feltétel mellett

ekvivalensek.

Bizonyitds. A 1. és 2. pont ekvivalencidja kovetkezik a [12] cikk els6 tételébsl. 4 < 5.
és 3. = 4. az eléz6 fejezetben szerepld 3. tétel és a 4.3. lemma kovetkezményei,
tovabba 2. = 3. nyilvanvalo. Igy elegendé a bizonyitashoz a 4. = 1. allitast belatni.

Legyen ¢(n) € ¢, hogy egy tetszdleges X € [0; co] valoszintiségi valtozora

Vip(n)) - X

majdnem biztosan. Tovabba valasszunk egy k, korlatot tgy, hogy minden [ > k,
esetén ¢;(n) = 0.

Ekkor két esetet kiilonboztethetiink meg, ha sup, ||[¢(n)||, = oo és ha
sup,, |[|¢(n)]]1, < co. El6szor az el6bbi esettel foglalkozunk.

Kivonva egy megfelel§ részsorozatot, feltehetjiik, hogy ||¢(n)||;, — oo, amint
n — o0.

A bizonyitéas érdekében definidljunk minden n-re és i-re az eredeti ¢;(n)-ek egy

normélt valtozatat:

- ¢i(n)
Sy = )
o (n)] iy
Természetesen fennéll, hogy ¢;(n) € €, tovabba teljesiil, hogy
. - .. . V(p(n))
liminf V(¢(n)) = liminf ———= >0 m. b.
n—00 oo |[(n)][i,

Legyen M := /> 2. Mivel ||¢(n)||;, = 1, gy minden n-re

igy egy valasztott részsorozat mentén

Z él(n)bZ — d, amint n — oo,
i=1
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6. A virhato haszon maximalizalasa az APM-ben

ahol d € R. Ezutan a bizonyitas két alesetre bomlik.

Az elsG aleset az, ha: y, := max{|¢;(n)|,i = 1,...,k,} — 0,n — oo. Ekkor
rogzitsiink egy 1,6 > 0-t. Az 6.1 feltétel miatt, teljesiil egy N = N(d)-ra, hogy
Ele? - 1{|e;] > N}] < § minden i > 1 esetén. Valasszuk n-t elegendSen nagynak,
hogy n/xn > N teljesiiljon. Ekkor fennall, hogy V&I"(Zf;l @(n) - €;) = 1, valamint

kn kn kn
> BlG (L5, e, 50y) Z M) Lixalesfzm] < Z

Mivel a fenti allitas teljesiil tetsz6leges 1, o esetén, igy a Lindeberg-feltétel fennall
a V(qz;(n)), n > 1 Osszegekre, igy a centréalis hatéareloszlas-tételt alkalmazhatjuk.
Ebbél adédik, hogy Law(V (¢(n))) — N(—d, 1) gyengén, amint n — oco.

Ekkor észrevehetjiik, hogy tetszéleges f > O-re, P(V (¢(n)) < 0) — f ellent mond

lim inf V(¢(n)) = lim inf ———~ V(¢(n) >0 m. b.

n—00 oo ||¢(n)]]1,
allitasnak, igy az elsd aleset nem fordulhat el6.
A masodik aleset akkor teljesiil, hy létezik olyan ¢ > 0 és 1 < I(n) < k,,, amire
\él(n) (n)| > ¢, minden n esetén. Legyen J; := ¢;—b;. Ekkor a Markov-egyenlgtlenséget
alkalmazva kapjuk, hogy:

i (1+0? 1 b2
Zl;ﬁl (b( ) ( ) < +Sup121 1 N

Z¢ Ji> N[ < N2 = N2

i#£l(n)

amint N — oo egyenletesen.

Tehat egy elegendGen nagy N > 0 mellett P(3" . (n)gi(n)J; < N) > 1/2 teljesiil

i#l
minden n-re. Azonban az 6.1 feltétel miatt 1étezik egy ¢ > 0, amire

P(Ji(n) < =(N+M+1)/c) >q, P(Ji(n)>(N+M+1)/c)>q

teljesiilnek minden n-re, mivel b;,7 > 1 egy korlatos sorozat. Tehat a ;(n)-ek g, # [-

t61 valo fiiggetlensége miatt

PV(6(m) < -1) = P ((din)h(n) < —N =M =1, S éi(n)Ji <N ) = q/2,

28



6. A virhato haszon maximalizalasa az APM-ben

Ez djabb ellentmondast eredményez, igy a masodik aleset sem fordulhat el. Ezzel
az elss eset bizonyitasat befejeztiik.

A masodik eset: sup, |[¢(n)|l2 < oo. Létetik ¢2-ben egy gyengén konvergens
részsorozat, és (2-ben alkalmazva a Banach-Saks tételt, megadhatjuk a ¢(n)-ek egy

konvex kombinaciojat (jeloljiik ezt tovabbra is ¢(n)-el), amelyre

lé(n) = ¢"lle= = Y _(94(n) = ¢)* = 0.0 — o0
i=1
teljesiil valamely ¢* € A = (2 esetén. Ekkor ¢;,7 > 1-k L?-beli ortonorméaltsaganak
kovetkezményeként kapjuk, hogy

E(V(¢(n)) = V(¢*)* = 0,n — oo.

Mivel L2-beli konvergenciabol kovetkezik a valoszintiségbeli konvergencia, igy
V(¢*) = X. Ha ¢ = 0 teljesiilne minden i-re, akkor X = 0 és készen vagyunk.
Ellenkezs esetben létezik olyan [ > 1, amelyre ¢f > 0 (a ¢ < 0 eset hasonldan
lathato be). A kovetkez6kben belatjuk, hogy ez nem teljesiilhet.

Valoban

1 1
PAon 6> N) <300+ Wl < 5

minden n-re elegendGen nagy N esetén. Ekkor a fiiggetlenség és az 6.1 feltétel miatt

PV(¢) < —1)> P(¢jJi<—N—1, ¥, di(n)J; < N ) >0,

ami ellentmond V' (¢*) = X > 0-nek. Ezzel a tételt belattuk.

Lemma 6.2
Amennyiben az U haszonfiiggvény nem konstans, akkor 1éteznek ¢, C' > 0 kons-

tansok, amelyekre minden = > 0 esetén u(z) < —c|z| + C teljesiil.

Proof. Mivel U(—o0) = —o0, igy létezik z* < 0, amelyre U(x), z < 2*+1 szigorian
novekvs fiiggvény, valamint U(z*) < 0. Jeldlje d* := U'(z*~) > 0-vel a fiiggvény
baloldali derivaltjat. Ekkor
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6. A virhato haszon maximalizalasa az APM-ben

Tovabba z* < 2 < 0 esetén

Ulz) < |U0)] < —=d|z] + d"[="| + [U(0)].

A c:=d* és C = d*|z*| +|U(0)] valasztasokkal kapjuk az allitast.
Az alabbiakban kimondunk és bebizonyitunk egy tételt, amely bar elsé olvasés-
ra hasonlo feltételek mellett hasonld eredményt ad az 1.tételhez, azonban itt nem

tessziik fel az U monotonitaséat, valamint a bizonyitasi eljarés is jelent&sen kiillonbo-

zik.

8. Tétel. Tegyiik fel az 6.1 feltétel teljesiilését. Tovabbd legyenek olyanok a b;-k, hogy
Doy b < o0
Legyen U : R — R feliilrdl korldtos figguény. Ekkor létezik ¢* € A, amire
EU(V(¢")) = sup BU(V (9)).
peA
Bizonyitds. Vegyilk észre, hogy az U fiiggvény feliilr6l valdé korlatossaga miatt,
EU(V(¢)) értelmes minden ¢ € A esetén.

Legyen ¢(n) olyan sorozat, amelyre supye 4 EU(V(¢)) = lim, 0 Eu(V (¢(n))).
Ekkor mivel U feliilrél korlatos, igy sup,, EU~ (V(¢(n))) < co. Konstans U esetén a
bizonyitas trivialis. Ha U nem konstans, akkor sup,, EV = (¢(n)) < oo teljesiil a fenti
lemma miatt. A 3.tétel kovetkeztében létezik @ € M, amelyre dQ/dP € L*. Ekkor
alkalmazva a 6.1 lemmat kapjuk, hogy EqV(¢(n)) = 0 minden n esetén. Tehat,
SUPy, EQIv(¢(n)| < O©-

Az LY(Q) térben alkalmazva a Komlos-tételt, kapjuk, hogy a V(¢(n))-k valamely
konvex kombinéci6ja majdnem biztosan konvergal egy X valoszintiségi valtozohoz.
Mivel K konvex és zart, igy létezik ¢* € A, amelyre X = V(¢*). Kihasznalva, hogy
az U fiiggvény konkav és alkalmazva a Fatou lemmat, kapjuk, hogy EU(V(¢*)) >
lim,, o EU(V(¢(n))), azaz ¢*-re teljesiil az allitas. O

Megjegyzés.

Ha U nem monoton, az allitas akkor is teljestil.
Kovetkezmény.

Tegyiik fel az 6.1 feltétel teljesiilését. Tovabba legyenek olyanok a b;-k, hogy
o2, b? < oo, valamint azt, hogy EU(V(¢)) véges minden ¢ € A-ra. Legyen U
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6. A virhato haszon maximalizalasa az APM-ben

szigorian novekvs, folytonosan differencidlhaté fiiggvény, ahol U’. Ha a fenti tétel

allitasa teljesiil, akkor létezik (Q € M, amire

AP E[U' (2, df(ei — b))]
Bizonyitds. Rogzitsiink egy | € N-t és legyen ¢* egy optimalis stratégia (ahogyan
a fenti tételben). Tekintsiik ekkor a g(x) := E [u (le + D i gzﬁ;kJiﬂ ,x € R fligg-

dQ _ U (32, ¢i(ei = b))

vényt. A g fiiggvény az v = ¢; helyen veszi fel a maximumat. A Lagrange-féle

kozépértéktétel alapjan, minden ¢ € R és h € (—1,1) esetén

1 * * o *
- [u ((¢+h)Jl+Z¢iJi> —u <¢JZ+Z¢ZJ¢>] =u <§(h)Jl+Z¢iJi> Jy

i#l i#l i#l

teljesiil egy ¢ és ¢ + h kozé es6 £(h) valtozora. Tekintsiik A — 0 hataratmenetet.
Mivel u’ korlatos, igy a Lebesgue-tétel kovetkeztében ¢'(¢) 1étezik és megegyezik az

E

U’ (M +> ¢:Ji) Jz]

i#l

értékkel. Ebbdl kovetkezik, hogy

0=4g(¢))=F

v’ <¢>m > ¢;‘Ji> Jl] .

il

A fenti bizonyités teljesiil minden [ esetén, igy (Q-ra valéban a igaz az allitas.
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7. fejezet

Optimalis kereskedési stratégia az

APT-ben

Az aldbbiakban kimondjuk és bebizonyitjuk jelen dolgozat egyik legerGsebb téte-
1ét, amely megmutatja az optimélis kereskedési stratégia létezését az APT pénziigyi

modellben.

Feltevések

Ebben a fejezetben végig éliink a kovetkezd feltevésekkel.
1. feltevés
Az e;-k négyzetesen integralhato fliggelten valoszintiségi valtozok, amelyekre tel-

jesiilnek a kovetkezdk:

2. feltevés
Legyen b € (2.

Hasznaljuk az eredményt, miszerint h € ¢2 esetén

E (i hi(ei —bi) — z”: hi(ei — bz)) = Em: h? + in: h?b?' (7.1)

i=n+1 i=n+1
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7. Optimalis kereskedési stratégia az AP'T-ben

Ezt alkalmazva (P hi(e; — b;))n>1 egy Cauchy sorozat L?(P)-ben, és a

o

késletben szerepls végtelen dsszegre tekinthetiink gy, mint véges osszegek L?(P)-

beli hatarértéke. Tovabba vegyiik észre, hogy

- 2
(Z hi(ei — bi)) = |2l + 1h6l7 < (1 + [Bl2)R]E < co. (7.2)
i=1
A kovetkezdkben hasznalni fogjuk a

h,e—b) Zh

jeloleést.
3. feltevés

Minden ¢ > 1 esetén P(g; > b;) > 0 és P(g; < b;) > 0 egyszerre teljesiilnek.
4. feltevés

Az g;-kre teljesiil, hogy

sup E[l€3]] < .

A bizonyitasok soran hasznalni fogjuk az alabbi két segédlemmat, melyeknek
bizonyitasat most nem részletezziik.

Lemma 7.1 Az 1., 2., 3., 4. feltételek teljesiilése mellett valasszunk y > 0-t és
h € (*-t Ggy, hogy y™(h, e — b) > 0 teljesiiljon. Ekkor létezik &, amelyre

|R]le <

Q>|<:

Lemma 7.2 Tételezziik fel az 1., 2., 3., 4. feltételek teljestilését.
Ekkor m(G) > —oo és létezik h € % hogy m(G)+(h,e—b;) > G teljesiil majdnem

biztosan.

9. Tétel. Feltessziik, hogy az 1., 2., 3., 4. feltételek teljestilnek. Tegyiik fel, hogy
G > 0 majdnem biztosan, és U(xg) = 0, U'(xg) = 1, valamely xq > 0-re. Ekkor
A(G,z) = A(U, G, x) teljesiil minden x € R esetén.
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7. Optimalis kereskedési stratégia az AP'T-ben

Bizonyitds. Mivel U egy névekvs konkav fiiggvény, amely differencialhaté minden

z € R-re, tovabba U(xg) = 0 és U'(zo) = 1. Ekkor

U(z) < U(max(zg, z)) < U(zo)+max(z—x,0)U'(x¢) < max(z—x0,0) < |[z—x0| < |2],

mivel o > 0. Tehat, ha z < 7(G), akkor A(G,z) =0 és A(G,z) = A(U,G,z) = 0.
Igy legyen 2 > m(G). Ekkor a Lemma 7.2 miatt A(G, x) # 0. Legyen h € A(G, ).

Ekkor
Ven > G > 0 majdnem biztosan, és h e A(0,x).

A fentiekbdl kapjuk, hogy

Utz + (he —b) —G) <U(z+ (hye — b)) <
Ut (@ + (h,€ = b)) Lat (han—bizao) + U™ (T0)Lat (he—biy<ao) =

U(X +<h, g — bi>)1{m+<h,€—bi)2$o} <z+ <h, g — b>,
mivel h € A(0,x). Tehat teljesiil, hogy

E(h,e — b;)* < [[Allz, (1 + [1bl[Z,).

A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenségbdl és a 7.1 lemmabol pedig

EU + (z+ (h,e = b)) — G) < v+ /E({h,e — b;)2) <

T
S @ hlley/T+ 0l < 24 = /14 [IblIZ, < +oo.

O

10. Tétel. Tételezzik fel, hogy az 1., 2., 3., 4. feltételek teljesiilnek. Legyen G > 0,
valamint x € [7(G),00). Ekkor létezik h* € A(U,G,x), amire

u(G,z) = RU(V™" — Q).
Bizonyitds. Amennyiben U konstans, akkor az allitas trivialis. Kiilonben létezik zy >
0, amelyre U'(xo) > 0 teljestil. Ekkor helyettesitsiik be U helyére a

U U(xo)
U/(JJ()) U/(xo)’
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7. Optimalis kereskedési stratégia az AP'T-ben

kifejezést. Feltehetjiik, hogy U(xg) = 0 és U'(zg) = 1. Legyen ekkor z > 7(G),
tovabba (ahogy az el6z6 lemméaban) legyen {h,} € A(G,z) = A(U, G, z) egy olyan
sorozat, amelyre

EU(V®h — G) 1+ u(G,z), n— oo

teljestil. A Lemma 7.1 alapjan,

sup ||l < ﬁ < 00.
neN «

Mivel ¢? rendelkezik a Banach-Saks tulajdonsaggal, igy létezik egy olyan (ny)i>1

részsorozat, valamint h* € (2, amire h,, 1= %22:1 hy, esetén fennall, hogy

| — A2 = 0, n— o0

valamely h* € (?-re. Vegyiik észre, hogy sup, oy ||n|le < £ < oo. Kihasznélva az 2.

feltételben-ban szerepls egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

E(h, — h* e = ) < [l — W (1 + b ) — 0,

amint n — oo. Tovabba, (ﬁn — h*;e — b)) — 0, n — oo valoszintiséghen. Az
U jobbrol valo folytonossagat a [0,00) intervallumon kihasznélva kapjuk, hogy
U(V=h — Q) — UWV=" — G) valészintiségben. Ekkor tehat az Ur(V, 5, — G),

n € N csalad egyenletesen integralhato, mivel

U (Vo — G) < 2+ (hn, € — by).

Igy a 4. feltétel alapjan {UT (V= — G), hy € 2, Ayl < £} egyenletesen integral-
hato, igy
lim E [U*(V“””‘" - G)] —E UtV — @)

n—oo
Hasznaljuk a Fatou-lemmat —U ~-ra. Ekkor azt kapjuk, hogy

E[-U~ (V""" —@)] > limsupE [-U~ (V"' —G)].

n—o0

Mivel U konkav fiiggvény, igy

n n

U= — @,

k=1

S

1
n

UV —G)=U ( (Vohe — G)) >

k=1
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7. Optimalis kereskedési stratégia az AP'T-ben

amibdl
EU(V®M — @) > limsup RU(V>" — G) > u(G, z).

n—oo

Mivel az el6z6 tétel alapjan h* € A(G,x) = A(U, G, z), igy az allitast belattuk.
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8. fejezet

Optimalis stratégia arbitrazzsal

rendelkez6 piacokon

Felmeriil a kérdés, hogy ha nem tessziik fel az aszimptotikus arbitrazs hianyat,
akkor igazak maradnak-e az eddig taglalt tételek. Az alabbi fejezetben sajat ered-
ményként igazoljuk bizonyos feltételek mellet az optimalis stratégia létezését arbit-
razzsal rendelkezé piacokon. Az (AAA) feltétel elhagyasaval nem hasznélhatjuk az
ekvivalens martingalmérték létezésére épiilé modszereket, igy méas eszko6zokhoz kell
folyamodnunk.

Feltétel 8.1

Rogzitsiink egy N € R konstanst, és tegyiik fel, hogy minden i-re ¢; € [N, N],

tovabba a megszokott modon Fe; = 0 és Ee? = 1.

Jelolje F; az ¢; eloszlastiiggvényét. Ekkor vezessiik be

Si:=inf{t: Fj(t) > 0};  S;:=sup{t: F(t) =1}
jeloléseket, valamint legyen

Feltétel 8.2 A fent bevezetett jelolésekkel legyen
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8. Optimalis stratégia arbitrazzsal rendelkez6 piacokon

14. Definicié. Megengedhetd stratégidk

Azon kereskedési stratégiakat, melyekre teljesiil, hogy

zn:@(& —b;) > —1,
i—1

nevezziik megengedhets kerekedési stratégidknak. Jeloljitk a megengedhetd straté-
gidkat ¢,-vel.

11. Tétel. Tételezziik fel a 8.1. és 8.2. feltételek teljesiilését.
Ekkor létezik ¢ = (51, ,En) optimalis megengedhetd stratégia, melyet ezentil
& -al jelliink.

Bizonyitds. Kihasznalva, hogy inf;{d;} > 0, igy a korabban targyaltak alapjan léte-
zik olyan ¢ > 0, hogy minden ¢ esetén P(g; —b; < —0) > 0, valamint P(g; —b; > ) >

0 egyarant teljesiilnek. Ekkor természetesen P(¢;(e; — b;) < —d¢;) > 0 is fennall.
A ¢;-k fiiggetlensége miatt

P(¢y(e1 = b1) < =0]¢n, s dp(en — bn) < —0[6,]) > 0.

Ekkor 2 esetet kiilonboztethetiink meg (a ¢, = 0-kat nem kell szamitasba venniink,

hiszen azok nem valtoztatnak az optimélis stratégian).

Ha ¢, > 0. Ekkor
P(¢i(ei — bi) < =0lou]) = P(i(ei — bi) < —0¢;) =
:P<€i_bi< —5) > 0.
Ha ¢ < 0. Ekkor hasonloan
P(¢y(ei — bi) < =6[@y]) = P(¢;(e; — bs) < 6¢;) =

Tehat minden i-re P(¢;(e; — b;) < —6|¢p;]) > 0.
Ezutan a fiiggetlenséget tjfent kihasznalva kapjuk, hogy

P(¢y(e1 = bi)l + .+ Pplen — ba) < =0(|04] + ... + [0])) > 0.

Ekkor mivel a ¢k megengedhetdk, igy

—6(ln] + - +[,]) = —1.
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8. Optimalis stratégia arbitrazzsal rendelkez6 piacokon

Ebbdl (—6)-val leosztva kapjuk, hogy

dolal<t,
i=1

azaz a ¢;-k korlatosak ¢;-ben

A ¢;-k megengedhetdsége és ¢1-beli korlatossaga miatt
sup 16,1, < .
Ekkor az is teljesiik, hogy

sup [[¢(n)|le, < oo.

Tehét, o
[|p, — & ||le, = 0, amint n — oo.

Mivel a ¢,, konvex és korlatos, igy a Weierstrass-tétel szerint felveszi a maximumat,
azaz valoban létezik ¢ optimalis megengedhet stratégia.

]

Ezzel tehat belattuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilése mellett, arbitrazzsal

rendelkezd piacokon is tudunk optimalizalni.
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