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Nagyon hdlds vagyok a témavezetomnek, Vidnydnszky Zoltdnnak azért a rengeteg segitségért és
tiirelemért, amivel a szakdolgozatom elkésziiléséhez hozzdjdrult. A legaprobb részletekig mindenre
odafigyelt, és odaadoan segitett mind szakmai, mind technikai kérdésekben. Sokat jelentett, hogy
mindemellett emberileg is szeretettel tamogatott.

Koszonom tovdbbd a bardtaimnak, hogy mindig készségesen segitettek, ha elakadtam; valamint

a kollégdimnak és a csalddomnak, hogy lehetbévé tették az utolso héten, hogy csak ezen szakdolgo-

zattal foglalkozhassak.
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Bevezeto

A Borel-kombinatorika egy viszonylag fiatal teriilete a matematikdnak, mely mértékelméleti és
leir6 halmazelméletbeli fogalmakat egyarant hasznél, mikozben kombinatorikai struktirdkkal fog-
lalkozik. Létrejottét elsGsorban a paradoxikus dtdaraboldsok motivaltak. Kozismert példa ilyenre a
Banach-Tarski paradoxon [1], miszerint R3-ben egy tomor gombét “fel lehet vagni” véges sok da-
rabra ugy, hogy a darabok megfelel6 atmozgatasa utan két, az eredetivel megegyezd méretl tomor
gdmbiink legyen.

A bizonyitas egy fontos eleme, hogy a kivalasztasi axioma segitségével ki tudunk vélasztani
egy kontinuum sok csuccsal rendelkez6é graf minden OsszefiiggGségi komponensébdl pontosan
egy csucsot, és ezen csucsok halmazt alkotnak. Na de milyen halmazt? Minden bizonnyal nem
mérhet6t példaul, hiszen az dtdarabolds paradoxikus mivolta éppen abban all, hogy az dtdarabolés
sordn megvaltozott az elemek Ossztérfogata. Ha megkoveteljiik, hogy az atdarabolashoz készitett
véges sok rész mérhetd vagy Borel legyen, a paradoxon megsziinik. Erdekes, hogy Baire-mérhetd
darabokkal viszont megvaldsithaté a miivelet [7].

Egy masik ismert atdarabolasi probléma a Tarski-féle kornégyszogesités: vajon 4t lehet dara-
bolni egy kort egy vele azonos teriiletli négyzetté? Itt mérték-szempontbdl nem latszik semmiféle
ellentmondas, viszont mégis nehéz elképzelni, hogy az atdarabolds barmilyen médon lehetséges,
hiszen csak véges sok részre “vaghatjuk” a kort. Laczkovich Miklos 1990-ben bebizonyitotta,
hogy az dtdarabolds lehetséges [15]. A bizonyitds egyik alapgondolata volt, hogy egy megfeleld
grafban egy teljes parositast kell taldlni.

Majdnem 30 évvel késébb Lukasz Grabowski, Mdthé Andras és Oleg Pikhurko bebizonyitottak
[11], hogy az 4tdarabolds mérhets részekkel is megvalosithatd. Ezzel nagyjabol egyszerre pedig
Andrew Marks és Spencer Unger a grafelméletbdl ismert folyamok hasznalataval azt, hogy Borel-
részekkel is megvalosithatd az atdarabolas [18].

Mindezek motivaljak, hogy a Borel-kombinatorika ugy foglalkozik (alapvetéen) végtelen alap-
tereken mint csicshalmazon definialt grafokkal, hogy kozben megkoveteli, hogy minden halmaz
és fiiggvény, amit a graffal kapcsolatban vizsgélunk, valamilyen értelemben szép legyen: mérhetd,

Baire-mérhet$ vagy Borel. Ezzel igyekszik elkeriilni a kivalasztasi axioméabol kovetkezd paradoxi-



kus jelenségeket. Specidlisan, ha a graf csticshalmaza az X Borel-tér, akkor a G C X? élhalmazétSl
mindig azt koveteljiilk meg, hogy Borel legyen — az ilyen grafokat Borel-grafoknak nevezziik.

A Borel-kombinatorika alapkérdései kozé tartozik, hogy a klasszikus grafelmélet 6sszefiiggései
vajon igazak maradnak-e ebben a kontextusban. Példaul, vajon Borel-grafokra is igaz, hogy ha a
graf kormentes, akkor két szinnel szinezhet6? Ha a griafban a maximaélis fokszdm A < oo, ak-
kor < A+ 1 szinnel jolszinezhet6 a graf? Természetesen a szinezést megadd fliggvény nem le-
het akarmilyen: a Borel-kombinatorikdban minket az a harom eset érdekel, amikor a fliggvény
mérhetd, Baire-mérhet6 vagy Borel.

Jelen munkdm 1. fejezete ilyen alapkérdésekkel foglalkozik. Bemutatom a legfonto-
sabb tételeket és definiciokat, melyek nélkiilozhetetlenek a Borel-kombinatorikdval valé foglal-
kozéashoz, és ezek vizsgalata sordn néhany igen szép példaval is talalkozhatunk. Mivel a tovdbbi
fejezetek szinezési kérdésekrdl szolnak, igy itt is ezen lesz a hangsuly. Fontos megjegyezni azon-
ban, hogy a Borel-kombinatorika kordntsem csak a jelen fejezetben beharangozott témakorok
vizsgélatara szoritkozik.

Tovébbi érdekesség, hogy a szdmitdstudomanyhoz kot6dd lokdlis algoritmusok is a Borel-
kombinatorika 14at6korébe keriiltek: Borel-szinezés keresése néha véges grafelméleti algoritmus
keresésére vezetett vissza. Bernshteyn példaul egy Osszefiiggést bizonyitott egy Borel-megoldés
1étezése €s véges grafokon egy lokalis algoritmus létezése kozott [2]. A lokalis algoritmusok €s a
Borel-kombinatorika tovabbi kapcsolatardl a [3] és [8] cikkekben lehet olvasni.

A 2. fejezetben végig egyetlen grafot fogunk szinezés szempontjabdl alaposan megvizsgélni.
Ennek célja nem csupan a Borel-grafok kromatikus szamainak furcsasdgara val6 racsodalkozas,
hanem egyben példa egy érdekes modszer igen sz€p alkalmazdsara. Marks mdédszere a leird hal-
mazelméletbdl ismert végtelen jatékokat hasznélja.

A 3. fejezetben egy specidlis grafcsaladdal foglalkozunk: olyan Borel-grafokkal, melyek
csucshalmaza az X sztenderd Borel tér, az €leit pedig véges sok F; : X — X Borel-fliggvény
hatarozza meg. Nevezetesen, x — y pontosan akkor él, ha valamely i-re F;(x) =y. Amint azt
a fejezet cime is sugallja, az ilyen grafok kromatikus szamairél matematikus szem szamara igen

szép allitasokat tehetiink.



1. Alapveto definiciok és osszefiiggések

Ez a fejezet nagyrészt a t€émavezetdm, Vidnyanszky Zoltdn Mérheté kombinatorika c. kurzusan
készitett jegyzeteim alapjan késziilt. A kurzus anyagdnak idevonatkoz6 része a [14] cikken és [12]

konyvon alapszik.

1.1. Kromatikus szamok

1.1. Definicié (Borel-tér). Egy (X, %(X)) pdrt, ahol B(X) az X részhalmazainak egy csalddja,
Borel-térnek neveziink, ha X-en megadhaté olyan lengyel topologia, melynek Borel-c-algebrdja

éppen B(X).

A tovabbiakban, ha nem mondunk mast, X mindig egy Borel-tér lesz. A sztenderd Borel tér
annyiban kiilonbozik a Borel-tértdl, hogy az X alaphalmaz nem lehet megszdmldlhat6. Ismert
([10], 1.3.8), hogy a nem megszdmlalhat6 lengyel terek mind Borel-izomorfak egymassal. Mivel

R is ilyen, igy a nem megszamlalhat6 lengyel tereken linearis Borel-rendezés is van.

1.2. Definici6 (Borel-rendezés). X Borel-tér, < egy (parcidlis) rendezés X-en. Ez Borel (parcidlis)

rendezés, ha (x1,x2) € R < x| < xo médon definidlt R C X* halmaz Borel.

Tobbszor lesz sziikségiink olyan kétvaltozés Borel-leképezésre, mely egy Borel-tér xi,x»
(x1 # xp) pontparjaira megmondja, melyik a kisebb egy ilyen (teljes) rendezés szerint. Egy ilyen

leképezés azért lesz Borel, mert egy B C X Borel-halmaz Gsképe a (B x X) N R Borel-halmaz.

1.3. Definicioé (Borel-graf). Legyen X Borel-tér. G C X x X Borel-halmazt irdnyitott Borel-grdfnak
nevezziik, ha ¥x € X-re (x,x) ¢ G. Ha (x,y) € G, akkor az élre x — y irdnyitdssal gondolunk.

Ha emellett Vx,y € X-re ha (x,y) € G = (y,x) € G teljesiil, akkor G-t (irdnyitatlan) Borel-grdfnak
nevezziik. Az X alaphalmazt a grdf csiicshalmazdnak, a G halmazt pedig az élhalmazdnak ne-

vezziik.

Tehat, ha csak annyit mondunk, hogy Borel-graf, azalatt automatikusan az irdnyitatlan esetet
értjiik. Vildgos, hogy ha egy irdnyitott Borel-graf €leit irdnyitatlanra cseréljiik, a kapott graf Borel-

gréf lesz, hiszen ha G C X2 Borel, akkor GU {(y,x) : (x,y) € G} is az.
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A G graf csicshalmazat V(G)-vel jeloljik. Ha azt mondjuk, hogy G graf X-en, akkor a
csdcshalmazt X-nek neveztiik el. Mivel egy graf élhalmazéra tekinthetiink a csicsokon értelmezett

kétviltozos relacioként, igy (x,y) € G jelolés helyett az xGy jelolést is haszndljuk.

1.4. Definicié (Eg). A G grdf csiicsain az ”azonos osszefiiggdségi komponensben lenni” reldcio
egy ekvivalenciareldcio, melyet Eg-vel jeloliink. Azaz x,y csiicsokra xEgy pontosan akkor, ha

P

létezik x-et és y-t 0sszekoto it G-ben.

Az aldbbiakban grafelméleti fogalmakat definidlunk mértékelméletbdl és leird halmaz-

elméletbdl ismert szempontok szerint, Borel-grafokra.

1.5. Definicio (Jolszinezés). G Borel-grdf X-en. A ¢ : X — Y leképezés a grdf jolszinezése, ha

(x1,x2) € G esetén c(x1) # c(x7).
Azaz szinezés szempontjabol mindegy, hogy a graf irdnyitott vagy irdnyitatlan.

1.6. Definicio6 (Fiiggetlen halmaz). G Borel-grdf X-en. Y C X fiiggetlen halmaz, ha x,y € Y esetén
(x,y) ¢ G.

Egy jOlszinezés szinosztalyai fiiggetlen halmazt alkotnak.
A klasszikus grafelméletbdl ismert kromatikus szamot haromféleképpen altaldnositjuk, harom
kiilonboz6 tulajdonsag szerint. Mindhdrom tulajdonsdg olyan, mellyel a valamilyen szempont

szerint sz€p, jOl kezelhetd halmazokat jellemezziik.

1.7. Definicié (Borel-szinezés). A G Borel-grdf ¢ : X — Y jolszinezése Borel-szinezés, ha Y is

Borel-tér, és ¢ Borel-mérhetd fiiggvény.

Ha Y megszamlélhatd, és a diszkrét topoldgiat vessziik rajta, akkor ez éppen azt jelenti, hogy
minden szinosztaly Borel, azaz Vy € Y-ra ¢~!(y) C X Borel. A tovdbbiakban megszdmlalhat6

tereken mindig a diszkrét topoldgiat vessziik.

1.8. Definici6 (Borel-kromatikus szam). A G Borel-grdf Borel-kromatikus szdma az a legkisebb o

szdmossdg, melyre létezik G-nek ¢ : X — Y Borel-szinezése, ahol |Y| = a. Jele: xp(G)



1.9. Megjegyzés. Emlékeztetdiil, egy X lengyel tér A C X részhalmaza Baire-mérhetd, ha valamely

nyilt halmazzal vett szimmetrikus differencidja els6 kategoridja.

1.10. Definicié (Baire-mérhetd kromatikus szam). G Borel grdf az X lengyel téren. A G Baire-
mérhetd kromatikus szdma az a legkisebb o szdmossdg, melyre létezik G-nek ¢ : X — Y Baire-

mérhetd szinezése, ahol |Y| = a. Jele: xpy(G)

1.11. Definicio (Mérhet6 kromatikus szam). (X, u) mértéktér, G Borel-grdf X-en. A G grdf u-
mérhetd kromatikus szdma az a legkisebb o szdamossdg, melyre létezik G-nek ¢ : X — Y U-mérhetd

szinezése, ahol |Y| = a. Jele: xu(G)

1.2. Kromatikus szamok tulajdonsagai

1.12. Allitas. Minden G Borel-grdfra és |t Borel-mériékre X lengyel téren x8(G) > xm(G) és
x5(G) = 2u(G).

Bizonyitds. Minden mérhet6 és Baire-mérhet6 halmaz Borel.

1.13. Definicié (Lokélisan véges / megszamldlhaté graf). A G grdf lokdlisan véges /

megszdmldlhato, ha minden csiics fokszdama véges / megszamldlhato.

A kovetkez$ példaban alaposabban megvizsgdlunk egy Borel-grafot, amely mutatja, hogy a

kombinatorikdban alapvetd tények nem feltétleniil vihetSk 4t Borel-grafokra.

1.14. Definicié. Az X = [0, 1) lengyel téren valamely o € R irraciondlis szdmra jeldlje Ty, : X — X
a kovetkezd leképezést: Ty (x) = x+a mod 1. Jelilje Gy azt a grdfot X -en, melyben
(x,) €l < x = To(y) vagy y = Ta ().

Ekkor G valdjdban a Ty, és a T, fliggvénygrafikonok uniéja. Konnyen lathatd, hogy mivel
o irraciondlis, Gy egy 2-reguldris, aciklikus graf.

Bar kombinatorikus szemmel adand6 elvards lenne, hogy egy kormentes graf kromatikus
szdma 2 legyen, azonban G, mutatja, hogy a Borelség van annyira er6s elvards, hogy Borel-

kromatikus szdmra ez ne legyen igaz.

1.15. Allitas. x3(Gg) = 3.



Bizonyitds. Eloszor belatjuk, hogy xz(G) > 2. Indirekt tegyiik fel, hogy G-t két szinnel (piros,
kék) jolszineztiik Borel médon. Feltehetd, hogy a piros szinosztaly nem nullmértékd. A Lebesgue-
féle stirliségi tétel szerint 1étezik a piros szinosztalynak stirliségi pontja, igy olyan [ intervallum is

[0, 1)-ben, melynek > 2/3-ad része piros. Belatjuk, hogy T2"(x) sfirti [0, 1)-ben.

1.16. Lemma. {T2"(x) : n € Z} siirii [0,1)-ben.

Bizonyitds. Legyen E = {T2"(x) : n € 7Z} az x pont palydja. Vildgos, hogy ez T-invaridns, azaz
To(E) =E,igy U :=10,1)\ E is. Ha E nem sird, akkor U-ban 1étezik leghosszabb, nem elfajulé J
intervallum. J-rl megallapithatjuk, hogy JN7.2"(J) = 0, mivel Tg-nak nincs periodikus pontja, igy
J = T2"(J) nem lehetséges, ha pedig csak részben 16gna egymasba J és T2"(J), akkor nem J lenne
a leghosszabb intervallum U-ban. Mivel J hossza nem nulla, ezért 72"(J)-k egyforma, pozitiv
Lebesgue-mértéki, diszjunkt intervallumok egy véges mértéki intervallumon, ami ellentmondés.

Igy E siirti [0, 1)-ben. O

Emiatt létezik I-nek pératlanadik elforgatottja, melyre A (T2 (I)N1I) > 2/3. Mivel T2"+1(I)
> 2/3-ad része kék, igy a metszetiikre egyszerre kell teljesiilnie, hogy tobb mint fele piros, és hogy

tobb mint fele kék. Ez ellentmondds, azaz xp(Gg) > 2.

1.17. Allitas. x3(Gg) < 3.

Bizonyitds. Most pedig kiszinezziik G-t 3 szinnel. Legyen I egy |o|-ndl rovidebb nemiires in-
tervallum [0, 1)-ben. Ekkor I elemei fiiggetlenek — szinezziik ket pirosra. Minden x € [0,1) \ 1
elemre jelolje n(x) azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, melyre TO(Cn) (x) €el. x€[0,1)\ I cstcs
szine legyen kék, ha n(x) paros, és zold, ha paratlan. Az igy keletkezett kék és zold szinosztaly is
fiiggetlen, hiszen szomszédos, nem I-beli csicsok n(x)-értéke 1-gyel tér el egymadstdl. A kék és a

z61d szinosztély is Borel, hiszen p(x) := n(x) mod 2 fiiggvény Borel. [l
Tehdt yp(G) pontosan 3. O

1.18. Megjegyzés. Val6jaban azt is belattuk, hogy x5(Gy) = X1 (G) = 3.

z 2

A késdbbiekben olyan Borel-grafra is latunk majd példat, mely kormentes, és a Borel-

kromatikus szdma nem megszamlalhato.



1.3. Teljes parositas

Ahogyan a klasszikus kombinatorikdban, ugy itt is definidlhatjuk a parositisok, és a teljes parositas
fogalmat. Mivel a definiciok anal6g médon keletkeztek, igy csak a szamunkra sziikségeset mond-

juk ki precizen.

1.19. Definicio (Borel teljes parositas). G Borel-grdf X lengyel téren. M C G Borel teljes pdrositds,
ha M irdnyitatlan Borel-grdf, és M-ben minden csiicsra pontosan egy él illeszkedik, azaz Vx € X -re

M| = 1.

Véges grifok esetén ismert tény, hogy 2-reguldris paros grafokban van teljes parositis. Ez a
Hall-tétel specidlis esete. Bar G4 is kormentes €s 2-reguléris, Borel-kontextusban mégsem lesz

benne teljes parosités.

1.20. Allitas. Gy-ban nincs Borel teljes pdrositds.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van: M C X x X. Belatjuk ennek segitségével, hogy Gq
2-szinezhet6 Borel-modon, ami ellentmondas. Vegyiink Gy-n az élek azon irdnyitasat, mely y =
T, (x) esetén x-bsl y-ba mutat. Igy a grafunk diszjunkt, iranyitott utakbl all. M’ C M legyen az
igy keletkezett (x,y) irdnyitott pdrositdsélek halmaza. Vegyiik az M’-beli irdnyitott parositasélek
kiindul6 cstcsait: My := {x: (x,Ty(x)) € M'}. Ez Borel. M, pontjait szinezziik kékre, M, :=

X \ M| halmazt pedig pirosra. Ez egy Borel 2-szinezése X-nek, ami ellentmondais. [

Valgjaban ugyanezen érvelés azt is mutatja, hogy mérhetd teljes parositas sincs. Tehat a Hall-
tétel mérhetd és Borel-kontextusban nem mikodik. Erdekes viszont, hogy mind Baire-kategéria,
mind mérhetdség szempontjabol vizsgalva a parositasokat, van valamilyen analdgja a Hall-tételnek
[13]. Utdébbi a Lyons-Nazarov tétel, mely nem ad mérhet6 teljes parositast a teljes alaptéren,

viszont ad a mérték szerint majdnem minden csucsot fedd Borel-parositast.

1.21. Definicié. Legyen G C X? lokdlisan megszdmldlhaté Borel grdf az X sztenderd Borel téren,
U pedig egy valosziniiségi mérték X-en. A G grdfot (-mértéktartonak nevezziik, ha bdarhogyan is
dllitjuk elo' T, : X — X, n € N Borel-involiiciok grafikonjainak unidjaként, minden T,-re teljesiil,

hogy W-mértéktarto.



Késobb latni fogjuk, hogy egy ilyen graf mindig eldéllithatd Borel-grafikonok uni6jaként.

1.22. Definicio. Legyen u valdsziniiségi mérték X-en, G C X? lokdlisan megszdamldlhatoé Borel-
grdf. G szigoriian béviil6, ha 3¢ > 1, hogy VA C X fiiggetlen Borel-halmazra L(N(A)) > c- u(A),

ahol N(A) az A-beli csiicsokkal szomszédos csiicsok halmazdt jeloli.

1.23. Tétel (Lyons-Nazarov [16]). Legyen G C X? lokdlisan megszdmldlhato, pdros, l-mértéktarté

és szigoruan boviilé Borel-grdf. Ekkor X egy teljes mértékii részén van Borel teljes pdrositds.

1.4. Schreier-grafok

A Borel-grifok egy specidlis tipusat alkotjdk azok a grafok, melyeknek cstiicshalmaza egy lengyel

tér, az €leket pedig egy megszamlalhat6 csoport Borel-hatdsa hatdrozza meg.

1.24. Definicié (Borel-hatas). Legyen I" megszdmldlhato csoport a diszkrét topoldgidval, X pedig

Borel-tér. A H : 1" x X — X csoporthatads Borel-hatds, ha H Borel.

1.25. Definici6é (Schreier-graf). S C " a I csoport egy generdtorrendszere. A H: T x X — X
Borel-hatds Schreier-grdfja (vagy hatdsgrdfja) az a Gy grdf, melynek csiicshalmaza X, az élei

pedig pontosan azok az (x,y), x #y pdrok, melyekre 3s € S : H(s,x) =y vagy H(s,y) = x.
A hatést gyakran jeloljiik H helyett - jellel. Ilyenkor H (s,x) helyett s - x-et frunk.

1.26. Definici6 (Cayley-graf). A I megszdmldlhato csoport Cayley grdfja I'-n az a Schreier-grdf

valamely S C I generdtorrendszerre nézve, melyet a balrol szorzds mint Borel-hatds hatdroz meg.

1.27. Megjegyzés. A G, graf is Schreier-graf, ugyanis a Z csoportnak Borel-hatdsa a [0,1)-en
H(n,x)=x+n-a mod 1.

1.28. Megjegyzés. Minden Schreier-graf egy lokalisan megszamlalhat6 Borel-graf.

1.29. Megjegyzés. Egy G Schreier-grathoz tartozé Eg ekvivalenciareldcié éppen a hatds orbit-

ekvivalenciarel4cidja.

10



1.30. Definicio6 (Bal shift). Legyen I" megszdmldlhato csoport, X lengyel tér. A bal shift a kovetkezd
I~ XY hatds: (y-x)(8) :=x-(y~'-8). Azaz a hatds a (y,x) pdrhoz, ahol x : T — X leképezés,
az y(8) :=x(y'- 8) leképezést rendel.

A Schreier-graf 0sszefiiggdségi komponensei nem feltétleniil izomorfak a generdlé csoport
Cayley-grafjival. Vegyiik példaul a Z ~ 27 bal-shift hatist. A Z Cayley-grifja S = {—1,1}
generdtorrendszerrel egy mindkét irdnyba végtelen ut. A Schreier-graf csicsai mindkét irdnyba
végtelen 0 — 1 sorozatok. Ha egy sorozat nem periodikus, akkor az ¢sszefiiggdségi komponense
izomorf a Cayley-graffal. Ha viszont periodikus, akkor az dsszefliggdségi komponens véges, és
legalabb harom cstics esetén kor: példdul a...001001... komponense egy Cs. Tehat ilyen csicsokon

a hatds nem szabad. Ez motivdlja a kovetkez6 definiciét.

1.31. Definicié (Hatas szabad része). A I' ~ X hatds szabad része

SZABT ~nX)={x:Vyel'(y.x=x—y=1)}

A hatds szabad részén mar igaz, hogy a Schreier-graf osszefliggdségi komponensei izomorfak
a general6 csoport Cayley-gréfjaval.
Azzal, ha a Schreier-grafunkat megszoritjuk a hatas szabad részére, néha nem vesztiink sokat.

Erre példa a kovetkezd.

7 o2 . P o 2 Ve s e 2 271, . _ _ 1
1.32. Definicio. Legyen {0;1} téren v a kovetkezd valosziniiségi mérték: v({0}) = v({1}) = 5. A
{0; 1}Y szorzattéren, ahol T megszdmldlhatd, legyen i = T Vy a szorzatmérték. Ezt érmefeldobds-

yer
mértéknek is nevezik.

1.33. Allitds. T megszdmldlhatéan végtelen csoport, ami hat {0;1}\ -n a bal shifttel. Ekkor

SZAB(T ~ {0; 1}Y) rezidudlis és 1-mértékii a u érmefeldobds-mérték szerint.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg, hogy az X = {0,1}' tér mely elemei nincsenek benne a szabad
részben. Ezek azok, amiket nem csak az egységelem visz onmagéba, azaz 3y € I, ami # 1, és
Vo; € T'-ra y- §; és 0; helyen, s6t, Vn-re y" - §; helyen is azonos koordindta (0 vagy 1) van. Ne-
vezziik ezeket X periodikus elemeinek.

A nem periodikus elemek halmaza rezidudlis. Ehhez elég beldtni, hogy Vy € I'-ra a 7y szerint

periodikus elemek halmaza sehol sem stir(i: itt haszndljuk ki, hogy I' megszdmlélhat6. Legyen
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ehhez U egy tetszdleges bazisnyilt X-ben, azaz olyan elemek halmaza, amik megadott véges sok
koordinataban rogzitettek, a tobbiben barmit felvehetnek. Ekkor 1étezik olyan 6 € I' nem rogzitett
koordindta, melyre y- 0 sem rogzitett. Vegyiik azt a V C U bazisnyiltat, amit G4gy kapunk, hogy
az U-ban rogzitett koordinatak mellett még 6 és y- § koordinatdkat is rogzitjiikk, egymadssal el-
lentétesre. Ekkor V-ben biztos nincsenek ¥ szerint periodikus elemek, ezzel a sehol sem stirtiséget,
ezaltal a szabad rész rezidudlissagat belattuk.

Az 1-mértékiiséghez elég belitni, hogy a periodikus elemek halmaza nullmértéki, amihez elég a
megszamlalhatosag miatt, hogy a y szerint periodikus elemek nullmértékiiek tetszdleges y € I'-ra.
Egy ilyen halmaz mértékére gondolhatunk gy, hogy ha ”sorsolunk™ egy elemet az alaptérbdl ugy,
hogy minden koordinatat egymastdl fiiggetleniil egyenletes eloszldssal valasztunk, akkor mekkora
valdszintiséggel kapunk a halmazunkbdl elemet. Ha y végtelen rendd, akkor ez vildgos: amint
megvan, hogy az egységelemhez 0 vagy 1 tartozik, onnantdl az 6sszes y-hatvanyhoz tartozé koor-
dindta mar csak ugyanolyan lehet, tehat odaérve felezi az addigi valdszintiséget. Ha y véges rendd,
akkor pedig 1étezik végtelen sok 0;, 0, ... koordinata, melyekre y- 8;,7- 0, ... mind kiilonb6znek
0;-ktdl, igy 6; és v- §; koziil amelyikhez késSbb ériink a “sorsoldasban”, ott felezddik az addigi

valészindiség. [

1.5. A G graf

Az alabbi példaban a 2N téren szeretnénk definidlni egy olyan grafot, melynek nem véges, s6t, nem
is megszdmlalhat6 a Borel-kromatikus szdma.

A " jel a konkatendcio, azaz “egymads utdn iras” miveletét jeloli.

1.34. Definici6 (G, [14]). Minden n € N-re fixdljunk egy s, € 2" elemet, ligy, hogy bdarmelyt € 2<N
vektorra 3n € N iigy, hogy s, = t'v valamely v € 2<N-re. Az {Sn}nen sorozathoz tartozé Gg grdf
csticshalmaza 2V, és (x,y) pontosan akkor él, ha x = s,°(i)'r és y = s,"(1 — i)'r valamely n € N,

ie2 re2N pe

Ugyan Gy definicidja fligg az (sy,),en sorozat megvdalasztasatol, a szamunkra relevans tulaj-
donsagok szempontjabdl barmely, a fenti tulajdonsagokkal megvalasztott (s,),cn sorozat ugyan-

olyan gréfot ad meg. Igy — kicsit pontatlanul — G grafként hivatkozunk majd mindegyikre.
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Bar a definici6 kicsit atlathatatlannak tlinhet, az alabbi konstrukcion keresztiil megérthetjiik,
hogyan érdemes gondolni erre a grafra.

Legyen Gy egy egy cstcsbol allo graf, iires cimkével. Legyen G egy 0 és egy 1 cimkével
rendelkezd csucs Osszekotve egy éllel. G; legyen az a graf, melyhez G; két példanyat egymas
mellé rakjuk: az egyik a 00 és 10 csucs a koztiik futé éllel, a mésik 01 és 11 a koztiik futo éllel.
Tehét a csucsok cimkéinek mdsodik koordindtdja jeloli, hogy 6 hanyadik maésolata Gi-nek. Az
egymdasnak megfelel6 két csicspar koziil kivalasztjuk az egyiket, és 0sszekotjiik Sket: példaul az

abran 00-t 10-val.

(010) (110)
(01) (11)  (010) (110) —
53
N 5 (000) (100) - &
(0) (1)  (00) (10)  (000) (100) G

1. abra. Gq konstrukciéja

A Gz griafot a G, két példinydban egy tetszOleges, egymdsnak megfeleld csucspar
osszekotésével kapjuk, €s igy tovabb. A kapott grafsorozatbol készitiink egy G grafot, melynek
csticshalmaza 2N. Igy minden cstcs egy 0-1 sorozat, amire gondolhatunk dgy is, mint egy (Vi) nens
v € V(G,) csticssorozat. El pedig azon u = (1) peny 6s v = (v,)nen csticsok kozt fusson, melyek-
hez 3N : ¥n > N-re (un,v,) € Gy,. Ily médon a kapott graf akar egy végtelen ut is lehet, de mi egy
nagy Borel-kromatikus szimmal rendelkez8 grafot szeretnénk. Igy iigyesen kell megvélasztani,
hogy G, 1 készitésekor a G, mely csucsinak két példanyat kotjiik dssze. Jelolje a valasztott csucs
cimkéjét s,. Figyeljiik meg, hogy ha az (s,),cn sorozatot olyan feltételek mellett valasztjuk meg,
ahogy azt a G definicigjaban tettiik, akkor az ily médon definidlt G graf éppen a G lesz.

Ezt a konstrukcidt altaldnositja az inverzlimesz fogalma.

1.35. Definicié (Inverzlimesz). Legyen (G,),cn véges grdfok egy sorozata, (Q),en pedig @y :
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V(Gni1) — V(G,) fiiggvények egy sorozata. A (G, @) sorozat inverzlimesze egy grdf az

fre [TV(Ga) : v @u(x(n+1)) = x(n)}

neN
téren. (x,y) él < In:VYm > n-re (x(m),y(m)) € Gp,.

A Gq grif alaposabb megértéséhez ismerjiik meg a kovetkezS, a 2N téren viszonylag

természetes ekvivalenciarelaciot.

1.36. Definicié (Eg). xEgy < 3IN : Vk > N-re x(k) = y(k), azaz x és y pontosan akkor dllnak

reldcioban egymdssal, ha csak véges sok koordindtdjukban térnek el egymdstol.
1.37. Allitis. Eg, = Eo az (sx)neN sorozat vdlasztdsdtol fiiggetleniil.

Bizonyitds. Az xEg,y = xEgy irany nyilvanvalo: ha x és y kozt vezet egy k darab €Ibol all6 ut a
Gy grafban, akkor legfeljebb k darab koordinatdjukban térnek el egymastol.

A masik irdny xEgy = xEg,y. Ezt indukcidval fogjuk igazolni: x-bdl (€s hasonldan y-bdl is)
vezet Ut Go-ban abba az s, , csicsba, melyet gy kapunk, hogy az x elsd n koordindtajat s,-re
cseréljiik. n = O-ra ez nyilvanval6. Ha n-ig igaz, akkor (n+ 1)-re is: x-bdl eljutunk s, ,-be, onnan
az (n+ 1)-edik koordinatét s, 1(n + 1)-re éllitjuk, majd indukciéval az elsd n koordinatat s/, =

(Sn+1)|n jegyeire cseréljik.
1.38. Allitas. Gy aciklikus.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van benne kor. A kor csucsai egy komponensben vannak, igy
csak véges sok koordinatdjukban térnek el egymdstol: legyen a legnagyobb ilyen az n-edik. Mivel
két szomszédos csucs csak egyetlen koordindtdban kiilonbozhet, minden €lre rairhatjuk, hanyadik
koordinétét véltoztatja. Minden szam péros sok élen fordul eld, igy specidlisan n legalabb két
élre van rafrva. Azonban minden cstcs az (n+ 1)-edik koordinatajat6l kezdve megegyezik, igy
legaldbb harom olyan cstcs van a krben, ami s, 1"(i)"r alakd valamely i € 2-re és fix r € 2N-re.

Tehat a korben legaldbb egy csucs tobbszor szerepel, ami ellentmondas. [

1.39. Megfigyelés. A G aciklikussaga az inverzlimeszes konstrukci6jabdl is konnyen lathato:

mivel minden G, kormentes, igy az inverzlimesziik is.
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A Go kormentessége rossz hirnek tlinhet, ha végesnél nagyobb kromatikus szdmmal rendelkez6
grafot szeretnénk késziteni. Az aldbbi allitds ennek fényében megnyugtatd, és még érdekesebbé

teszi a kormentesség tényét.

1.40. Allitas. x3(Go) > R

Bizonyitds. Valdjaban ennél erGsebbet latunk be: ypy(Go) > No. Indirekt tegyiik fel, hogy Go-t ki
tudtuk szinezni megszdmlalhatéan sok szinnel. Beldtjuk, hogy ha A C 2N egy Go-fiiggetlen, Baire-
mérhet6 halmaz, akkor elso kategdridju. Ez ellentmonddsra vezet, mert eszerint a megszamléalhat6
sok szinosztdly unidja is elsd kategoridja lenne.

Indirekt tegyiik fel, hogy az A fiiggetlen halmaz mésodik kategéridji. + € 2<N-re jelolje N, azt a
bézisnyiltat, mely elemeinek az els |¢| koordinétdja r-nek van rogzitve. Mivel A Baire-mérhetd,
1étezik N, bazisnyilt, melyre N, \ A mar elsG kategoridji. Mivel 7-hez Js,, melynek ¢ prefixe, igy
N;, \ A is els6 kateg6ridja. Jelolje ¢y : Ny, — Ny, azt a homeomorfizmust, mely a k-adik koordinatat
ellentétesre valtoztatja. Mivel A N N;, masodik kategéridjd, igy ¢, nem képezheti 6t az N, \ A
els6 kategoriaju halmazba, igy ¢,11(ANN;,) NA # 0. Ez pedig azt jelenti, hogy A nem filiggetlen

halmaz, ami ellentmondas. ]

1.41. Tétel (Miller [19]). x; (Go) = 3.

Tehat a Go graf olyan Borel-graf, mely aciklikus, 4m a Borel-kromatikus szdma a vart 2-vel
szemben még csak nem is megszamldlhat6. Emellett a mérhet6 kromatikus szdma se nem 2, se
nem oridsi, hanem 3. Osszességében a G egy ékes példdja annak, hogy a Borel-kombinatorika
tartogat gyonyord kiszdmithatatlansdgokat a klasszikus kombinatorikdahoz képest, és a kiilonb6zd
kromatikus szdmok definidldsdnak is megvan a 1étjogosultsaga.

Tovébbi fontos és szép tétel vele kapcsolatban az alabbi.

1.42. Definicio. Legyenek X,Y sztenderd Borel-terek, G C X 2 HCYy? Borel-grdfok. Ekkor
G <p H, ha létezik Borel f : X — Y leképezés, melyre (x,y) € G = (f(x),f(y)) € H teljesiil.

1.43. Tétel (Go-dichotémia [14]). Legyen X lengyel tér, G C X?* Borel-grdf. Ekkor az aldbbiakbdl
pontosan egy teljesiil: 1.) x8(G) < X 2)Go<pG
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1.6. A Luzin-Novikov tétel

Ahogy G, graf éleit fel tudtuk irni két fliggvénygrafikon unidjaként, tigy G élhalmaza is felirhat6

megszamlalhatdan végtelen grafikon unidjaként: Go = |J graph(¢,). Ez nyilvanvaléan nem igaz
neN

minden Borel-grifra, gondoljunk csak egy teljes grafra 2N-en.
Az alabbi tétel elégséges feltételt ad arra, mikor irhato fel egy Borel-graf megszamlalhat6an

sok fiiggvénygrafikon unidjaként. A tétel alapvet6 fontossdgt a Borel-kombinatorikaban, emellett

jOl haszndlhat6 annak beldtdsdra, hogy egy halmaz Borel.

1.44. Tétel (Luzin-Novikov). Legyen X,Y lengyel tér, G C X X Y Borel-halmaz, és ¥Vx € X-re
|G| < Ry teljesiiljon, ahol Gy a G x-szekcidjdt jeldli. Ekkor 3f, : A, — Y parcidlis Borel-
fiiggvények sorozata ¥n € N-re, ahol VA, C X, és G = |J graph(f,).

neN

Borel-grafokra nézve a feltétel azt mondja ki, hogy a graf legyen lokdlisan megszamlalhat6. A
tétel Kechris: Descriptive Set Theory c. konyvébdl [12] ismert bizonyitdsa analitikus halmazokat
hasznél. Forte Shinko adott egy olyan bizonyitast [22], mely ennél elemibb, az aldbbiakban ezt

mutatom be. A bizonyitashoz a tétel egy mdsik alakjat fogjuk hasznalni.
1.45. Tétel (Luzin-Novikov, 2. alak). Legyen f : X — Y folytonos leképezés, X, Y lengyel terek.
Ekkor az aldbbiak koziil pontosan az egyik teljesiil:

1) X-nek létezik megszdmldlhato (By)qen Borel-fedése iigy, hogy Vn-re f|p, injektiv.

2) Valamelyy € Y elemre f~\(y) tartalmaz Cantor-halmazt.

1.46. Megjegyzés. A tétel 2. alakjabol kovetkezik az elsd.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2. alakot p : G — X vetitésre. Ez egy folytonos leképezés két lengyel
tér kozt, mivel G is Borel: tetszSleges B Borel-halmazhoz megadhaté olyan (finomabb) lengyel
topoldgia az alaptéren, amivel 6 lengyel, és a Borel-halmazok csalddja a finomit4s sordn nem
valtozik. (Ez a [12] konyvben a 13.1 tétel.) Ha 2) teljesiilne, akkor valamely x € X-re G, tartal-
mazna Cantor-halmazt, igy nem lenne megszdmlédlhat6. Tehdt G C X x Y lengyel térnek 1étezik

(By)nen Borel-fedése tigy, hogy Vn-re p|p, injektiv. Az injektivitds itt éppen azt jelenti, hogy
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Vx € X-hez legfeljebb egy G-beli elem tartozik, azaz (p|g,)~! egy f,: p(B,) = Y, p(B,) C X
Borel-leképezés grafikonja ([12] 14.12). [

Bizonyitds (Forte Shinko). Vegyiik azon A C X Borel-részhalmazait X-nek, melyekre f|4 injektiv,
és legyen az altaluk generalt c-algebra .. Jelolje M az Gsszes olyan csaldd osztalyat, melyek
mindegyike véges sok diszjunkt, zart X-részhalmazbdl all. Egy .# € M csalddot nevezziink

apronak, ha 1étezik Y = |J Br Borel-fedése Y-nak, hogy a csaldd minden F tagjara
FeZ

Fﬂf_l(BF) € .7.

Vegyiik észre, hogy egy egyelemii {F } csaldd pontosan akkor aprd, ha F € .7.

Tegyiik fel, hogy 1) nem teljesiil. Ebbsl kovetkezik, hogy az {X} egyelemi csalad nem apré. A
terv, hogy ebbdl a csaladbdl kiindulva rekurzivan készitiink djabb és djabb nem apr6 csaladokat.
Az egyes csaladok tagjainak unioi Cantor-sémat fognak alkotni, azaz a metszetiik egy Cantor hal-
maz lesz. Tovabba az egyes csalddok tagjainak unidjanak képe mindig egyre kisebb atmérdvel
fog rendelkezni, igy a kapott Cantor-halmaz valéban egy y € Y pont 6sképe lesz. A terv
végrehajtasahoz sziikségiink van néhany lemméra. Vezessiik be az (A)? := {(x,x') € A? : x # x'}

jelolést tetszdleges A halmazra. A L jel a diszjunkt unio jele.

1.47. Lemma. Legyen % U{U} € M valamely U C X halmazra, és tegyiik fel, hogy (U)? =
U Vu X W, ahol a V,,,W,, halmazokra teljesiil, hogy % | 1{V,,W,} apré Vn-re. Ekkor F LU{U} is
s

Bizonyitds. Az F 1 {V,;W,} csaldd aprésdgét tanusitsa (Br)pez U{B,,;Bw,} fedés minden n-
re. Feltehet6 ugyanis, hogy minden n esetén F € .%-hez ugyanaz a Bp tartozik, mivel ha nem
igy lenne, By-eket helyettesithetnénk az unidjukkal: Br := (JBY%. Feltehet6 tovabba a halmazok
diszjunktizalasaval, hogy minden fedés egy particidja is egyb’;n Y-nak. Legyen By =Y \ F|_| Br.

eF

Vegyiik észre, hogy Vn-re By = By, LI By,. Megmutatjuk, hogy a Br-ekkel egyiitt ez tanusitja
F U{U} csalad aprésagat.
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Azt kell belatnunk, hogy U N f~1(By) € .#, amihez elég belétni, hogy

Li=Unf ' (Bu)\ (U(Vnﬂfl(an)) : <wnmf1<BWn>>)
n
halmazon f injektiv. Ez azért van igy, mert .# egy c-algebra. Legyen tehat xy,xw € UN f~!(By)
két kiilonbozd elem. Szeretnénk beldtni, hogy ha xy,xw € L, akkor f(xy) # f(xw). Mivel
(xy,xw) € (U)?, igy In, amire xy € V,, xw € W,. Tegyiik fel, hogy f(xy) = f(xw). Mivel
xy és xy valasztasa szerint f(xy) = f(xw) € By, igy f(xv) € By,, vagy f(xw) € Bw,. Tehat
xy € Vo f~1(By,), vagy xw € W, N f~1(Bw,). Igy xv ¢ L vagy xw ¢ L, és ezt szerettiik vol-
na. U

1.48. Lemma. Legyen F € M, és legyen (Ap)nen az Y egy Borel-fedése iigy, hogy (F N
Y Ay))Fes csaldd apré. Ekkor F apré.

Bizonyitds. Fix n € N-re tandsitsa (F N f~1(A,))res csaldd aprésdgit az Y tér (BY)pc s fedése.

Legyen Br = J(A, N B}) minden F € .%-re. Az igy kapott (Br)pc# fedés tanisitja, hogy .#
n

csalad apro. [

1.49. Megfigyelés. Adott € > 0, X lengyel tér, és egy D C X zért halmaz. Ekkor (U)? felirhat6

(U)?> = U V,, x W, alakban, ahol V,,,W, zirt halmazok Vn-re, melyek dtméréije < €.
neN

27

1.50. Megfigyelés. Adott € > 0 mellett Y lengyel tér felithat6 < & atmérGjli zart halmazok

megszamlalhaté unidjaként.

Az {X} csaladbdl kiindulva rekurzivan fogjuk elkésziteni (F;),.,<n nemiires zart halmazo-
kat; az n-edik lépésben azokat, melyekre |s| = n. Szeretnénk, ha erre a csaladra a kovetkezSk

teljesiilnének:

I. Ha s > ¢, akkor F; C F;.
II. Ha s és ¢ koziil egyik sem kezdGszelete a mésiknak, akkor F; és F; diszjunktak.
III. Minden (nemiires) s € 2<N-re diam(F;) <27,
IV. Minden n > O-ra diam(f(‘ ‘U Fy)) <1
S|l=n
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Az els6 hdrom tulajdonsag elképzeléséhez érdemes a triadikus Cantor-halmazra gondolni. A fent
emlitettek mellett szeretnénk megkovetelni, hogy Vn € N szamra (F;) Is|=n» azaz a rekurzié minden
1épésében kapott csaldd legyen apro.

Legyen Fp = X. Ez teljesiti I-IV.-et. Tegyiik fel, hogy (FS)‘ s|=n csaladot megkonstrualtuk. Els6
1épésként szeretnénk lecserélni az Fy» halmazt két kisebb atmérdjlire: Gorp-ra és Gori-re, melyek
atmérdje < 2-(+1) " Szeretnénk, hogy az igy kapott csaldd tovdbbra se legyen apr6. Az 1.49
megfigyelést alkalmazzuk U = Fy» halmazra. A kapott V;, W; halmazokkal vizsgaljuk meg az els6
lemmat. Mivel az % UU = (Fs)| s|=n csalad nem apro, igy a lemma feltétele nem teljesiilhet: kell
hogy 1étezzen k, melyre Fy:-t Vi-ra és Wy-ra cserélve tovabbra sem apr6 a csalad. Legyen tehdt

2N+1

Goro = Vi, Gorp = Wi Ezt a cserét hajtsuk végre még — l-szer, igy kapjuk (Gy)|s=n+1

csaladot. Ez az I-111. feltételeket mar tudja. A 2. megjegyzést alkalmazva kapjuk (A;);cn csaladot,
mely az Y Borel-fedése < % atmérdjl zart halmazokkal. A 2. lemma szerint kell lennie egy i-nek,
melyre (F N f~'(A;))res csaldd nem apré, ahol .F = (Gs)js|=nt1- Legyen Fy = G; N1 (A;)
minden s € 2" !-re, ezen csalad pedig mér teljesiti I-IV.-et.

A rekurziéval kapott (Fy) o< csaldd mutatja, hogy a tétel 2) pontja teljesiil. C:=() |J F; Cantor-

n |s‘:n
halmaz, valamint

diam(f(C)) :diam(ﬂ( U Fy)) < irr}fdiam(f( U Fy)) =0.
|s]=n

n ‘s':n

Ebbdl kovetkezGen f(C) egyetlen pontja az ¥ térnek.
[

1.51. Megjegyzés. Ha a tétel feltételei mellett Vy € Y-ra |GY| < X is teljesiil, akkor f,-ek

valaszthatok injektivnek.

Bizonyitds. Hasznaljuk a tételt az f, fliggvények grafikonjaira kiilon-kiilon, ¥ x X részeként te-

kintve rajuk.
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1.7. A Luzin-Novikov tétel kovetkezményei

A Luzin-Novikov tétel egy fontos, gyakori alkalmazdsa, hogy ha olyan jellegli halmazt definidunk
egy Borel-graf kapcsan, hogy Vv{dv;, ahol a v csicshoz a sajat 6sszefiiggdségi komponensébdl
szeretnénk egy v, csdcsot vdlasztani, akkor ezt kicserélhetjiik a kovetkezore: Vvids € N<=, ahol s
a v1-bSl vo-be vezetd utat irja le a Luzin-Novikov tétel 4ltal adott f; fiiggvények indexeivel. Igy a

kapott v, csucsok halmaza Borel lesz.

1.52. Kovetkezmény. Ha G lokdlisan megszdmldlhaté Borel-grdf X-en, és A C X Borel, akkor
Ng(A) :={y: 3x € A: xGy} is Borel.

Bizonyitds. G felirhaté f,-ek unidjaként, Ng(A) = U f, ' (A).
neN

1.53. Kovetkezmény. Jelolje dg : X*> — NU {o0} a grdfmetrikdt, ahol a kiilonbozé komponensben
levd csiicsok tavolsdgat végtelennek tekintjiik. Ha G lokdlisan megszamldlhato Borel-grdf, akkor

dg Borel-fiiggvény.

Bizonyitds. d;'(0) = {(x,x) : x € X} Borel. Ha B, := d'(n) Borel, akkor B, 1 :=dg'(n+1)
n
is: By+1 = ({(Ng(x),y) : (x,y) € B} U{(x,Ng(y)) : (x,y) € B, }) \kUOBk. Tovabba dal(w) Borel,

mert minden komponens Borel az el6bbiek alapjan.

1.54. Kovetkezmény. Ha G lokdlisan véges Borel-grdf az X Borel-téren, akkor xp(G) < Ny.

Bizonyitds. Legyen {B;};cn egy halmazsorozat, ami zart a metszetre, komplementerre, és sze-
pardlja a pontokat. Ilyen létezik, mert lengyel terekben a nyiltak, igy a Borelek szeparaljak a
pontokat és megfelelnek a feltételeknek. Az x € X csucs c(x) szine legyen az a legkisebb i, melyre

X € Bj, de Ng(x) NB; = 0. Ekkor minden szinosztaly Borel, mert
i1
¢ (i) =B\ (Ng(B:)U | ¢ (n)).

n=1

1.55. Kovetkezmény. G Borel-grdf, G-ben minden csiicsnak legfeljebb A szomszédja van =

x8(G) <A+1.
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Bizonyitds. Legyenc:X — Na G egy Borel-szinezése megszamlalhat6 sok szinnel. Ebbdl allitunk
el egy ¢’ : X — A+ 1 Borel-szinezést. Jelolje B; a ¢ szinezés szerint az i szin szinosztdlydt. A
¢’ szinezést tigy fogjuk mohén eléallitani, hogy sorban haladunk végig a B; szinosztilyokon, és
a csucsokat kiszinezziik a lehetd legkisebb olyan szinnel, ami nem rontja el az eddigi szinezést.
Tegyiik fel, hogy .U B; halmazon mar definidltuk ¢’ jlszinezést, és x € B,y1. c'(x) legyen a
legkisebb olyan szflrinmelyet Ng(x) elemeibdl még senki sem kapott. Vegyiik észre, hogy Ng(x) N

B,+1 =0, valamint ¢/(x) < A+ 1. Az igy kapott ¢’ szinezés valGban egy j6lszinezés A+ 1 szinnel,

és minden szinosztaly Borel, hiszen ¢/~ !(i) = U (B, \ U ¢~ 1(})). O
neN Jj<i

Ismeretes, hogy Borel-halmaz folytonos képe nem feltétleniil Borel. A Luzin-Szuszlin tétel
([12] 15.1) kimondja, hogy viszont Borel-halmaz injektiv képe Borel. A Luzin-Novikov és Luzin-

Szuszlin tételek Gsszerakasa a kovetkezo.

1.56. Kovetkezmény. Legyen X,Y két lengyel tér; A C X Borel, f: X — Y folytonos leképezés. Ha
Vx € A-ra |f(x)| < Ry, akkor f(A) Borel Y-ban.

Bizonyitds. Az |f(x)| < Xo ténybdl kovetkezik, hogy a Luzin-Novikov tétel ¥ x X térre és

(graph(f|4))" halmazra alkalmazhaté, ahol egy H C X x Y halmaz transzpondltjan a H' :=

{(»,x) : (x,y) € H} halmazt értjik. Ez éppen azt jelenti, hogy maga graph(f|s) felirhaté

megszamlalhaté sok injektiv f; : B; — Y, B; C A fiiggvény grafikonjdnak uniéjaként (fi-k az in-

verzei a tétel altal adott Y — X fiiggvényeknek). Tehat f(A) = UN fi(B;) Borel. O
i€

Az aldbbi lemma szintén a kérdéskor alapvetd Osszefiiggései kozé tartozik, és most mar be

tudjuk latni.

1.57. Lemma. Ha G lokdlisan véges Borel-grdf, akkor létezik B C G maximdlis fiiggetlen halmaz,

ami Borel.

Bizonyitds. Fixaljunk egy ¢ : X — N megszamlalhat6 Borel-szinezést (B;);cn szinosztilyokkal.

Minden szinosztély fiiggetlen, ezekbdl szeretnénk moh6é médon egy maximalis fiiggetlent épiteni.

Legyen Cy = By, valamint Vn € N*-ra C, 1 = (B,11 \Ng(C,)) UC,. A B:= |J C, halmaz Bor-
neN

el, fiiggetlen, és tovabb nem bdvithetd, hiszen minden egyes elemet okkal dobtunk el, amikor a

szinosztalyabdl szelektaltunk. [
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A Luzin-Novikov tétel kovetkezménye a Borel-kombinatorika egy mésik nagyon fontos tétele,
a Feldman-Moore tétel is.

Lattuk kordbban, hogy egy G Schreier-graf osszefiiggdségi komponensei altal meghatarozott
E¢ ekvivalenciareldcidja éppen a grafot definidlé hatas orbit-ekvivalenciareldcidja. Mivel a hatést
egy megszamlédlhato csoport adja meg, igy Eg minden osztalya megszamlalhato.

1.58. Tétel (Feldman-Moore [9]). Legyen X egy sztenderd Borel-tér Borel részhalmaza, E pe-

dig egy megszdamldlhato osztdlyokbol dllé Borel-ekvivalenciareldcio X-en. Ekkor E elddll egy

megszdmldlhato I" csoport Borel-hatdsdnak orbit-ekvivalenciareldcidjaként.

Bizonyitds. Mivel a nem megszdmldlhaté Borel-terek mind izomorfak egymadssal, feltehetjiik,
hogy X = 2N. A célunk, hogy E-t el&illitsuk megszamlalhaté sok Borel-bijekcié grafikonjanak
unidjaként, és az ezek éltal természetesen generalt csoport lesz a I'. A tétel feltétele szerint E-re
alkalmazhat6 a Luzin-Novikov tétel, igy E = UN graph(f,). A grafikonokat diszjunktizaljuk:

ne

H, := graph(f)\ | graph(fi)-
k<n
Legyen Py, = H,N HkT . Vegyiik észre, hogy P, Borel-halmazok paronként diszjunktak, és minden
szekcidjuk legfeljebb egyelemd, azaz injektiv parcidlis fiiggvények. Emellett |J P, =E, igy a
P, halmazok particiondljak E-t. A célunk, hogy ezekbdl olyan parcidlis injerlzlcc:fgkat készitslink,
amiknek diszjunkt az értelmezési tartomdnya és az értékkészlete, mivel ilyeneket uniézva a transz-
pondltjukkal, majd identikusan kiterjesztve bijekcidkat kapunk. Jeldlje R! azon (x,y) € 21V x 2N
pontok halmazit, melyeknek s € 2<N kezdGszelete, és k = |s| + 1-re x(k) =i, y(k) = 1 —i. Ek-
kor a Py N R! alakd halmazok értelmezési tartomdnya és értékkészlete diszjunkt, parcialis Borel-
injekcidk, megszamlalhaté sokan vannak, és particionaljak E-t. Terjessziik ki ket identikusan 21-

re, és legyen egy felsorolasuk (g,),cn. Konnyen lathatd, hogy I := ((g,)nen) csoport j6 lesz. [

A tétel alabbi kovetkezménye hasznos lesz szdmunkra a 2. fejezetben.

1.59. Definicié. E C X? ekvivalenciareldcié. Egy A C X halmazra legyen [Alp = {x€ X :Ja € A

xEa}. Azaz [Alg jeloli az A-ba belelégo ekvivalenciaosztdlyok unidjdt. Ha A = {x}, gyakran az
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[x|g jeldlést alkalmazzuk.

1.60. Definicié (Kvazi-invaridns mérték). Legyen X Borel-tér, u mérték X-en, E C X? ekvivalen-

ciareldcid. | kvdzi-invaridns, ha VB C X Borelre (B) =0 = u([B]g) = 0.

1.61. Kovetkezmény. Legyen X egy sztenderd Borel-tér Borel részhalmaza, E egy megszdmldlhato
osztdalyokbdl dllo Borel ekvivalenciareldcio X-en, | pedig egy valosziniiségi mérték X-en. Ekkor
létezik olyan v kvdzi-invaridns valészintiségi mérték X -en, melyre nézve [ abszoliit folytonos. és a

v-mérhetd halmazok [L-mérhetdk is.

Bizonyitds. p-bol készitiink egy v kvazi-invaridns mértéket. £ a Feldman-Moore tétel értelmében

elddll egy megszamlélhato I' csoport Borel-hatdsdanak orbit-ekvivalenciareldcidjaként. Tetszbleges

A p-mérhet6 halmazra legyen

1

V()= ¥ 5 n(ned)
yer

Ez kvazi-invaridns, mert ha v(A) = 0, akkor Vi-re u(y;-A) = 0, amibdl u(|JyA) = u([Alg) = 0.
i
Emellett u < v, mivel v(A) =0 = u(1-A) =0. Ha egy A halmaz v-mérhetd, akkor definici6

szerint % = 1 miatt g-mérhetd is. [

1.8. Ekvivalenciarelaciok

A matematikdban gyakran taldlkozunk azzal a jelenséggel, hogy az egymashoz valamilyen szem-
pont szerint hasonlo objektumokat elkezdjiik “egyként” kezelni, ezdltal ekvivalenciaosztalyokat
alakitunk ki. Példdul az egymadssal izomorf csoportokat, egymassal homeomorf topologikus
tereket, egymdstol nullmértékli halmazon eltérd Lebesgue-mérhetd fiiggvényeket nem szoktuk
kiilonbozoként kezelni, hanem rogton a definidlas utan belatjuk, hogy a csoportositdsi szabalyunk
ekvivalenciareldcid, azaz az elemeket paronként 6sszehasonlito kétvaltozos relacid reflexiv, tran-
zitiv és szimmetrikus.

A Borel-kombinatorikdban alapveten azok az ekvivalenciareldcidk érdekelnek minket,
ahol az alaptér Borel-tér, és az ekvivalenciaosztdlyok is Borelek: az ilyeneket Borel-

ekvivalenciareldcionak nevezziik. Az alabbi roviditést gyakran hasznéljuk.
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1.62. Definici6 (MOBER). X Borel-tér. Az "E MOBER” rovidités azt jelenti, hogy E C X x X
Borel-ekvivalenciareldcié minden osztdlya megszdamldlhato sok elembdl dll, azaz ”megszdmldlhato

osztdlyu Borel-ekvivalenciareldcio”.

A MOBER rovidités angol nyelv, gyakran hasznalt — bar félrevezeté — megfeleldje a CBER.
Kiilonboz6 Borel-terek Borel-ekvivalenciarelacidinak komplexitasat hasonlitja 6ssze a kovet-

kezd fogalom.

1.63. Definicio. Legyenek X ésY Borel-terek, E C X x X és F CY x Y Borel-ekvivalenciareldciok.
E Borel-redukdlhato F -re, ha létezik olyan ¢ : X — Y Borel-leképezés, melyre Vx1,x; € X x1Exy &
O (x1)F@(xy) teljesiil. Jele: E <p F

Ez azt jelenti, hogy E két kiilonb6zd ekvivalenciaosztalydnak a képe nem lehet F'-ben azonos
osztaly, igy minden E-beli osztdlynak van F-beli pérja, de ez forditva nem igaz, mert ¢ nem

feltétleniil sziirjektiv. Tehat F' legalabb olyan komplex, mint E. <p egy parcialis rendezés.

1.64. Definicio. =y reldcioval azt az ekvivalenciareldciot jeloljiik az X téren, ahol x,y € X elemek

pontosan akkor ekvivalensek, ha x = y.

1.65. Definicié (Sima ekvivalenciarelicié). Egy E C X? ekvivalenciareldcié sima, ha Borel-

redukdlhaté =, reldcidra.
Ha E MOBER, akkor a simasag mas mddon is karakterizilhato.

1.66. Definicio ((Parcialis) Borel-transzverzalis). Olyan B C X Borel-halmaz, mely minden ekvi-

valenciaosztdlybol (legfeljebb) egy elemet tartalmaz.

1.67. Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek egy E C X x X MOBER-re.
1.) E-nek van Borel transzverzdlisa.
2.) E<p =j)n

3.) X lefedhetd megszdmldlhato sok Borel parcidlis E-transzverzdlissal.

Az 4llitas bizonyitdsa konnyd.
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Bizonyitds. El6szor lassuk be 3.) = 1.)-et. Ha X lefedhetS a By, B, ... parcialis Borel-
transzverzélisokkal, akkor ezekbdl konnyen gyarthatunk egy B Borel-transzverzalist. Fix C par-
cidlis Borel-transzverzdlisra [C|g Borel az 1.56 kovetkezmény miatt, hiszen [Clg = m((C x X) N
Ay =B, Ay:=A1U(By\ [Allg), ..., Ai == A;_1 U (B; \ [Ai—1]g). Minden A; Borel (és parcialis
transzverzalis is), igy B := J;A; is. B minden ekvivalenciaosztilyba belelog, de legfeljebb egyszer.

Az 1.) = 2.) belatdsdhoz vegyiik E Borel-transzverzdlisat, B-t. Elég egy ¢ : X — B Borel-
homomorfizmust adni, mivel B Borel-izomorf 2V valamely Borel-részhalmazaval. Ha ¢ minden
x € X-hez hozzarendeli azt a B-beli elemet, aki [x]g N B egyetlen eleme, akkor ez nyilvanvaldan j6.

A 2.) = 3.) irdnyhoz a Luzin-Novikov tételt fogjuk haszndlni. 2.) miatt létezik egy ¢ : X — 2N
Borel-redukcié. Alkalmazzuk a Luzin-Novikov tételt a 2N x X tér gr(¢) Borel részhalmazéra.
Mivel E minden osztilya megszamldlhato, igy teljesiil a tétel feltétele, és gr(¢) felbomlik
megszamlalhaté sok Borel grafikon unidjara. Ezek injektiv grafikonok lesznek, hiszen ¢ egy
fliggvény. Legyen B; az i-edik grafikon vetiilete X-re. Ez Borel, és minden ekvivalenciaosztalyba
legfeljebb egyszer metsz bele, hiszen egy 21 — X injektiv grafikon vetiilete, ahol 2" pontjai ekvi-

valenciaosztilyoknak felelnek meg. | J; B; fedi X-et, a konstrukci6 lényege szerint. [
1.68. Allitas. Ha az E ekvivalenciareldcié minden osztdlya véges, akkor E sima.

Bizonyitds. Tekintsiink E MOBER-re Borel-grafként. Ez lokdlisan véges, igy megszamlalhat6 sok

szinnel Borel-szinezhet8. A szinosztilyok parcialis Borel-transzverzalisok. 0

1.69. Definici6 (Hipervégesség). Egy E MOBER hipervéges, ha elédll E = \J E, alakban, ahol
neN
minden E, véges osztdlyokbol dllo Borel-ekvivalenciareldcio.

Egy G Borel-grafot hipervégesnek neveziink, ha Eg hipervéges. A hipervégesség egy fontos
alapfogalom a Borel-kombinatorikdban, mely szoros kapcsolatban all a csoportelmélethez koté6do
amendbilitds fogalmaval is. A hipervéges grafok a legegyszeriibb szerkezetli példak, amik mu-
tatjak, hogy Borel-kontextusban mishogy miikddnek a grafelméleti fogalmak [5].

Az eddigi 4llitasainkbdl lathatjuk, hogy ha egy MOBER sima, akkor hipervéges: ezt 1.67 3.)

része mutatja. Visszafele ez nem igaz, erre példa E.
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A kovetkezd tétel szerintem érdekes, bar a bizonyitdsa egy nem nehéz alkalmazdsa a kom-

paktsagi tételnek [21].
1.70. Tétel. G Borel-grdf, Eg sima = xp(G) = x(G)

Egy megszamldlhaté komponensekbdl all6 Borel-graif minden 0Osszefiiggdségi kompo-
nense Borel, hiszen a komponzens valamely x csucsa segitségével mindegyik felirhat6
(nz (({x} xX)n(Y d! (n)))) alakban, ahol 7, a masodik koordinatatengelyre vald vetitést
jeloli. Ez a tétel mrllletle\l]tja tehat, hogy szinezés tekintetében a Borelség elvarasit megszeliditi az
a tény, ha az dnmagukban Borel (és megszdmlilhatd) komponensekbdl tudunk referenciapontot
vélasztani Borel-médon, egy Borel-transzverzalis dltal. Igy a fejezetben megismert példdkban,
ahol a klasszikus és a Borel-kromatikus szdm nem egyezett meg — G €s Gg grafoknal —, valahogy
ezen milt a dolog. Ebbdl az is kovetkezik, hogy példaul nincs olyan Borel-részhalmaza 2N -nek,

799

mely az ”azonosan végz6dd” 0-1 sorozatok minden ekvivalenciaosztalyabdl pontosan egy elemet

tartalmaz.

1.9. Ramsey-tipusu tételek a Borel-kombinatorikaban

A grafelméletbdl ismert Ramsey-tétel arrdl szol, hogy bizonyos feltételek mellett barhogyan is
szinezziik meg egy graf éleit k szinnel, lesz kozte elbirt méretli egyszint klikk. Az aldbbi tételek

ennek az analdgjai a teljes (hiper)grafra N-en, eldirt végtelen méretii klikkel.

1.71. Definicié. Jelolje [A]" az A n-elemii, [A]N pedig a végtelen elemszdmii részhalmazainak hal-

mazdt.

Ha a 2" Cantor-halmazra tgy tekintiink, hogy a 0-1 sorozatok az N részhalmazainak karakte-

risztikus vektorai, akkor [N]N és [N]* is Borel részhalmaza, és ez megad rajtuk egy Borel-struktirat.

1.72. Tétel (Ramsey). Legyen n,k € N, és c : [N]" — k tetszdleges szinezés.

Ekkor 3H < [N]N, amire c|(gy konstans.

Ez n > 2 esetén hipergrafot jelent. Az alabbi tételben, melyet a 3. fejezetben hasznalni fogunk,

a hiperélek mérete is végtelen.
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1.73. Tétel (Galvin-Prikry). Legyen k € N, és ¢ : [N|N — k tetszdleges Borel-szinezés.

Ekkor 3H € [N]N, amire ¢l konstans.

A tétel Ramsey-mérhetdség fogalmét hasznal6 bizonyitdsa elolvashat6 példaul az [4] szakdol-
gozatban. Kechris konyvének [12] 19.C fejezetében egy kicsit més, de 1ényegét tekintve hasonlo,

az Ellentuck-topolédgia fogalmat hasznal6 bizonyitas taldlhato.
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2. Egy érdekes Borel-graf

Ez a fejezet Marks [17] cikkében taldlhaté 1.3 tétel bizonyitasan, illetve a 2.4 alfejezet Conley,
Marks és Tucker-Drob [6] cikkén alapul.

2.1. A graf

7 7z

Az el6z06 fejezetben megmutattuk, hogy az a grafelméletbdl ismert tény, miszerint ha egy grafban a
maximalis fokszdm A < oo, akkor a graf kromatikus szdma < A+ 1, igaz Borel-kromatikus szamra
i1s. Lattuk azt is, hogy a mérhetd és Baire-mérheté kromatikus szdm mindig legfeljebb annyi,
mint a Borel-kromatikus szam. Ebben a fejezetben egy olyan grafot fogunk konstrualni, melynek
a maximalis fokszdma 3, és egy Borel-szinezéshez valéban sziikség is van 4 szinre, 4m a graf
mérhetd kromatikus szdma barmilyen val6szintségi mérték esetén legfeljebb 3. A konstrukcid
bizonyitdsa egy nagyon izgalmas modszert hasznal, ezért is szerettem volna megjelentetni ezt a
munkdmban: Marks mddszere végtelen jat€ékot €s Martin tételét hasznalja. Maga a modszer az itt

bemutatottndl kicsit dltalanosabb, de ez az alapja.

2.1. Tétel. Létezik olyan 3-reguldris, aciklikus G Borel-grdf, hogy tetszdleges W valdsziniiségi

mértékre 3 = x,(G) < xg(G) = 4 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen I = Zp xZyx 7y = (0, Q1,0 ag = (X12 = oc22 = 1) megszamlalhat6 csoport.
Legyen I' ~ 41 a bal shift (1.30), ennek a Schreier-grifja az S = {a, &1, 0 } generatorrendszerre
nézve pedig G'. G’ élein a hatds megad egy természetes élszinezést is. Ha az x cstcsot az

{04 :i €I}, I C 3 generatorokkal val6 hatasok azok, amik atviszik (kiilon-kiilon) y-ba, akkor (x,y)
él szine legyen I halmaz. Jel6lje ezt a szinezést h: G' — Z2({0;1;2}). A G’ megszoritdsa a szabad
részére legyen G. Ez lesz a keresett aciklikus, 3-regularis graf.

A 41 térre tigy érdemes gondolni, hogy I Cayley-grafjanak minden csiicsra egy cimkét ragasztunk
a4 ={0;1;2;3} halmazb6l. G'-ben két csiics, azaz cimkézés szomszédos, ha a Cayley-grif egy

éle mentén “egymasba tolhatok™.
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2. ébra. I' Cayley-gréfja

ElGszor azt szeretnénk belatni, hogy yp(G) = 4. Az 1.55 Kovetkezmény miatt nyilvanvald,
hogy 4 szinnel biztosan ki tudjuk szinezni G-t Borel médon, hiszen a maximalis fokszdma 3.
Szeretnénk beldtni, hogy 3 szin nem elég. Ehhez megmutatjuk, hogy G’'-n nem elég 3 szin; s6t, ha
3 szinnel szinezziik, mindig lesz egy (x,y) él, melynek mindkét végpontja azonos szind, emellett
c(x),c(y) € h((x,y)), ahol ¢ az emlitett 3-szinezés. Megmutatjuk tovabbd, hogy a nem szabad
rész kiszinezhet6 3 szinnel Borel-mddon tgy, hogy bér a szinezés nem feltétlen jolszinezés, de
nincs benne (x,y) él, melyre c¢(x) = c(y) € h((x,y)). Ebbdl kovetkezik, hogy a szabad rész nem
3-szinezhetd, hiszen a szabad és a nem szabad rész kozt nem fut él. A szabad részre szoritkozas
azért sziikséges, mert G’ még nem aciklikus. Emlékeztetiink, hogy a Schreier-graf fogalmanak

definidlasakor a hurokéleket nem engedtiik meg.

2.2. G' Borel-kromatikus szama tobb mint 3

2.2. Lemma. x3(G') > 3. S6t, a G’ bdrmely ¢ Borel 3-szinezése esetén létezik (x1,x;) € G' ¢l

melyre c(x1) = c(x2) € h((x1,x2)).

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy G’ gréfot Borel médon 3-szineztiik tgy, hogy nincs (xj,x)

él, melyre c(x1) = c(x2) € h((x1,x2)) teljesiil. Legyen ez a szinezés ¢ : 4 — 3. Definidljunk egy
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jatékesaladot I" Cayley-grafjan. Két jatékos lesz, akik a graf csucsait cimkézik 4 elemeivel. Az
elsG jatékos nyer, ha a kapott x € 41 cimkézésre ¢(x) # i (azaz mondjuk nem piros). Belatjuk, hogy
nem lehet nyerd stratégidja a jaték minden paramétere esetén az elsd jatékosnak, azaz a Martin-
tétel ([12], 20.5 tétel) miatt van olyan, hogy a masodik jatékosnak van nyer6 stratégidja, ez azonban

arra az ellentmondasra fog vezetni, hogy ¢ mégsem volt jolszinezés.

2.3. Definici6 (G(z,i)). Legyen G(z,i) jdték a kivetkezd. A két jdtékos egy x : Cay(I') — 4 cimkézést
készit, melyre x(1) = z rogzitett, ahol 1 a T egységeleme, 7z € 4. Az elsé kirben az L. jdtékos vdlaszt
egy x(0y) € 4 értéket (i € 3), ezutdn a II. jdtékos adja meg ¥V j € 3\ {i}-re x(o;) € 4 értékét. Azaz
a jdték elsd korében felcimkézték Cay(T)-ban az egységelemtdl 1 tdvolsdgra levé hdrom csiicsot.
Az n-edik korben az egységelemtdl pontosan n tdvolsdgra levd csiicsokat fogjdk felcimkézni: az 1.
jdtékos azokat, melyek redukdlt alakja o;-vel kezdodik, majd ezutdn a Il. jdtékos a tobbit. Az I.

jdtékos nyer, ha a kapott x € 4' cimkézésre c(x) # i, és a II. nyer, ha c(x) = i.

Mivel a ¢ szinezés Borel, igy Martin tétele ([12] 20.5) alkalmazhaté a G(z,i) jatékra. Eszerint

a jaték determinalt, azaz valamelyik jatékosnak van nyerd stratégidja.

® [ jatékos
® I jatékos

1. kér

2. kor

3. dbra. G(z,i)
2.4. Allitas. Minden z € 4-re létezik i € 3, hogy G(z,i) jdtékban a Il. jdtékosnak van nyerd
stratégidja.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely z esetén mindhdrom i-re az I. jatékosnak van nyerd

stratégidja. Ekkor a G(z,0) jaték esetében az I. jatékos el tudja érni, hogy a kapott szinezés ne
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0 szind legyen. A II. jatékos azonban megteheti, hogy elsé jatékosnak képzeli magat a G(z, 1),
illetve G(z,2) jatékokban, és figyelmen kiviil hagyva, hogy I. mit lépett, j € {1,2}-re az 1. jatékos
G(z, j)-beli nyerd stratégidja szerint cimkéz a sajat csicsain. Ezzel bebiztositja, hogy a kapott x

cimkézés ne 1 és ne 2 szinti legyen. Ez ellentmondas, hiszen c¢(x) € 3. [l

Az éllitas bizonyitdsa Cay(I') azon a tulajdonsdgan mult, hogy az egységelembdl barmelyik
€élen indulunk el, a graf mindharom iranyban “ugyantgy néz ki”. A lemma végsé ellentmondasét
Cay(T") azon tulajdonsaga fogja biztositani, hogy barmelyik élére "tiikorszimmetrikus”.

Mivel mind a négy z € 4-re 1étezik i € 3, hogy G(z,i) jatékban a II. jatékosnak van nyers
stratégidja, ezért van olyan i, amihez két ilyen z is tartozik, jelolje ezeket z; és zp. Emiatt a G(z1,i)
és G(z2,1) jatékban is el tudja érni a II. jatékos, hogy a kapott x| és x, cimkézés i szinii legyen.
Szeretnénk belatni, hogy x; €s x, vdlaszthaté olyannak, hogy G'-ben szomszédos cstcsok legye-
nek.

Feltehet, hogy G(z1,1) jaték tgy kezdddott, hogy az 1. jatékos x(a;) = zp cimkét vélasztott,
hiszen II. igy is tud nyerni. Hasonldan, x(@;) = z; is feltehetd. S6t, még az is feltehets, hogy
G(z1,i) jatékban az 1. jatékos azt képzelte, hogy minden csics balrdl meg van szorozva a;-vel,
azaz példaul o az egységelem, és 6 a masodik jatékos a G(zp,i) jatékban, ahol az elsG jatékos
71 cimkével kezdett. Mivel ez az egész forditva is elmondhat6, ezért feltehetjiik, hogy G(z;,i)
jatékban az 1. jatékos egy rogzitett S stratégia szerint cimkézett, mely G(z2,i) jatékban a masodik
nyer$ stratégidja, G(zp,i)-ben pedig rogzitett S szerint, hasonléan. Meggondolhatd, hogy igy a
kapott xj és x; cimkézések G'-ben szomszédosak lesznek. Ez ellentmondés, mivel ¢(x1) = ¢(x2).

O

2.3. A bizonyitas kiterjesztése G-re

Emlékeztetiil, a G’ \ G graf a G’ megszoritdsa a I’ ~ 41 hatds nem szabad részére. A grif élein
egy természetes élszinezés, hogy ha az x csicsot az {o; : i € I} generatorokkal val6 hatdsok viszik

at y-ba, akkor (x,y) él szine I. Ezt a szinezést h : G' — 22({0;1;2}) jelolte.

2.5. Lemma. A G'\ G grdf csiicsainak létezik ¢ Borel-szinezése a {0;1;2} szinekkel gy, hogy
nincs (x,y) él, melyre ¢(x) = c(y) € h((x,y)).
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A lemmaban tehat ¢ nem feltétleniil jolszinezés.
A nem szabad rész 41 azon elemeibé] 4ll, amik bizonyos értelemben til szabalyosak”, “perio-
dikusak”. Tlyen példdul Cay(I") egy olyan cimkézése, ahol egy tetszGlegesen vélasztott, mindkét

irdnyba végtelen utat felvaltva 0-1-gyel cimkéziink, minden mas csucsot pedig a 2-vel.

Bizonyitds. Most a nem szabad részt fogjuk tehat kiszinezni. Jelolje ennek csicshalmazat F'. Az
F koreibdl el fogunk késziteni egy ¢ grafot. € csucsai legyenek az F korei, méghozza a kovet-
kez8képpen: ha xg,x1,...,xx_1,% = Xo F-beli csicssorozat ilyen sorrendben kort alkot G’ \ G-ben,
akkor (xo, ...xx_1) keriiljon be € csicshalmazaba. Két ilyen cstcs kozt vezessen él €-ben, ha mint
kor van kozos csicsuk. Igy azonban még tilsdgosan nehezen kezelhetd a kapott graf, igy kicsit

Ovatosabban kezdiink hozza a felépitéséhez.

2.6. Allitas. Legyen G egy lokdlisan véges Borel-grdf X-en, k € N, B C X¥ pedig olyan Borel-
halmaz X*-ban, melynek minden eleme egy osszefiiggd, k-csiicsii részgrdfnak felel meg G-ben.

Ekkor létezik (diszjunktsdg szempontjdbdl) tovdabb nem bévitheté B C B halmaz, aminek pontjai

G-ben csicsdiszjunkt részgrdfoknak felelnek meg, és B' Borel.

Bizonyitds. Jelolie ¢ azt a grafot B C X*-n, ahol v{,v, € B pontosan akkor szomszédosak, ha a

nekik megfelel6 X-beli csucshalmazok nem diszjunktak. Ez egy Borel-graf:

G ={(vi,v2) €B* vy = (X1,..,x0),v2 = (V1,-- -, yk), T0,j 1 x;i = yj és Vi # jre x; # xj,y: 7 V) }-

Ebben még minden G-beli, k-csticsu Osszefiiggd részgraf k! darab csucsnak felel meg, am ezek
klikket alkotnak, igy legfeljebb egy keriilhet koziiliik egy maximadlis fiiggetlenbe. Mivel G, igy ¢

lokalisan véges is, igy az 1.57 lemma szerint 1étezik a keresett B’. [

Jelolje G’ \ G legrovidebb korének hosszat k;. Jelolje €, a € azon részgrafjat, mely a G'\ G

ki-hosszu koreinek megfeleld €’-beli csiicsokbdl all.

2.7. Allitas. ©x, lokdlisan véges.

Bizonyitds. Mivel a ¢, csucsainak megfeleld F-beli korok mind ki-hossziak, igy egy ilyen

C, C F korbe belemetszd ki-hosszd kor minden csucsa legfeljebb k; tavolsagra lehet C, vala-
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mely csicsatél. Emellett F minden csticsdnak foka legfeljebb 3, igy Cy 6y, -beli szomszédai az F

egy véges részébdl keriilnek ki. [
2.8. Allitas. Gk, Borel Xk _ben.

Bizonyitds.

G, = {(x1,,x1,) EFN1 1 Vi € Z,:rl : (xi,xi11) € G'\ G}
[

Igy G, részgrafbol a 2.6 dllitds segitségével mar ki tudtuk vélasztani korok (mint csticsokat
tartalmaz6 vektorok) egy maximdlis fiiggetlen Hj, részhalmazit tgy, hogy a Hy, C Xk Borel.

Ebbdl készitsiik el a keresett korok mint élhalmazok grafjat. Legyen
G, = {(x,y) EF*: e Hy,3i€ Z,‘; cx=v(i),y=v(i+1)vagyx=v(i+1),y=v(i)}

Itt v koordinatdit a jelolés egyszertiségének kedvéért 0-t6l szamozzuk. Ez egy Borel-graf F>-n,
mivel Hy, Borel volt X ki_ben, és innen a Luzin-Novikov tétel hasznalatdval kovetkezik.

Cseréljiik F-et F \ |JHy, -re, és iterdljuk a fentieket: jel6ljiik a legrovidebb kor hosszat ky > k-
gyel, készitsiik el €-t és 6%,-t, ebbSl Gy, -t, stb.

Legyen H = . U Gy, € (G'\ G). Ez egy Borel-grif, mely diszjunkt krokbdl dll, és nem vehetd
hozza tobb G’ \ (l}e—Nbgli kor, mely csucsdiszjunkt H koreitdl.

Most készitsiink H-bdl egy olyan ﬁ irdnyitott Borel-grafot, ahol a korok “korbejarhatéan”
vannak megiranyitva. Ezt megtehetjiik tgy, hogy definidljuk visszamendleg Gy, -k mellett (Tki -ket
is:

(Tki ={(x,y) €F*: v e H,3j € Z,‘g cx=v(j),y=v(j+1)}
Ezek uni6ja j6 H .
Szinezziink ki eldszor minden ﬁ—beli kort a kovetkez6képpen. Egy ilyen kor minden v

csucsabol pontosan egy irdnyitott €l indul ki, mely néhany «; € S generatorelemnek feleltethetd

meg a h €lszinezés szerint. Legyen koziiliik a legkisebb indext j, és szinezziik v-t j szinilire. A
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szinezés kozben tekintsiink V(ﬁ) -ra F' részhalmazaként. A korok szinezése igy jOlszinezés, hi-
szen minden csucsbdl pontosan egy olyan €l indul ki, melyre j € 1.

Most szeretnénk a tobbi cstcsot is kiszinezni F-ben. Ehhez szeretnénk H korein egy rendezést
definidlni. Mivel minden %, Borel egy nem megszdmlalhat6 lengyel téren, igy izomorf 2N az-
az a triadikus Cantor-halmaz egy részhalmazaval, vagyis 1étezik /; : V(%) — R injektiv, Borel
hozzdrendelés. Igy ¢ minden v € %, csticsdhoz hozzarendelhetiink egy part: (k;,/;(v)). Legyen
V(%) R rendezése az ezen parok szerint vett lexikografikus rendezés. Ez Borel.

Ezutan vegyiik minden szintelen u € F csucshoz a hozza legkozelebbi H-beli korok koziil az R
szerinti legkisebbet. Iranyitsuk meg az u-bol a valasztott korbe vezet utat a kor felé, és szinezziik a
csucsait az élek szerint, mint az elébb. A graf szerkezete miatt a kapott 1t szinezése kompatibilis a
korok szinezésével, és ez a szinezés joldefinidlt. Emellett Borel is, mert az egészet "Borel-m6don”
hoztuk 1étre, a Luzin-Novikov tétel tobbszori alkalmazasaval. Az egyetlen kérdés, hogy a korokon
kiviili csicsok egymassal kompatibilis szineket kapnak-e igy. El6fordulhat, hogy egy (x,y) élre x
és y szine megegyezik, azonban ez a szin nem lehet eleme /((x,y))-nak. Legyen a kapott szinezés

¢, ezzel a lemmat belattuk. O]

Ezzel belattuk, hogy xg(G) > 3, és hogy ebbdl kiovetkezben xp(G) = 4.

2.4. G mérheto kromatikus szama legfeljebb 3

2.9. Lemma ([6]). Legyen U egy tetszbleges valosziniiségi mérték G csvicshalmazdn. Ekkor
xu(G) < 3.

2.10. Megfigyelés. Mivel G minden 6sszefiiggségi komponense megszamlalhatd, az 1.61 kovet-

kezmény miatt feltehetjiik, hogy u kvazi-invariéns.
A lemma beléatasdhoz négy éllitasra és néhany elnevezésre lesz sziikségiink.

2.11. Definicié (Egyvégt leképezés). f: X — X leképezést egyvégiinek nevezziik, ha nem létezik

X0,X1,X2, ... (Vi, j-re x; # x;) sorozat X -ben, melyre f(xn41) = X, teljesiil minden n-re.
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X3 X2 X1 X0

2.12. Allitas. Legyen G 3-reguldris, aciklikus Borel-grdf és f V(G) — V(G) egy olyan egyvégii
Borel-leképezés, melyre graph(f) C G. Ekkor xp(G) < 3.

Bizonyitds. Ha a G graf éleire piros irdnyitott élként rarajzoljuk f-et, azaz f(x) =y esetén G x—y

élére egy piros x — y nyilat rajzolunk, akkor a kdvetkezdket dllapithatjuk meg.

* minden csicsbdl indul pontosan 1 piros nyil
* minden csucsba (emiatt) legfeljebb két piros €l fut be

* nincs végtelen "hatrald” 4g, azaz olyan végtelen ut, ahol a piros nyilakon végig visszafele

haladunk at

Tehat ha elindulunk a nyilak mentén az olyan csticsokbdl, melyekbe nem fut be piros nyil,
és az innentdl egyértelmii végtelen utakon haladunk tovabb nyil-irdnyban, akkor minden csucsot
elériink valamelyik ilyen dttal.

Legyen minden olyan cstcs piros, amibe nem fut be piros nyil. Kezdjiink el igy egy piros-kék
pepita szinezést az utak mentén, amin akkor modositunk, ha a kdvetkezd szinezendd csucsba két ut
is befut. Ha mindkettd szerint piros vagy kék szin kovetkezne, akkor azt hasznéljuk, és haladunk
tovabb. Ha nem, akkor is biztosan van még szdmadra szabad szin, ezekbdl a piros>kék>sarga
preferenciasorrendben vélasztunk, majd folytatjuk a piros-kék pepita utunkat. Igy biztosan egy

joldefinialt 3-j6lszinezést kapunk. Szeretnénk beldtni, hogy mindharom szinosztaly Borel.

2.13. Megfigyelés. Bar f nem injektiv, de minden pont &sképe legfeljebb kételemd, igy az 1.56

kovetkezmény értelmében ha B Borel, akkor f(B) is.

Mivel P, = X \ f(X) az X := V(G) jeloléssel élve, igy ez Borel. Legyen K, = f(P;). A
tovidbbiakban az n-edik lépésben, azaz n indexszel azon csucsokat szinezziik meg, akiktdl a

legtavolabbi P-beli elem n — 1 tavolsdgra van. P, jeloli az ilyenek koziil a pirosra szinezetteket,
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K, a kékre, és S, a sargara szinezetteket. Tegyiik fel, hogy i < (n — 1) indexig minden P, K;,S;
készen van, és Borel.

Py:= f(Kp-1US—1)\ F(LUP)

i<n

Ky, = (f(Pn—l)U (f(Sn—l)\Pn)) \f(UKl)

i<n
Sn = (f(anl) \Pn) U (f(Pnfl) \Kn)
Meggondolhat6, hogy az igy kapott szinezés €ppen azt adja, amit fent szavakkal leirtunk. 0

A lemma bizonyitdsdhoz tehat elegend6 egy megfeleld egyvégii Borel-leképezést taldlnunk. A
kovetkezd harom dllitds egy ilyet fog felépiteni. Igy azonban Borel 3-szinezést kapnank, pedig
tudjuk, hogy ilyen nem létezik! A triikkk az, hogy egy 1-mérték{ halmazon fogunk csak megadni
egy Borel-szinezést a lemmak segitségével, a maradék nullmértéki részt pedig nem Borel médon

szinezziik.

2.14. Allitas. Legyen G lokdlisan véges Borel-grdf, B C V(G) Borel-halmaz olyan, ami G minden
komponensébe belemetsz. Ekkor létezik egyvégii f : V(G)\ B — V(G) Borel-leképezés, amire

graph(f) C G.

Bizonyitds. Definidljunk egy C C V(G) \ B halmazt a kovetkez8képpen. x € C < x ¢ B és
dx = xg,x1,...: (X, xi+1) € G és d(B,x;+1) > d(B,x;). Azaz C-be tessziik azon cstcsokat, me-
lyek nincsenek B-ben, és van bel6liik végtelen, B-t6] tdvolodé dt. Ez a Konig-lemma és a Luzin-
Novikov tétel miatt Borel: a Konig-lemma miatt elég azt felirni kvantorokkal, hogy Vk € N-re
létezik legalabb k-hosszu megfelel6 ut, az utat magéit pedig a Luzin-Novikov tétel altal adott
fliggvények k-hosszi indexsorozatdval irhatjuk le. Emellett a d tavolsagfiiggvény is a Luzin-
Novikov tételbdl kovetkezGen Borel. Adjuk meg most f-et V(G) \ B-n:

* ha x € C, akkor f(x):=x; € C, ahol x| a C definicidjdban szerepld x;
* ha x ¢ C, akkor vilasszunk egy x — B utat, és ennek az x utdn kovetkez$ csticsa legyen

fx)¢c
Tehét az egyik esetben B-hez x-nél tdvolabbi, a masikban kozelebbi csucsot védlasztottunk. Emellett

f szerint 1épegetve nem tudunk se kilépni C-bdl, se kintrdl belépni. fgy C-beli csiicsbdl f mentén
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visszafele 1épegetve folyamatosan kozelediink B-hez, igy nem kaphatunk végtelen hétral6” agat.
Nem C-beli cstcsbol viszont f mentén hatrafele 1épve tdvolodunk B-tdl, és tudjuk, hogy ezen
csuicsokbdl nem tudunk tetszélegesen messzire jutni B-t6l, igy f egy egyvégi leképezés. Emellett
f Borel, mert C Borel, és C segitségével barmely D C X Borelre f~!(D) pontjai megadhaték
kvantorokkal Borel-médon definidlva, a Luzin-Novikov tétel haszndlataval: az x € C esetben tgy,

hogy olyan x; csticsot keresiink x szomszédai kozt, ami szintén bennevan C-ben. [

2.15. Allitas. Legyen G Borel-grdf, Aoy, A1, ... pedig csokkend Borel halmazsorozat, melyre
N Ai =0, és VA1 belemetsz G|, minden dsszefiiggdségi komponensébe. Ekkor létezik egyvégii
ieN

f:V(G) — V(G) Borel-leképezés, amire graph(f) C G.

7 oz

Bizonyitds. Tterdljuk az el6z6 allitast B := A; | C A; halmazokra, igy f;: A;\Ai+1 — V(G) egyvégi
Borel-leképezéseket kapunk. Legyen f = Jf;. Mivel az értelmezési tartomdnyok diszjunktak

l
voltak, igy ez is egy egyvégd, joldefinidlt leképezés, és graph(f) C G. O

Tehat most mar csak megfelel6 Ag, Ay, ... halmazsorozatra van sziikségiink. Mivel feltehetd,
hogy a mérték kvazi-invaridns, igy elég olyan {A;};cy halmazsorozatot talalni, melyre A = () A;
nullmértékli. Ez azért van, mert G azon komponensei, melyekbe A belemetsz, dsszessééféien
nullmértékiiek, igy tetszdlegesen (Ujra)szinezhetjiik rajta a csucsokat: mivel erdér6l beszéliink,

akar két szinnel is. Ezen a ponton romlik viszont el az, hogy a 3-szinezés Borel: igy mar tényleg

csak pu-mérhetd lesz.

2.16. Definicié (Boséges graf). A G grdf bdséges, ha minden cstics foka legaldbb 2, és Vx € V(G)

csucsra G|V(G)\x minden 0sszefiiggdségi komponensében van legaldbb harmadfokii csiics.

2.17. Allitas. Legyen G aciklikus, boséges Borel-grdf, melyben minden csiics foka legfeljebb 3,
U pedig egy valdsziniségi mérték V(G)-n. Ekkor 3B C V(G) Borel-halmaz, melyre (B) > %
Gly(g)\p bdséges, és V(G)\ B a G minden 0sszefiiggdségi komponensét metszi.

Ezen allitas iteralt alkalmazasdval megkapjuk a sziikséges Ap,Aj,... halmazokat. Legyen
ugyanis Ag = V(G) \ By, ahol By az llitds dltal adott Borel-halmaz. Mivel G|y (g)\ p,-Te is tel-
jesiil az allitas feltétele, igy tudjuk ismét alkalmazni, igy kapva A| = A \ Bj-et, stb. Az iterdci6

soran u-t mindig djra kell skdlazni, hogy val6szintségi mérték maradjon: példaul uy := p utan
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N P 3 e Mg . . A A o (B> L &tk
M= iy €8 12y tovabb, u; := L Mivel minden iterdci6 sordn egy (;(B;) > 55 mértéki
halmazt hagyunk el, igy N A; nullmértékd lesz u szerint. Tovabba az allitds alapjan A; ;1 az Gla,

i
minden Osszefiiggdségi komponensét metszi Vi-re, igy a sziikséges halmazsorozatot megkaptuk.

Az allitast persze még be kell bizonyitanunk.

Bizonyitds (2.17 Allitds). Legyen X =V (G), és X' = {x € X : degg(x) = 3}. Legyen m: X — X’
egy olyan Borel-leképezés, mely x csticshoz a hozza legkozelebbi X'-beli csticsok egyikét rendeli.
Ilyen létezik, mert X-en van linedris Borel-rendezés. Legyen X' Borel-téren a mérték p'(A) =

u(m=1(A)). Definidljunk X’-n egy H Borel-grifot:
(x,y) € H < x-et y-nal G-ben 8sszekots it < 2 darab X'-beli belsd cstcsot tartalmaz

Eszerint Vx € X’ csticsra degy(x) < 3+ 6+ 12 = 21. Igy H-nak van Borel 22-szinezése, azaz
1étezik By C X’ Borel, melyre p'(By) > 2—12 Ebbdl a By-bdl készitjiik el B-t:

B := {x:degg(x) =2, és az x-bSl By-ba vezet X'-t bels6leg nem érintd it}

Ekkor p(B) > u'(By) > 2—12 Emellett G|y\p bGséges: By egy H-ban fiiggetlen halmaz, igy
csak egymastdl “tavoli” harmadfoku csticsokat hagyhattunk el — akik kozt van tovdbbi legaldbb
harom harmadfokd. Emiatt X’-beli csticsok fokszdma legfeljebb eggyel csokkenhetett, amikor B-t
kitoroltiik X-bbl. Tovabba, ha egy méasodfoki csicsot elhagytunk, akkor az 6 méasodfokd szom-
szédait is, igy X-beli masodfoku cstcs csak Ggy maradhatott benne X \ B-ben, hogy eredetileg két,
nem By-beli harmadfokd szomszédja volt. Mindezekbdl kovetkezik, hogy G| x\p grafban minden
csucs foka legalabb 2.

Még be kell latni, hogy ha G b&séges volt, akkor G| x\B 18 az, és hogy G egyetlen komponense sem
tlint el teljesen B torlésekor. Ha egy komponens teljesen eltiint volna, akkor legfeljebb egy harmad-
foku cstics lehetett volna benne, ami ellentmond G b&ségességének. Mivel G aciklikus, és minden
pont foka legaldbb 2, igy egy harmadfoku csicsbdl barmilyen irdnyba indulva vagy taldlunk még
egy harmadfoku csucsot, vagy egy végtelen utat — ez utdbbit azonban a bdségesség kizarja. B

torlésekor diszjunkt amébdkat toroltiink G-bdl: harmadfoku csucsokat és a roluk lelogd harom

38



véges utat. Egy ilyen amdba torlése hdrom részre vig egy komponenst. Vizsgiljuk az am8ba
egyik szomszédjanak, v-nek a komponensét, mely az amdéba torlése utdn masodfoku csucesa vilt,
lasd a 4. abrat. v-bdl elérhet6 két G-ben harmadfoku csucs, vy €s vo. Az ezekbdl elérhetd tovabbi

harmadfokdak mér valhattak masodfokidvé B torlésekor, de v; és v» nem. Ok biztositjak, hogy v

komponense teljesiti a boségesség kritériumait. U
Ezzel a tételiinket, amirdl az egész fejezet szolt, belattuk. O]

2.18. Megjegyzés. A Marks-mddszer hasznalataval teljes pdrositisok és élszinezések nem

1étezését is be lehet latni [17].

Vi

4. abra. Amdba
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3. 1,2,3,

3.1. Fiiggvények altal generalt grafok

7 2

Az els§ fejezetben féként olyan Borel-grafokkal foglalkoztunk, melyek G C X? élhalmaza el&allt
megszamlalhat6 sok X — X Borel-fiiggvény grafikonjanak unidjaként. A Schreier-grafok, G, €s
Go mind ilyenek. A Luzin-Novikov tétel is erre adott elégséges feltételt. Ebben a fejezetben azt
fogjuk megvizsgélni, hogy mi az Osszefiiggés a general?6 fiiggvények szdma és a Borel-kromatikus
szam kozott. Mivel a G graf X darab fiiggvénygrafikon unidja, és x5(Go) > Xy, igy azokban az
esetekben varunk felsd korlatot a Borel-kromatikus szdmra, amikor a generdlo fliggvények szama
véges.

Ez a fejezet nagyrészt Konstantinos Palamourdas doktori disszerticidja [20] alapjan késziilt,
hozzaolvasva a Palamourdas altal is hivatkozott [14]-t.

Az allitdsokat nagyrészt sztenderd Borel-terekre mondjuk ki, mivel Palamourdas is igy tesz,
de ha az alaptér megszamlalhatd, az ebben a fejezetben mindig konnyen meggondolhat6 specidlis
eset.

Tovéabba ebben a fejezetben végig irdnyitott Borel-grafokkal foglalkozunk, 4m ez csak olyan
szempontbdl szdmit, hogy konnyebben tudjuk haszndlni a bizonyitdsokban a graf definici6jabol

add6do konkrét irdnyitast. Az allitdsok az irdnyitds megsziintetése esetén is igazak maradnanak.

3.1. Definicio. Legyen X sztenderd Borel tér, legyenek Fi,...,F, mind X — X Borel-fiiggvények
fixpontmentesek. Legyen Gr, ., = | graph(F;) C X? az Fi,...,F, fiiggvények dltal generdlt

i<n
irdnyitott Borel-grdf.

A fixpontmentesség feltétele a hurokélek elkeriilése érdekében sziikséges. Ha a fliggvények
nem fixpontmentesek, csupan az altaluk generdlt grafbol utdlag elhagyjuk a hurokéleket, a

tovabbiakban kovetkezd Osszefiiggések ugyantigy érvényben maradnak.
3.2. Allitas. Minden Gr,,...F, grdfra xg(Gr,,...F,) < No.

Az allitas bizonyitdsa nagyon hasonl6 az 1.54 kdvetkezményhez.
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Bizonyitds. X egy L lengyel tér Borel-részével izomorf. Vegyiink egy olyan topoldgiafinomitést
L-en, mely szerint mindegyik F; folytonos. Ugyanigy, mint 1.54 kovetkezményben, vegylink egy
{Bi}icn halmazsorozatot, mely zart a metszetre, komplementerre, de a pontok szeparaldsa helyett
azt varjuk el t6le, hogy a pontokat a zart halmazoktdl szeparalja. Ilyen létezik, mert a lengyel
topologiak regularisak is, igy a Boreljei teljesitik a feltételeket. Innentdl a bizonyitds ugyanaz: az
x € X cstcs c¢(x) szine legyen az a legkisebb i, melyre x € B;, de Ng(x) NB; = 0. Ilyen B; amiatt
1étezik, mert Vx-re Ng(x) zdrt az 4j topoldgia szerint: Ng(x) = Lrj (F;(x) UF,"!(x)). Ekkor minden

i=1
szinosztaly Borel, mert

i—1
¢ (i) =B\ (N(B)U | ¢ (n)).
n=1

3.3. Allitas. Létezik olyan Gr, grdf, melyre xp(Gr,) = Xo.

Bizonyitds. Vegyiik az 1.71 definiciéban megismert [N]V teret, és ezen a kovetkez6 s leképezést:
x € [N]N esetén s(x) := x\ min(x). Ha x C N-et azonositjuk a monoton nové felsoroldséval, akkor
ez éppen az elsd elemének a kitorlését jelenti. Legyen Gy az s Borel-fiiggvény grafikonja. A
Galvin-Prikry tétel (1.73) segitségével megmutathatd, hogy xs(Gs) = Xo. Indirekt tegyiik fel,
hogy Gy k-szinezhet$ Borel médon. Ekkor 3H C N, |H| = X, amin a szinezés konstans, és ez

ellentmondas. [

A véges grafelméletben egy ismert, konnyd 4llitds, hogy ha egy irdnyitott graf minden

csucsdnak kifoka < n, akkor a graf kromatikus szdma < 2n+ 1.

3.4. Allitas. Létezik olyan G, .., grdf, melyre xp(GF, . F,) >2n+1.

Bizonyitds. Legyen X =2n+1, és Fi(x) =x+i mod (2n+1). A Gp, .. F, grafban ekkor minden
cstics kifoka n, és konnyen lathatd, hogy a befoka is. Tébbszords élek nincsenek. Igy ez egy teljes,

(2n+ 1)-csucsu graf, ennek kiszinezéséhez sziikség van (2n+ 1) szinre. O

Mindezek alapjan amiben reménykedhetiink, hogy xp(Gr,...r,) = 1,2,...,2n+ 1 vagy Xo.
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3.2. Egy fiiggvény

Kezdjiik a kérdéskor vizsgdlatat az n = 1 esettel.

3.5. Tétel (Kechris-Solecki-Todoréevi¢ [14]). Legyen X sztenderd Borel tér, F : X — X Borel-
fiiggvény. Ekkor xp(Gr) =1,2,3 vagy Xy.

Bizonyitds. Azt mar megmutattuk, hogy yp(Gr) < Y. Tegyiik fel, hogy van egy ¢ : X — k Borel-
jOlszinezésiink. Ebbdl fogunk csindlni egy 3-szinezést, és ez elegendd a tétel belatdsdhoz. Jeldlje
A; = ¢~ 1(i) a ¢ szinosztilyait. Ezeket fogjuk B; és C; diszjunkt részekre felbontani, gy, hogy
%U; B; ketto, C := %U; Ci pedig egy szinnel Borel-szinezhetd legyen.
i= i=

® B() Z:A(), C() =0

B:=

i~1
*i>0esetén B;:={x€cA;:F(x) ¢ U B,},Ci:=A;\B;
J=0

Tehét a B; halmazokat ugy gyartjuk le, hogy €l csak kisebb indext B;-bdl a nagyobb indexiibe
mutathat, visszafele nem. Mivel A;-k szinosztalyok voltak, igy a B; és C; halmazok is fiiggetlenek.
Emiatt B = kol B; halmazban minden irdnyitott 1t legfeljebb k-csicsu lehet. EbbSl adédéan Vx € B
cstcsra dn lg_(l)c amire vagy F"(x) = F""!(x), vagy F"(x) ¢ B. Egy x € B csticsra e(x) legyen a
legkisebb ilyen n. Ekkor d(x) := e(x) mod 2 egy Borel 2-szinezése B-nek.

A C; halmazok mindig a maradékok” voltak, mégis, C := kL_Jl C; egy fiiggetlen halmaz lett. Ez
azért van, mert egy x csucs akkor keriilhetett C;-be, ha F(x) € Bl: Emiatt C-n beliil nem futnak élek,
igy x € C esetén d(x) := 2 egy Borel 3-szinezéssé terjeszti ki d-t.

]

A bizonyitasbol latszik, hogy ez a sz€p tétel azért igaz, mert egy nagyon erds tulajdonsig, hogy
Gr minden csticsanak a kifoka legfeljebb 1. A graf véges sok szinnel val6 szinezhet6sége teljesen
megszeliditette a végtelen utakat is. Mindezek alapjan jogosan varjuk, hogy xs(GF, ... r,) is kicsi
legyen, amennyiben a graf véges sok szinnel Borel-szinezhetd.

Ha megprobéljuk ezt a médszert ugy dltalanositani, hogy el6szor az elsd fiiggvény éltal meg-

hatarozott élek grafjat particiondljuk B-re és C-re, majd ezeket kiilon-kiilon a méasodik filiggvény
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altal meghatarozott élek grafjan Bp,Cp €s B¢, Cc részekre bontjuk, stb., akkor éppen a kovetkezot

kapjuk.

3.6. Kovetkezmény. Legyen X sztenderd Borel tér, Fy,...,F, : X — X pedig Borel-fiiggvények.
Ekkor xp(GF,,..F,) = RXo vagy x8(Gr,....F,) < 3"

Bizonyitds. Szinezziik ki a csticsokat 3 szinnel mind az n grafikon altal meghatdrozott élek grafjan,
kiilon-kiilon. Igy minden csiicshoz egy szin-n-est rendeltiink hozza. Ilyenbdl 3"-féle létezik, le-

gyenek ezek a végsd szinezés szinei. O

3.3. Tobb fiiggvény

Az el6z6 kovetkezmény értelmében minden n-re kaptunk egy véges, am exponencidlis felsd
korlatot. Ha okosabban dltalanositjuk a 3.5 tétel bizonyitasat, négyzetes felsd korlatot is kaphatunk
a Borel-kromatikus szamra, ha az véges.

Az alabbi tétel 1ényegében Palamourdas "The Least Avaible Subset” nevli lemmédja, aprobb

valtoztatasokkal.

3.7. Tétel. Legyen X Borel-tér, Fy,...,F, : X — X pedig Borel-fiiggvények. Tegyiik fel, hogy GF, ... F,
grdfra x5(Gr,....r,) < Ro. Ekkor xp(Gry...5,) < 14+24 .+ (n+ 1) = 23042,

Bizonyitds. A bizonyitdst az n = 2 esetre mutatjuk meg, de ugyanigy miikodik » > 2 esetben is.
Fy:=F,F, :=G,legyen c: X — k egy Borel k-szinezése Gr -nek, Ay, ...,A;_ szinosztalyokkal.
Ezek segitségével most nem két, hanem harom részre particionaljuk X-et: By, B; és B;. Sor-
ban haladunk a szinosztdlyokon, és minden pontjukat berakjuk By, B, B halmazok valame-
lyikébe: a lehetd legkisebb indextibe, amibe nem vezet belSle irdnyitott él. Ezt tartsuk szamon
egy fliggvénnyel: ha x € B; mellett dontottiink, j(x) := i. Kezdetben j(x) := 100 Vx-re. Tehét az i

szerinti rekurziv konstrukcio:
* i =0 esetén minden x € Ap-ra j(x) := 0.

* i >0esetén x € A; cstcsra j(x) legyen a legkisebb j index, amire j(F(x)) # j, j(G(x)) # j.
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Végiil i € 3-ralegyen B; = j~!(i). Ez val6ban egy particiéja X-nek, és mindharom B; Borel.

A konstrukci6 1ényege szerint Vi € 3-ra B;-bol indul irdnyitott €1 minden j < i indext Bj-be.
Emiatt B; halmazbdl legfeljebb 2 —i €l vezet szintén B;-beli csicsba. Specidlisan, B, fliggetlen,
azaz 1-szinezhetd.

Megallapithatjuk tovdbba, hogy mindharom B;-t az Ay, ...,A;_; halmazok k db fiiggetlen hal-
mazra particiondlnak, és B;-n beliil €l csak kisebb index(ibdl nagyobb indexii A j-be vezethet. Ezt

haszndlja ki az alabbi két allitas.

3.8. Allitas. By 3-szinezhetd Borel médon.

Bizonyitds. By halmazt A;-k fliggetlen Borel-halmazokra particiondljak. Egy ilyen partici6osztily
csucsait egyszerre fogjuk megszinezni, és A;-ken i szerint csokkend sorrendben haladunk. Legyen
By N Aj_1 minden csticsanak a szine 0. i < k— 1 esetén tegyiik fel, hogy mar minden j > i-re
kiszineztiik By N A halmaz pontjait. Ekkor Vx € (BgNA;) cstcsbél kiindulé minden irdnyitott él
masik végpontjardl elmondhatjuk, hogy vagy nem By-beli, vagy mar meg van szinezve. Mivel
minden x csucsbol legfeljebb két €l indul ki, igy tudunk valasztani egy legkisebb szint 3-bol, mely
kiilonbozik F(x) és G(x) szinétSl. Legyen ez az x cstcs szine. Ily médon az egész By-t ki tudtuk
szinezni. A szinezés Borel, mert a szinosztalyokat k db 1épésben, megszamlélhat6 sok kvantorral,

Borel-halmazzal és Borel-fiiggvénnyel tudjuk definilni. 0
3.9. Allitas. B1 2-szinezhetd Borel mddon.

Bizonyitds. Ez az éllitas ugyanigy bizonyithatd, mint az el6z6: B-ben minden csucsbol vezet €l
By-belibe, emiatt legfeljebb egy irdnyitott €l vezet masik Bj-beli csicsba. Tehat A;-k mentén i
szerint csokkend sorrendben haladva a szinezéssel, mindig jut a kétféle szinbdl egy a csucsunknak.

O]

Legyen a By szinezéséhez haszndlt 3 szin (0,0),(0,1),(0,2), B;-hez hasznalt két szin (1,0) és
(1,1), a By szine pedig (2,0). Tehat xp(Grg) <3+2+1.
n > 2 esetén a bizonyitas ugyanigy miikodik: By, ..., B, halmazokat készitiink, B;-bdl legfeljebb

n —i db él vezet masik B;-beli csicsba, igy B; n — i+ 1 szinnel szinezhetd. [
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Tehat yp(Gr,,. F,) ha véges, akkor O(nz) nagysagrendl felsd korlatot tudunk mutatni ra.
Linedris korlat egyel6re nem ismert.

n > 1 esetén az n = 2 és 3 esetekrdl tudunk ennél jobbat mondani.

3.10. Tétel (Palamourdas). Legyen X sztenderd Borel tér, F\,F, : X — X Borel-fiiggvények. Ekkor
x8(Gr.R,) = Ko vagy x8(Gr.p) < 5.

Azaz ebben az esetben teljesiil a 2n + l-es remény. A bizonyitds az el6bbi 3.7 tétel
bizonyitdsdnak egy tovdbbfejlesztése. Azon milik, hogy a szinezés, amit kaptunk, mutat
szabdlyossdgokat, amiket nem hasznéltunk ki: példdul minden (0,1) és (0,2) szind csticsbol
mutat él (0,0) szintibe. Ilyen észrevételek segitségével konnyen meggondolhats, hogy a
(0,1),(0,2),(1,2),(2,0) szinosztilyok unidja valéjaban harom szinnel is kiszinezhetd.

n =3 esetén a 2n+ 1-et nem tudjuk belétni, de azért itt is ismeriink jobbat az 1 +2+43+4 = 10-
nél.

3.11. Tétel (Palamourdas). Legyen X sztenderd Borel tér, Fi,F>,F5 : X — X Borel-fiiggvények.
Ekkor x5(GF, py,F;) = Ro vagy xs(Gr, p.55) < 8.

A tétel bizonyitasa rendkiviil hosszu, €s elolvashaté [20] disszertacioban.

3.4. Kommutalé fiiggvények

Bar n-ben linedris fels6é korldtban reménykediink, ha az n db fiiggvény éltal generdlt graf kroma-
tikus szama véges, am csak négyzeteset ismeriink. Egy specidlis esetben viszont tudunk lineéris
fels6 korlatot adni: ha feltessziik, hogy az F1, ..., F, fliggvények egymdssal kommutélnak, azaz Vi, j
FioF; = FjoF;. Ez egy er0s megszoritas. Ilyen feltevéssel élve viszont egy igen sz€p eredményt

bizonyitott Palamourdas.

3.12. Tétel (Palamourdas). Legyen X sztenderd Borel tér, F,....F, : X — X pedig olyan
Borel-fiiggvények, amik egymdssal pdronként kommutdlnak. FEkkor )(B(Gph_“_‘pn) = Ko vagy

x8(GF,...F,) <2n+1.

Tehat kommutdl6 fliggvények esetében elértiik a lehetd legkisebb fels6 korlatot!
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Bizonyitds. A bizonyitast n = 2-re mutatjuk meg, de a végén latni fogjuk, hogy ugyanigy miikodne
n > 2-reis. Az Fy,F; jelolést cseréljiik F', G-re. Tegyiik fel, hogy ¢ : X — k a G egy Borel k-
szinezése. Ebbdl fogunk késziteni egy 5-szinezést. Ehhez definidljunk el6bb egy segédszinezést:
Vx € X csticsra d(x) := ¢(F¥G*(x)). d-nek fontos tulajdonsiga, hogy ugyanazt a szint adja egy
x csucs Oseinek, k 1épésre visszamenden, F és G mentén is. A kommutativitds miatt ez is
egy jolszinezése a grafnak: egy F dltal meghatdrozott él két végpontja x és F(x), ezek d-szine
c(F*G*(x)) és c(F(F*G*(x))), melyek biztosan nem egyformdk, hiszen c is jlszinezés volt. Ha-
sonldan, a G 4ltal meghatarozott élek szerint is d megfeleld szinezés. Most ebbdl kiindulva
készitiink egy — eleinte rosszabbnak tlind — e_| :=d, e, ...,ex_1 szinezés-sorozatot. Ezeket re-
kurzivan €pitjiik fel a kordbbiakbol, és e;_; mar egy Borel 5-szinezése lesz Gr,g-nek.

Legyen az 6t szin, amit e, végsésoron haszndl, {A,B,C,D,E}. Minden ¢; a kU

{A,B,C,D,E} szinhalmazt fogja hasznalni.
* i=0eset: e;(x) := A, had(x) = 0 volt, minden mas esetben maradjon e (x) = eg(x) = d(x)

* 0 <i<keset: had(x) # i, akkor ¢;(x) := ;1 (x) maradjon. Ha d(x) = i, akkor viszont ¢;(x)
mdr {A, B,C, D, E}-beli lesz: belatjuk, hogy

{A,B,C,D,E}\ ({ei-1(F(x)),ei1(G(x))} Ufei1(y) :y € FH(x) UG (x)})

halmaz nem iires. Ez valdjdban a jolszinezés szempontjdbol még megengedett szinek hal-

maza. ¢;(x) legyen ennek a lexikografikusan legkisebb eleme.

Tehat a d szerint i szin{i csucsokat az i-edik 1épésben, e; definidldsakor szineztiik 4t ”szamrol
betlire”. Minden csucs szinét pontosan egyszer vdltoztattuk a folyamat sordn. Nem teljesen
nyilvanval6, de nem is megleps, hogy a kapott szinezés Borel. Tehat a Iényeg abban van elrejtve,
hogy miért tudunk mindig egy jo szint valasztani {A,B,C,D,E}-bdl az aktuélisan atszinezend§
csucsunknak.

Bevezetiink egy definiciot, mely adott x csucs graftavolsdg szerint i-sugaru kornyezetének d-
szinét tartja szdmon. Az i-sugari kornyezetbe ezen szemléletben beleérjiik, hogy egy irdnyitott

élen visszafele is 1éphetiink. Ennek segitségével tudunk minden hatramaradt részt bizonyitani.
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3.13. Definicié. Legyen x € X és i < k. Definidljunk egy P(x,i) : [—i,i]> — k leképezést, melyre
P(x,i)(a,b) = c(FFGMP(x)) = d(F*GP(x)).

3.14. Megfigyelés. Ha valamely x;,x, cstcsokra P(xy,i) = P(xp,i),
akkor P(F (x1),i— 1) = P(F(xp),i—1).

Ez szemléletesen nyilvanvald: ha két csucs i-kornyezetének szine megegyezik, akkor a szom-
szédaik (i — 1)-kornyezete is. Nem szemléletesen abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy P(F(x),i —
1)(a,b) = c(FF+1GKb(x)) = P(x,i)(a+1,b).

3.15. Megfigyelés. Ha valamely xj,x; cstcsokra P(F(x1),i) = P(F(xp),i), akkor P(xj,i—1) =
P(xy,i—1).

Ez valgjaban ugyanaz az észrevétel, mint az el6bb, csak azokat a szomszédokat vizsgalva,
melyekhez irdnyitott €l mentén visszafele kell 1épni. Itt is elmondhatd, hogy P(x,i —1)(a,b) =
c(F*aG*?(x)) = P(F (x),i)(a—1,b).

Tovabbi észrevétel, hogy a P(xj,i) = P(xp,i) feltétel magdban foglalja, hogy x; és x; i-
sugari kornyezetei egymadssal élszintartdan izomorfak, ahol élszin alatt azt értjiik, hogy F vagy
G fiiggvény hatdrozza-e meg az adott élt. Ez amiatt nem nyilvanval6, mert nem egységes, hogy
egy csucs befoka mennyi.

Az aldbbi allitds azt mondja ki, hogy egy pont e;-szine csak az i-kdrnyezetének d-szinezésétol
fligg.

3.16. Allitas. Ha valamely x,x; csiicsokra és i > 0-ra P(x1,i) = P(x,i), akkor e;(x1) = e;(x2).

Bizonyitds. i-re vonatkozé indukciéval bizonyitunk. i = 0-ra P(x,i) a (0,0) — d(x) hozzarendelés,
emiatt P(x;,0) = P(x,0) annyit jelent, hogy d(x;) = d(x). Ebbdl kovetkezik eq(x1) = eg(x2).

i > 0 esetén tegyiik fel, hogy i — 1-ig belattuk az allitast. Felhasznélhatjuk, hogy P(x;,i) =
P(xy,i) miatt d(x1) = d(x2), igy x; és xp szine ugyanazon e;-nél vélt “szamrdl betiire”. Ha
i < j, akkor e;(x]) = e;(x2) emiatt mindenképp teljesiil. Ha i = j, akkor e;(x]) és e;(x2) szineket
egyértelmiien meghatdrozza xj, illetve x, szomszédainak e;_j-szine. Ezek viszont P(xj,i) =

P(x2,i) és az indukcids feltevés miatt tudjuk, hogy megegyeznek — itt megegyezés alatt azt értjiik,
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hogy e; 1(F(x1)) = e;_1(F(x2)), illetve ugyanez F helyett F ~!-re, G-re és G~ !-re. Itt haszndltuk
fel a fenti két megfigyelést. [

Az allitasbol kovetkezik, hogy minden e;, ezdltal e, is Borel. P(x,i) ugyanis rogzitett i-re
véges sok féle lehet, és Vy-ra {x: P(x,i) = P(y,i)} Borel. Emiatt ¢; minden szinosztilya véges sok
Borel-halmaz uniéja.

Nem maradt més hétra, mint beldtni a 1ényegi allitast.

3.17. Allitas. Tetszbleges x € d—' (i) csiicsra

{4,B,C,D.EY\ ({eim1(F(x)),ei-1(G(x))} U{ei1(9) 1y € FH(x) UG (x)}) #0.

Bizonyitds. i-re vonatkozé indukcidval bizonyitunk. i = O-ra az 4llitas nyilvanval6. i > O esetén
tegyiik fel, hogy i — 1-ig igaz, azaz j < i-re e; szinezések joldefinidltak. A kulcs észrevétel, hogy
a teljes F~!(x), illetve G~!(x) halmaz e; | szinei (kiilon-kiilon) megegyeznek. Ez azért van,
mert példaul y;,y, € F~!(x) esetén P(F(yy),i) és P(F(y,),i) természetesen megegyezik, emiatt
P(y1,i—1) és P(yz,i— 1) is, igy 3.4 éllitas miatt e;_1(y;) = e;—1(y2). Tehat legfeljebb négy szin
lehet kizarva a {A,B,C,D, E} halmazbdl. O

Tehat valdjaban a 1ényegi allitas azon mult, hogy egy csucs F, illetve G mentén vett §sei azonos
szinliek, 0sszesen k 1épésre visszamenden. (Azért éppen k, mert a kiinduld ¢ egy k-szinezés volt,
igy d is, és d szinosztalyai szerint haladva készitettiik el az e, 5-szinezésiinket.) Ezt viszont az
biztositotta, hogy a c j6lszinez€sbdl egy olyan d-t készitettiink, mely egy csucs szinét egy 2k-val
tavolabbi” csucs c-szinébdl hatdrozza meg, igy az dsszes olyan csics d-szine azonos lesz, akikbol

k db F, és k db G-1€pés barmilyen sorrendje utdn egy fix kozos csicsba érkeziink meg. [

3.18. Megjegyzés. A bizonyitds n > 2-re ugyanigy mikodik, d(x) = c(FF...EX(x)) vdlasztdssal.

Amikor egy csucs szinét ’szamrol betlire” valtoztatjuk, itt < 4 helyett < 2n tiltott szin van.
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