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Bevezetés

A felbonthatésig (rezolvabilitds) fogalma E.Hewitt [Hew43] dolgozatédban jelent meg
eloszor, habar elképzelheto, hogy el6tte is aktualitasa volt annak a probléméanak, hogy
mikor lehet egy topologikus térben két diszjunkt, stiri halmazt megadni. Ebben a dolgo-
zatban szerepel a teriilet egyik kozponti kérdése: adott, izolalt pont nélkiili topologikus
térben legfeljebb hany diszjunkt, stirti halmaz adhaté meg? Toébben foglalkozni kezdtek
a problémaval, mint példaul W. Sierpinski, J. Ceder, T.Pearson, és sorra sikeriilt meg-
hatdrozniuk egy-egy térosztédly esetén ezt a szamossigot. J. Ceder [Ced64] dolgozata a
témakor egyik elsd, ilyen jellegii eredményeket tartalmazé munkéja. Késébb, a [CP6T]
dolgozatban tobb olyan kérdés tevodott fel, mint példaul az, hogy w-felbonthatd tér
szitkségképpen maximalisan felbonthato-e? vagy, hogy maximalisan felbonthaté faktor-
ral rendelkez6 szorzattér maximalisan felbonthato-e?, melyek kozpontiva valtak az elmé-
leten belil. A veliik valé foglalkozas soran egyre vilagosabba valt, hogy az itt felmertild
problémék tobbsége halmazelméleti természeti és sok esetben csak konzisztenciaered-
mények sziilettek.

Jelen dolgozat elso felében egy valogatas taldlhato a rezolvabilitas témakorének klasszi-
kus eredményeibdl, melyek tobbségét (esetenként 6ndll6 megfontolasokon alapuld) bi-
zonyitassal kozliink, és tovabba bemutatasra keriil néhany olyan eredmény és fogalom
az utébbi két évtizedbol, féleg Soukup Lajos, Juhdsz Istvan és Szentmiklossy Zoltan
munkassaga nyoman, melyek révén az elmélet tobb kérdéskore 1j lendiiletet kapott. A
dolgozat masodik fele, egy, az tjonnan megjelent [Lip24] dolgozat egyik kérédésének
megvalaszolasabol , illetve a felbonthatosag és az tgynevezett pillangépontok vo-
natkozasaban egy ujszeri eredmény ismertetésébdl all.



Ko0szonom

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Soukup Lajosnak, nem csak a dolgozat
elkésziilése alatt nyujtott segitségéért, hanem mindazokért az emult években tett eréfeszi-
téseiért, melyekkel igyekezett hozzasegiteni megannyi halmazelméleti és halmazelméleti
topologiai eredmény, modszer és szemlélet elsajatitasahoz.



1. fejezet

1.1. Alapveto definicidk és észrevételek,néhany klasszi-
kus tétel

1.1.1 Definicié. Legyen (X,.7) egy topologikus tér, p € X tetszbleges pont. Az aldbbi-
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a dolgozat sordan:

d(X)=min{|Y|: Y c X,Y = X},
A(X) =min{|U|: Ue I¢},
w(X) =min{|%|: B c T bazis},
nw(X) = min{|.7|: # c Z(X) halézat},
7w(X) =min{|B|: B c T 7 -Dbézis},
X(X,p) =min{|B|: B c T (p) bazis},
X(X) = sup{x(X,p) :pe X},
t(X,p) =min{k:VAc X(pe A-»3IDe[A]**:pe D)},
t(X) =sup{t(X,p) : pe X},
ax(X,p) =min{|B|: Bc T AVU e Ix(p)(3VeB:VcU)},
mX(X) = sup{mx(X,p) :pe X}.

1.1.2 Definicié. Legyen (X,.7) eqy topologikus tér és k > 2 eqy szamossig. Az X
teret k-felbonthaténak mondjuk, ha léteznek {D, : o < k} ¢ P(X) pdronként diszjunkt,
strt; részhalmazok. Az X tér k-felbonthatatlan, ha nem k-felbonthato. A 2-felbonthato
tereket roviden felbonthatoknak mondjuk. Ha X A(X)-felbonthatd, akkor maximdlisan
felbonthatonak mondjuk.



1.1.3 Definicié. Egy (X,7) topologikus tér OHI (open hereditarily irresolvable), ha
benne barmely nyilt altér felbonthatatlan.

1.1.4 Megjegyzés.

(i) A felbonthatésag fogalmaba beleérthetnénk, hogy a {D,, : @ < k} rendszer uniéja az
egész tér legyen viszont konnyen lathatd, hogy egy térre egyidejlileg teljestil vagy nem
teljesiil az, hogy létezik benne x db, paronként diszjunkt stiri halmaz és az, hogy maga
az X halmaz particionalhaté x db stirl részre. Mivel a legtobb gondolatmenet soran
stirtiek paroként diszjunkt rendszerét allitjuk eld, tekintet nélkiil arra, hogy ezek lefedik-
e az egész teret vagy sem, a felbonthatosag fogalmat a fenti alakban mondtuk ki.

(ii) Ha = € X izoldlt pont, akkor 6t a tér barmely siiri részhalmaza tartalmazza igy
ebben az esetben felbonthatésagrol nem beszélhetiink. A tovabbiakban feltessziik, hogy
minden (X, .7) topologikus tér zsufi, azaz nem tartalmaz izolalt pontot, és hogy teljesiti
a T szétvalasztéasi axiomat. Ezekbdl specidlisan kovetkezik, hogy | X| > w, ugyanis véges
Ty térben mindenképpen van izolalt pont.

(iii) A maximalis felbonthatésag elnevezés indokolt, ugyanis ha U € 7 : |U| = A(X),
akkor amennyiben {D, : @ < k} paronként diszjunkt, siir(i részhalmazok egy rendszere,
gy k< Y A{|[UNDy|: o <k} <|U| = A(X), vagyis A(X)-nél tébb, pdronként diszjunkt
stiri halmazbol all6 rendszer nem is adhaté meg az X térben.

1.1.5 Allitas. Legyen (X,.7) egy tér, k > 2 egy szdmossdg és of ¢ P(X) k-felbonthatd
alterek eqy rendszere. Ekkor az| ) és kovetkezésképpen az | ) o/ altér is k-felbonthatd.

Bizonyitds. Legyen of = {A, : o < A} az alterek egy felsoroldsa tovdbba Va < A esetén
legyen A, = U{Dg : B < Kk} egy slirti alterekre val6 particionalasa az A, altérnek. Minden
[ < Kk esetén legyen

DBZU{DE\ UA, :a<A}

V<a

Ha a <\, B < k esetén bevezetjik a C§ = Dj \%AV jelolést, akkor egyrészt Dg = U{C’g :
a < A}, mésrészt rogzitett 3 <k mellett a {Cf : @ < A} halmazok, rogzitett o < A mellett
a {C§ : B < k} halmazok paronként diszjunktak amibél lathatd, hogy a {Dg : 8 < k}
halmazok is paronként diszjunktak. Mivel ( J{CF : f < r} = Ax\ [J A, kovetkezik, hogy
y<a
U {Ds : B <k} =Jo. Annak beldtdsa maradt még hatra, hogy a Ds c | o7 alterek
stirliek. Legyen U c X nyilt, melyre U n| .« # @ és legyen [ < k tetszileges. Legyen
a < A a legkisebb olyan rendszam, melyre U n A, # @. Ekkor Dgn(Un A,) # @ és
Un | J A, =2 miatt ez a halmaz diszjunkt a | J A, halmaztol, amibél CgnU # @ majd

y<o y<a



DsnU # @ kovetkezik. Tehat {Dg : 8 < k} paronként diszjunkt, stirii alterekre val6
felbontédsa az |_J o altérnek. Ezek nyilvan sfirtiek | J.«7-ban is, {gy a | J &/ ~ | o7 részt
hozzavéve pl. Do-hoz, kapjuk | J </ egy felbontdsit. m

1.1.6 Kovetkezmény. Legyen (X, 7) eqy tér, k > 2 eqy szamossdg. Ekkor az X térben
van legbovebb zart, k-felbonthato altér.

Bizonyitas. Az o7 = {A c X : A k-felbonthaté } altérrendszerre alkalmazva az el6z8

allitast kapjuk, hogy | J & k-felbonthatd és nyilvanvaléan ez a leghévebb. m

1.1.7 Megjegyzés. Legyen  egy topologikus terekre vonatkozo tulajdonsdg (pl. p(X) =
X metrizdlhaté” vagy , X megszamldlhatéan kompakt”). Ha @ oroklédik X ,szép” alte-
reire (pl.nyilt alterekre vagy nyilt alterek lezdrtjdra), akkor a ¢ tulajdonsdgi terek fel-
bonthatosagi tulajdonsdgainak vizsgdlatdra sokszor alkalmazott a kovetkezd eljards: ha
minden ¢ tulajdonsdgu X tér tartalmaz pl. r-felbonthato alteret, akkor X-ben strin
vannak a k-felbonthato alterek és igy az X dltal tartalmazott, legbévebb k-felbonthata,
zart altér nem lehet mas mint maga X. Ennek illusztraldsdra az alabbiakban megnézziik
néhany jol ismert tértipus felbonthatosdagi tulajdonsdgait.

Hasznos észrevétel az alabbi egyszerii lemma:

1.1.8 Lemma. Legyen (X,.T) egy tér és tegyiik fel, hogy mw(X) < A(X). Ekkor X
maximalisan felbonthato.

Bizonyitds. Legyen k = A(X), A = mw(X), (By : a < A) a tér egy m-bazisa valamint
rogzitsik A x k egy ((€a,Ca) * @ < k) egy bijektiv felsorolasat. Transzfinit rekurziéval
definidlunk egy (z, : o < k) sorozatot. Ha a < k és (x5 : 8 < a) adott, akkor legyen

To € Be, N{zg:f<a}

tetszoleges (a halmaz amibdl valasztanunk kell nem tires, hiszen |Be, | > k). Ezutan ¢ < -
ra legyen D¢ = {x, : (o = (}. Minden & < A-hoz Jla < k: (£,() = (€a, Ca) és erre az a
rendszdmra x, € D¢ N Bg, tehat D, elmetszi a 7-bazis minden elemét ami miatt stird.
A {D; : ( < k} halmazok paronként diszjunktak, mivel barmely « < k esetén z, csak
Dy, -ban van benne a halmazok kéziil. Tehat az X tér x-felbonthaté. m

1.1.9 Allitas. Ha (X,.7) egy olyan topologikus tér, melyre mx(X) < A(X), akkor X
maximdlisan felbonthatd. Specidlisan birmely (X, d) metrikus tér mazximdlisan felbont-
hato.



Bizonyitds. Legyen k = A(X). El6szor jegyezziik meg, hogy ha U € 7, akkor mx(U) <
x(X) < A(X) < A(U), tehat a fenti megjegyzés értelmében elég belatni, hogy X
tartalmaz k-felbonthaté alteret. Legyen U € 7 olyan, melyre |U| = k. Ekkor YV c U
nyiltra |V| = k, mivel X barmely nyilt részhalmaza > r szdmossagu. Mivel mx(U) < k
ezért létezik B c Jp; w-bazis, mely < k szamossdgi (U minden pontjdban vehetiink
egy < Kk szamossagi lokdlis m-bazis és ezek unidja megfelel). gy az U nyilt altérre
Tw(U) < A(U) = k teljesiil tehdt alkalmazhaté az Lemma amibél kapjuk U k-
felbonthatosagat.

Ha (X, d) metrikus tér, akkor barmely U c X nyilt altérre |U| > w (megédllapoddsunk
szerint a vizsgalt tereink zsufik) és mivel y(X) = w, az altalanos tételbél kapjuk, hogy
X maximalisan felbonthat6. m

A kovetkezd tételhez szitkségiink lesz az alabbi lemmara.

1.1.10 Lemma. Ha (X,.7) egy megszamldalhatéan kompakt, Tz tér, akkor A(X) > 2%.

Bizonyitds. Rekurzivan konstrudlunk egy (V; : s € 2°) nyiltakbol 4ll6 Cantor-sémat és
egy (x,: s € 2%) kivalasztofiggvényt az aldbbi tulajdonsagokkal:

(i) Vg = X,

(ii)ha s,t € 2“ : s ¢ t esetén V; c V, (az dgak mentén szigortian csokkend a séma),

(iii)ha s,t € 2< : |s| = |t|, akkor V; NV, = @ (azonos szinten levék diszjunktak),

(iv)végil Vs € 2<“-re x, € V.

Ha valamely s € 2<“ elemre V, c X adott nem iires, nyilt és ismerjiik az
{zs : k <Doms}

sorozatot, akkor legyen x4~ (o), Ts~(1) € Vi~ {@spr + k < Dom s} két kiilonboz6 pont és legyen
To(i)y € V(i) © m c Vi (1 =0,1) olyan nyiltak, melyekre mﬁm = . Ha ekképpen
az eddig definidlt elemekre fennaltak, gy tovabbra is érvényben maradnak. Ha f € 2%,
akkor az Ay = {xs, : n <w} € [X]* halmazra A;c # &, masrészt A'f cZp=({Vim:n<
w}. (iii) miatt f,g€2¥, f # g esetén ZynZ, = . Igy {Z;: f €2“} paronként diszjunkt,
nem tres részhalmazai az X térnek amibél | X| > 2 kovetkezik. m

1.1.11 Allitas. Ha (X, 7) egy megszamlalhatéan kompakt, Ty tér, akkor X w;-felbonthatd.

Bizonyitds. Jegyezzitk meg, hogy ha U ¢ X nem fires, nyilt, akkor mivel X zsufi, U is egy
zsufi, megszamlalhatéan kompakt, T3 tér és a regularitas miatt X minden nyilt altere
tartalmaz ilyen alteret. Igy miatt elég belatni, hogy X, vagyis egy megszamlalha-
toan kompakt, T3 tér tartalmaz w-felbonthaté alteret.
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Ennek igazoldsara transzfinit rekurziéval konstrudlunk egy (X, : a < wy) X altereibél 4116
csokkend sorozatot. Legyen X =X. Ha a <w; és (Xp: 8 < a) adott mar, akkor legyen

Xo=U{A": Ae[X5]%)
amennyiben a = § + 1, illetve legyen
Xo=U{A 1 Ae[X]“:Vy<a:|AN X, | <w)

ha a limesz. Indukciéval belatjuk, hogy a sorozat csokkend, illetve, hogy minden o < wy-
re X, c X sirt. Tegyik fel, hogy o < wy és a (X : 0 < a) kezdészeletrdl tudjuk mar
ezeket. El6szor ha a limesz, akkor z € X,-hoz van A € [X']“, melyre Vy <a:|ANX, | <w
amibdl x € (AHXV)' adodik, és igy x € X1 barmely v < a-ra. Ebbdl kapjuk, hogy X, c
X, minden 7 < a esetén. Most belatjuk, hogy X, stiri. Ehhez legyen U c X tetszdleges
nyilt és legyen V c X olyan nyilt, melyre V c U. Legyen (7, : n <w) szigorian névekvd,
kofindlis sorozat a-ban és minden n < w esetén, X, stiriségét kihaszndlva, valasszunk
egy a, € V n X, pontot, melyekrdl rdadasul feltehetjiik, hogy paronként kiillonbozdek.
Ekkor az A := {a, : n < w} € [X]¥ halmazra teljesiil, hogy A~ {ag,...,an-1} ¢ X, és
mivel X megszamlalhatéan kompakt, A" ¢ V nem fires, igy X, nV # @. Tehdt X, c X
str.

Masodszor tegyiik fel, hogy o = 8+ 1 és valasszunk egy x € X, pontot. Ehhez legyen
A= {y, :n<w}e[Xz]° melyre x € A. Amennyiben £ limesz, tgy legyen (v, : n < w)
szigorian névekvé, kofindlis sorozat S-ban tovdbba minden y,, elemhez legyen A,, € [ X]*
olyan, melyre Vy < : |4, N X | <w és y, € A;L. Definialjuk a kévetkezo halmazt

B:=|J{X,, nA,:n<w}e[X].

Ekkor n <w esetén |B~ X, | < || J{Ax~ X, : k <n}| <w és konnyen lathaté, hogy = € B’
amibdl x € Xz adédik. Tehat limesz 3 esetén Xz ¢ Xp. Ha (3 rakovetkezo, vagyis ha
B =+ 1, akkor minden n < w-ra vilaszthatunk olyan A, € [X,]* részt, melyre y, € A,,.
Ekkor nyilvan az A := | J{A, :n <w} € [X,]* halmazra fennall, hogy = € A" vagyis ebben
az esetben is végiil X, c X adodik. Az Xz stirliségét a kovetkezdképpen lathatjuk be:
legyen U c X tetszéleges nyilt és legyen V c X olyan nyilt, melyre V c U. Ekkor X 3
X-beli stirtisége miatt van A € [Xzn V] amelyre, X megszamlalhaté kompaktsdga miatt
@+ A cVcU teljesill és igy XganU#+o.

Ha minden « < wy esetén X, \ X,y ¢ X sird, akkor {X, \ X,41 : @ < wy} paronként
diszjunkt stirti alterekbdl allo, wq-es rendszer és igy maga X wi-felbonthaté. Ha nem,
akkor van a < wy és U ¢ X nem {ires, nyilt melyre U n (X, \ X441) = @. Legyen V c U
olyan nem fires nyilt, melyre V c U. Ekkor XonV = X1 NV (és persze ez a metszet
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V-nek siirti része), amibdl az kévetkezik, hogy minden x € X, n'V elemhez valaszthato
egy Ay € [Xan V] (2 € Xor1 0V miatt) melyre z € Al . Rekurzivan definigljuk V
részhalmazainak egy (S, : n < w) sorozatét a kovetkezéképpen: legyen Sy := {p}, ahol
p eV tetszbleges, rogzitett. Ha S, adott mar, akkor legyen

Spa1 =S U J{A, 12 € 5,1

Végiil legyen S = | J{S, : n <w}. Ekkor || = w, S zsufi és igy S egy zsufi, megszam-
lalhatéan kompakt, T3 tér, melyre d(S) = w. Ismert, hogy barmely Y Tj tér esetén
Tw(Y) <27 gy mw(S) < 2¢. Masrészt az €l6z6 lemma alapjan A(S) > 2¥ amibél, a
Lemma felhasznalasaval adédik, hogy S 2¢-felbonthaté. m

Ezzel szemben kompakt terekre tobb is igaz:

1.1.12 Allitas. Minden kompakt Hausdorff tér mazimdlisan felbonthatd.

Bizonyitds. Legyen (X, .7) kompakt, Ty tér és k= A(X). Vegyiik észre, hogy ha U c X
nem iires, nyilt, akkor U szintén egy zsufi, kompakt T tér amelyre A(U) > A(X). Mivel
a nyilt alterek lezartjai siirin vannak a térben, az [1.1.5] allitds miatt elég belatnunk,
hogy X tartalmaz x-felbonthaté alteret. Feltehetd, hogy |X| = A(X) = k (dttérhetiink
egy olyan V c X nyilt altér lezartjara, melyre |[V| = k). De ekkor nw(X) = k és ismert,
hogy kompakt, T5 terekre a sily és a halézatstily megegyezik, tehat w(X) = k is fenndll.
De ekkor mivel 7w (X) < w(X) = k = A(X), alkalmazhaté a[l.1.§ Lemma, amib6l kapjuk
a tér x-felbonthatésagat. m

Az aldbbi tétel E.G.Pytkeevtol szarmazik.

1.1.13 Allitas. Legyen (X,.7) egy olyan tér, melyre t(X) < A(X). Ekkor X mazimd-
lisan felbonthato.

Bizonyitds. Legyen k = A(X), A =t(X). Jegyezzik meg, hogy ha U € I és p e U tetszo-
leges, akkor ¢(X,p) = t(U,p) amibdl kapjuk, hogy ¢(U) < ¢(X) és mivel A(X) < A(U),
igy t(U) < A(U) vagyis a tételben megadott tulajdosag oroklodik nyilt alterekre. Elég
belatnunk tehat, hogy X tartalmaz x-felbonthaté alteret.

A kovetkez6 észrevétel kulcsfontossagu az alteriink konstrukcidjaban: ha Y e [X]%,
akkor létezik Z ¢ X \Y, melyre Y c Z és |Z| < max{\,|Y]}, ugyanis: Y| < x miatt
int(Y) = @ amib6l Y ¢ X \Y adédik. Igy minden y € Y ponthoz valaszthatunk egy
A, € [X N YT halmazt melyre y € A,. Ekkor Z := | J{A, : y € Y} megfelel a kovetelmé-
nyeknek.

Legyen ((&4,Ca) @ < k) K x Kk egy bijektiv felsorolasa. Legyen p € X rogzitett. Transzfi-
nit rekurziéval konstrudlunk egy (A, : @ < k) X sorozatot, mely X paronként diszjunkt
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részhalmazaibdl all és melyre teljesiil, hogy Ag = {p}, barmely a < k esetén |A,| < |af + A
valamint | J{As: 8 < a} ¢ A,. Tegyiik fel, hogy « <  és az (Ag : B < a) sorozat teljesiti
a megadott feltételeket. Ekkor Y := | J{Ag: B < a} € [X]*** {gy a fenti észrevételiink
szerint valaszthatunk egy A, ¢ X Y halmazt, melyre |A,| < max{\,|[Y|} = |a| + X és
Y c A,. Ezzel a sorozat konstrukciéjat befejeztitk. Ezutdn tetszéleges ¢ < k-ra legyen
D¢ = J{As : ¢o = ¢} Mivel az {A, : @ < k} halmazok paronként diszjunktak és adott
a < K esetén A, csak a D¢, halmaznak része, lathatd, hogy a {D, : a < £} halmazok is
paronként diszjunktak. Legyen A :=| J{A, : @ < x}. Ekkor minden ¢ < k-ra D, c A siirfi:
ha g € A tetsz6leges, akkor la < k: qe A,. Mivel |[{8: (s = (}| = K, van olyan > «a,
melyre (5 = ¢ és erre Ag ¢ De. De erre a -ra q € [ J{A, : 7 < 8} ¢ Ag amibél q € D,
adodik. Mivel g € A tetszdleges volt, kaptuk, hogy D, siirli része A-nak. Tehat az A c X
altér k-felbonthato és éppen egy ilyen alér létezését kivantuk bizonyitani. m

Amit lattuk a kompakt, illetve megszamlalhatéan kompakt terek felbonthatosaga-
val kapcsolatban mar ZFC-ben is egészen altalanos eredményekkel rendelkeziink. Ezen
térosztalyoknal egy fokkal altalanosabb az tigynevezett pszeudokompakt terek osztalya.
Egy (X, .7) teret pszeudokompaktnak neveziink, ha barmely f: X - R folytonos fligg-
vény korlatos. Maig megvalaszolatlan kérdés, hogy vajon barmely pszeudokompakt tér
felbonthato-e? Részleges pozitiv eredmények azonban sziilettek. Ilyenek az aldbbiak.

1.1.14 Tétel. (Jan van Mill, [vM16]) Legyen (X, T) egy T35, cce, pszeudokompakt tér.
Ekkor X 2%-felbonthato.

A kovetkez6, A.Illanestol szarmazo tétel azt mondja ki, hogy ha egy tér minden termé-
szetes n szdmra n-felbonthatd, akkor a tér w-felbonthaté. Ez a felbonthatosiagnak egy
,kompaktsag”-tipusu tulajdonsagat jelenti, aminek természetes altalanositasa igy hang-
zana: legyen X egy tér egy A(X) > k > w egy szamossag. Ha minden \ < k esetén X
A-felbonthaté, akkor X k-felbonthaté. A [JSS06] dolgozat 4.5 szamu tétele értelmében
ilyen értelemben kompaktsag nem teljestil, amennyiben x rakovetkezd szamossag. Vi-
szont itt, a szerzok emlitést tesznek egy korabban mar ismert eredményrol, mely szerint,
ha cf(k) = w limeszszdmossag, akkor a fenti értelemben vett kompaktsig fenndll. A
dolgozat 4.8-as szamu tétele szerint, ha xk > w elérhetetlen szamossag, akkor ilyenfajta
kompaktsag dltaldban nem tejestil. Az w < c¢f(k) < k eset maradt megoldatlanul. Az
aldbbiakban ismertetjitk A. Illanes tételének egy révid bizonyitasat.

1.1.15 Tétel. ([III96, Theorem 5]) Legyen (X,.7) egy tér. Ekkor ha barmely n € w
esetén X n-felbonthato, akkor X w-felbonthato.

Bizonyitas. Mivel az X tér barmely nyilt altere is n-felbonthat6, minden n > 2 termé-
szetes szam esetén, ezért a Lemma alapjan, elég azt belatni, hogy X tartalmaz
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w-felbonthato alteret. Tegyiik fel, indirekt moédon, hogy X nem tartalmaz w-felbonthaté
alteret és legyen D c X egy tetszoleges stiri altér. Belatjuk, hogy ekkor van F c D
stirti altér, ami OHL. Ha U c X nem iires nyilt, akkor ha lenne olyan D' ¢ U n D sfirfi
altér, melynek minden stirii része felbonthatd, akkor az U altér w-felbonthaté: ekkor
maga D’ felbonthaté Dy, Dy stirfi alterekre, majd a Dy ¢ U n D stirfi altér is felbonthaté
Dy, D1y stir(i alterekre és igy tovabb. Igy a feltevésiinkbél rekurzivan konstuglhaté lenne
{D; : 1 < w} U-beli stiritknek egy paronként diszjunkt sorozata. Ez viszont ellentmond
indirekt feltevéstiinknek, tehat azt kapjuk, hogy barmely U ¢ X nem iires nyilthoz 1étezik
Ey c U n D stri, felbonthatatlan altér. Ha egy ilyen Ey c U felbonthatatlan, stirdi al-
térben vessziik a benne levé legbévebb zart, felbonthaté Z ¢ Eyy alteret, akkor ha V c U
olyan melyre V n Ey = Ey \ Z, akkor a V n Ey altér OHIL. Tehat végiil ide érkeztiik:
minden U c X nem iires, nyilt altérnek van olyan V' c U nem iires, nyilt része, melyhez
létezik Fy ¢V n D stirti, OHI altér. Legyen

YV :={VeT":3Ey cVnD:EycVsiri OHI}

és legyen # c ¥ egy maximalis cellularis rendszer. Mivel minden U c¢ X nem fires,
ny{lt halmaz tartalmaz ¥ -beli nyiltat, ezért | J# c X siirll. Minden V € # nyilthoz
valasszunk egy Fy ¢ V n D stirti, OHI alteret. Ekkor az

E=\[Ev:Vew}

halmaz szintén stiri X-ben és OHI: ha U c X nem iires nyilt, és EnU = Dy u Dy egy
stirti felbontds volna, akkor mivel | J# sirll, van V € # melyre UnV # @. De ekkor
EynU=(EnU)nV =(DinUnV)u(DynUnV) siirli alterekre valé felbontdsa lenne
az Fy nU altérnek, ami ellentmond annak, hogy Ey OHI.

Tehat talaltunk a D c X siri altérhez egy E c D stirti, OHI alteret. Azt allitjuk, hogy
ekkor X \ E minden n > 2 esetén n-felbonthatd. Ehhez legyen U c X tetszoleges nyilt
és legyen X = [J{D; :i <n+1} az X tér n+1 darab stirti altérre valé felbontésa. Ekkor
persze az E altérnek is kapjuk egy felbontdsat: £ ="J{D;nE :i<n+1} viszont, mivel E
OHI, ezért ezeknek tetszdleges E-beli nyiltba es6 részeik koziil legfeljebb egy lehet stirti.
Tehat az £ n Dy,...,En D, kozil legfeljebb egy lehet stirti az £ n U altérben. Tegyiik
fel, hogy E n Do nem stri. Ekkor van Vy c U nyilt, hogy En Dgn Vy = @. Hasonl6an
folytathatjuk: az E'nVj nyilt altérben az En Dy, ..., En D, alterek koziil legfeljebb egy
lehet stirti. Tegytik fel, hogy En Dy nem stirti. Ekkor taldlunk egy Vi c Vj nyiltat, melyre
EnD;nV;=g. Véges sok 1épésben eljutunk egy olyan V' c U nyilt halmazhoz, melyre
EnD;nV =g, barmely i < n esetén. Ebbdl adodik, hogy V' \ E n-felbonthatd és mivel
U tetszoleges volt, ezért minden X-beli nyilt tartalmaz ilyen nyilt alteret. Ezért ha a

V1 ={Ve T :VNE n- felbonthat6}
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rendszernek valasztjuk egy #; maximélis cellularis rendszerét, akkor |+ #; ¢ X siir(i és
1) #1 \ E n-felbonthat6, mivel n-felbonthaté alterek (diszjunkt) uniéja. Viszont () #4
E c X\ FE stirti, kapjuk, hogy X \ E n-felbonthaté. Mivel E OHI és X felbonthaté, ezért E
belseje tires és igy X\ E c X strli. Az indirekt feltevésiink szerint az X; = X \ F stirt altér
sem tartalmaz w-felbonthato alteret és kaptuk, hogy minden n > 2-re n-felbonthat6, mint
X. Igy hasonléan, létezik E, c X, stirt, OHI altér, amely X-ben is sfir{i, és X; \ E; minden
n-re n-felbonthat6. Igy rekurzivan konstrualhaté egy {E, : n < w} X-beli, paronként
diszjunkt stri halmazokbdl allé sorozat, ami végiilis mutatja, hogy X w-felbonthaté.
Tehat X mindenképpen tartalmaz w-felbonthaté alteret és igy, a fenti megjegyzésiink
értelmében, 6 maga is w-felbonthato. m

1.2. Szorzatterek felbonthatésaga, példa monoton nor-
malis, maximalisan felbonthaté térre

A téméan beliil egy kiilon fejezetet képez a szorzatterek felbonthatésagi tulajdonsagainak
vizsgalata. Ezen belil két kérdésre tértink ki: szorzatok felbonthatésdga és szorzatok
maximalis felbonthatésdga. Ami az els6 kérdést illeti, felbonthatatlan szorzatok tekinte-
tében csak a véges tényezosek érdekesek:

1.2.1 Allitas. ([JSS22, Proposition 2.1]) Ha (X; : i € I) topologikus tereknek egy
végtelen rendszere, akkor a [[{X; : i € I} szorzattér a szorzattopologidval elldtva 2¢-
felbonthato.

A |JSS22] dolgozatbdl kideriil, hogy mérheté szdamossdg 1étezésével ekvikonzisztens fel-
bonthatatlan kéttényezos szorzat 1étezése. Az alabbi allitas ennek az eredménynek pontos
megfogalmazasa.

1.2.2 Allitas. ([JSS22, Proposition 2.10]) Mérhet szamossag létezése ekvikonzisztens
olyan T, 0-dimenzids X tér létezésével, melynek barmely megszamlalhato, felbontha-
tatlan térrel vett szorzata felbonthatatlan. Ez tovabba ekvikonzisztens két olyan tér
létezésével, melyek szorzata felbonthatatlan.

A maésodik kérdéskorrel kapcsolatban tekintsiik azt az esetet, amikor egyik faktor ma-
ximalisan felbonthaté: legyen k > w egy szamossag és legyen X egy k szamossagu,
r-felbonthaté topologikus tér. Ekkor természetese A(X) = | X| = & teljesiil. Vegyiik to-
vabba egy Y teret, melyre |Y| < k*. Ekkor persze A(X xY') < k™ és X xY k-felbonthato:
ha {D, : a < K} egy partici6ja az X térnek siirti alterekre, akkor {D, xY : a < Kk} egy
K szamossagu particiéja az X x Y szorzattérnek siirti alterekre. Amennyiben A(Y') < &,
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ugy a szorzattérrol ennél nagyobb felbonthatésdgot nem is remélhetiink. Viszont ha
A(Y) = |Y] = k", akkor meglepé médon a szorzat x*-felbonthato:

1.2.3 Tétel. ([CP6T, Theorem 4]) Tegyiik fel, hogy X egy K szdmossdgi, k-felbonthatd
topologikus tér. FEkkor birmely Y térre, melyre A(Y) = |Y| = &% fenndll, az X xY
szorzattér k*-felbonthato.

Bizonyitds. Mivel barmely a < k% rendszdmra |a| < K teljesiil, vilaszthatunk minden
a < k"-hoz egy fo : @ - k injektiv leképezést. Rogzitsiink egy ilyen (f, : a < k¥)
figgvényrendszert (mely egyébként egy k¥ x k méreti Ulam-matrix konstrukcidjanak is
az alapja). Legyen tovabba {D, : a < k} egy particidja az X térnek siirli alterekre és
Y ={ya:a<k™} az Y tér elemeinek egy felsoroldsa. Most o < k* esetén legyen

Eo = U{Dpya) x {yp} ra< B <™}

Azt allitjuk, hogy az {E, : a < k*} alterek sfirtiek és paronként diszjunktak. Ha « <
B, akkor v > f esetén E, n (X x {yy}) = Dy (o) x {yy}, Esn (X x {yy}) = Dy () x
{y,} melyek, f,(a) # f,(B), kovetkezésképen Dy (o) N Dy (5) = @ miatt diszjunktak,
vagyis Eo N Egn (X x{y,}) = &. v < 8 esetén viszont Egn X x {y,} = &, amibdl,
tekintve, hogy X xY = {X x {ya}:a<r*}, E,n Es = @ adédik. Tehdt a halmazaink
paronként diszjunktak. Most belatjuk, hogy siiriek az X x Y szorzattérben. Legyen
a < k' tetszbleges és U ¢ X,V c Y nem iires nyiltak. [V]=r" miatt a {a:y, €V} ck®
halmaz kofindlis, igy van f > o rendszam, melyre yz € V. Ekkor

E,n(UxV)> (Dfﬁ(a) x{ys})nUxV

ami yg € V ¢és Dy, o) NU # @ miatt nem iires. Mivel U,V tetszblegesek voltak, kapjuk,
hogy F, strii. m

Tehat az deriilt ki, hogy ha X egy x szamossagu, k-felbonthaté tér, akkor barmely
Y térrel, melyre |Y| < k%, vett szorzata maximalisan felbonthaté. A [CP67] dolgozat
szerzoi feltették a kérdést: vajon mindig teljestil-e, hogy egy maximalisan felbonthatd
térnek barmely més (persze megallapoddsunk szerint zsufi, Tp) térrel vett szorzata is
maximalisan felbonthat6? Jelenleg a legtobb, amit ezzel kapcsolatban tudunk, hogy a
nemleges valasz ekvikonzisztens mérhet6é szamossag 1étezésével. A kévetkezo egy ilyen
jellegli eredmény.

1.2.4 Tétel. ([JSS22, Corollary 3.2]) Ha konzisztens mérhetd szamossag létezése, akkor
konzisztens, hogy létezik olyan (X,.T) Ty, 0-dimenzids tér, melyre wy < |X| = A(X) <21
és melynek barmely Y megszamlalhato térrel vett szorzata wy-felbonthatatlan. Specidlisan,
azY = Q maxildlisan felbonthato térrel vett X xY szorzata nem mazximalisan felbonthato.
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Az, hogy olyan szorzat 1étezése, mely nem maximalisan felbonthaté viszont egyik faktora
igen, maga utédn von-e valamely halmazelméleti tobbletfeltevést (legaldabb ekvikonzisz-
tensen) vagy esetleg ZFC-b6l is lathat6 ilyen szorzat 1étezése megoldatlan.

Az aldbbiakban ismertetiink egy konstrukciét melynek révén minden n < w esetén
kaphatunk A(X) =|X| = w,-es, monoton normalis, maximélisan felbonthaté tereket. Az
aldbbiakra nézve valasszunk tetszolegesen egy 1 < n < w természetes szamot és ezt rogzit-
stik. A tér alaphalmaza a T = w;* teljes, w magas, w,-reguldris fa. Legyen % c & (w,)
egy uniform ultraszliré (vagyis olyan, melyre VU € % : |U| = w,). Ha s € T és a < wy,
valamit ha Dom(s) = k, akkor s™(«) jeloli az su {(k,«)} sorozatot. Az % ultrasziir6
segitségével definidlunk egy 7, topoldgiat a T alaphalmazon:

VWcT(VeTy oVseV{a<w,:s(a)eV}ew)).

Vagyis egy V c T halmazt akkor tekintiink nyiltnak, ha minden elemének tartalmazza
yultra sok” kozvetlen rakovetkezojét. Egy tényleg egy topoldgia T-n: vildgos, hogy
@, T e Ty, ha of ¢ Ty és seof, akkor van A € &7, melyre s € A és igy

{a<w,:s(a)el|JA}o{a<w,:s7(a)e Ay e %
amibdl | J o € T adddik. Végil ha ¥ € [T ] és se( ¥, akkor
{a<w,:s(a) eV} = {a<w,:s(a)eV}ew

Vey
mivel véges sok sziir6beli halmaz metszete is eleme a szlirének. A (7,9 ) térre az
aldbbiakban a révidebb Ty, jelolést hasznaljuk. A definiciébdl lathatd tovabba, hogy
Tﬂ// = A(Tq/) = Wp.

1.2.5 Allitas. A Ty tér Ty, monoton normdlis és w-felbonthatd.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy a T tér Hausdorff. Legyen s,t € T, két tetszbleges
pont. Ha s és t nem Osszehasonlithaték, akkor (s 1) n (¢t 1) = @ és ezek a halmazok
nyiltak. Ha s <, Dom s = n, akkor legyen U := {r t:r € Lev,,1(Ty)ns T ~t |} u{s} és
legyen V :=t 1. Ekkor se U,t eV és U,V diszjunkt nyiltak.

A Ty tér monoton normdlis: legyen t € Ty, t € V nyilt tetsz6leges. Definidljuk a H y,)
halmazt a kévetkezéképpen:

Hoyvy={seV:it<sna[t,s]cV}.

Ekkor ha (s,U),(t,V) két pontozott kornyezet, melyekre s ¢ V,t ¢ U, akkor H )y n
Hvy = @, killénben ennek a metszetnek tetszéleges r elemére [s,r] ¢ U,[t,r] ¢ V
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teljesiilne, amibdl egyrészt t és s Osszehasonlithatdsaga, masrészt t € U vagy s € V
adédna ami ellentmondas.

A Ty, tér w-felbonthaté: legyen w = [J{A4, : n < w}, ahol A, € [w]* egy particié.
Tetszoleges n-re definidljuk a D,, c T halmazt igy:

Dn = U{Levk(Ta;/) ke An}

« /e

akkor barmely t € V elemnek, V nyiltsagabdl adéddan, van barmely magasabb szinten
V-ben rakovetkezoje és igy V n D, #+ @ minden n < w esetén. m

A Ty térre az iménti allitasban foglaltaknal tobb is igaz: T, maximélisan felbonthaté.
Ennek belatasdhoz elérebocsatunk egy segédlemmat.

1.2.6 Lemma. Legyen n > 1 és % c P(w,) tetszdleges uniform ultrasziré. Ekkor
barmely 1 < m < n esetén létezik {A, : a < wp} € % csokkend sorozat, melyre [ {Aa :
a<wn}=02.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy valahanyszor adott egy w, = {As : a < wy} © % csokke-
né sorozat iires metszettel, ahol m > 1, annyiszor talalhaté egy {Bs : < wm-1} € %
Wp—1 hosszu, csokkeno sorozat szintén iires metszettel. Ebbol mar adodik a lemma: az
{[a,wn) : @ < wy} végszeletekbdl allé felbontds mutatja, hogy létezik ilyen tulajdonsé-
gu, wy-es sorozat.(Itt kihasznaltuk, hogy % uniform ultrafilter.) Ezutdn ha tekintjiik
a legkisebb olyan m szamot, melyhez létezik w,, hosszi csokkené sorozat a kivant tu-
lajdonsaggal, akkor sziikségképpen m = 0 teljestil, mivel kiilonben az aldbb bemutatott
gondolatmenet segitségével w,, 1 hosszi csokkend sorozata is adédna %/ -beli halmazok-
nak, melyek metszete iires ami ellentmondana m minimalitdsanak.

Tegyiik fel, hogy m > 1 és {A, : o <wp,,} € % csokkend sorozat, melynek metszete tires.
Definialjuk az Y,, a < w,, halmazokat a kdvetkezoképpen:

Yo:=(As:B<a)N A,.

Léthatd, hogy w, = "J{Ya : @ < wp,}. Definidlunk egy .7 ¢ & (w,,) halmazrendszert a
kovetkezoképpen:
VXcwn: XeZF o | J{YaraeX}e.

Egyszertien ellenérizhetd, hogy % egy ultrasziiré w,,-en, sot, uniform ultrasziiré: ha
X ca,a<wy, akkor ( {Ys: 0 € X} c (wn N Ay) ¢ %, tehdt X ¢ F, vagyis wy, N X € Z.
Valasszunk minden « < w,, rendszamhoz egy f, : a — w,,_1 injektiv leképezést. Legyenek
Q < Wiy, 1 < Wiy tetszélegesek és definidljuk az E,, = {8 > a: fs(«) = n} halmazokat,
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majd az Fy, ,, = J{Eas : § <1} halmazokat. Ekkor persze wy,Na+1 = J{Ea, 1< wWm-1}-
Azt allitjuk, hogy létezik {Bg: f < wp-1} ¢ .F csokkend sorozat, melynek metszete iires.
Ha talaltunk ilyen sorozatot w,,-en, akkor abbdl mar w,-en is adédik hasonlé sorozat az
 ultraszirOhoz: egyszeriien vegytik a

Co={Ys:8€B.} €U, 00 <wm1

halmazokat, melyekrdl konnyen latni, hogy csokkené sorozatot alkotnak és metszetiik
tires. A konstrukei6 sordn hasonléan jarunk el, mint a [KP71] dolgozat. Az elsd eset az,
hogy van olyan « < wy,, melyre minden 1 < wy,_1 esetén F,, ¢ .%, akkor, mint fentebb
megjegyeztiik, | J{Fay : 7 < Wm-1} = Wy N @+ 1 és ez nem F-beli halmazok névekvd
rendszerének az uniéja. Mivel .# uniform, [0, a] ¢ .F, igy a {wp,\(Fo,,0[0,]) 1) < w1}
sorozat megfelel.

A maésodik esetben minden « < w,, esetén van olyan 7, < wy,_1, melyre F, , €.%. Mivel
wy, regularis, kivdlaszthatunk egy (og : § < wy,) szigortan névekvd, kofindlis sorozatot
melyhez létezik egy 1 < wy,-1, melyre V§ <wy, 110, =7. Ha I € [wWin 9™ tetszleges, akkor
sziikségképpen ﬂ{F%?7 : £ e I'} = @, mivel kilénben, ha v < w,, ennek a metszetnek egy
eleme, akkor minden § € I rendszdmhoz létezik olyan d¢ < n, melyre v € E,, 5. Viszont
ekkor, wy,_1 regularitdsat kihaszndlva, adédna egy 6 < n és egy I ¢ [1]¥m, melyre
VEel : d¢ = 0 és emiatt, tetszdleges &,( € I' €+ ¢ esetén v € Eoes N Eoes = @ ami
ellentmondas. Ebbél, az I = w,,_; valasztassal adédik, hogy Y1 € [wp_1]“m : (W Faem:
£el'} =@ Minden a < wp,_1-re legyen

B, := U{Fag,n o< 5 < wm—l}'

A {By:a<wp1} ¢ F sorozat csokkend és metszete tires, 1évén, hogy (([{Fa,: € € I} =
@ alakt halmazok uni6ja, ahol I' € [wy,_1]“"'. m

1.2.7 Allitas. A Ty tér mazimdlisan felbonthatd.

Bizonyitds. A bizonyitast két £6 1épésre tagoljuk.

1. El6szor szeretnénk minden s € Ty elemhez egy olyan Fy c s 1 jélfundélt (vagyis
olyan, amely nem tartalmaz végtelen dgat) és s felett leszallo (azaz, Vt € Fy : [s,t] c Fy)
részhalmazt konstrualni, melyre egyrészt

Vie Fs((Va<w,:s™(a) e Fs) v(Va<w,: s (a) ¢ Fy)) (%)

teljesiil, mdsrészt melyhez taldlhat6 olyan Fi = [J{Fia : @ < w,} felbontds, melyre
Va < wy s € Fy, teljesiil. Tehat az w,-felbonthatésagnak egy ,lokalis” véltozatat
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szeretnénk el6szor belatni. Az alabbiakban az olyan A c s 1 s felett leszallo, jolfundalt
halmazokat, melyek rendelkeznek a () tulajdonsaggal ,s-hez illének” fogjuk nevezni.

Indukcioval fogjuk belatni m < n-re, hogy ha minden s € Ty elemhez létezik olyan F" c
s 1 s-hez ill6 halmaz, amely felbonthaté w,, részre igy, hogy ezen részek mindegyikének
a lezartjaban s benne legyen, akkor minden s € Ty elemhez megadhaté olyan F™*! c s 1
s-hez ill6 halmaz, mely mar w,,,; részre bonthaté melyek lezartjaiban s benne van.

Az m = 0 esethez a lemmanak megfelelden taldlunk egy "J{Ax : k < w} = wy
particiét melyre Yk < w esetén Ay ¢ % . Legyen s € Ty tetszOleges. Ha Doms = k,
akkor s 1 NnLevys1(Ty) = [J{Ai(s) : | < w}, ahol | < w esetén A;(s) = {s™(a): a € Aj}.
Definidljuk az F? c s 1 részhalmazt a kovetkezéképpen:

FO=J{t tnLlevaa(Ty) : l<wnateAs)}u{s}.

Tehat az s elem tetszéleges A;(s)-beli kozvetlen rakovetkezéjének vessziik minden ré-
kovetkezdjét egészen a (k + 1 +1). szinttel bezardlag. Az igy eléélls FY halmazrél
konnyen lathatd, hogy s-hez illo és természetesen felbomlik w részre a koévetkezo mo-
don: F) = [J{Fy,, : m <w}, ahol m > 1 esetén Fy, = Fy N LeViiim (T ) valamint
m = 0-ra Foy = F) nLevyi (Ty) U {s}. Most ellendrizziik, hogy minden m < w esetén
5 € ﬁ?m. Vélasszunk tetszolegesen egy m < w szdmot és egy s € V' nyilt halmazt. Mivel
U Ar ¢ % és {a <w, :s(a) e V} e %, ezért van olyan o < w, melyre a € | J A és

k<m k>m

t:= s"(a) € V teljesiilnek. De ekkor, a 7 topoldgia definicidja alapjan lathatd, hogy
Yi>0:Vn (t 1 ﬂLer+1+l(T02/)) +J

amibdl V n F, ,, # @ adddik, hiszen ¢ 1t Levg, (T ) € FY,,. Tehat s € FO, .

Most kovetkezik az indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy 0 < m < n és minden s € Ty,
elemhez 1étezik olyan F!" c s 1 s-hez ill6 halmaz, amely felbonthaté w,, részre tugy,
hogy ezen részek mindegyikének a lezartjaban s benne legyen. Mindegyik F," halmazhoz
valasszunk egy ilyen tulajdonsagi {F[}, : @ < wp,} particiét. Rogzitsiink tovdbba egy,
a lemma szerint létezo, {Ag“l D < Wiyt particigjat w,-nek, melyre Yo < w1
esetén AL = | J{AFT - B < a} ¢ %. (A lemma éltal garantélt csokkend sorozat
elemeinek vegyiik a komplementereit majd ezt a ndvekvo, nem ultrafilterbeli halmazokbdl
allo sorozatot a szokdsos modon diszjunktaljuk.) Legyen s € T tetszéleges elem és
rogzitsiink minden « < wy,,; rendszdmhoz egy f, : o = w,, injektiv leképezést. Az F™+!
halmazt igy definialjuk:

Fml= U{FST(M toewypU{s}.
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Az F™1 halmazrél konnyen lathaté, hogy s-hez ill8, mivel s minden kozvetlen rako-
vetkezdje ,f6l6” egy hozzd illé halmazt helyeztiink el. Most elkészitjiik F™* kivant
felbontasat. Legyen a < w,,,1 tetszéleges és legyen

Frt = {F, o) ta< B <wma A (Tne AFT it =57(n))).

Ha a < 8 <7y < w1, akkor mivel f, injektiv és az {F:}(n) s 0 <wp} halmazok paronként
diszjunktak, minden 7 € A;’”l esetén, adodik, hogy Fi%\ » o0 EZ ) ¢ =D, € A;’”l,
amibdl Fm+1 a Ferl = @ kovetkezik. Végiil legyen o < w41 tetszoleges és s € V' nyilt.

Belatjuk, hogy V n Fm+1 + @ amibdl s € F””1 adodik végiil. Mivel {f < w,, : s ( yeV}e
U és | (AR B> a} € U, ezért van B > és van 1) € A"”l, melyre t := s7(n) € V.

De ekkor t € Ft”} @ 6 Fl ) © F7rt miatt Voo FJ # @, A konstrukeid alapjan
az F m+1(a < Wpmy1) Tészek nem meritik ki teljesen az F™*! halmazt de természetesen a
kimarad6 rész hozzavehetd példaul az Fi'g m+l halmazhoz és igy méar tényleg egy particiot

kapunk.

2. Végiil igazoljuk, hogy Ty w,-, vagyis maximélisan felbonthaté. Az eddigiek alapjan
minden s € Ty elemhez valasszunk egy F; c s 1, s-hez ill§ halmazt Fy = [ J{Fs»:a <wy}
particiéval. Rekurzivan definidljuk T, részhalmazainak egy {S,, : m < w} sorozatat:
So = {t €Ty :t minimélis} majd ha m < w és barmely k < m-re S, mar adott, akkor
legyen

Sp={t €Ty ~|J{Fi :t € Sk, k <m}:t minimélis}.

Legyen S := *J{S,, : m <w}. Ekkor m-re vonatkozé indukciéval 1ldthat6, hogy Vm < w :
Leven (Ty) c LJ{F, 1t € Sp,k <m} amibdl Ty = [ J{F, : t € S} adédik. Mindegyik a < w,
rendszamra definialjuk a D, halmazt a kévetkezéképpen:

Da = {Ft,a 1te S}

Ekkor vilagos, hogy Ty = U{Da ta < wy} és ezek a halmazok stirtiek: ha V c T nem
tires, nyilt, akkor létezik m < w melyre V' nS,, #+ @ (ezt igy lathatjuk be: legyen m
minimélis, melyre V nJ{F; : t € Sk, k <m} # & és legyen t ennek egy tetszOleges eleme.
V nyiltsdga miatt van V-ben halado, t-bdl indulé végtelen maximalis lanc és ez a lanc F
jolfundaltsdga miatt valahol kilép az Fy halmazbdl és ez az elem, [*J{F} : t € Sy, k < m}
leszallésaga miatt S,,,1-ben van) és ennek a metszetnek tetszéleges t elemére fenndll,
hogy VnD,oVnE,+d, miveltem. [

A fenti terek maximalis felbonthatésdga 1ényegesen kihasznalta azt az allitast, hogy w,
felett egyetlen uniform ultraszliré sem leszélléan wy,-teljes, barmely m < n esetén. (Ez
lényegében azt jelenti, amit a lemma kimond.) w, felett mar, szuperkompakat
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szamossag létezését feltételezve ugyan, lehet mutatni olyan %7 uniform ultrasziir6t mely
leszalléan wi-teljes. Ennek segitségével definidlva az w magas, w,-regularis fan a fenti
moédon topoldgiat, belathatd, hogy ez a tér 6roklédéen wso-felbonthatatlan, amivel, te-
kintve, hogy [Ty | = A(Ty) = w,, messze nem maximéalisan felbonthatd. A részletek és
tovabbi hivatkozasok megtalalhatéak a [JSSO8] dolgozatban.

1.3. Szubmaximalis és Z-forszolt terek

1.3.1 Definicié. Egy (X, 7) topologikus teret szubmaximdlisnak neveziink, ha minden
D c X stri része nyilt.

Fontos észrevétel az aldbbi: egy (X,.7) tér pontosan akkor OHI, ha benne barmely
valahol stirti halmaz belseje nem tires. Ha X OHI és S ¢ X olyan, mely stiri mondjuk
az U c X nyiltban, akkor S nU belseje nem iires, mivel U felbonthatatlan. Forditva
vildgos, hogy egyetlen nyilt altérben sem létezhet két diszjunkt siirti halmaz. Ebbdl az
OHI tulajdonsag azon jellemzése is adodik, mely szerint egy tér pontosan akkor OHI, ha
benne minden stirti halmaz tartalmaz nyilt strtit.

1.3.2 Allitas. Legyen X egy tér. Ekkor X pontosan akkor szubmazimdlis, ha OHI és
benne barmely sehol sem stirti halmaz zart diszkrét.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy X szubmaximélis. Ha U c X nyilt és D c U siirti,
akkor Du (X \U) c X sfirfi, tehat feltevéstink szerint nyilt, és igy az U halmazba es6
része, vagyis D szintén nyilt. Tehat U ~ D c U nem stri. Mivel barmely iires belseji
(specidlisan sehol sem sfir(i) halmaz komplementere stirii, igy kapjuk, hogy ezek a hal-
mazok mind zartak.

Forditva, tegyiik fel, hogy X OHI és minden sehol sem stirti része zart diszkrét. Legyen
D c X stiri. Ekkor minden U c X nyiltra Dn U c U stri és igy U felbonthatatlansaga
miatt a belseje nem tires. Ebbdl adodik, hogy D tartalmaz stirdi, nyilt halmazt. Viszont
ekkor a komplementere sehol sem stirii és igy, mivel ez zart, D nyilt. m

Szubmaximalis tereket kaphatunk példaul topoldgiafinomitas révén. Errdl szél a kovet-
kezd allitas.

1.3.3 Allitas. Legyen (X, 7) egy Ty tér. Ekkor létezik T > T szubmazimdlis topold-
gia.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy k = |X| és legyen (S, : @ < 27) X részhalmazainak egy 2"-
abundéans felsoroldsa. Transzfinit rekurziéval konstrudlunk (.7, : o < 2%) X feletti, zsufi
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topologidknak egy noveé lancat a 9 = 7 topoldgiabdl kiindulva. Tegytik fel, hogy a < 2%
és (T3 : B < a) adott mar. Legyen T = sup{.7s : B < a}. Ez szintén egy zsufi topoldgia.
Ha S, valahol sirfi az (X,.7") térben, akkor van olyan v < a és U € .7, melyben sfirti
" szerint. Mivel ez egy zsufi, T topoldgia, az U N S, altérnek nincs izoldlt pontja. Igy,
ha S,-val finomitjuk a topolégiat, vagyis ha tekintjik a

T ={Uu(VnS,):UVeT}

T és {S,) éltal generalt topoldgiat, akkor ez szintén zsufi és eszerint mér az S, ¢ X
részhalmaz belseje nem tires. Ha az S, ¢ X altér sehol sem stirfi, akkor X \ S, 7" -sfiri,
és vele finomitva a topolégiat kapunk egy .7, zsufi topologiat, amely szerint S, zart.

Végiil legyen .7 = sup{.Z, : a < 2*}. Ez egy .7-nél finomabb zsufi topolgia. Ha eszerint
most egy S ¢ X valahol siirii, akkor van olyan a < 2" és U € .7, melyre S slirti az U
altérben. De ekkor, ha 8 > « olyan, hogy S = Ss, akkor a konstukci6 3. lépésében
bekeriilt egy V € 93 halmaz a nyiltak kozé, melyet S tartalmaz. Emiatt S belseje T ’
szerint nem iires. Ha S ¢ X sehol sem sfirdi, akkor ha S = S3, valamely 3 < 2"-ra, akkor
a konstrukcié 8. lépésében S nem lehetett valahol stirfi egy .7 -nél durvabb topoldgia
szerint, mert akkor .73-ban lenne olyan nyilt amit S tartalmaz. gy csak az a lehetdség
maradt, hogy abban a 1épésben a X \ S halmazzal finomitottuk a topologiat tehat S zart
lett. Tehét az (X,.7") tér OHI és benne minden sehol sem sfirti halmaz zart diszkrét

amibol, egy korabbi megjegyzés alapjan, kovetkezik, hogy szubmaximalis. m

Lathaté tehat, hogy Ty szubmaximalis teret konstrudlni viszonylag egyszerti. T3 vagy
esetleg T35, szubmaximalis teret mutatni mar joval nehezebb. A [JSS06] dolgozatban
egy olyan altalanositasa talalhaté az OHI tulajdonsagnak, név szerint a Z-forszoltsag fo-
galma, és hozza egy eljaras, melynek segitségével ilyen terek konstrualhaték, mely révén
nemcsak ,szép” szubmaximaélis tereket (Cantor kockdkba stirii altérként bedgyazottakat)
tudtak konstrualni a szerzék, hanem tobb, addig megoldatlan problémat sikertilt tisztaz-
niuk ezek segitségével. Az alabbiakban roviden ismertetjik a Z-forszoltsag fogalmat és
ismertetd jelleggel kozliink néhany eredményt a [JSS06] dolgozatbdl.

Legyen (X, .7) egy tér és ¢ L(X) slirli halmazoknak egy nem tires rendszere. Ha
¥V ¢ T egy maximalis celluldris rendszer és minden V' € ¥ nyilthoz ki van jelolve egy
Dy € 9 surt halmaz, akkor a

LH{VnDy:Ver}

halmazt Z-mozaiknak nevezzik. Minden Z-mozaik sira.

1.3.4 Definicié. Az X teret, melyen 9 ¢ P(X) siiri halmazoknak egy kijelolt rendszere,
D -forszoltnak nevezzik, ha minden S c¢ X stird halmaz tartalmaz 2-mozaikot.
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Tehat a Z-forszoltsag tehat azt jelenti, hogy a térben pontosan a & elemei és azon
tovabbi hamazok stiriik, melyek a Z-beliek stirti mivoltanak feltételezés okan stiriik kell,
hogy legyenek. A & = {X} valasztéssal, az alfejezet elején tett megjegyzéseink alapjan
vilagos, hogy X Z-forszoltsaga pontosan azt jelenti, hogy ¢ OHI. Tehat, utalva a [1.3.2
allitasra, X szubmaximadlis pontosan akkor, ha { X }-forszolt és benne barmely sehol sem
strti halmaz zart diszkrét.

1.3.5 Allitas. ([JSS06, Theorem 4.1]) Bérmely x > w szdmossag esetén létezik X c 22
stirti, szubmaximadlis altér, melyre | X| = A(X) = &.

A kovetekzo tétel J.Ceder és T.Pearson egy régi kérdésére ad valaszt: Igaz-e, hogy ha egy
X tér w-felbonthato, akkor sziikségképpen maximalisan is felbonthaté? Ellenpéldak méar
korabban is sziilettek, de azok vagy nem ZFC-beli példak voltak, vagy csak legfeljebb
a 17 szétvalaszasi axidémaval rendelkeztek. A kovetkezé tétel T, 0-dimenzids teret ad
ZFC-ben.

1.3.6 Allitas. ([JSS06, Theorem 4.5]) Legyen u < k két végtelen szémossig. Ekkor
létezik olyan X c 2% sfirti altér, melyre |X| = A(X) = s és mely eldall p darab, disz-
junkt, szubmaximalis, strt altér uniéjaként de nem p*-felbonthatd. Specidlisan nem
maximalisan felbonthato.

Végiil, a kovetkezo tétel, melynek eredményérol az elsé fejezet tétele el6tt mar em-
litést tettiink, arrdl szol, hogy ha k > w egy elérhetetlen szamossag, akkor nem feltétleniil
teljesiil tetszoleges X térre, hogy amennyiben barmely A < k esetén A-felbonthato, akkor
r-felbonthato is.

1.3.7 Allitas. ([JSS06, Theorem 4.8]) Legyenek ), k szdmossagok, melyekre w < ¢f(\) =
A < & teljesiil. Ekkor létezik olyan X c 22" siirfi altér, melyre |X| = A(X) = & és mely
minden p < A esetén 6roklédoen p-felbonthatod, viszont nem A-felbonthaté.
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2. fejezet

2.1. Lokalis rezolvabilitas, DT, ODT

A [Lip18] dolgozatban taldljuk a felbonthatésagnak az aldbbi, természetesen ad6dé lo-
kalis valtozatat:

2.1.1 Definicid. Legyen X eqy tér és x € X egy nem izoldlt pont, valamint Kk eqy
szamossdg. Az X teret az x pontban lokdlisan k-felbonthatonak mondjuk, ha léteznek
{Ayra <k} c P(X~ {z}) nem iires, pdronként diszjunkt halmazok gy, hogy = € Ay
teljesiil, minden o < Kk esetén.

A dolgozat {6 eredménye, hogy minden zsufi, T 5, pszeudokompakt tér lokélisan felbont-
hat6. Ezzel szemben, mint mar korabban emlitettiik, ezen terek felbonthatdsaga maig
megoldatlan. A kovetkezokben ismertetiink két tovabbi fogalmat melyek segitségével a
felbonthatoséag, illetve lokalis valtozata kozti viszony vilagosabba valik.

2.1.2 Definicid. Legyen X eqy topologikus tér. Azt mondjuk, hogy az X tér rendelkezik
a DT (disjoint tightness) tulajdonsdggal az x € X pontban, ha barmely A c X részhal-
mazra, melyre z € A, léteznek Ay, A; c A diszjunkt részek, melyekre x € A;) n All. Az X
térre roviden azt mondjuk, hogy DT, ha minden pontjaban DT tulajdonsigu.

A [Lip18| Proposition 1] értelmében, ha egy X tér rendelkezik a DT tulajdonsiggal egy
x € X pontban, akkor az x pontban w-felbonthaté. Tehat minden zsufi, DT tér lokalisan
w-felbonthaté.

2.1.3 Definicib. Legyen (X, T) egy tér. Azt mondjuk, hogy az X tér rendelkezik az
ODT (open disjoint tightness) tulajdonsdggal az x € X pontban, ha barmely U € 7
nyiltra, melyre z € U, léteznek Uy, U; c U diszjunkt nyiltak, melyekre z € U(; nU,. Az X
térre roviden azt mondjuk, hogy ODT, ha minden pontjaban ODT tulajdonsagu.
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Nem nehéz néhany feltételt adni, melyek egytitt garantaljak a DT, illetve ODT tulaj-
donsagokat. A kovetkezd allitas ilyen jellegii.

2.1.4 Allitas. Legyen (X,.7) egy tér. Ha X Ty és x(X) = w, akkor az X tér DT
tulajdonsagi. Ha ezenfelil X regularis, akkor ODT tulajdonsagu is. Specialisan minden
metrikus tér DT és ODT tulajdonsagu.

Bizonyitds. Legyen = € X és tegyik fel, hogy A ¢ X olyan, melyre z € A". Legyen
(V,, :n e w) az x pont egy fogyd kornyezetbazisa. Mivel barmely n € w esetén |[A n (V, \
{x})| = w, rekurzivan deinidlhatunk egy olyan {z, : n € w} sorozatot melyre barmely
n € w esetén Ton, Tons1 € AN (U, N {x} N {zg : k < 2n}) két kiilonbozd elem. Ekkor az
Ag = {zop 1 k <w), Ay i= {Tops : k <w} diszjunkt halmazokra fennall, hogy x € Ay n A;.

Ha X regularis, akkor hasonléképpen jarhatunk el; pontsorozat helyett x-hez kovergald
nyiltak egy sorozatat definidljuk: ha {(W2, W) : k < m} U nem iires, paronként diszjunkt
nyilt részeinek pérjai és {ny : k < m} szigortian névé indexsorozat, melyre Vk < m :
W,S,Wkl c Un (Vy, ~{z}) fenndll, akkor legyen n,, > n,_1 olyan, melyre

Vo 0 (U b <m} oUWk <m}) = 2.

A regularitast kihasznalva ezutdn véalasszunk (Lyan_W}%,W% nem ftres, diszjunkt le-
zarttal rendelkez6 nyilt halmazokat, melyekre WO W} c U n (U, ~ {z}). Ekkor az
Up == JWY  k <w}, Uy = [ J{IW} + k < w} U-nak diszjunkt nyflt részei és x € Uy n Uj.
|

Nem nehéz belatni, hogy a DT, illetve ODT tulajdonsagok ekvivalensek szubmaximalis
terek esetén. A [Lip24] dolgozat egyik eredménye szerint, ha X egy Ty, M; tér, melyre
c(X¥) = w, akkor barmely x > w esetén X* ODT. Ezt kombinélva [JSS06] 4.1-es tételével
kapja a szerzd, hogy minden k > w esetén létezik |X| = A(X) = k tér, mely T35, szubma-
ximalis és ODT. Egy ilyen tér lokalisan w-felbonthaté, viszont a szubmaximalitds miatt
oroklédoen felbonthatatlan.

Ami a DT és ODT tulajdonségok viszonyat illeti, ismert volt kordbban (1d. [Lip24] 6.
rész), hogy létezik |X| = w, T3 tér mely ODT de nem DT. A szerzé a dolgozat végén
felteszi a kérdést, hogy létezik-e olyan X tér mely DT de nem ODT tulajdonsagu? Az
aldbbiakban, L.Soukup otlete alapjan, ismertetiink egy konstrukciot, amely a MA, _cent
feltevés mellett garantal egy X megszamlalhato, zsufi, T, 0-dimenzids teret, mely DT
de nem ODT tulajdonsagu.

2.1.5 Megjegyzés. Az aldbbiakra nézve pontositunk néhany fogalmat és jelélést.
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(i) A Q halmazt a szokdsos Fuklideszi topoldgidval ellatva tekintjik melyet £ jeldl.

(ii) Ha X egy tér, akkor Clop (X) jeloli a tér nyilt-zdrt részhalmazainak osszességét. A
szokdsos N, U, \ halmazmiveletekkel elldtva ez eqy halmazalgebra.

(iii) Egy o/ + @ halmazrendszert racsnak mondunk, ha YA € of : A + @ valamint barmely
A, B e of esetén van C € o/ melyre C' c An B. Egy &/ halmazrendszer finomabb eqy S
halmazredszernél, ha barmely B € B halmazhoz van A € &/ melyre A c B.

2.1.6 Lemma. (MA,_....) Tegyiik fel, hogy A c Clop(Q) felilrél nem korldtos nyilt-
zartakbol allo racs melyre |AB| < 2¥, valamint S c Q olyan, melyre barmely B € % esetén
B~ S nem korldtos. Ekkor létezik olyan 9B c B c Clop(Q) felilrél nem korldtos halma-
20kbdl dllo rdcs, melyre | B'| < | B |+w és 3IBe B :BnS=g.

Bizonyitds. Ha I c R irraciondlis végponti intervallum, akkor InQ € Clop(Q) és ezek a Q
tér egy bazisat alkotjak. Legyen & = {I,, : n € w} irracionalis végpontu intervallumok egy
sorozata melyre {1,nQ :n <w} a Q tér egy bazisa, valamint legyen %, := {B\S: B € £}.
Az aldbbiakban definidlunk egy (P, <) részbenrendezett halmazt. Legyen

P:={(s,) e I x[PB]*:Vi,jeDom(s):(i<j—->maxs(i)<mins(j))},
(s,9),(t, B) € P esetén
(s,)<(t,B) >tcsnBca AVieDom(s)\Dom(t):s(i)nQc()A.

Ekkor a < relacié reflexiv és antiszimmetrikus, valamint a tranzitivitasa is konnyen iga-
zolhat6. Jegyezzitk meg, hogy ha (s,47), (s, %) € P két elem, melyek elsé komponense
megegyezik, akkor 6k kompatibilisek és az (s, o7 U B) elem egy kozos kiterjesztéstk.
Mivel a P elemeinek els6 komponensei megszamlalhaté sok félék lehetnek, a megjegyzés
felhasznélasaval kapjuk, hogy P ccc. Most megadunk P-beli stirti halmazokat, melyekre
alkalmazni fogjuk a Martin axiomat.

Ha B e #, akkor legyen B
Dp:={(s,o/)eP: B\ Sed}.

A Dp halmazok stirtik hiszen tetsz6leges (s,.27) € P elemre (5,97 U {B~\ S}) < (s,47) és
az els6 elem Dp-beli. Ezutan ha n < w, akkor legyen

D, :={(s,o/)eP:3ieDoms):s(i) c(n,+o0)}.

Minden n < w esetén a D, halmaz stirli P-ben: ha (s, <) € P, akkor (< c Q felilrsl
nem korlatos (hiszen mivel ()& =€\ S, ahol € € [B]<, és mivel A récs, ezért 1étezik
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B € B, melyre B c (% amibdl B \ Sc ()« adddik és itt az els6 halmaz feliilr6l nem
korlatos), nyilt ezért (N, +o0) N[« # @, ahol N = max({max s(¢) : ¢ € Dom (s)} u{n}).
Vélaszthatunk tehdt egy olyan I € .# intervallumot, melyre I n Q c (N,+o00) n ().«
és ennek felhasznaldsaval értelmezziik a (¢,97) € P elemet, ahol ¢t = s u {(Dom (s),I)}.
Ekkor (t,.27) € D, és (t,7) < (s,./). Igy a D, halmazok is sfirtik.

Adodik tehdt, a Martin axiéma alkalmazésaval a {Dp : B € A} u{D, : n < w} sil-
rii halmazokra és a (IP,<) részbenrendezett halmazra, egy G c PP generikus filter. Le-
gyen f = |J{s: (s,4) € G}. A G filterbeli elemek paronkénti kompatibilitdsa mi-
att f egy figgvény és Dom (f) = w: (s,97) € P esetén Dom(s) c w kezd&szelet és
Dom (f) = J{Dom (s) : (s,<) € G} ami miatt Dom f c w is kezd&szelet. Véges nem le-
het, mivel abban az esetben f = s éllna, valamely (s, %) € G elemre viszont ekkor barmely
N > max{maxs(i) : i € Dom (s)} esetén G n Dy = @ ami ellentmond G valasztasanak.
Igy |Dom (f)| = w amibél végiil Dom (f) = w adédik. Tehat f irracionélis végponti, ,egy-
mas utan kovetkezé” intervallumoknak egy nem korlatos sorozata. Legyen n < w esetén
W, = J{f(m)nQ:n<m}. Ekkor W, € Clop Q és nem korldtos. Barmely B € & esetén
van (s,47) € Gn Dg, melyre B\ S € o ezért ha m > n = Dom (s), akkor f(m)c B\ S
igy W, c BN S. Ebbél egyrész kapjuk, hogy % = B U {W, :n <w} c Clop (Q) récs,
mésrészt, hogy 3B € Z melyre Bn S = .

Végiil jegyezziik meg, hogy fentebb nem hasznaltuk ki a Martin axiémat teljes altala-
nossagaban hanem csak a gyengébb MA,_...: valtozatat, mivel

P=|J{A4s:s€ 7 :Vi,jeDom(s): (i<j—maxs(i)<mins(j))},

ahol A, = {(t,o7) € Pt = s}. Egy kordbbi megjegyzésiink alapjan lathatjuk, hogy A,
minden véges részének van kozos kiterjesztése (méghozzd Ag-beli), mivel ezen elemek
els6 komponensei megegyeznek. Ez a felbontds mutatja, hogy a P részbenrendezett
halmaz o-centralt. m

2.1.7 Allitas. (MA,_cent) Létezik (X, .T) megszamldlhato, zsufi, 0 dimenzids, Ty tér,
mely DT de nem ODT tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Az X tér alaphalmaza Qu {p}, ahol p ¢ Q tetszéleges. Legyen % c Clop (Q)
egy feliilrél nem korlatos nyilt-zartakbél all6 récs amely finomabb az {(nv/2, +00) 1 n < w}
halmazrendszernél. Ezzel értelmezzik az X halmazon a 74 topoldgiat a kovetkezékép-
pen: legyen Q X-nek nyilt altere valamint legyen {B U {p} : B € £} a p pontnak egy
kornyezetbazisa. (Ez ugy értendé, hogy tetszéleges A ¢ X halmazt akkor tekintiink
nyiltnak, ha minden = € A n Q pontnak tartalmazza egy Euklideszi kornyezetét, illetve
p € A esetén tartalmazza a A racs valamely elemét. Konnyen megallapithaté, hogy igy
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valéban topolégiat kapunk.) A 74 topolégia Ty, zsufi és 0 dimenzids: Q-nak létezik
az Euklideszi topologia szerint korlatos nyilt-zartakbdl allé bazisa és ezek 7 szerint is
nyilt-zartak (a korlatossdg garantalja, hogy az X-beli komplementereik is zartak) vala-
mint a { Bu{p} : B € &} p-beli kornyezetbazis elemei is nyilt-zartak. Az X teret (X, )
alakban kivanjuk megadni, alkalmas % megvélasztdsdval. Mivel (Q,&) metrikus, 2.1.4]
alapjan rendelkezik mind a DT, mind az ODT tulajdonsagokkal és mivel ez az X tér egy
nyilt altere, a DT és ODT tulajdonsagok X-ben is fennalnak valahanyszor egy Q-beli
ponthoz torlodunk. Tehat egy (X,.7%) alaki térben a DT (ODT) tulajdonsag telje-
siilése azon milik, hogy valahanyszor S c¢ Q olyan (nyilt), melyre p € S, talalhatok-e
diszjunkt S, S; c S (nyiltak) melyekre p € Sy n Sj.

Legyen (S, :a<2¥) a Z(Q) elemeinek egy felsoroldsa. Transzfinit rekurziéval konstru-
alunk rdcsoknak egy (A, : a < 2¥) sorozatét a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

(i) Va < 2¥ : B, c Clop(Q) felilr6l nem korldtos nyilt-zartakbdl allo récs, melyre
| B, < |a| +w

(i) Va < f<2¥ : B c By
(iii) By == {(nV/2,+00) :n > 1} c Clop (Q)

Tegyiik fel, hogy a < 2 és a (A5 : 5 < a) sorozat rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal.
Ha « = v+ 1 rdkovetkezo, akkor két esetet kiillonboztetiink meg:

Elsé eset: 3B € %, melyre B \ S_ag korlatos. Ekkor legyen %, = %,,.

Masodik eset: VB € &, esetén B \ S_ag nem korldtos. Ekkor a [2.1.6]lemmét alkalmazva
a ., racsra valamint az S, halmazra, kapunk egy %, ¢ %, c Clop (Q) felilrél nem
korlatos, nyilt-zartakbol allé racsot, melyre |%,| < |%,| + w < |a| + w és melynek létezik

—&
olyan B € %, eleme, melyre Bn S, = @. Vilagos, hogy mindkét eset olyan folytatasat
adja a sorozatnak, mely teljesiti az (i) — (iii) feltételeket.

Ha « limesz, akkor legyen % := ({%s : B < a} ami szintén egy nemkorlatos nyilt-
zartakbol all6 racs és ezzel, valamint az S, halmazzal jarjunk el Ggy, mint az o =y + 1
rakovetkezd esetben a %, réacs helyett A -t tekintve. Mivel

1B | < S H{|Bl+w: B <a) <o +w,
az igy kapott %, racs megfelelo folytatasa a sorozatnak. Végiil legyen
B = J{Bay:a<2v}.

Amint lattuk, az (X, T) tér zsufi, T és 0 dimenzids valamint a DT tulajdonsdg fennall
valahanyszor egy Q-beli ponthoz torlédunk. Most belatjuk, hogy a p pontban is teljesiil.
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Ehhez legyen S c QQ tetszoleges, melyre p € gy%. Létezik a < 2%, melyre S = 5,. Ekkor a
konstrukcié a.. 1épésében nem lehettiink a mésodik esetben, hiszen akkor bekeriilt volna
egy B € B, c $ halmaz a p kornyezetbazisaba, melyre B n §£ = @ ami ellentmond
annak, hogy S torlodik a p ponthoz. Viszont igy, hogy az elsé eset volt érvényes, van
B e B, c B melyre B\ gg korlatos amibdl, ha n < w elég nagy addodik, hogy B n
(nV/2,+00) € 5. Ez azt jelenti, hogy S sfirli a B n (n\/2,+00) nyilt-zart halmazban
igy Sn Bn(nv2,+00) felbomlik két diszjunkt Sy, S; c S sfirii altér unidjara (Mivel ez
a metszet egy zsufi metrikus tér, tehat felbonthaté.). Viszont ekkor barmely C' € %
esetén a C'n BN (nv/2,+00) ¢ B (nv/2,+00) nyilt alteret mindketten elmetszik. Ebbél
kovetkezik, hogy VO € B : Syn C, S, nC # @ vagyis p € Sgn S;. Tehat az X tér DT
tulajdonsagu.

Végil belatjuk, hogy nem X ODT. Azt igazoljuk, hogy nem létezik két diszjunkt, nem
iires Uy, U; ¢ Q E-nyilt halmaz, melyekre p € Uy n U; teljesiilne. Ha mégis Uy, U; két
ilyen nyilt volna, akkor egyrészt o, 3 < 2 : Uy = S,, Uy = Sp, masrészt p € U, miatt a
konstrukcié a. 1épésében az els6 eset érvényes, vagyis van By € B, ¢ # melyre By \ 705
korlatos. Hasonl6 okbdl, 1étezik By € %3 ¢ % melyre By \ 715 korlatos. Ekkor, ha n <w
elég nagy, akkor Byn (n\/ﬁ, +00) C 705 és By n(nv2,+00) C 718 amibdl az adédik, hogy
a Bpn B n (n\/§, +00) nemkorlatos nyilthél az Uy, U; stirl részeket metszenek ki. gy
viszont Uyn Uy n Bgn B1 N (n\/i +00) # @ ami elletmond a Uy nU; = @ feltevésnek. m

2.2. Pillangé pontok és felbonthatdésag

Tekintstik a kovetkezé problémat: legyen (X, .7) egy zsufi, ,szép” tér és tegyiik fel, hogy
adott egy & : X - 2 (A (X)) halmazrendszer kijelolés, melyre Vx € X esetén

ve({A: Aed(x)}

teljesill. Lehetséges-e olyan .7 finomitését megadni a .7 topolégidnak, mely szintén zsu-
fi és ,,sz¢ép”, valamint felbonthatatlan és tovabbra is fennall barmely x € X esetén, hogy
az o/ (x) rendszerbeli halmazok lezértjaiban (értelem szerfien az Gj .7 topolégia szerint)
benne van az x pont? Nem nehéz olyan példat talalni, ahol ilyen topoldgiafinomitas nem
megvaldsithatd: legyen (X,.7) = (Q,€) valamint X = D) E két sfirlire val6 felbontdsa
a térnek valamint legyen D = [\J{A, :n<w}, E = J{ B, :n <w} a D illetve E alterek egy-
egy tovabbi partici6ja stirii alterek unidjara. Legyen D = {z, :n<w}, F={y,:n<w} D
illetve E egy felsoroldsa. Definidljuk az 7 () rendszereket a kovetkezé moédon: legyen
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A (x,) ={Bn}, o (yn) = {A,} minden n < w esetén. Ekkor ha .7 o & olyan zsufi fino-
mitas, mely szerint a D, E halmazok nem mindketten stirtik, akkor létezik példaul egy
U e Z melyre U c D. De ekkor barmely z, € U pontnak U olyan .7-kornyezete mely
nem metszi az &7 (x,)-beli halmazt.

Ezért valamilyen korlatozédst kell tenni a tér pontjaihoz rendelt 7 (x) halmazrendszerek-
re. Az alabbi fogalom segitségével specializaljuk a fenti problémat.

2.2.1 Definicid. Legyen (X,.7) egy tér és n € w,n > 1 tetszdleges. Egy x € X pontot
n-pillangd pontnak nevezink, ha léteznek {Uy : k <n} diszjunkt, nyilt halmazok, melyekre
ze( Uy :k<n} teljesiil.

Ezen 0j fogalom felhasznléléséwal a fenti probléma a kovetkezo alakot olti: lehetséges e
ha egy x € X pont kezdetben mondjuk n-pillangé pont volt, akkor a finomitas utan is
az legyen? Az alabbiakban megmutatjuk, hogy az (X, .7) = (Q,&) térbdl kiindulva ez
lehetséges, s6t, ennél tobb is garantalhato: elore rogzithetd, hogy a finomabb topologia
szerint melyik pont pontosan hany-pillangdé pont legyen. A konstrukcio el6tt tesziink
néhany megjegyzést topologiafinomitasokkal kapcsolatosan.

Legyen (X,.7) egy tér és S c X tetszbleges. A legsziikebb -t tartalmazé topologia,
mely szerint az S halmaz nyilt-zart a kdvetkez6 halmazokbdl all:

:{U1U(U20S)U(U3\S):Ul,UQ,Ugey}.

Ebbél rogton lathatéd, hogy 7° pontosan akkor zsufi, ha sem S-nek, sem X \ S-nek nincs
izolalt pontja. Tovabbé, ha .7 0-dimenzids, akkor .7 is és sem a tér stilya, sem a pontbeli
karakterek nem véaltoznak. Az alabbi allitasban két specidlis esetben fogjuk hasznélni
ezt a finomitast: eldszor amikor S és X \ S siirti halmazok, méasodszor mikor S egy olyan
nyilt halmaz lezartja, melynek egyetlen torlédasi pontja van. Az elso6 esetben a régi nyilt

halmazok lezartja nem valtozik: ha U € 7, akkor persze ﬁy c ﬁy mindig fennall, de ha
most z € U és mondjuk z € S, akkor barmely x € V' T -nyiltra (VnS)nU = (VnU)nS

ami nem iires, mivel egy nem fiires nyﬂtnak egy stirtivel valé metszete. Az x € X \ S eset

hasonlé. Ebbdl adédik, hogy x € U . A masodik esetre vonatkozolag, tegytik fel hogy
U € 7 olyan, hogy U\ U = {p}, alkalmas p € X pontra. Ekkor az S = U halmaznak
nincs izolalt pontja tehat .7 zsufi és 0-dimenziés, amennyiben .7 is. Ha ¢ € X \ {p},
akkor q az U vagy az X \ S Z-nyilt halmazok egyikébdl vald, amelyeken a topolégia
nem valtozott, és igy van olyan kérnyezetbazisa a .7° topoldgia szerint, mely Z-nyilt
halmaozkbol all. Ebbol adodik, hogy a p-n kiviili pontokhoz valé torlodas az 1j topologia
szerint ekvivalens a hozzajuk valo, régi topoldgia szerinti torlédassal.
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2.2.2 Allitas. (CH) Legyen f:Q — w1 eqy tetszdleges fiigguény. Létezik olyan zsufi,
0-dimenzios, Ty, felbonthatatlan 7 > &€ topoldgia az X = Q alaphalmazon, melyre barmely
e X esetén ¢ f(x)-pillangd de nem (f(x) + 1)-pillangd pont.

Bizonyitds. Rogzitsink minden z € X ponthoz egy # (x) € [£*]7® paronként diszjunkt
nyiltakbol a1l rendszert, melyre x € ({V : V € #(z)} teljesiil. Ilyen halmazrendszert
példaul igy taldlhatunk: legyen {U, : n < w} egy kornyezetbazis az x pontban melyre
Vn < w: Uy c U, teljesiil. Ha w = [*J{4), : k < f(x)}, ahol A; € [w]”, akkor a
Vi == | {Un N Upi1 : n € Ay} halmazokbél all6 ¥ (x) = {Vi, : k < f(z)} rendszer megfelel.
Transzfinit rekurzidval w; lépésben fogjuk az &€ topolégiat finomitani tgy, hogy végil a
kivant tulajdonsdgoknak eleget tevo teret kapjunk. Ehhez legyen (T, : o <wyq) a

{(D,E)e Z(X)?: X =DuE}J
{(ZE,W) IZL‘EX,WE [@(X)](f(x)+1):VWl,WQEW:VVEQWQ:@}

halmaznak egy wi-abundans felsorolasa. Ez a felsorolas az ,,elvégzendé feladatok” listdja,
tehéat egy T, = (D, F) alaku feladat egy potencidlis stirii particiét jelol melyet az adott
lépésben szeretnénk a topologia finomitdséval elrontani, egy T, = (x,#") alaku feladat
pedig egy potencidlis nyilt (f(z)+1)-est jelol, mely tanusitja, hogy x (f(x)+1)-pillang6
pont és ennek megfeleléen kell majd az adott 1épésben a topoldgia finomitasaval ezt
elrontani. Mindemellett igy szeretnénk majd finomitasokat elvégezni, hogy a fentebb
kijelolt ¥ (x) rendszerek a végén is tanusitsak, hogy x f(z)-pillangé pont.

Tegytik fel, hogy o < w; és a (73 : f < o) novo topoldgiasorozat adott, melyben .7 = €
és melyben minden tag zsufi, 0-dimenziés, M; topoldgia, valamint

V:z:eX::z:eﬂ{V%:Ve”//(x)}

teljesiil minden 3 < o esetén. Ha « limesz, akkor legyen 7 = sup{7; : § < a}, kiilénben
legyen .7 = 5, ha a = B+ 1. Nem nchéz latni, hogy .7 is rendelkezik azokkal a tulaj-
donsagokkal, melyeket a sorozat tagjairol feltettiink. CH-nak itt van jelent6sége: mivel
csak megszamlalhato sok M, topoldgia szuprémumat képezziik, M; topolégiat kapunk.
A végsé topologiank ugyan nem lesz M; viszont lentebb lathaté lesz, hogy a konstrukeio
soran lényegesen kihasznaljuk, hogy vannak megszamlalhaté kornyezetbazisok.

Elsé eset: az « indexii feltétel T, = (D, E) alaki. Ha a D, E halmazok nem mindketten
stirtik .7 szerint, akkor legyen 7, = 7. Ha a D, E halmazok sfirtik .7 szerint, akkor
legyen 7, = 7P, Mivel D, E a .7 zsufi, T} topolégia szerint stirtik igy egyiknek sincs izo-
l1alt pontja és emiatt a topologiafinomitasokra vonatkozé fentebbi megjegyzéseink alapjan
T, szintén egy zsufi, O-dimenzids, M; topoldgia mely szerint a .7 -nyiltak lezértjai ugyan
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azok, mint .7 szerint. Ebb6l adédik, hogy barmely x € X esetén x € ﬂ{v% Ved(x)}.

Misodik eset: T, = (z, %), valamely x € X pontra és # e [2(X)]Y@*D paronként
diszjunkt halmazokbdl all6 rendszerre. Amennyiben a # elemei nem mind .7 -nyiltak
vagy ¢ ({W : W e #}, tigy legyen 7, = .7 . Ellenkezé esetben viszont a # rendszer
tanusitja, hogy x (f(z) + 1)-pillang6 pont .7 szerint. Vizsgaljuk meg hogyan viszo-
nyul a # rendszer a ¥ (x) rendszerhez. Ha barmely W € # halmazhoz létezne olyan
Viv € ¥ (z), melyre x ¢ Vi ~ W, akkor mivel [#| > [#(z)|, van W1, W, € # melyekre
Viv, = Viv, = V. Legyen x € G € 7 olyan, melyre Gn (V~W;) = @,i = 1,2. Ekkor viszont
GV c WinWs, ami lehetetlen, mivel Wy, W, diszjunkt, nyilt halmazok igy a lezartjaik
metszete megegyezik a hataraik metszetével ami sehol sem stirii. Ebbol tehat az adodik,
hogy van W € #, melyre barmely V € #(x) esetén xz € VN W. Minden V € ¥ (z)-hez
legyen Hy ¢ V N\ W egy olyan nyilt, melyre Hy \~ Hy = {z}. Ilyen nyiltat példaul a
kovetkezéképpen kaphatunk: legyen {U, : n < w} egy 7 szerinti, nyilt-zartakbdl allo,
fogyd kornyezetbazis az x pontban. Ekkor az

I={n<w:(Uy\Up)n (VW) 22}

indexek halmaza, x € V \ W miatt végtelen, igy ha minden n € I indexhez vesziink egy
Cp € (Up N Upsr) n (VN W) nyilt-zartat majd vessziik ezek uniéjat, akkor ez Hy-nek
megfelel. Ezutan vegyiik a H = | J{Hy : V € ¥ (2)} nyfltat. Erre fennall, hogy H \ H =
{x}. Legyen 7, =7 H A fenti megjegyzéseink értelmében ez egy zsufi, O-dimenzids, M,
topologia és barmely y € X \{z} esetén y € ﬂ{V“% :V e?(y)}. A konstrukcié alapjan ez
az x pontban is teljesiil: tetsz6leges z € U € 7 esetén UnHNV > UnHy # @ tetszbleges
Ve ¥ (z)-re, igy x minden .7, szerinti kérnyezete elmetszi az osszes V' € ¥ () halmazt.
Masfel6l, H megvalasztasa folytan, van W e # melyre HnW = @ de mivel f(z)+1>2

és feltevésiink szerint x € ﬂ{W? W e W}, ezért ©x ¢ W amibdl (Hu {z})nW =2
adédik, viszont el6bbi egy 7, kornyezete az x pontnak tehat x ¢W%.

Végiil legyen 7 = sup{.7, : @ <wi}. A J topoldgidnak | J{Z, : @ < w1} egy bézisa
viszont mivel | X| = w {gy ez megegyezik magaval Z-val: ha U €  és U = {z,, : n < w}
az elemeinek egy felsoroldsa, akkor ha minden n < w esetén valasztunk egy x,, € U, € .7,
nyiltat, alkalmas «, < w; redszdmra, gy, hogy U, c U teljesiiljon, akkor U = J{U, : n <
w} és ez utdbbi halmaz mar eleme barmely .7 topolégianak, melyre 8 > sup{a, : n <w}.
Az (X, T) tér zsufi, O-dimenzi6s, Ty és minden z € X pontra z € [([{V : V € ¥ ()}
mivel ezek a (.7, : @ < wy) sorozat minden elemére teljesiiltek. Tehdt barmely x € X pont
f(z)-pillangé pont. Ez a tér felbonthatatlan: ha X = D) E egy partici6, akkor van
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a < wy, melyre T, = (D, E) és a konstrukci6 alapjan van U € 7, ¢ 7, mely vagy D-nek
vagy E-nek része tehat nem lehetnek mindketten stirtik.

Legyen z € X tetszbleges és tegyik fel, hogy W e [Z7]¢®)*D) egy nem iires nyiltakbél
&ll6 celluldris rendszer, melyre x € ([{W : W € #}. Van olyan j < w; melyre # c .
Mivel a (T, : a < wy) a feladatoknak egy w;-abundans felsoroldsa volt, ezért van olyan
v > 3, melyre T, = (z,#'). A konstrukci6 v. lépésében igy # nyiltak egy (f(x)+1)
elemt cellularis rendszere melynek mindegyik eleme tartalmazza az x pontot lezartjaban
az adott 1épésben definidlt .7 segédtopoldgia szerint, hiszen ez durvabb, mint 7. Igy
viszont a konstrukcié 7. lépésében bekeriilt egy olyan x € U € .7, halmaz a nyiltjaink
kozé, mely diszjunkt valamely % -beli halmaztol. Ez ellentmond feltevésiinknek tehat a
W rendszer nem tanusithatja, hogy x (f(z) + 1)-pillang6 pont. m
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