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1. fejezet

Bevezetés

A szamelmélet egyik legnagyobb feladata Q Galois-b&vitéseinek megértése. Ezen
testek leirasa teljes altalanossagban egy jelenleg elérhetetlen cél. Azonban ha csak
Q Abel-bgvitéseire koncentralunk, akkor a hires Kronecker-Weber tétel ad kielégité
valaszt: Q Abel-bdvitései pontosan a korosztési testek résztestei.

Az osztalytestelmélet {6 célja egy altalanos K szamtest Abel-bgvitéseinek le-
irdsa K bels§ tulajdonsagainak segitségeivel, igy altalanositva a Kronecker-Weber
tételt. Valoban, késébb latni fogjuk, hogy az osztilytest elmélet tételeinek egyszert
kovetkezménye a K = Q esetben. Kicsit pontosabban, ezek a tételek szolgéltatni
fognak nekiink egy homomorfizmust, az Artin leképzést, aminek segitségével Ossze
tudunk kotni harom, els§ ranézésre teljesen kiilonbo6z6 dolgot: K idealstrukturajat,
a szamtestek kozti norma leképzést, K Abel-bvitéseit és azok Galois-csoportjat.

Dolgozatom elsé fejezetében Kummer-elméletrsl fogok irni némi motivacioként az
osztalytestelmélet el6tt, hiszen mar itt is megfigyelhet6 lesz egy bizonyos kapcsolat
egy test bels6 strukturaja és annak bévitései kozott.

Az ezutan kovetkezs fejezetekben ismertetni fogom az osztalytestelmélet f6bb
tételeit és azok kiilonb6z6 megfogalmazasait, bizonyitasok nélkiil. Valamint bemu-
tatom, hogyan lehet ezeket a tételeket hasznélni, néhany érdekes kévetkezményen
keresztiil.

A végso fejezetekben bevezetem az absztrakt osztalytestelméletet, aminek se-
gitségével bizonyitani fogjuk a lokalis reciprocitastételt. A bizonyitasban nagyrészt
Neukirch[1] konyvét fogom kovetni.

Mivel az osztalytestelmélet nagyban épit az alapvetd algebrai szamelmélet ered-

meényeire, ezért ezeket adottnak fogom venni. A sziikséges tudas elsajatithato [1] elss
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két fejezetébdl, [2]-bol, vagy lényegében barmely bevezetd jellegii algebrai szémel-
mélet konyvbgl. Tovabba feltételezem, hogy az olvasé ismeri a Krull-topologiat vég-
telen Galois-csoportokon és a Galois-elmélet {6 tételének altalanositasat végtelen
bévitésekre,|3] valamint, hogy egy kicsit altalanosabban, ismeri a provéges csopor-
sorozatok ¢és néhany kovetkezményiik (a kigyo-lemma) kivételével.

A dolgozatomban, a tomorségre torekedve, tobb bizonyitast is csak elég véazla-
tosan irtam le, azonban minden kihagyott 1épés igazolhaté maximum egy-két mon-

dattal.



2. fejezet

Kummer-elmélet

Egy K test véges Abel-bovitéseit, vagy altalanosabban n exponensti Abel-
bévitéseit, jelentésen egyszeriibb karakterizalni, ha K tartalmazza az n-edik egy-

séggyokoket és n 1 char(K). Ekkor a kovetkezd tételt kapjuk:

1. Tétel. Legyen L egy n exponensd (nem feltétlenil véges) Abel-bévitése K -nak.
Ekkor A = (LX) N K* mellett L = K(Y/A). Tovdbbd ha L ciklikus, akkor létezik
olyan a € K elem, hogy L = K({/a).

Bizonyitds. Ha o™ € A akkor létezik olyan 5 € L, hogy (" = ", vagyis egy
egységgyok faktorral térnek el, igy o € L, tehat K ( C/Z) C L. A masik tartalmazast
elég belatni L ciklikus résztesteire, hiszen ezek generédljak azt. Legyen M egy d-
edfoku ciklikus bgvités, o altal generalt Galois-csoporttal és ¢ egy d-edik egységgyok.
Mivel Ny (¢) = 1, ezért a Hilbert 90-es tétel[2] miatt létezik olyan ov € M, hogy ¢ =
a®~ 1. Ezt az n-edikre emelve latjuk, hogy o fixen hagyja o”-t. Ez lesz a vilasztasunk

a tételben szerepld a-ra, hiszen « generalni fogja M-et, mert o’ = Crata O

Tovabba bizonyithato a kovetkezd tétel, ami leirja K mn-exponensi Abel-

bévitéseinek Galois-csoportjait K multiplikativ csoportjanak fiiggvényében:

2. Tétel. A A — K(/A) és az L — (L*)"NK* leképzések eqgymds inverzei, és K
n exponenst Abel-bévitéseit megfeleltetik K* azon részcsoportjaival, amik tartalmaz-
zdak (K*)"-t, és AJ(K*)" izomorf lesz Hom(G(L | K, uy,))-el a kévetkezd modon:
minden a € A definidl eqy G(L | K) — p, leképzést a {750_1 képlettel. (Végtelen

bévitésnél Hom csak a folytonos leképzéseket jeloli.)
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Bizonyitds. A bizonyitasban a Pontyagin-dualitast fogjuk alkalmazni,[4] amit véges
csoportok esetén trivialis igazolni, igy az itteni bizonyitas a véges b&vitések esetében
teljes lesz a Pontryagin-dualitas teljes ereje nélkiil is.

Legyen G egy lokalisan kompakt, Hausdorff Abel-csoport és jeldlje G =
Hom(G, S') a folytonos csoporthomomorfizmusok csoportjat a pontonkénti szor-
zés miveletével, ahol S'-et C* egység normaji elemeinek részcsoportjaként fog-
juk fel a szokasos topologiaval ellatva. G-én a kovetkezs bazis adja a topologiat:
Skuv = {0 € G | ¢(K) C U} ahol U nyilt S'-ben és K kompakt G-ben. Be le-
het latni, hogy ekkor G maga is lokalisan kompakt és Hausdorff Abel-csoport lesz,
ekkor a dualizalast alkalmazhatjuk kétszer is, és kapunk egy természetes injekciot
G — é’ :a = Xa | Xa(6) = ¢(a). A Pontryagin-dualitas azt mondja ki, hogy ez egy
izomorfizmus és igy a természetesség miatt a’ funktor kategoriak egy ekvivalencidjat
adja meg a lokalisan kompakt Hausdorff Abel-csoportok kategoridja és annak a
képeként el6allo kategoria kozott.

Amennyiben G véges és diszkrét, akkor mar a ~is izomorfizmust ad, hiszen ez
pont G karaktereinek csoportja lesz a diszkrét topologiaval, ami izomorf G-vel a
végesen generdlt Abel-csoportok alaptétele miatt. Tovabba ha G egy n-exponenst
csoport akkor G = Hom(G, uy,), maga is n-exponenst lesz.

Tehét, visszatérve a bizonyitashoz, legyen A(L) = (L*)" N K* és L(A) =
K(/A), azt mar lattuk, hogy L(A(L)) = L, tehat azt kell megmutatnunk, hogy
A" = A(L(A)) = A. Az egyértelmi, hogy A C A’. Most definidlunk egy homo-
morfizmust 1 : A — Hom(G(L | K, 1)) : a — /a’ " ami {/a megvalasztasatol
fliggetlen. kert = K", hiszen C/Eg_l = 1 minden automorfizmusra, akkor és csak
akkor ha /a benne van a Galois-csoport fixtestébe, azaz K-ba, és igy a € K™. A
sziirjektivitas bebizonyitasahoz legyen x € Hom(G, p,,) tetszéleges. Mivel x folyto-
nos, ezért ker xy zart és egy norméloszto, hiszen G Abel-csoport, vagyis ha T ker x
fixteste, akkor G(T' | K) = G/kerx, ami igy egy d | n foku ciklikus bévités. Az
el6z6 tételhez hasonloan generélja o ezt a csoportot és legyen ¢ = x(o) egy primitiv

o—1

d-edik egységgyok. A Hilbert 90-es tétel miatt létezik egy o € T amire ( = o~ és

o—1

az is igaz, hogy (a")? = (( - a)™ = a”, tehat o™ € A’ és x(0) = «
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Azaz most van egy kommutativ diagramunk:

A/K" —— Hom(G/H, u,)

[ [

AJK" —=— Hom(G, u,)

ahol H = {0 € G | ¥,(0) = 1Va € A} a leképzések pedig az inkluziok, ¢ és
annak megszoritasa. Elgszor belatjuk, hogy H = 1. Valoban, ha ¢ € H, akkor az
fixen hagyja V/A-at és igy az altala generalt testet, L-t is, azaz o = 1. Tehat méar csak
azt kell megmutatnunk, hogy v |a sziirjektiv mert akkor azt kapjuk a kommutativ
diagramunkbol, hogy az inkluzio egy izomorfizmus, és A = A’. A Pontryagin dualités
miatt ez kovetkezne abbol, ha ¢ : G/H — Hom(A/K™, u,) injektiv lenne, de hiszen

ez injektiv, mert H pont a ¢ : G — Hom(A/K", p,) dudlis leképzés magja.
O

Példaul Q maximalis 2 exponenst bovitése Q(4, v/2, -./D---) és Galois-csoportja
izomorf lesz a primek és i felett vett C, direkt szorzattal. Altalanosabban ha K O p,,
egy szamtest, akkor annak multiplikativ csoportjat megérthetjiik a Minkowski-
egységtétel, az idedlok egyértelmi faktorizciojanak és az idedlosztaly-csoport se-
gitségével és tobb esetben is le tudjuk irni a maximalis n exponenst bévitést.

Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha char(K) = p | n. Ekkor ugy-
nevezett Artin-Schreier-elmélet ad részleges valaszt: az a — a™ mitvelet helyett az
a — aP — a operatort tekintjiik L additiv csoportja felett és a Kummer-elmélettel
teljesen analég modon igy bizonyithatok hasonld allitasok a p exponensd Abel-
bévitésekre.

Kicsit altalanosabban legyen G egy k test abszolit Galois-csoportja a Krull-
topologiaval ellatva, és k a maximalis szeparabilis bévités. Tovabba legyen Gx a
K testet fixen hagyé automorfizmusok csoportja. Ekkor k additiv és multiplikativ
csoportjai G modulusok (azaz ZG modulusok) lesznek, és igaz lesz rajuk, hogy
el6allnak a Gg-ak altal rogzitett részmodulusok unidjaként, ahol K véges bévités.
Ezt altalanositva egy A modulusrél azt mondjuk, hogy folytonos G modulus, ha G
modulus és A = UKVégeS Ak ahol Ag a Gk altal rogzitett részmodulus. A folytonos
modulusokat multiplikativan fogom irni és o € G hatasat a?-aval fogom jel6lni.

Eszrevehetjiik, hogy az a — a™ operatorrél azt hasznaltuk, hogy sziirjektiv G

endomorfizmus A = k*-n, hogy a magja egy n elemi ciklikus csoport és azt, hogy
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a Hilbert 90-es tétel igaz. Kicsit pontositva legyen p : A — A egy sziirjektiv G
modul homomorfizmus (azaz ZG modul homomorfizmus,) melynek kernelje, p, egy
n rendd ciklikus csoport és legyen K egy olyan test amire p, C Ag. Ekkor minden
A C Ag-ra K(p~'(A)) | K egy n exponensii Abel-bovités lesz, ahol egy A C A
altal generdlt testet gy definidljuk, hogy a A-at rogzit6 elemek és G altal generalt
csoport lezartja altal rogzitett test. Valoban, konnyen igazolhato, hogy tetszéleges
a € pHa)ra o — a’!

G(K(p~'(a)) | K)-bol u,-ba, ami igy n exponenst, ciklikus, és mivel K(p~'(A))

egy az a-atol fliggetlen injektiv homomorfizmust definiél

elgall ilyen testek kompozitumaként, ezért az is egy n exponensii Abel-bvités lesz.
A Hilbert 90-es tétel megfelelGjének megfogalmazasiahoz sziikségiink van a norma

definicidjara altalanos folytonos G-modulusokra.

1. Definicié. Leqyen L | K egy véges bovités, ekkor Np.x : A — Ag-at a kovet-
kezG képlettel definialjuk: Np.x(a) = ngG(L‘K) a’. Tovabba definidljuk a kovetkezs
csoportot: HHG(L | K), Ayr) =Ny x Ap/IgAr, ahol NpjAyp az egység normaji

elemek, IoA; pedig az a®~! alaki elemek altal generalt részcsoport.

gy a Hilbert 90-es tételt a kovetkezs axioméaval tudjuk helyettesiteni tetszéleges
p leképzésre:

Axiéma H'(G(L | K), Ar) = 1 minden ciklikus bgvitésre.

Ezt az o = aP — a leképzés esetében a normal bazis tétel|5| segitségével lehet

,,,,,

tételek altalanositasai.

3. Tétel. Legyen L egy n exponenstd (nem feltétlenil véges) Abel-bovitése K -nak.
Ekkor A = (Ap)? N Ag mellett L = K(p™'(A). Tovdbbd ha L ciklikus, akkor létezik
olyan a € Ag elem, hogy L = K(p~'(a)).

4. Tétel. AA = K(p ' (A) és az L — (AL)’NAg leképzések eqgymds inverzei, és K
n exponenstd Abel-bévitéseit megfeleltetik Ak azon részcsoportjaival, amik tartalmaz-
zik A%.-t, és AJAY izomorf lesz Hom(G(L | K, p,))-el a kivetkezd modon: minden
a € A definidl eqy G(L | K) — p, leképzést a (p~*(a))°! képlettel. (Végtelen

bovitésnél Hom csak a folytonos leképzéseket jeldli.)
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Az osztalytestelmélet tételei,

klasszikus megfogalmazas

3.1. Allitasok

A kovetkezSkben egy szamtest K primjei alatt, annak ekvivalens értékeléseinek
ekvivalencia osztalyait értjiik, vagyis a véges primeket amik Ox primideéljainak
felelnek meg és a végtelen primeket, amik K — C beagyazasok konjugalt parjainak
felelnek meg. Egy prim valos ha ez a bedgyazas csak R-be megy, tehat a konjugélt
par csak egy bedgyazésra vonatkozik.

Most legyen K C L szamtestek egy bovitése, és legyen p K egy véges primje
ami nem agazik el. Ekkor ha adott egy P prim p felett, akkor P felbontasi részcso-
portja Dp izomorf lesz a megfelel§ hanyadostestek Galois csoportjaval, specialisan
ciklikus csoport lesz melynek a general6 elemét, a Frobenius automorfizmust vissza
tudjuk htzni Dp-be. Tovabbé az is 1athato, hogy a p feletti tobbi primre visszahizott
elem a P-hez tartozd konjugaltjai lesznek, igy minden p-hez hozza tudjuk rendelni
Gal(L|K) egy konjugalt osztalyat. Ezt az osztélyt, vagy az dbeli esetben az egyetlen
elemét p Artin szimbolumanak hivjuk és (p, L| K)-val jeloljik.

Az Artin leképzés fontossagat a kovetkezs tétel sugallja:

5. Tétel. Minden K szamtestre létezik eqy L szamtest ami K legnagyobb Abel bovi-
tése melyben egyetlen véges prim sem dgazik el és K egyetlen valos bedgyazdsa sem
terjed ki L komplex bedgyazdsdvd. Erre a bévitésre igaz, hogy az Artin leképzés eqy
wzomorfizmust ad K idedlosztdly-csoportja és a bovités Galois csoportja kézt. Ext a

testet hivjuk K Hilbert osztdlytestének.
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Ebbél kiindulva azt mondjuk, hogy egy végtelen prim elagazik, ha valos és van
komplex kiterjesztése L-re. Teh&t ha megtalaljuk egy szdmtest Hilbert osztalytestét
akkor megtalaltuk az Gsszes eldgazasmentes Abel bévitését is.

Felmeriil a kérdés, hogy ezt hogy lehet altalanositani nem elagazasmentes Abel
bévitésekre is. Az Artin leképzés nyilvin nem tud izomorfizmust adni, hiszen az
elagaz6 primeken nincs is definidlva. Erre az tgynevezett Artin reciprocitastétel
ad valaszt amit Emil Artin, osztrdk matematikus sejtette meg elGszor és észrevette,
hogy az Gsszes addig ismert reciprocitastorvényt, azaz a kvadratikus reciprocitastétel
magasabb kitevére valo altalanositasait, le tudta vezetni ebbdl az egy allitasbol.
Innen ered a tétel neve. Mattuck elmondésa szerint|[6| ez a sejtés annyira meglepd
volt, hogy amikor Artin megemlitette mas matematikusoknak, példaul Hasse-nek,
csak kinevették.

A fenti tétel Q esetében nem mond tul sokat, hiszen Minkowski egy tétele alapjan
tudjuk, hogy @-nak nincsenek elagazasmentes bévitései és az idedlosztaly-csoportja
is trivialis. Viszont ebben az esetben a Kronecker-Weber tétel alapjan az Abel-
bévitések a korosztasi testek résztestei és az n-edik korosztasi test Galois-csoportja
izomorf (Z/nZ)*-vel. Weber sejtése volt, hogy minden szdmtesthez tartoznak ha-
sonlo, nevezetes Abel-bGvitések, amik tartalmazzak az Osszes tobbi Abel-bévitést,
tovabba észrevette, hogy az ideédlosztaly-csoport és (Z/nZ)* tekinthet6k ugyanan-
nak a fogalomnak kiilonb6z6 eseteiként. Valamint ez a definici6 a fenti problémankat
is megfogja oldani az elagazo primekkel!

Tekintsiik tehat azokat a primidealokat Ok -ban amik relativ primek bizonyos
el6irt primekhez. Tovabbéa a végtelen primek miatt érdemes bevezetni az Ggy ne-
vezett modulusokat amik a primek formalis szorzatai, amiben a véges primek nem
negativ a végtelen valés primek pedig nulla vagy egy, a komplexek pedig mindig
nulla kitevével szerepelnek. Ekkor minden modulus felirhaté m = mym,, alakban a

véges és végtelen oszto6i szorzataként.

2. Definici6. Jelolje I™ a tortidedlok azon halmazat, melyeket az my-t nem osztod
primek generdlnak, K™ pedig K azon elemeit melyek relativ primek m véges osz-
toihoz. Tovabba legyen Ky, 1 azon a € K-k halmaza melyekre ord,(a — 1) nagyobb
vagy egyenld mint p kitevGje m-ben annak minden véges osztojara és a képe > 0

minden m-et oszt6 valés prim alatt.

Konnyen belathatdé a kinai maradéktétel segitségével, hogy az osztalycsoport
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C = I™/K™, tehat ha az L-ben elagazo primek osztjak a modulust akkor igy az
Artin szimb6lum nem definidltsaga ezeken a primeken mar nem jelent problémat. A

fenti tétel altalanositasdhoz viszont a kdvetkezd csoportra lesz sziikségiink.

3. Definici6. Legyen ¢ : K — [ az a leképzés ami az elemeket a megfelel§ fGidea-

lokhoz kiildi, ekkor Cyy = I™/i(Ky 1) az m-hez tartozd sugarosztalycsoport.

Adott K esetén a sugarosztalycsoport meghatarozasaban nagyon hasznos a ko-
vetkez§ tétel:

6. Tétel.
1> U/Uyys = K"Ky = Cp —» C — 1

egy egzakt sorozat, ahol U az Ok egységeit, Uy 1 pedig azok megfeleld részhalmazdt

jelolik. Tovdbbd

K™ /Kyy = [ {1} x (O/mg)".

plmoo

Bizonyitds. Alkalmazzuk a kernel-cokernel lemmat a Ky, ; Iy k™ 2 ™ sorozatral
Mivel ker f = 1,kergo f = Uyn1,kerg = U, coker f = K™/Ky1,cokergo f = Cy, 6
coker g = I™/K™ = (| ezért azt kapjuk, hogy

1 >3 Un1 —wU—= K" Kp1 = Cp—C—1
egzakt.

A K™ = [ljm. {£1} x (O/mg)" leképzés pedig sziirjektiv a megkozelitési tétel

miatt és magja Ky 1. O

Az osztalytestelmélet egyik f6 tétele arrol szol, hogy a kiilénb6z6 Artin szim-
bélumu primek hogy oszlanak el aszimptotikusan. Mivel ezt az aszimptotikussigot
algebrailag nem tudjuk értelmezni ezért sziikségiink lesz a kovetkezd analitikus de-

finicibras:

4. Definicié. Legyen K egy szamtest. Azt mondjuk, hogy egy primeket tartalmazo

T halmaznak 0 stiriisége van ha

> 1/N(p)* ~ dlog(1/(s — 1)

peT

ahol s — 1 jobbrol és N az idedl normaja.

10
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Most méar készen allunk arra, hogy kimondjuk az osztalytestelmélet f6bb tételeit:

7. Tétel. Reciprocitdstétel Legyen L eqy Abel-bivitése K-nak, ekkor létezik eqy
olyan modulus m amelyben az L-ben eldgazo primek szerepelnek nem nulla kitevével

és az Artin leképzés eqy izomorfizmust ad:

Ig/i(Kwa) - N(I7) = G(L|K).

I% egy részcsoportjardl azt mondjuk, hogy kongruencia csoport modulo m ha

tartalmazza i(Ky 1 )-et.

8. Tétel. Létezéstétel Minden H kongruencia csoportra létezik eqy L véges Abel
bovitése K-nak és eqy modulus, aminek osztor az L-ben eldgazo primek és melyre H =
i(Kw1) - N(IT), specidlisan minden modulusra [étezik egy sugdrosztdlytest, melynek

Galois csoportjaba az Artin leképzés eqy izomorfizmust ad Cy-bdl.

Kuw/Kn, fenti karakterizaciojabol és az egzakt sorozat természetességébdl lat-
szik, hogy léteznie kell egy minimalis modulusnak, melyen atfaktorizdlodik az Artin
leképzés és az egzakt sorozatban 16vd leképzés kompozicidja, ezt a modulust a bvités
konduktordnak hivjuk.

A reciprocitastétel és a létezéstétektsl valamelyest kiilonallo harmadik f6tétel
Dirichlet egyik tételét dltalanositja, mely azt mondja ki, hogy a primek "egyenletesen
oszlanak el a kiilonb6zé kongruenciaosztalyokba." Valoban a masik két tételt be
lehet bizonyitani majdnem teljesen algebraian, de koévetkezs tétel bizonyitasaban

nagy szerepet jatszik az analizis:

9. Tétel. Chebotarev-siriségtétel Legyen L|K szdmtestek eqy Galois bdvitése
(nem feltétlendl dbeli) és legyen C Gal(L|K) egy konjugdlt osztdlya, ekkor a primek
strisége melyekre (p, L|K) = C, |C|/|Gal(L|K)| lesz.

Ebbél ki lehet hozni, hogy egy szamtest akkor és csak akkor tartalmazza a masi-
kat, ha a benne felboml6 primek halmazat tartalmazza a masikban felbomlé primek
halmaza esetlég véges kivételekkel. Ez mar onmagaban is egy nagyon erds techni-
ka annak bizonyitasara, hogy kiilonbdz6 szamtestek egyméast tartalmazzak, viszont
ezen feliill még azt is ki lehet hozni ebbdl, hogy K egy Abel bévitése akkor és csak
akkor része az m-hez tartozé sugarosztalytestnek, ha konduktora osztja m-et. Ennek
kovetkezménye egyrészt az, hogy a sugartesteket egyértelmien meghatarozzak a mo-
dulusok, és az alabbi tétel, aminek bizonyitasa gyakorlatilag ugyan az mint a lokalis

megfelelGjének, igy ezt kihagyjuk.
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3. Az osztalytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazas

10. Tétel. Egy m modulushoz tartozé Ly, sugdrtest résztestei és Cy, részcsoportjai

kézt a norma leképzés eqy tartalmazds meqgfordito bijekcio.

3.2. Néhany alkalmazas

Most megnézziik, hogy ezeket a tételeket hogy lehet alkalmazni néhény érdekes

kévetkezményen keresztiil.

11. Tétel. Kronecker- Weber Q minden véges Abel-bévitését tartalmazza valamely

korosztds: test.

Bizonyitds. Jelolje co a raciondalis szamok egyetlen beadgyazasat C-be. Elég bebi-
zonyitanunk, hogy minden 4 | n, vagy 2 { n természetes szamra az m = noo
konduktor sugarosztalyteste egy korosztasi test, hiszen barmely adott konduktor
oszt egy ilyet. Ez a feltétel azért sziikséges, mert ekkor Q((,) | Q-ben pontosan az
m-et osztd primek agaznak el. Most leirjuk az Artin leképzést I™-en, ami az n-t
nem oszt6 racionalis primek &ltal generalt szabad csoport. Legyen p { n, ekkor a
(p, Q) | Q) € G(Q(¢n) | Q) : ¢ — P automorfizmus eleget tesz az Artin leképzés
definicivjanak. Valoban, legyen p egy prim p felett, ekkor, mivel ! egy egész bazisa

O-nak, ezért
(P, QG) | Q)(Beigy) = B = (Beig,,)”  (mod O/p).

Tehét az Artin leképzés egy sziirjektiv homomorfizmus G(Q(¢,) | Q) = (Z/nZ)*-be,
aminek magja pont Ky, ; vagyis Q(¢,) | Q az m-hez tartozo sugarosztalytest. O

Fontos megjegyezni, hogy az osztalytestelmélet tételeinek bizonyitasa nem épit
a Kronecker-Weber-tételre, igy ez nem korkords érvelés.

Ha p € Z egy paratlan prim, akkor Q(¢,) Galois-csoportja egy p — 1 rendd
ciklikus csoport lesz és igy lesz egy egyedi 2 indexi részcsoportja, vagyis Q((,)-nek
pontosan egy 2 fokid részbgvitése van. Ugyan ezt a résztestet elemibb modszerekkel

is meglehet hatarozni, a kovetkez$ allitds a konduktorok hasznalatat demonstralja:

12. Tétel. Leqyen p* = +£p gy megvdlasztva, hogy px = 1 modulo 4, ekkor Q((,)
kvadratikus részteste Q(y/p*).

Bizonyitds. Mivel Q((,) konduktora poo, ezért az egyetlen véges prim ami elagazhat

résztesteiben, az a p, de Q(v/d) diszkriminansa d vagy 4d attol fiiggden, hogy d = 1
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3. Az osztalytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazas

(mod 4)-e vagy nem, amit mindig osztani fog egy p-t6l kiilonb6zd prim, kivéve ha

d=p*. O]

Mint ahogy a fejezet elején emlitettem, Artin megmutatta, hogy a reciprocitasté-
telb6l hogyan kovetkeznek az addig ismert reciprocitastételek. Ezt legkonnyebben a
Hilbert szimbolum bevezetésével lehet 1atni, de ehhez sziikségiink lenne némi lokalis
osztalytestelméletre. Viszont a kvadratikus reciprocitast le lehet vezetni a Hilbert

szimbolum nélkil is amit most bemutatok.

13. Tétel. Kvadratikus reciprocitds|7| Legyenek p és q pdratlan pozitiv primek,

ekkor
() ()-c=

Bizonyitds. Legyen p* = (—1)pr1 = 1 modulo 4. Az &llitas ekvivalens a

-6

egyenlettel, és mivel (Z/pZ)* ciklikus csoport, ezért egyetlen 2 indext részcsoportja
van, tehat csak egy homomorfizmus létezik belGle a kételemti csoportba, tehét elég
belatni, hogy a ¢ — (p_*) leképzés egy homomorfizmust definial (Z/pZ)*-én. A
fentiekben lattuk, hogy (g(\/ﬁ) konduktora osztja poo-t tehat Az Artin leképzés egy
homomorfizmust definial (Z/pZ)*-én. Tovabba legyen q egy ¢ feletti prim, ekkor

(@, QUF) | QVF = v = (%) VI (mod q).

No de /p* konjugaltja csak 4+/p* lehet és 1 # —1 (mod q), szoval az egyenlet
Q(+/p*)-ban is fennall, vagyis p_*) valéban miivelettarto. O
q

A kovetkezs példa egy joval bonyolultabb kérdés, aminek legtobb részesetét szin-
tén azonnal meg tudjuk oldani az osztilytestelmélet segitségével. Fermat egyik té-
tele alapjan egy prim akkor és csak akkor irhato fel két egész szam négyzeteként, ha
p =1 (mod 4). Eszrevehetjiik, hogy a? + b? pont a + b - i normaja a Q(i) testben,
igy felmeriil a kérdés, hogy mi torténik mas kvadratikus testekben, vagy egy kicsit
altalanosabban: mely primekre oldhaté meg a p = a® + n - b? egyenlet?

Ha n négyzetmentes és # —1 (mod 4), azaz amikor Q(y/—n) egészeinek gytirije

Z[\/n], akkor az, hogy p felbomlik-e vagy sem, csak L -t6l, tehat n kongruencia-
p

osztéalyatol fiigg modulo p. Ha emellett Z[\/—n] f6idealgytiri, akkor ez pontosan azt
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3. Az osztalytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazas

jelenti, hogy létezik egy p norméaja elem. Tehat az egyenlet megoldhatosaga csak
™) tol fiigg. Amennyiben Z[\/—n| nem f8idedlgytiri, a Hilbert-osztalytest létezé-
p

sét kihasznalva tudjuk bizonyitani a kévetkezét:

14. Tétel. Legyen n négyzetmentes és %= 1 (mod 4) és h(n) jelilje Q(v/—n)
idedlosztdly-csoportjinak szamossdgdat. Ebben az esetben létezik eqy h(n) foki f(x)
polinom, Q(v/—n) Hilbert-osztdlytestének minimdlpolinoma, 1igy hogy a p = a*+n-b?
eqgyenlet akkor és csak akkor oldhatd meg, ha (}ﬁ?) =1 és f(z) (mod p) linedris fak-

torokra bomlik.[7]

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy egy tetszéleges K szamtestben egy prim-

ideal akkor és csak akkor f6ideal ha K Hilbert-testében teljesen felbomlik, hiszen

ezek ekvivalensek azzal, hogy a Hilbert-testhez tartozé Artin leképzés magjaban van

a primideal. A mi esetiinkben p = a? + n - b* akkor és csak akkor ha felbomlik két

f6ideal szorzatara Q(v/—n)-ban, (p) = 7 - 7, ami akkor és csak akkor torténik meg
n

ha <—) =1¢és (mr,H | Q(v/—n)) = 1, ahol H a Q(1/—n) Hilbert-teste, ami ek-
p

vivalens azzal, hogy (E) = 1 és H miniméalpolinomja linearis faktorokra bomlik
Z[\/—n|/mZ|/—n| = Z/pZ felett. O

Amennyiben Z[v/—n]| nem a teljes egészek gytirtje, akkor is igazolhato egy kong-

ruencia csoport, és a megfelel6 Abel bévités segitségével egy hasonld tétel.
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4. fejezet

Az osztalytestelmélet tételei, modern

megfogalmazas

4.1. Lokalis osztalytestelmélet

Az osztalytestelmélet nem csak szamtestekre alkalmazhat6, hanem lokélis testek-
re, azaz Q, vagy I, (t) véges bévitéseire is. Ebben az esetben a reciprocitas és a léte-
zéstétel valamivel egyszeriibb és egységesebb format 6ltenek: itt nem kell kiilén mo-
dulusokat régziteni minden alkalommal amikor hasznalni akarjuk a tételeket, hanem
létezik egyetlen egy Artin leképzés a maximaélis Abel-bévités Galois-csoportjaba,
melynek megszoritasa véges elagazdsmentes bévitésekre megadja a globalis Artin
leképzés egy megfelelGjét.

Pontosabban legyen K egy lokilis test és legyen L | K egy véges elagazasmen-
tes bovités. ElGszor is, egy lokalis test egészeinek gytrijében csak egy primideal
van és ez is f6ideal, ezért nem is remélhetjiik, hogy az Artin leképzés egy izo-
morfizmust adna az idedlosztaly-csoport és a Galois-csoport kozt, mert az elGbbi
mindig trivialis. Ezért a homomorfizmust K*-n definidljuk a kévetkezGképpen: mi-
vel egy elagazidsmentes bévités lényegében a hanyadostest bdvitése, azaz mindig
Galois, ciklikus csoporttal, ami kanonikusan izomorf valamely véges test feletti bo-
vités Galois-csoportjaval, ezért vissza tudjuk hiazni annak generatorat, a Frobenius
automorfizmust, amit F'robpx-val fogunk jelolni. Most definiéljuk, hogy barmely
7 primelemre legyen ¢rx(m) = Frobrk, tehat minden egység elemre az identi-
tas, mert azok mind felirhatok kiilonb6zé primek hényadosaiként, igy valoban egy

homomorfizmust definidltunk egész K*-n.
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4. Az osztalytestelmélet tételei, modern megfogalmazas

15. Tétel. Lokdlis reciprocitdstétel Minden K lokdlis testre létezik egy ¢r :
K* = G(K® | K), ami minden L véges eldgazdsmentes bovitésre megszoritva ¢r, -

dval egyenld. Tovdbbd ¢k dtfaktorizdlodik Npjx(L*)-en és igy meghatdroz egy

K [Ny (L*) = G(L | K)

1zomorfizmust.
Igazolhaté a kovetkezd allitas:

16. Tétel. Minden véges L | K Abel-bovitésre Npjx(L*) egy véges indexd nyilt

részcsoportja K> -nak.

Bizonyitds. Npk : L — K folytonos, hiszen az automorfizmusok és a szorzés is az,
igy Npjx(Ur) egy zart halmaz lesz hiszen a kompakt U, csoport képe. Tovabba a
valuacié lehetséges értékeit megvizsgalva azt kapjuk, hogy Npx(Ur) = Npjx(L) N
Uk, tehat

Uk /Ny (Ur) 2 Uk /Njk(L) N Ug = Ug Nijg (L) /Nyjg (L) < K* /Ny (L),

ami véges a reciprocitéstétel miatt, vagyis Npx(Ur) egyben nyilt részhalmaza is
az Uy nyilt részcsoportnak, és igy K*-nak is. (Itt azt hasznaltuk, hogy egy véges
indext részcsoport egy topologiai csoportban akkor és csak akkor nyilt, ha zart is.)

Szoval Nk (L) tartalmaz egy nyilt részcsoportot és igy maga is nyilt. ]
Az allitas megforditottja is igaz, de sokkal nehezebb igazolni.

17. Tétel. Lokdlis létezéstétel Minden H C K* véges indexd nyilt részcsoporthoz
létezik olyan L | K véges Abel-bovités, hogy Npjx(L*) = H.

Vegyiik észre, hogy ez feltétel hasonlit a globalis verzionak azon feltételéhez,
ahol megkoveteljiik, hogy a kongruencia csoportok tartalmazzak i( Ky 1)-et valamely
modulusra. Kés6bb latni fogjuk, hogy ez nem véletlen, hanem bizonyos értelemben
itt is valamilyen topologia rejlik a hattérben.

Ezen feliil az is igaz, hogy az Abel-bévitések normai egyértelmiien meghatarozzak

¢ket.

18. Tétel. A norma leképzés eqy tartalmazds megfordito bijekciot ad K véges Abel-

bovitéser, és véges indexi multiplikativ részcsoportjai kozt.
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4. Az osztalytestelmélet tételei, modern megfogalmazas

Bizonyitds. Az el6z6 két tétel alapjan elég belatni, hogy L € L' <= N(L) D
N(L'). Ha L C L', akkor az Npx = Ny o Ny egyenlet miatt megkapjuk az
egyik implikaciot, melynek egy specialis esete: N(LL') C N(L) N N(L'). Most a
reciprocitastételt hasznalva bebizonyitjuk, hogy itt egyenl@ség all fenn. Legyen x €
N(L)N N(L'), ez azt jelenti, hogy ¢x(x) megszoritva L-re és L'-re is az identitas,
tehat a két test kompozituman is csak az identitas lehet, vagyis x € N(LL').

Most tegyiik fel, hogy N(L) D N(L’), ekkor N(LL') = N(L'), tehat

L' K| = [K*/N(L)| = |[K*/N(LL)| = [L": K|,

azaz LI/ =L"és L C L. O]

Felmeriilhet a kérdés, hogy a reciprocitastételben szereplé homomorfizmus

egyedi-e, és a valasz igen.

19. Tétel. Ha létezik olyan ¢ homomorfizmus, mint a reciprocitdstételben, akkor

az eqyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Az otlet az, hogy a primelemek generaljdk a K™ csoportot, igy ha ¢
és ¢ két homomorfizmus, ami rendelkezik a reciprocitastételben emlitett tulajdon-
sagokkal, akkor elég megmutatni, hogy ¢ (m) = ¢ () minden primre.

Elgszor is sziikségiink lesz egy kicsit jobban megérteni, hogy G(K® | K) hogy
néz ki. Vegyiik észre, hogy ¢ injektiv, hiszen ha egy automorfizmus minden véges
résztestre megszoritva az identitas, akkor az egész testen az identitds. ¢x viszont
nem lesz sziirjektiv, de ha minden véges Abel-bévitésre a K* /N (L) csoportok felett
vessziik az inverz limeszt ezek felett, akkor az mar izomorf lesz G(K® | K)-val és
az is latszik, hogy ez nem mas mint K~ telitése a norma-topologiaban, azaz abban
a topologiaban, amiben az N (L) részcsoportok adnak egy egységelem koriili béazist.

Mivel K* = U x 2 és a norma-topologia bazisat fel tudjuk irni 7% - (1 +m™)
alakban ezért elég meghatarozni Uk telitését abban a topologiaban amiben (1+m™)
ad egy bazist és Z telitését, ha a bazist az nZ csoportok adjak. Tehat K* = Uy x 7L,

A végtelen Galois-elmélet alaptételét alkalmazva szét tudjuk szedni K-at mw és
Uk fixtesteire, azaz K = K, - Ky,., vagy ha ¢k helyett ¢)-4t hasznaljuk, akkor
K = K- K[, . Legyen K., a (1 + m") csoporthoz tartozo test, ekkor konnyen
lathato, hogy K = J,, Krn = K7, és nyilvan ¢ () és ¢x(m)’ is trividlisan hat ezen
a testen, tehat ha be tudjuk bizonyitani, hogy Ky, a legnagyobb eldgazdsmentes
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bévités akkor, készen vagyunk, mert ekkor Ky, = Kj; és ¢x(m) = ¢x(m) itt
is hiszen tudjuk, hogy mindkett6 F'robr x-ként hat minden véges eldgazdsmentes
testen.

Minden egységelem felirhaté két prim hényadosaként és mivel barmely két prim
ugyan gy hat minden eldgazdsmentes bévitésen, ezért K,,, C Ky, Masrészt ha
L C Ky, véges, akkor N(L*) = 7"2Uy valamely n-re, de ekkor G(L | K) =
K*/N(L*) =2 Z/nZ, azaz n = |L : K| és igy L elagazasmentes, azaz valéban
Kun = Ky 0

Meg kell jegyeznem, hogy a reciprocitas és létezéstétel is igaz abban az esetben,
amikor K = R, viszont ez nem a tételek bizonyitasabol kovetkezik, hanem majd-
hogynem trivialis, hiszen R egyetlen algebrai bévitése C, ami egyben a maximalis
Abel-bovités is, és normaja Rt a pozitiv valos szamok multiplikativ csoportja, igy
R*/RT =2 Z/27Z = G(C | R). Tovabba az is lathato, hogy nem létezik mas véges
indexti (nyilt) részcsoport, hiszen ha (R*)™ C H, akkor R™ C H, mert pozitiv

szamoknak tudjuk m-edik gyokét vonni.

4.2. GlobAlis osztalytestelmélet

A 16 tételek klasszikus megfogalmazasabol és az Artin leképzés néhany alapvetd
tulajdonsagabol latszik, hogy @m Cn & G(K® | K), azonban kideriil, hogy ha
a lokalis-globdlis elvet akarjuk hasznalni a globalis tételek bizonyitasaban, akkor
célratorébb egy mésik csoportot vizsgélni, melynek hanyadosaként elGall @m Chn-
Ez lesz az ugy nevezett idéle-osztalycsoport.

Az idéle elnevezés az idedlis elem, id. ele. roviditésébdl jon és egy K szamtest

idéle-csoportjat a kdvetkezdképpen definialjuk:

5. Definici6. Legyen K egy globilis szamtest, v egy primje, K, a v-hez tartozo
valuacio melletti teljessé tettje, O, az egészek gyiirtje K,-ben és U, az egységek

csoportja. ekkor K idéle-csoportja

I ={(ay) € H K | a, € U,véges sok kivétellel. }

Ezt a csoportot az tgynevezett megszoritott szorzattopologidval latjuk el, vagyis
azzal a topologiaval melyet a {][, V, | Vi nyilt K -ban és véges sok kivétellel = U, }

bazis general.
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Latszik, hogy ez egy topologiai csoport és, hogy létezik egy sziirjektiv folytonos

homomorfizmus id : I — Ik,

(a) = [[ pree,
v véges
ahol Ix-at a diszkrét topologidval 1atjuk el.

Intuitivan, ez azért j6 nekiink, mert valamilyen topologiat akarunk értelmezni
Ix-n, de mivel ez egy direkt 0sszeg megszamlélhatoéan sok 7Z felett ezért maga is
megszamlalhato, igy til sok értelmes topolégiat nem tudunk rarakni a diszkrét to-
poldgian kiviil, ami nem ad tidl sok informaciot, ezért az idealokat "kib&vitjik" az
egységelemekkel és a végtelen primekkel, igy bizonyos értelemben meg tudjuk 6ro-
kélni a K,-ékbdl. Valoban, lathatjuk, hogy minden olyan S halmazra, ami véges sok

véges primet tartalmaz a végtelen primek mellett, az

U(S,¢e) = {(a) | [la, = 1|, < €¥v € S,a, € U,Yv ¢ S}

halmazok 1 egy bazisat adjak és itt mar kezd latszani a hasonlosag Ky, j-el.

6. Definicié. Most definialjuk a f6idedlok idéle megfelelsit egy ¢ : K* — [ homo-

morfizmussal: i(a) = (a,a,a, ...) Az idéle-osztalycsoport a

Cr = I /i(K)

faktorcsoport a hanyados topolégiaval.

Mig [x-n a topologia elég mesterségesnek tiinhet, Cx-n mér kozel sem trivialis a
helyzet. Példaul Ix-bol p,-ét bizonyos primelemek megvalasztasa utan vissza tudjuk
hazni Ix-be az (1,1, ...m,, 1, ...) idéle formajaban, tehat lényegében csak I és [[, U,
direkt szorzata. Ck-bol Cg-ba viszont ezt nem tudjuk megcesinalni, példaul ha K =
Q(v/=5), akkor Cx = Z/27Z a 2 feletti ideal Altal generalva, viszont az (1,1 +
Vv=5,1,1,...) altal generalt csoport nem Z/2Z lesz Cg-ban.

Azt méar lattuk, hogy Ck hogy all el§ [ hanyadosaként, és most valami hasonlot

szeretnénk belatni Cy-rdl is.

7. Definici6é. Legyen

R* p valos,
Win(p) = {U<m<p>> ,
» p véges
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és legyen

Lo = I ([T Wap) x T] £7)
pli

plm

valamint

Wa=][]Watr)x I &x [] G

plm plmvégtelen plivéges
A fenti definici6 raison d’etre-ja a kovetkezo:

20. Tétel. Az id leképzés I,-re megszoritva eqy izomorfizmust ad

L/ Kot - Wi = Ch.

Hasonloan az inklizio is eqy izomorfizmust indukdl

Ln/Kni =1/K*.

Bizonyitds. Egyértelmten Ky, C kerid és Wy, C kerid tehat Ky, - Wi C kerid.
A masik irdnyban, ha egy adott (a,) idelére és b € Ky -re id((a,)) = id(b), akkor
id(b~Y(a,)) = 1, azaz b='(a,) € Wa.

A kévetkez allitas belatasdhoz barmilyen (a,) € I-hez talalnunk kell egy b € K*-
t, amire b1 (a,) € I,. Ezt az approximécios tétel segitségével megtehetjiik tgy, hogy
a véges sok v | m helyen b-t megfelelen kozel valasztjuk a,-hez, igy az indukalt

leképzés sziirjektiv és mivel I, N K = Ky 1, ezért egy izomorfizmus is. [

A Cg-n definidlt topologia fontossdgat mutatja, hogy barmely ¢ : C, — G

egyértelmien terjeszthetd ki egy folytonos leképzésre.

21. Tétel. Legyen G eqy véges csoport a diszkrét topologidval. Barmely i : Cpy — G
csoporthomomorfizmus egyértelmien meghatdrot eqy ¢ : 1 — G folytonos homomor-
fizmust, amire ¢(K*) =1 és ¢((a,)) = ¥(id(ay)) minden olyan idélére, amire ami
(ay) € I¥(m) = {(a,) | v | m = a, = 1} és minden folytonos leképzés, amire
O(K*) =1, elddllithats egy ilyen 1-bdl.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd diagramot:

[ —— I/K +—— Iy/Kn1 — Ln/Kn1 - Wy —— Chy y G

Egyértelmt, hogy -t vissza tudjuk hiizni egy homomorfizmusra, aminek a magja
tartalmazni fogja a Wy, nyilt halmazt, és mivel a mag egy részcsoport ezért nyilt

lesz, azaz ¢ folytonos.
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4. Az osztalytestelmélet tételei, modern megfogalmazas

Az egyértelmiiséghez elég bebizonyitani, hogy K> -1%(m) stirii. Ehhez elég lenne
talalnunk egy olyan K-beli elemet, ami tetsz6legesen kozel lehet hozni egy adott
idéléhez az m-et oszt6 koordinatakban, no de ezt meg tudjuk tenni az approximacios
tétel hasznalataval.

Az utolsé allitashoz pedig tekintsiik djra a fenti diagramot. Ha ¢ folytonos, akkor
magja nyilt, mert G diszkrét, azaz tartalmaznia kell Wy-et valamilyen m-re. Igy az
[, — T inklaziobol kapott izomorfizmus segitségével kapunk egy homomorfizmust
Ly/Kumy - Wy-en, ami nem mas mint Cy,.

O

A K* csoport megfelelGje a globélis esetben Cg lesz, ezért az idéléken is defini-

alnunk kell egy normaét.

8. Definici6. Legyen L | K egy véges bovités és v egy primje K-nak, w pedig
L egy primje. Ekkor az Ny : I — I leképzést a kovetkez6képpen definidljuk.
Ha (ay) € Ip, akkor (Npjx(a))y = [l Niwx, (aw). Latszik, hogy az Npjx(a) =
[T Nroix, (@) identitas miatt ez i(L*)-re megszoritva lényegében a megszokott

norma, ¢s hogy igy a C, — Cg faktorcsoportokon is kapunk egy Ny x leképzést.

Az Artin leképzés definidlasdhoz vegyiik észre, hogy a lokalis osztalytestelmélet
minden w | v-re szolgaltat egy ¢, : K — G(L, | K,) = D,, C G(L | K) homo-
morfizmust, ami fiiggetlen lesz w-t6l mert minden kiillénb6z6 w-re a leképzés eleget
tesz az lokalis Artin leképzést definialo feltételeknek és lattuk, hogy ez egyértelmiien

meghatarozza a fliggvényt.

22. Tétel. Létezik egy egyértelmiien meghatdrozott folytonos ¢ : Ix — G(K® | K)

ami minden L véges Abel-bovitésre kommutativud teszi a kévetkezd diagramot:

KX =2 G(Ly | K)

|

I 2O G| k)

Bizonyitds. Legyen a = (a,) egy tetszéleges idéle. Mar lattuk, hogy lokalis testek
egy L, | K, bovitése akkor és csak akkor elagazdsmentes, ha ¢,(Ug) rogziti és
mivel csak véges sok v agazik el és véges sok a, nem egységelem, ezért ¢,(a,) véges
sok kivétellel trivialis lesz L.,-re megszoritva. Azaz tudjuk értelmezni a ¢ x(a) =

1,0, (ay) szorzatot G(L | K)-ban, amirdl latszik hogy csak ez lehet ¢k (a) | értéke.
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4. Az osztalytestelmélet tételei, modern megfogalmazas

Ha L' egy masik Abel-bévitése K-nak, akkor ¢rx |rnr= ¢k |pnr, hiszen ez igaz
a ¢y |1,- €kre, tehat a ¢p x-dk a maximalis Abel-bévitésen is meghatéroznak egy
oK (a) automorfizmust. Ahhoz, hogy belassuk, hogy ¢, folytonos, tekintsiik azt az
egységelem koriili bazist, amit a {o | o |;= 1} halmazok alkotnak az Gsszes véges
L Abel-bévitésre. Elég megmutatni, hogy ezeknek az inverz képei nyiltak [x-ban.
No de egy adott L-re csak véges sok v agaik el, tehat a V = Il nem agasik etUp X
I, clagazik Ker ¢, |1, az egységelem egy nyilt kornyezete lesz a magban, ami igy nyilt.

O

23. Tétel. Globdlis reciprocitdastétel A ¢ homomorfizmus dtfaktorizdlodik Cp -

n és minden L | K véges Abel-bdvitésre egy izomorfizmust definidl:

¢rii : Cx /N (Cr) = G(L | K)

24. Tétel. Globdlis létezéstétel Minden H C Cg véges indexd nyilt részcsoportra
létezik egqy L | K véges Abel-bovités, melyre H = Nk (Cp).

Mint ahogy azt elvarnank ezek a tételek erésebbek, mint a klasszikus megfogal-

mazasuk.

25. Tétel. A globdlis reciprocitds- és létezéstételekbdl kiovetkeznek a klasszikus

reciprocitdas- €s létezéstételek.

Bizonyitds. Kezdjiik a reciprocitéastétellel. Legyen L | K egy véges Abel-b6vités.
Mivel ¢ folytonos és ¢ (K*) = 1, ezért 1étezik egy m és ¢ : Cy — G(L | K), amire
a € I°™ — ¢ (a) = 1(id(a)) és px magja tartalmazza Wy-et, tehat az dsszes L-
ben elagazd prim eleme S(m)-nek, mert ezeknél a bévitéseknél L,-t nem hagyhatja
rogzitve az Osszes egységelem. A ¢px(a) = Il,¢,(a,) képletbsl latszik, hogy v
nem mas, mint a klasszikus Artin leképzés I,-en, ami igy sziirjektiv és ahhoz, hogy
bebizonyitsuk, hogy a magja Ky 1Ny kI, elég belatni, hogy a kovetkezé diagram

kommutativ:
]IL —_— IL

v
I —— Ix

Valoban, legyen egy a = (1,1,1...m,,1,1...), ekkor id o N(a) = p/v = N o id(a)
és ezek az elemek generaljak a csoportot, tehat készen vagyunk.
Most a létezéstétel igazolasahoz legyen K, ; C H C I, egy kongruenciacsoport.

Mivel Cp = Iy/Kni1 - Wa, ezért H megfeleltethetd Cg egy nyilt, véges indexii
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4. Az osztalytestelmélet tételei, modern megfogalmazas

részcsoportjaval. Tehat létezik egy véges Abel-bovités, amire H = NpxCp, azaz
H = Kui - Nplp, (If-ben,) és igy szintén a fenti kommutativ diagram miatt

H = Ky - Nyl 0O
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5. fejezet

Az absztrakt osztalytestelmélet

5.1. Osztalytestelmélet provéges csoportokon

Most megkezdem a reciprocitastételek vazlatos bizonyitasat.

A bizonyitas kiilonlegessége, hogy nagyon kevés informéaciot hasznalunk a tes-
tekrél magukrol, majdnemhogy teljesen csoportelméleti bizonyitasrol beszélhetiink.
Hogy ez tisztabban latszodjon, altalanos provéges csoportokra fogjuk bebizonyitani
az ugynevezett reciprocitastételt, egyetlen egy axiomara épitve, amihez viszont mér
nem elég ez az informécié. Késébb be fogjuk latni ezt az axidomat a lokalis esetben,
azonban ez a globalis esetben is igaz, igy a két tétel bizonyitasa az axiéma igazolasa
utan ugyanaz.

Nagyon érdekes, hogy egy provéges csoportbél "ki lehet nyerni" testbévitéseket
még akkor is ha za nem egy Galois-csoport, a kovetkezGképpen. Legyen G egy pro-
véges csoport. Ha ez egy Galois-csoport lenne, akkor a zart részcsoportjai a résztes-
teknek felelnének meg tehat indexeljiik G zart részcsoportjait "testekkel", igy G k-4t
felfoghatjuk tgy mint a "K testet" rogzité automorfizmusok csoportjat. Hasonléan
definicié szerint azt mondjuk ezekrdl a testekrdl, hogy K C L akkor és csak ak-
kor ha G C Gk, egy test Galois ha G normaélis részcsoport, k-aval jeloljiik azt
a testet amire G, = G, hasonléan G = {1}, és G-re G(k | k)-ként gondolunk.
Egy L | K bévités foka [Gk : G| és Galois-csoportja G /G ha a bévités Galois.
Tovabbé a testek kompozitumjait és metszeteit is tudjuk értelmezni a megfelelS cso-
portok metszetei és szorzataihoz tartozo indexekként. Hasonlbéan értelmezheték az
automorfizmusok megszoritasai és a testek automorfizmusok alatti képei is.

Ezen feliil a provéges csoportunk mellé tarsitanunk kell egy A folytonos modulust
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

is, mint a Kummer-elméletben, ha azt akarjuk, hogy az altalanos tétel specialis
esetében K~ vagy Cg-r6l tudjunk kimondani valamit. Valoban, ha a kedves olvasot
nem érdekli az altalanos eset, akkor a fentiek alapjan nyugodtan felteheti, hogy A
csupan "K* vagy | K |Quéges Cx" réviditése és G a megfelel§ abszolut Galois-csoport.

Itt UK‘QVégeS Cxk- ben Cg-at megfeleltetjiik az

il — 1 : (ay) = i(a)y = a, minden w | v esetén

homomorfizmus &ltal indukalt Cx — Cj leképzés képével (amirsl be lehet latni,
hogy injektiv) és G hatéasat koordinatakként értelmezziik.

Tovabba H~! mellé definialjuk a

HY(G(L| K),Ar) = Ax /Ny A

csoportot, melynek segitségével meg tudjuk fogalmazni azt a bizonyos, a Kummer-
elméletbelihez hasonl6 axiémat:

Osztalytest axioma Minden véges ciklikus bévitésre H-'(G(L | K), Ar) =1
és #H°(G(L | K),AL) = [L : K].

Az elmélet kidolgozésahoz a provéges GG csoport és a folytonos G-modulus mel-
let még sziikségiink lesz egy sziirjektiv, folytonos d : G — Z homomorfizmusra,
amire intuitivan gondolhatunk tgy, hogy ez irja a le az eldgazas jelenségét; és egy
v:Ap — Z homomorfizmusra, mely rendelkezik néhany technikai tulajdonsaggal. A
v leképzésre egy valudcioként fogunk gondolni és ki fog deriilni, hogy az informécio-
bol, amit ez a két homomorfizmus szolgaltat, fel lehet épiteni egy elméletet amiben a
lokalis testek estével hasonldéan tudunk hasznalni olyan fogalmakat, mint prim, egy-
ség, eldgazasmentes bovités és egyebek, még akkor is ha a konkrét alkalmazisban
(példaul a globalis esetben) nagyon furcsa modon jelennek meg ezek a fogalmak.

A definic6t motivalo példak a lokalis estbdl jonnek: v a szokasos valuacio, d pedig
az automotfizmusok megszoritisa a maximalis eldgazdsmentes bévitésre, melynek
Galois-csoportja kanonikusan izomorf Z-el. A globélis esetben nincs tul sok valasz-
tasunk d-re, hiszen minden Abel-bévités benne van a korosztési testek unidjaban,

melynek Galois-csoportja

2=z =] ne, x 2, = (I 1o,) x Z.
p p p
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

teh&t magatol adodo, hogy vegyiik a torzios csoport altal rogzitett T testet, mely-
nek Galois csoportja igy izomorf lesz z—vel; v pedig d és a ¢g artin leképzés kompo-
ziciojaként fog eldallni (amirdl ugye tudni fogjuk, hogy 1étezik, amint bebizonyitjuk

a lokalis reciprocitas- és létezéstételt.) Lasd az 5.1-es tablazatot egy Gsszegzésért.

’ Absztrakt \ Lokalis \ Globalis ‘
G provéges csoport ig{ | K), abol K lokilis GQ|Q)
A folytonos G- | =,
modulus K UK |Qvéges Ck
d:G—7Z o—0 g o—0o|r
v:Ay > 7 a szokésos valuacio d komponalva a ¢g-val

5.1. tablazat. Az absztrakt osztalytestelmélet objektumai

Visszatérve arra, hogy hogyan lehet az elagazassal kapcsolatos fogalmakat értel-
mezni altalanos esetben, legyen I a d leképzés magja. Az [ fix testére gondolhatunk
ligy, mint k-ara, azaz k maximalis clagazdsmentes bovitésére, amire G(k | k) = Z.
Hasonloan tudjuk értelmezni egy tetszéleges K test maximalis elagazasmentes ho-
vitését is. Legyen Ix C Gk a d megszoritasanak magja, ekkor Iy rogzitett testét
K-aval jeloljiik. Latszik, hogy Ix = Gx NI = G, vagyis K = Kk.

Legyen fx = [Z : d(Gg)| és ex = [I : Ik|, vagy egy kicsit altalanosabban
frx =[d(Gk) : d(GL)] és ek = [Ik = I1]. Az egybdl latszik, hogy a lokalis esetben
f megegyezik a régi definicioval és az, hogy ez e-re is igy van, az a kévetkez6 allitasbol

kovetkezik.
26. Tétel. Minden L | K bovitésre [L : K] = ek - frk-

Bizonyitds. Ha K C L C M, véges bévitések tornya, akkor a definiciokbdl latszik,
hogy emx = emjrerix & furix = fuofrix, tehat az allitdsunkban feltehetjiik, hogy

L | K Galois. Most a diagram kommutativitasa miatt

1 >[L >GL d/d(GL)—>1
1 » Iy sy G —2 d(Gp) — 1

kapunk egy egzakt sorozatot a faktorcsoportokon:

1 = I /I, — G(L | K) — d(Gx)/d(G1) — 1,
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

ahol a rendeket nézve leolvashatjuk a képletet. O]

Egy L | K bovitésrdl azt mondjuk, hogy elagazdsmentes ha er|x = 1 és hogy tel-
jesen elagaz6 ha frx = 1. Eszrevehetjiik, hogy ha fx véges, akkor Gg-an is létezik
egy dx = fin G — Z sziirjektiv homomorfizmus, ami egy izomorfizmust indukal
G(K | K)-val. Emiatt tudjuk értelmezni px-at, a K test Frobenius automorfizmu-
sat, (azaz az 1-nek megfelel§ automorfizmust) melynek megszoritasat L-re ¢ x-val
jeloljiik.

Most készen allunk arra, hogy bevezessem a v-re vonatkozé feltételeket:

1. Legyen v képe Z olyan, hogy Z C Z és Z/nZ = 7 /nZ. Ez gyakorlatilag azt
jelenti, hogy Z = Z a lokalis esetben, vagy Z = 7 a globélisban.

2. V(NgpAr) = fxZ minden K | k véges bévitésre.

A v a d-hez hasonl6an minden véges bévitésre definidl egy sziirjektiv vg =

1
fx

modulusokon is tudjuk értelmezni Ax primjeit és egységeit: azt mondjuk, hogy 7

vo Nk : Ax — Z homomorfizmust, melynek segitségével 4ltalanos folytonos

egy prim, ha v(mg) = 1 és az egységek Uk csoportja vg magja. (Vegyiik észre, hogy

milyen megfoghatatlanok Cg primjei ebben az értelemben.)

5.2. Az altalanos reciprocitastétel

Ahelyett, hogy az Artin leképzés altalanositasat definidlnank, kideriil, hogy cél-
ratorébb, ha az inverzével dolgozunk. Tehat most az a célunk, hogy definiadljunk
egy rox : G(L | K) = Ag/NpAyL leképzést, amirdl belatjuk, hogy véges Abel-
bévitések esetén egy izomorfizmus. Az 6tlet az az, hogy L automorfizmusait valahogy

visszahtizzuk L automorfizmusaira és ott definidljuk a leképzést. Evégett legyen

Frob(L | K) = {0 € G(L | K) | dx(c)egy pozitiv egész.}

Erre a félcsoportra intuitivan gondolhatunk tgy, mint a Frobenius automorfizmus
véges hatvanyaira szorozva G(L | K) "elagazasos" automorfizmusaival. Valoban a

G(L | K) = G(L | L N K) izomorfizmus kulesfontossagn lesz.

27. Tétel. Ha L | K egy véges bovités akkor Frob(L | K) elemeinek megszoritdsa
L-re eqy sziirjektiv leképzést ad.

27



5. Az absztrakt osztalytestelmélet

Bizonyitds. Legyen o € G(L|K) egy tetszbleges automorfizmus, ezt vissza kell hiz-
nunk Frob(L | K)-ba. Hiszen K C L, ezért a dg : G(K | K) — Z homomorfizmus
atfaktorizalodik G(L | K)-n és igy tudunk valasztani egy ¢ € G(L | K) automor-
fizmust, amire dg(p) = 1. Mivel L N K egy véges elagazasmentes bovités, ezért
ciklikus és Galois csoportjat ¢ megszoritasa generalja, tehat létezik egy n, amire
Ok = ¢)p Most legyen 7 = oo™ egy G(L | LN K)-beli automorfizmus. Ezt
a G(L| K) = G(L | LNK) izomorfizmus segitségével kiterjesztjiik egy G(L | K)-
beli automorfizmussa, (amit szintén 7-val jelolok). Tehat 7¢" € Frob(L | K) és

Te" L= 0. 0
Sziikségiink lesz a kovetkezd technikai allitésra:

28. Tétel. Jeloljik Y-dval egy adott o € Frob(L | K) elem rogzitett testét. (Ez utdn
is ezt a jeldlést fogjuk alkalmazni.) Ekkor 3 egy véges bovitése K-nak, fsix = di (o),
S =1 és Py = 0.

Bizonyitds. Elészor is fox = [N K : K|, azaz a legnagyobb elagazasmentes rész-
bévitésének a foka, node px-nak pont a di(o)-adik hatvanya lesz a legkisebb, ami
rogziti ¥ N K-at, vagyis ik = di(0).

Mivel mér tudjuk, hogy fsix, véges ezért elég megmutatni, hogy ex i is véges,
ahhoz hogy a bévités végességét igazoljuk. Valoban, esx = #G(X | ¥ N K), de
mivel ¥ = XK C L, ezért #G(X | Y NK) < #G(L | K), amirdl tudjuk, hogy véges.

A megszoritas altal adott G(L | ) — G(X | X) leképzés sziirjektiv és injek-
tivitasat eleg belatni a G(L | £)/G(L | )" — G(X | ¥)/G(X | £)* faktorcso-
portokon, mert G(X | ) = Z. A végtelen galois-elmélet tételébsl tudjuk, hogy
G(L|X) = <& >, node {1,0,...0" '} véges és igy diszkrét, tehat a faktorcsoport-
nak maximum n eleme lehet, és igy a leképzésnek izomorfizmusnak kell lennie, azaz
GIL|Y)=G((X|%) és ¥ =L.

Vegiil dy (o) = fz_&{d;((a) =1, tehat o = px.

O

Vegyiik észre, hogy eddig nem is hasznaltuk az osztalytest axiomat és még egy

ideig nem is lesz sziikségiink a teljes erejére, csak egy kovetkezményére.

29. Tétel. Az osztdlytest axiomdbol kévetkezik, hogy minden véges, eldgazdsmentes

L | K bovitésre #H°(G(L | K),U) = #H '(G(L | K) = 1.
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Bizonyitds. Kezdjiik a #H1(G(L | K) = 1 egyenldséggel! Legyen u € Uy olyan,
hogy Ny = 1. Ekkor az axiéma miatt létezik egy a € Ay, amire u = a7 !,
ahol o generalja a bévités Galois-csoportjat. Mivel v(AL) = v(Ag), ezért létezik

egy a € Ay, amire v(a) = v(a), tehat a = v - « valamilyen v € Up-re és igy

o—1 _ j,o—1

u=a v
Most a masodik egyenldséghez tekintsiik a Ax — Z/nZ leképzést, ami atfakto-
rizalodik Ag /N Ar-en, mert vg (Npjx(a)) = n-v(a) és ennek magja Ux /Ny kU,

mert Ny xgUr = NpjxArp N Ugk. Vagyis kapunk egy egzakt sorozatot:

1— UK/NL|KUL — AK/NL\KAL — Z/TLZ — 1.

No de itt az utols6 két csoport elemszama n, igy UK/NL|KUL =1. O

30. Tétel. Az
rix(0) = Nyjx(ms)  (mod N Az)

képlet a primelem megudlasztasatol figgetlen, és igy egy figgvényt definidl Frob(L |

K)-n. Itt a végtelen bovités normdja NixAp = ﬂM‘Kvéges vésabovites MK AM -

Bizonyitds. Legyen w§, egy mésik prim Y-ban, ekkor 7§, = unmy valamely u € Uy
egységelemre és Nyg(my;) = Nyx(u) - Nyjg(ns), tehat elég belatnunk, hogy
Ny gu € Nyjjg Ay minden K C M C L véges bévitésre. Nyilvan feltehetjiik hogy M
tartalmazza Y-at. Ekkor M | ¥ egy elagazasmentes bévités lesz, mert M C L=y,
tehat u = Ny xa valamilyen a € Ay-re, vagyis Nyjgu = Ny g © Nyjsa = Nyjga.

]

Mig altalaban, ha definidlunk egy fliggvényt ami homomorfizmus, akkor arrol ez

tobbnyire egyértelmi szokott lenni, viszont érdekes, hogy itt kozel sem ez a helyzet.
31. Tétel. ik multiplikativ.
Az &llitas bebizonyitasdhoz sziikségiink lesz két lemmaéra.

32. Tétel. Legyen o, € Frob(L | K) tgy, hogy di(¢) = 1 és dg(o) = n. ekkor

minden a € As-ra

Nyjga = Njjg o ona = @n o Np 04 50,

ahol o, =1+ o+ ..p" L.
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Bizonyitds. Legyen »g = X N K', ekkor Nyjx = Nyy i o Nyjx,. Mivel ¥y nem maés
mint ¥ legnagyobb eldgazasmentes részbévitése, ezért a ciklikus Galois-csoportjat ¢
generalja, és igy N, x = @n. Tovabba G(X | $o) 2 G(X | K) = G(L | K), vagyis
Nysy = Nj i, s az allitas egyik fele meg is van. A masodik pedig onnan kdvetkezik,

hogy G(L | K) normaloszto G(L | K)-ban. O

33. Tétel. Legyen ¢ € Frob(L | K) olyan, hogy di(p) = 1. Ekkor minden u € Uj -

re, ha

T—1

u = HTEG(ElRuT )
ahol u, € U;, akkor Nmf(u € NZ\KUZ'

Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy Nj zu € NpyjgUn minden M € L véges
részbovitésre. Feltehetjiik, hogy M Galois és tartalmazza u, u, és L-et. Jeloljiik n-el
|M : K|-at, és o-aval ¢"-et. Ekkor o rogziti M-et, mert annak Galois csoportjaban
barmely automorfizmus n-edik hatvinya az identitas. Ha tovabba definidljuk a X, =

o™ fixtestét, akkor tekinthetjiik a véges bévitések tornyét:

2

K

Az axiomat felhasznalva tudunk valasztani olyan v/, v, € Uy, elemeket, amelyek-

1

_ o 4 lo—1 __ . a1 : Oon __
re uw = u'°", tehat u = - cqiguy " egy olyan z € Uy, -re, amire 27" = 1.

Szintén az axioma miatt valaszthatunk egy 4 € Us, -et, amire z = y/7~! = /"L,

Ha ennek az egyenletnek vessziik a normajat, és kihasznaljuk a ¢" —1 = @, 0(p—1)

egyenldséget, azt kapjuk, hogy

Npgu™h = N (yo )9t

Azaz a két érték egy olyan z € Uy elemmel kiilonbozik, amit ¢ fixen hagy, tehat
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

valojaban u € Uy. Végiil alkalmazzuk az el6z6 allitast a y := 37 jelolés mellett!
Npjgu = Npgu'™ = Ny g(y?")™ - 27 = Npjgy* - 2" =

= Nyk (y)Nux (2) € Nag U
Il

Bizonyitds. 31. tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy Frob(L | K)-ban oy = 003 és
vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: n; = dg(0;), ¥; a o; altal rogzitett test és m;
ennek egy prim eleme. Ha ¢ € G(L | K) olyan, hogy dx(¢) = 1, akkor legyen
=0, " € G(L | K). A 01 = 0,03 egyenlGséget kihasznalva:

1 n2

_ -1 _—-1 no4+ns __ _—1 n3 —ns n3\—1
T =03 0y @ =0y 0" (9T Mapp™)

Ha o4 := ¢ 090", akkor ny = ng, Xy = ng és Ty = an‘g egy primelem lesz,
amire Ny, g7y = Ny, x4 €s igy a fenti egyenlet azt mondja, hogy 71 = 7374.

A tétel bebizonyitasdhoz azt kell belatnunk, hogy Ny, g7 = Nx, k73 - Ny, xma
(mod N). Legyen u := 7" m; "*m;™, ekkor, mivel u € U;, az el6z6 két lemmat
alkalmazva elég lenne megmutatnunk, hogy u?™! = uZ 1. A 713 = usmy, 74 = uym
és TPt = wy jeldléseket és a (3 — 1) - (u — 1) =y —1+1—m+1 -7 =

71— 14+1—73+1— 74 azonossagot alkalmazva azt kapjuk, hogy

pe—1 __  13—1 714, T4—1
u = Usg Uy Uq .

]

34. Tétel. Legyen L | K egy (nem feltétlen Abel) véges Galois-bévités és o € G(L |
K), ekkor ha & € Frob(L | K) o barmely dse, akkor rix(0) (mod NpgAp) értéke

0 megudlasztdsatol fliggetlen lesz és igy kapunk eqy sziirjektiv

TLIK - G(L ‘ K) — AK/NL|KAL

homomorfizmust.

Bizonyitds. Legyen & és o két 6se o-nak. Ha dg(6) = di(o') akkor 6 = o és
készen vagyunk. Tegyiik fel most, hogy dg(0’) > dg(5). Ekkor o' = 76 valamely
T € Frob(L | K)-ra, tehat a multiplikativitast kihasznalva elég bebizonyitani, hogy
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

Ny kmy, € N, Ap, ahol ¥ a 7 fixteste. No de 7 [,= 1, tehat L C ¥ és igy készen
vagyunk. O

Az osztalytest axioma teljes erejét még mindig nem hasznéltuk, s6t, az elagazés-
mentes bévitések esetében még az izomorfizmus is kijon abboél a bizonyos kovetkez-

ménybaol.

35. Tétel. Ha L | K egy eldgazdsmentes véges bovités, akkor rik egy izomorfizmus
€s

7"L|K(90L|K) =7 (mod NL|KAL)-
Bizonyitds. Mivel L | K elagazasmentes, igy L = K és @i € Frob(L | K) az L-re
megszoritva pont ¢ k. No de px rogzitett teste K, tehat valoban rp ik (orix) = Tk

«, 0,

(mod Ny xAp). Tekintsiik most a fiiggvények kompoziciojat:

G(L| K)— Ax/NyxAL =5 Z/n - Z 2 7./nZ,

ahol n = |L : K|. Itt vg a vk o NykAr C fyxZ = nZ tulajdonsidg mi-
att faktorizdlodik at NpxAr-en. vk nyilvan sziirjektiv és injektiv is, hiszen ha
vg(a) = n -z € n - Z, akkor létezik egy o € Ak, amire vg(a) = z, tehat
v (") = vg(Np.a) = n-z, no de a és " csak egy Ugk-beli egységgel, tehat egy
Up-beli egység normdjéval kiilonboznek, tehat a € NpjxAr. Az, hogy rpx egy izo-
morfizmus, most onnan kovetkezik, hogy a csoport generatorat Z/nZ generatoraba
Viszi.

O

Az altalanos esetben viszont tényleg sziikségiink lesz az osztélytest axiomara,

valamint 77k egy funktorialis tulajdonsagara.

36. Tétel. Legyenek
L/

|

L K’

|

K
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

véges bovitések. Ekkor kapunk eqy kommutativ diagramot:

TL |K

G(L' | Ky 2 A /Ny Ar

| e

G(L | K) —" 5 Ax/NpkAL

Bizonyitds. Ha ¢ € Frob(L' | K') olyan, hogy & |,= o, akkor egyben (¢ |;) |L= oL,
tehat o’ := 7 |; egy Gse lesz o -nek Frob(L | K)-ban. Szokés szerint jeloljilk ¥-aval
& fixtestét és legyen s, ennek egy primje. Ekkor o’ fixteste ¥/ := ¥ N L és ennek

Nysymys, egy primje lesz. Az allitas igy konnyen kovetkezik a

NK/|K © NE\K’ = NE|K = NZ’\K o N2|2/

egyenlGségbdl. O

37. Tétel. Minden L | K véges Galois-bbvitésre

TL\K . G(L | K)ab — AK/NL|KAL

eqy izomorfizmus. (Itt tetszdleges csoportra G = G/|G,G].)

Bizonyitds. Elsd lépés: L | K teljesen eldgazo ciklikus. Mivel LNK =KésL=LK,
ezért G(L | K) = G(L | K) x G(K | K). Jeloljiik = G(L | K) egy generatorat
o-val, ezt az izomorfizmus miatt egy L feletti automorfizmusként is felfoghatjuk.
(Hasonloan ¢g-val.) Legyen & = (0, k) és X ennek egy fixteste. Ekkor ¥ teljesen
elagazasos, n = |L : K|-ad rendd bévités, melynek Galois csoportja < o > megszo-
ritasa és L = 3. Most legyen M | K egy véges bovités, ami tartalmazza L-et és Y-at

és legyen M, a maximalis eldgazasmentes részbdvitése.

N—M—i

\
/
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

Vegyiik észre, hogy G(M | My) = G(M | K) = G(L | K), tehat ciklikus és
Galois csoportja szintén < o > megszoritasa M-re. Specidlisan Nysjaz, |L= Nk és
Nuia, |s= Nsjk. Tegyiik fel, hogy rx(c%) = 1. Meg kell mutatnunk, hogy n | k az
injektivitas belatasahoz. o-at valasztva o Gseként, ez azt mondja, hogy NM‘MOWQ =1
(mod NpxApr). Mivel M | L elagazdsmentes, ezért vy értéke megegyezik 7y, és mp-
en, tehat létezik egy u € Uy, amire 7§ = un}. Ebbol kovetkezik, hogy Ny, mh =
Nutot - Narpatom™h = Najaow = 1 (mod Ny Ayr), vagyis létezik egy v € Up-amire
Narip = N v, azaz NM|MOUU*1 = 1 Mivel M | M, ciklikus, ezért hasznalhatjuk

1

az axioméat, hogy talaljunk egy a € Uy-et, amire uv™! = a”~!. Most legyen z =

mhva® !, ekkor x € Ay, hiszen

(7T]Z"U)U_1 — ( IZU)&—l — (ﬂ_gu—lv)c}—l — (al—a)&—l — (al—o)a—l7

és n - vy, () = vy (x) = k, azaz n | k és az injektivitast belattuk. A sziirjektivitas
pedig a csoportok elemszaméabol kovetkezik.

Masodik lépés: L | K ciklikus. Ha M | K egy Galois-részbdvitése L | K-nak
akkor kapunk egy kommutativ egzakt diagramot amit t&bbszor fogunk hasznalni a

bizonyitasban.

]l — GL|M) —— G(L|K) —— GIM | K) —— 1

l’"LU\/I lTL|K lTAl\K

Ny
AM/NL\]\JAL LU% AK/NL|KAL e AK/NM|MAM — 1

Az M = LN K valasztas mellett az also sort kib6vithetjiik bal oldalt egy egyessel
és ugy is egzakt fog maradni a csoportok elemszamai miatt. No de a bal és jobb oldali
nyilrél mar tudjuk, hogy izomorfizmusok, tehat a kozépsd is az.

Harmadik lépés: L | K Abel-bovités. Indukciot alkalmazunk a bévités rendjén.
Ha L | K ciklikus, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor a ciklikus részbévitései
szigortian kisebbek lesznek és ezek generaljak L | K-at tehat a sziirjektivitast meg is
kaptuk. Most valasszuk M-nek egy ciklikus részbévitést. A diagramban az indukcios
feltevés miatt mindkét oldali homomorfizmus izomorfizmus, és igy azt kapjuk, hogy
kerrpjx C G(L | M) minden ciklikus részbdvitésre, tehat kerrpx = 1.

Negyedik lépés: L | K tetszdleges. Megint indukciot alkalmazunk a bévités rend-
jén. Ha G’ # G, 1, akkor legyen M = L% # L,1 és a diagramot kergetve megkap-
juk, hogy 7k sziirjektiv és, hogy kerryx C G(L | K)', tehat az injektivitast is.
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5. Az absztrakt osztalytestelmélet

Ha G’ = @G, akkor legyen M egy p-Sylow csoport fixtestje, ami nem mindig lesz
Galois, de ett6l még a diagram bal felét tudjuk hasznélni. Mivel minden p-csoport
feloldhato, ezért M szigorian kisebb, mint L és azt kapjuk, hogy rp s sziirjektiv.
Ha G’ = G, akkor G® = 1, azaz elég megmutatnunk, hogy rrk sziirjektiv. Ehhez
pedig nyilvin elég megmutatni, hogy Ny, sziirjektiven képez Ag /Npjx Ar p-Sylow
részcsoportjara tetszbleges p esetén.Valoban, az ¢ : Ax — Ay inklizio ad nekiink
egy i : Ax/NpkAr — An/NpmAr leképzést, amire Nyx o i = |[M : K|. Mivel
(|M : K|,1) = 1, ezért ez sziirjektiven viszi Ax/NpjxAr p-Sylow részcsoportjat
onmagéba, tehat Ny x-nak is annak kell lennie.

]

Egy érdekes kovetkezmény, hogy N(L) = N(L®), ami nagy nehézséget okoz
az osztalytestelmélet tetszGleges bovitésekre valo kiterjesztésében, ami a mai napig

megoldatlan.
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6. fejezet

A lokalis reciprocitastétel bizonyitasa

Ebben a fejezetben belatjuk az osztalytest axiomat és ezzel igazoljuk a lokélis
reciprocitas tételt.
ElGszor is, vegyiik észre, hogy az osztalytest axioma elsé fele a Hilbert 90-es tétel,

igy elég megallapitanunk # H° értéekét ciklikus bovitésekre. Ahelyett, hogy ezt direkt

#H°

EHT ugy nevezett Herbrand-hanyadost hatarozzuk meg.

igazolnank, inkdbb a h =
Most tekintsiik ezt a hanyadost egy tetsz6leges ciklikus G csoport és hozzatartozo

A modulus esetében.

38. Tétel. Ha1l - A — B — C — 1 egy G-modulusokbdl dllo egzakt sorozat, akkor

Tovdbbd ha A elemszdma véges, akkor h(A) = 1.

Bizonyitds. Legyen o egy generatora G-nek, ekkor No (o0 —1) = (0 — 1) o N = 0,
tehat tekinthetjiik az

N oA ! A AN | ol L

lanckomplexust, melynek homologiacsoportjai pont H°(A) és H1(A) lesznek fel-
valtva. Tovabba az is igaz, hogy egy f : A — B G-homomorfizmus egy lancleképzést
ad a megfelel6 komplexusok kozt, hiszen f felcserélhetd lesz a norméval és a o — 1
leképzéssel is, tehat az egzakt sorozatunkboél nem csak harom komplexust kapunk,

hanem lanckomplexusok egy egzakt sorozatat.
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6. A lokalis reciprocitastétel bizonyitasa

> 1 > 1 > 1 >
4 4 LY
N o—
s A s A s A 5
4 4 LY
N o—
s B s B s B 5
4 4 LY
N o—
s C s C s C >
> 1 > 1 > 1 > ...

Mivel a homologia csoportok periddikusan valtakoznak, ezért ennek a sorozatnak
a hosszt egzakt sorozata is periodikus lesz. Ha ezt a sorozatot magaba forditjuk,

akkor a kovetkezo egzakt (nem kommutativ!) kort kapjuk:

HO(A) —I s HY(B) —Z HO(C)

I I
X

HYC) «L— HY(B) «I— H-1(4)

Hatarozzuk meg a homologiacsoportok szdmossagait!

#H(A) = #Imfs - #Imf #H(A) = #Imfs - #Imf,
#H°(B) = #Imf, - #Imf #H ' (B) = #Imfy- #Imfs
#H"(C) = #Imfo - #Imfs #H ' (C) = #Imfs - #Imfg

Innen megkapjuk, hogy h(B) = h(A)h(C).
Ha A véges, akkor pedig az

1— Ker(N) > A—Im(N)—1

és
1= Ker(c—1)—>A—=1Im(c—1) =1

sorozatokbol #A értékét kétféleképpen kiszamolva megkapjuk, hogy h(A) = 1.
O

Tehat elég a kovetkezd tételt bebizonyitanunk és készen is vagyunk.

39. Tétel. Legyen L | K lokdlis testek egy ciklikus bdvitése, ekkor h(G(L | K), L*) =
|L: K|.
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6. A lokalis reciprocitastétel bizonyitasa

Bizonyitds. Az otlet az, hogy h j6 tulajdonsagait kihasznalva Up-et felszeleteljiik
bizonyos véges G-modulusokra és az innen szerzett egyre kisebb elemekbdl egy vég-
telen szorzat segitségével elGallitunk a megfelel6 normaja és o — 1 képében 1évé
elemeket.

A "felszeleteléshez" a normal bazis tételt fogjuk hasznalni, ami szerint létezik

egy a € Oy, gy, hogy {a”'} egy K-bazisa L-nek.[5] Elgszor vegyiik észre, hogy

15U, L5751

G-modulusok egzakt sorozata, ahol Z-n a trividlis hatasat vessziik G-nek. Innen
h(L*) = h(Up)h(Z) = h(Uy) * | L : K|, tehat elég megmutatnunk, hogy h(Ur) = 1.

Most legyen M = € Oxa’ . Mivel Oy egy végesen generalt Og-modulus és az
a-ak egy K-bézist adnak ezért létezik egy N, amire 7 O C M, tehat M nyilt és
véges indexi Op-ben és igy egyben zart is. Ekkor kiilonb6z6 n-ekre a V" := 147 M
halmazok egy egységelem koriili bazist adnak. Ha n > N, akkor V" részcsoport is
lesz, hiszen.

2n 2n n, n—N__N n
T M -M Cnig'Op Crgrmy 7m0 C M,

azaz szorzésra zart. Ha 1 — . -m € V" tetsz6leges, m € M, akkor (1 — 7l -m)~! =

1+ 7% (Simgmi - 720) € V| hiszen a végtelen sor részleges sszegei mind M-ben
lesznek és M zart, tehat V™ valoban egy részcsoport. No de Up/VY véges és igy
h(Up/VY) = 1, azaz tovabb redukaltuk a feladatot arra hogy h(VY) = 1.

Ezt tgy mutatjuk meg, hogy belatjuk a HO(VY) = H=1(VN) = 1 egyenl6séget.
Tekintsiik a B : M — V*/V™ 1 B(m) =1+ 7% -m (mod V™) homomorfizmust.

Ennek magja mx M és vilagos, hogy sziirjektiv, tehéat

VTVt e M/me - M 2 ) Ok fmpa”

ahol az utobbi alakbol konnyen latszik, hogy H°(V™/V"F) = 1 és mivel véges, ezért
H=Y(V" V™) = 1 is. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy H°(VY) = 1, barmely
ao € ker 0 — 1 elemet el§ kell tudnunk allitani egy b € V'V elem norméajaként. Mivel
HO(VN JVNFL) = 1, ezért létezik egy olyan by € VN, hogy a; := ag(Nby)~t € VL
Lathato, hogy szintén af = a;, ezt induktivan folytatva kapunk egy b; € VN
sorozatot, melyre ag(N (boby...b;)) ™t € VN+i A b, € VN*i tulajdonsag miatt bob,...b;
egy Cauchy-sorozat lesz, és igy konvergél egy b-hez, melyre ag = N(b). A H! esete

hasonléan zajlik. O
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet nyilvanitani témavezetémnek, Zabradi Gergelynek, hogy
megismertette és megszerettette velem az algebrai szamelméletet, valamint, hogy

segitett a szakdolgozatom elkészitésében.
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