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1. fejezet

Bevezetés

A számelmélet egyik legnagyobb feladata Q Galois-b®vítéseinek megértése. Ezen

testek leírása teljes általánosságban egy jelenleg elérhetetlen cél. Azonban ha csak

Q Abel-b®vítéseire koncentrálunk, akkor a híres Kronecker-Weber tétel ad kielégít®

választ: Q Abel-b®vítései pontosan a körosztási testek résztestei.

Az osztálytestelmélet f® célja egy általános K számtest Abel-b®vítéseinek le-

írása K bels® tulajdonságainak segítségeivel, így általánosítva a Kronecker-Weber

tételt. Valóban, kés®bb látni fogjuk, hogy az osztálytest elmélet tételeinek egyszer¶

következménye a K = Q esetben. Kicsit pontosabban, ezek a tételek szolgáltatni

fognak nekünk egy homomor�zmust, az Artin leképzést, aminek segítségével össze

tudunk kötni három, els® ránézésre teljesen különböz® dolgot: K ideálstruktúráját,

a számtestek közti norma leképzést, K Abel-b®vítéseit és azok Galois-csoportját.

Dolgozatom els® fejezetében Kummer-elméletr®l fogok írni némi motivációként az

osztálytestelmélet el®tt, hiszen már itt is meg�gyelhet® lesz egy bizonyos kapcsolat

egy test bels® struktúrája és annak b®vítései között.

Az ezután következ® fejezetekben ismertetni fogom az osztálytestelmélet f®bb

tételeit és azok különböz® megfogalmazásait, bizonyítások nélkül. Valamint bemu-

tatom, hogyan lehet ezeket a tételeket használni, néhány érdekes következményen

keresztül.

A végs® fejezetekben bevezetem az absztrakt osztálytestelméletet, aminek se-

gítségével bizonyítani fogjuk a lokális reciprocitástételt. A bizonyításban nagyrészt

Neukirch[1] könyvét fogom követni.

Mivel az osztálytestelmélet nagyban épít az alapvet® algebrai számelmélet ered-

ményeire, ezért ezeket adottnak fogom venni. A szükséges tudás elsajátítható [1] els®
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1. Bevezetés

két fejezetéb®l, [2]-b®l, vagy lényegében bármely bevezet® jelleg¶ algebrai számel-

mélet könyvb®l. Továbbá feltételezem, hogy az olvasó ismeri a Krull-topológiát vég-

telen Galois-csoportokon és a Galois-elmélet f® tételének általánosítását végtelen

b®vítésekre,[3] valamint, hogy egy kicsit általánosabban, ismeri a provéges csopor-

tok de�nícióját. Kohomológiai ismeretek azonban nem szükségesek, a hosszú egzakt

sorozatok és néhány következményük (a kígyó-lemma) kivételével.

A dolgozatomban, a tömörségre törekedve, több bizonyítást is csak elég vázla-

tosan írtam le, azonban minden kihagyott lépés igazolható maximum egy-két mon-

dattal.
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2. fejezet

Kummer-elmélet

Egy K test véges Abel-b®vítéseit, vagy általánosabban n exponens¶ Abel-

b®vítéseit, jelent®sen egyszer¶bb karakterizálni, ha K tartalmazza az n-edik egy-

séggyököket és n ∤ char(K). Ekkor a következ® tételt kapjuk:

1. Tétel. Legyen L egy n exponens¶ (nem feltétlenül véges) Abel-b®vítése K-nak.

Ekkor ∆ = (L×)n ∩ K× mellett L = K( n
√
∆). Továbbá ha L ciklikus, akkor létezik

olyan a ∈ K elem, hogy L = K( n
√
a).

Bizonyítás. Ha αn ∈ ∆ akkor létezik olyan β ∈ L, hogy βn = αn, vagyis egy

egységgyök faktorral térnek el, így α ∈ L, tehát K( n
√
∆) ⊆ L. A másik tartalmazást

elég belátni L ciklikus résztesteire, hiszen ezek generálják azt. Legyen M egy d-

edfokú ciklikus b®vítés, σ által generált Galois-csoporttal és ζ egy d-edik egységgyök.

MivelNM |K(ζ) = 1, ezért a Hilbert 90-es tétel[2] miatt létezik olyan α ∈M, hogy ζ =

ασ−1. Ezt az n-edikre emelve látjuk, hogy σ �xen hagyja αn-t. Ez lesz a választásunk

a tételben szerepl® a-ra, hiszen α generálni fogja M -et, mert ασ
i
= ζ i · α ̸= α.

Továbbá bizonyítható a következ® tétel, ami leírja K n-exponens¶ Abel-

b®vítéseinek Galois-csoportjait K multiplikatív csoportjának függvényében:

2. Tétel. A ∆→ K( n
√
∆) és az L→ (L×)n ∩K× leképzések egymás inverzei, és K

n exponens¶ Abel-b®vítéseit megfeleltetik K× azon részcsoportjaival, amik tartalmaz-

zák (K×)n-t, és ∆/(K×)n izomorf lesz Hom(G(L | K,µn))-el a következ® módon:

minden a ∈ ∆ de�niál egy G(L | K) → µn leképzést a n
√
a
σ−1

képlettel. (Végtelen

b®vítésnél Hom csak a folytonos leképzéseket jelöli.)
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2. Kummer-elmélet

Bizonyítás. A bizonyításban a Pontyagin-dualitást fogjuk alkalmazni,[4] amit véges

csoportok esetén triviális igazolni, így az itteni bizonyítás a véges b®vítések esetében

teljes lesz a Pontryagin-dualitás teljes ereje nélkül is.

Legyen G egy lokálisan kompakt, Hausdor� Abel-csoport és jelölje Ĝ =

Hom(G,S1) a folytonos csoporthomomor�zmusok csoportját a pontonkénti szor-

zás m¶veletével, ahol S1-et C× egység normájú elemeinek részcsoportjaként fog-

juk fel a szokásos topológiával ellátva. Ĝ-én a következ® bázis adja a topológiát:

SK,U = {ϕ ∈ Ĝ | ϕ(K) ⊂ U} ahol U nyílt S1-ben és K kompakt G-ben. Be le-

het látni, hogy ekkor Ĝ maga is lokálisan kompakt és Hausdor� Abel-csoport lesz,

ekkor a dualizálást alkalmazhatjuk kétszer is, és kapunk egy természetes injekciót

G ↣ ˆ̂
G : a→ χa | χa(ϕ) = ϕ(a). A Pontryagin-dualitás azt mondja ki, hogy ez egy

izomor�zmus és így a természetesség miatt aˆ̇funktor kategóriák egy ekvivalenciáját

adja meg a lokálisan kompakt Hausdor� Abel-csoportok kategóriája és annak a ˆ̇

képeként el®álló kategória között.

Amennyiben G véges és diszkrét, akkor már a ˆ̇ is izomor�zmust ad, hiszen ez

pont G karaktereinek csoportja lesz a diszkrét topológiával, ami izomorf G-vel a

végesen generált Abel-csoportok alaptétele miatt. Továbbá ha G egy n-exponens¶

csoport akkor Ĝ = Hom(G, µn), maga is n-exponens¶ lesz.

Tehát, visszatérve a bizonyításhoz, legyen ∆(L) = (L×)n ∩ K× és L(∆) =

K( n
√
∆), azt már láttuk, hogy L(∆(L)) = L, tehát azt kell megmutatnunk, hogy

∆′ := ∆(L(∆)) = ∆. Az egyértelm¶, hogy ∆ ⊂ ∆′. Most de�niálunk egy homo-

mor�zmust ψ : ∆′ → Hom(G(L | K,µn)) : a → n
√
a
σ−1 ami n

√
a megválasztásától

független. kerψ = Kn, hiszen n
√
a
σ−1

= 1 minden automor�zmusra, akkor és csak

akkor ha n
√
a benne van a Galois-csoport �xtestébe, azaz K-ba, és így a ∈ Kn. A

szürjektívitás bebizonyításához legyen χ ∈ Hom(G, µn) tetsz®leges. Mivel χ folyto-

nos, ezért kerχ zárt és egy normálosztó, hiszen G Abel-csoport, vagyis ha T kerχ

�xteste, akkor G(T | K) ∼= G/ kerχ, ami így egy d | n fokú ciklikus b®vítés. Az

el®z® tételhez hasonlóan generálja σ ezt a csoportot és legyen ζ = χ(σ) egy primitív

d-edik egységgyök. A Hilbert 90-es tétel miatt létezik egy α ∈ T amire ζ = ασ−1 és

az is igaz, hogy (αn)σ = (ζ · α)n = αn, tehát αn ∈ ∆′ és χ(σ) = ασ−1.
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2. Kummer-elmélet

Azaz most van egy kommutatív diagramunk:

∆/Kn Hom(G/H, µn)

∆′/Kn Hom(G, µn)
∼=

ahol H = {σ ∈ G | ψa(σ) = 1∀a ∈ ∆} a leképzések pedig az inklúziók, ψ és

annak megszorítása. El®ször belátjuk, hogy H = 1. Valóban, ha σ ∈ H, akkor az

�xen hagyja n
√
∆-át és így az általa generált testet, L-t is, azaz σ = 1. Tehát már csak

azt kell megmutatnunk, hogy ψ |∆ szürjektív mert akkor azt kapjuk a kommutatív

diagramunkból, hogy az inklúzió egy izomor�zmus, és∆ = ∆′. A Pontryagin dualitás

miatt ez következne abból, ha ψ̂ : G/H → Hom(∆/Kn, µn) injektív lenne, de hiszen

ez injektív, mert H pont a ψ̂ : G→ Hom(∆/Kn, µn) duális leképzés magja.

Például Q maximális 2 exponens¶ b®vítése Q(i,
√
2, ..
√
p...) és Galois-csoportja

izomorf lesz a prímek és i felett vett C2 direkt szorzattal. Általánosabban ha K ⊃ µn

egy számtest, akkor annak multiplikatív csoportját megérthetjük a Minkowski-

egységtétel, az ideálok egyértelm¶ faktorizációjának és az ideálosztály-csoport se-

gítségével és több esetben is le tudjuk írni a maximális n exponens¶ b®vítést.

Felmerül a kérdés, hogy mi történik akkor, ha char(K) = p | n. Ekkor úgy-

nevezett Artin-Schreier-elmélet ad részleges választ: az a → an m¶velet helyett az

a → ap − a operátort tekintjük L additív csoportja felett és a Kummer-elmélettel

teljesen analóg módon így bizonyíthatók hasonló állítások a p exponens¶ Abel-

b®vítésekre.

Kicsit általánosabban legyen G egy k test abszolút Galois-csoportja a Krull-

topológiával ellátva, és k̄ a maximális szeparábilis b®vítés. Továbbá legyen GK a

K testet �xen hagyó automor�zmusok csoportja. Ekkor k̄ additív és multiplikatív

csoportjai G modulusok (azaz ZG modulusok) lesznek, és igaz lesz rájuk, hogy

el®állnak a GK-ák által rögzített részmodulusok uniójaként, ahol K véges b®vítés.

Ezt általánosítva egy A modulusról azt mondjuk, hogy folytonos G modulus, ha G

modulus és A =
⋃
KvégesAK ahol AK a GK által rögzített részmodulus. A folytonos

modulusokat multiplikatívan fogom írni és σ ∈ G hatását aσ-ával fogom jelölni.

Észrevehetjük, hogy az a → an operátorról azt használtuk, hogy szürjektív G

endomor�zmus A = k̄×-n, hogy a magja egy n elem¶ ciklikus csoport és azt, hogy
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2. Kummer-elmélet

a Hilbert 90-es tétel igaz. Kicsit pontosítva legyen ρ : A → A egy szürjektív G

modul homomor�zmus (azaz ZG modul homomor�zmus,) melynek kernelje, µρ egy

n rend¶ ciklikus csoport és legyen K egy olyan test amire µρ ⊂ AK . Ekkor minden

∆ ⊂ AK-ra K(ρ−1(∆)) | K egy n exponens¶ Abel-b®vítés lesz, ahol egy ∆ ⊂ A

által generált testet úgy de�niáljuk, hogy a ∆-át rögzít® elemek és GK által generált

csoport lezártja által rögzített test. Valóban, könnyen igazolható, hogy tetsz®leges

α ∈ ρ−1(a)-ra σ → ασ−1 egy az α-ától független injektív homomor�zmust de�niál

G(K(ρ−1(a)) | K)-ból µρ-ba, ami így n exponens¶, ciklikus, és mivel K(ρ−1(∆))

el®áll ilyen testek kompozitumaként, ezért az is egy n exponens¶ Abel-b®vítés lesz.

A Hilbert 90-es tétel megfelel®jének megfogalmazásához szükségünk van a norma

de�níciójára általános folytonos G-modulusokra.

1. De�níció. Leqyen L | K egy véges b®vítés, ekkor NL:K : AL → AK-át a követ-

kez® képlettel de�niáljuk: NL:K(a) =
∏

σ∈G(L|K) a
σ. Továbbá de�niáljuk a következ®

csoportot: H−1(G(L | K), AL) =NL|K AL/IGAL, ahol NL|KAL az egység normájú

elemek, IGAL pedig az aσ−1 alakú elemek által generált részcsoport.

Így a Hilbert 90-es tételt a következ® axiómával tudjuk helyettesíteni tetsz®leges

ρ leképzésre:

Axióma H−1(G(L | K), AL) = 1 minden ciklikus b®vítésre.

Ezt az aρ = ap − a leképzés esetében a normál bázis tétel[5] segítségével lehet

visszavezetni egy egyszer¶ mátrixokról szóló állításra. Így alkalmazhatók rá az el®z®

tételek általánosításai.

3. Tétel. Legyen L egy n exponens¶ (nem feltétlenül véges) Abel-b®vítése K-nak.

Ekkor ∆ = (AL)
ρ ∩AK mellett L = K(ρ−1(∆). Továbbá ha L ciklikus, akkor létezik

olyan a ∈ AK elem, hogy L = K(ρ−1(a)).

4. Tétel. A ∆→ K(ρ−1(∆) és az L→ (AL)
ρ∩AK leképzések egymás inverzei, és K

n exponens¶ Abel-b®vítéseit megfeleltetik AK azon részcsoportjaival, amik tartalmaz-

zák AρK-t, és ∆/A
ρ
K izomorf lesz Hom(G(L | K,µρ))-el a következ® módon: minden

a ∈ ∆ de�niál egy G(L | K) → µρ leképzést a (ρ−1(a))σ−1 képlettel. (Végtelen

b®vítésnél Hom csak a folytonos leképzéseket jelöli.)
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3. fejezet

Az osztálytestelmélet tételei,

klasszikus megfogalmazás

3.1. Állítások

A következ®kben egy számtest K prímjei alatt, annak ekvivalens értékeléseinek

ekvivalencia osztályait értjük, vagyis a véges prímeket amik OK prímideáljainak

felelnek meg és a végtelen prímeket, amik K → C beágyazások konjugált párjainak

felelnek meg. Egy prím valós ha ez a beágyazás csak R-be megy, tehát a konjugált

pár csak egy beágyazásra vonatkozik.

Most legyen K ⊂ L számtestek egy b®vítése, és legyen p K egy véges prímje

ami nem ágazik el. Ekkor ha adott egy P prím p felett, akkor P felbontási részcso-

portja DP izomorf lesz a megfelel® hányadostestek Galois csoportjával, speciálisan

ciklikus csoport lesz melynek a generáló elemét, a Frobenius automor�zmust vissza

tudjuk húzniDP-be. Továbbá az is látható, hogy a p feletti többi prímre visszahúzott

elem a P-hez tartozó konjugáltjai lesznek, így minden p-hez hozzá tudjuk rendelni

Gal(L|K) egy konjugált osztályát. Ezt az osztályt, vagy az ábeli esetben az egyetlen

elemét p Artin szimbólumának hívjuk és (p, L|K)-val jelöljük.

Az Artin leképzés fontosságát a következ® tétel sugallja:

5. Tétel. Minden K számtestre létezik egy L számtest ami K legnagyobb Abel b®ví-

tése melyben egyetlen véges prím sem ágazik el és K egyetlen valós beágyazása sem

terjed ki L komplex beágyazásává. Erre a b®vítésre igaz, hogy az Artin leképzés egy

izomor�zmust ad K ideálosztály-csoportja és a b®vítés Galois csoportja közt. Ezt a

testet hívjuk K Hilbert osztálytestének.
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3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

Ebb®l kiindulva azt mondjuk, hogy egy végtelen prím elágazik, ha valós és van

komplex kiterjesztése L-re. Tehát ha megtaláljuk egy számtest Hilbert osztálytestét

akkor megtaláltuk az összes elágazásmentes Abel b®vítését is.

Felmerül a kérdés, hogy ezt hogy lehet általánosítani nem elágazásmentes Abel

b®vítésekre is. Az Artin leképzés nyilván nem tud izomor�zmust adni, hiszen az

elágazó prímeken nincs is de�niálva. Erre az úgynevezett Artin reciprocitástétel

ad választ amit Emil Artin, osztrák matematikus sejtette meg el®ször és észrevette,

hogy az összes addig ismert reciprocitástörvényt, azaz a kvadratikus reciprocitástétel

magasabb kitev®re való általánosításait, le tudta vezetni ebb®l az egy állításból.

Innen ered a tétel neve. Mattuck elmondása szerint[6] ez a sejtés annyira meglep®

volt, hogy amikor Artin megemlítette más matematikusoknak, például Hasse-nek,

csak kinevették.

A fenti tétel Q esetében nem mond túl sokat, hiszen Minkowski egy tétele alapján

tudjuk, hogy Q-nak nincsenek elágazásmentes b®vítései és az ideálosztály-csoportja

is triviális. Viszont ebben az esetben a Kronecker-Weber tétel alapján az Abel-

b®vítések a körosztási testek résztestei és az n-edik körosztási test Galois-csoportja

izomorf (Z/nZ)×-vel. Weber sejtése volt, hogy minden számtesthez tartoznak ha-

sonló, nevezetes Abel-b®vítések, amik tartalmazzák az összes többi Abel-b®vítést,

továbbá észrevette, hogy az ideálosztály-csoport és (Z/nZ)× tekinthet®k ugyanan-

nak a fogalomnak különböz® eseteiként. Valamint ez a de�níció a fenti problémánkat

is megfogja oldani az elágazó prímekkel!

Tekintsük tehát azokat a prímideálokat OK -ban amik relatív prímek bizonyos

el®írt prímekhez. Továbbá a végtelen prímek miatt érdemes bevezetni az úgy ne-

vezett modulusokat amik a prímek formális szorzatai, amiben a véges prímek nem

negatív a végtelen valós prímek pedig nulla vagy egy, a komplexek pedig mindig

nulla kitev®vel szerepelnek. Ekkor minden modulus felírható m = m0m∞ alakban a

véges és végtelen osztói szorzataként.

2. De�níció. Jelölje Im a törtideálok azon halmazát, melyeket az m0-t nem osztó

prímek generálnak, Km pedig K azon elemeit melyek relatív prímek m véges osz-

tóihoz. Továbbá legyen Km,1 azon a ∈ K-k halmaza melyekre ordp(a − 1) nagyobb

vagy egyenl® mint p kitev®je m-ben annak minden véges osztójára és a képe > 0

minden m-et osztó valós prím alatt.

Könnyen belátható a kínai maradéktétel segítségével, hogy az osztálycsoport
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3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

C ∼= Im/Km, tehát ha az L-ben elágazó prímek osztják a modulust akkor így az

Artin szimbólum nem de�niáltsága ezeken a prímeken már nem jelent problémát. A

fenti tétel általánosításához viszont a következ® csoportra lesz szükségünk.

3. De�níció. Legyen i : K → I az a leképzés ami az elemeket a megfelel® f®ideá-

lokhoz küldi, ekkor Cm = Im/i(Km,1) az m-hez tartozó sugárosztálycsoport.

Adott K esetén a sugárosztálycsoport meghatározásában nagyon hasznos a kö-

vetkez® tétel:

6. Tétel.

1→ U/Um,1 → Km/Km,1 → Cm → C → 1

egy egzakt sorozat, ahol U az OK egységeit, Um,1 pedig azok megfelel® részhalmazát

jelölik. Továbbá

Km/Km,1
∼=

∏
p|m∞

{±1} × (O/m0)
∗.

Bizonyítás. Alkalmazzuk a kernel-cokernel lemmát a Km,1
f−→ Km g−→ Im sorozatra!

Mivel ker f = 1, ker g ◦ f = Um,1, ker g = U, coker f = Km/Km,1, coker g ◦ f = Cm és

coker g = Im/Km ∼= C, ezért azt kapjuk, hogy

1→ Um,1 → U → Km/Km,1 → Cm → C → 1

egzakt.

A Km →
∏

p|m∞
{±1} × (O/m0)

∗ leképzés pedig szürjektív a megközelítési tétel

miatt és magja Km,1.

Az osztálytestelmélet egyik f® tétele arról szól, hogy a különböz® Artin szim-

bólumú prímek hogy oszlanak el aszimptotikusan. Mivel ezt az aszimptotikusságot

algebrailag nem tudjuk értelmezni ezért szükségünk lesz a következ® analitikus de-

�nícióra:

4. De�níció. Legyen K egy számtest. Azt mondjuk, hogy egy prímeket tartalmazó

T halmaznak δ s¶r¶sége van ha∑
p∈T

1/N(p)s ∼ δlog(1/(s− 1))

ahol s→ 1 jobbról és N az ideál normája.
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3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

Most már készen állunk arra, hogy kimondjuk az osztálytestelmélet f®bb tételeit:

7. Tétel. Reciprocitástétel Legyen L egy Abel-b®vítése K-nak, ekkor létezik egy

olyan modulus m amelyben az L-ben elágazó prímek szerepelnek nem nulla kitev®vel

és az Artin leképzés egy izomor�zmust ad:

ImK/i(Km,1) ·N(ImL )
∼= G(L|K).

ImK egy részcsoportjáról azt mondjuk, hogy kongruencia csoport modulo m ha

tartalmazza i(Km,1)-et.

8. Tétel. Létezéstétel Minden H kongruencia csoportra létezik egy L véges Abel

b®vítése K-nak és egy modulus, aminek osztói az L-ben elágazó prímek és melyre H =

i(Km,1) ·N(ImL ), speciálisan minden modulusra létezik egy sugárosztálytest, melynek

Galois csoportjába az Artin leképzés egy izomor�zmust ad Cm-b®l.

Km/Km,1 fenti karakterizációjából és az egzakt sorozat természetességéb®l lát-

szik, hogy léteznie kell egy minimális modulusnak, melyen átfaktorizálódik az Artin

leképzés és az egzakt sorozatban lév® leképzés kompozíciója, ezt a modulust a b®vítés

konduktorának hívjuk.

A reciprocitástétel és a létezéstétekt®l valamelyest különálló harmadik f®tétel

Dirichlet egyik tételét általánosítja, mely azt mondja ki, hogy a prímek "egyenletesen

oszlanak el a különböz® kongruenciaosztályokba." Valóban a másik két tételt be

lehet bizonyítani majdnem teljesen algebraian, de következ® tétel bizonyításában

nagy szerepet játszik az analízis:

9. Tétel. Chebotarev-s¶r¶ségtétel Legyen L|K számtestek egy Galois b®vítése

(nem feltétlenül ábeli) és legyen C Gal(L|K) egy konjugált osztálya, ekkor a prímek

s¶r¶sége melyekre (p, L|K) = C, |C|/|Gal(L|K)| lesz.

Ebb®l ki lehet hozni, hogy egy számtest akkor és csak akkor tartalmazza a mási-

kat, ha a benne felbomló prímek halmazát tartalmazza a másikban felbomló prímek

halmaza esetlég véges kivételekkel. Ez már önmagában is egy nagyon er®s techni-

ka annak bizonyítására, hogy különböz® számtestek egymást tartalmazzák, viszont

ezen felül még azt is ki lehet hozni ebb®l, hogy K egy Abel b®vítése akkor és csak

akkor része az m-hez tartozó sugárosztálytestnek, ha konduktora osztja m-et. Ennek

következménye egyrészt az, hogy a sugártesteket egyértelm¶en meghatározzák a mo-

dulusok, és az alábbi tétel, aminek bizonyítása gyakorlatilag ugyan az mint a lokális

megfelel®jének, így ezt kihagyjuk.
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3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

10. Tétel. Egy m modulushoz tartozó Lm sugártest résztestei és Cm részcsoportjai

közt a norma leképzés egy tartalmazás megfordító bijekció.

3.2. Néhány alkalmazás

Most megnézzük, hogy ezeket a tételeket hogy lehet alkalmazni néhány érdekes

következményen keresztül.

11. Tétel. Kronecker-Weber Q minden véges Abel-b®vítését tartalmazza valamely

körosztási test.

Bizonyítás. Jelölje ∞ a racionális számok egyetlen beágyazását C-be. Elég bebi-

zonyítanunk, hogy minden 4 | n, vagy 2 ∤ n természetes számra az m = n∞

konduktor sugárosztályteste egy körosztási test, hiszen bármely adott konduktor

oszt egy ilyet. Ez a feltétel azért szükséges, mert ekkor Q(ζn) | Q-ben pontosan az

m-et osztó prímek ágaznak el. Most leírjuk az Artin leképzést Im-en, ami az n-t

nem osztó racionális prímek által generált szabad csoport. Legyen p ∤ n, ekkor a

(p,Q(ζn) | Q) ∈ G(Q(ζn) | Q) : ζn → ζpn automor�zmus eleget tesz az Artin leképzés

de�níciójának. Valóban, legyen p egy prím p felett, ekkor, mivel ζ in egy egész bázisa

O-nak, ezért

(p,Q(ζn) | Q)(Σciζ
i
n) = Σciζ

p·i
n ≡ (Σciζ

i
n)
p (mod O/p).

Tehát az Artin leképzés egy szürjektív homomor�zmus G(Q(ζn) | Q) ∼= (Z/nZ)×-be,

aminek magja pont Km,1 vagyis Q(ζn) | Q az m-hez tartozó sugárosztálytest.

Fontos megjegyezni, hogy az osztálytestelmélet tételeinek bizonyítása nem épít

a Kronecker-Weber-tételre, így ez nem körkörös érvelés.

Ha p ∈ Z egy páratlan prím, akkor Q(ζp) Galois-csoportja egy p − 1 rend¶

ciklikus csoport lesz és így lesz egy egyedi 2 index¶ részcsoportja, vagyis Q(ζp)-nek

pontosan egy 2 fokú részb®vítése van. Ugyan ezt a résztestet elemibb módszerekkel

is meglehet határozni, a következ® állítás a konduktorok használatát demonstrálja:

12. Tétel. Leqyen p∗ = ±p úgy megválasztva, hogy p∗ ≡ 1 modulo 4, ekkor Q(ζp)

kvadratikus részteste Q(
√
p∗).

Bizonyítás. Mivel Q(ζp) konduktora p∞, ezért az egyetlen véges prím ami elágazhat

résztesteiben, az a p, de Q(
√
d) diszkriminánsa d vagy 4d attól függ®en, hogy d ≡ 1
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3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

(mod 4)-e vagy nem, amit mindig osztani fog egy p-t®l különböz® prím, kivéve ha

d = p∗.

Mint ahogy a fejezet elején említettem, Artin megmutatta, hogy a reciprocitásté-

telb®l hogyan következnek az addig ismert reciprocitástételek. Ezt legkönnyebben a

Hilbert szimbólum bevezetésével lehet látni, de ehhez szükségünk lenne némi lokális

osztálytestelméletre. Viszont a kvadratikus reciprocitást le lehet vezetni a Hilbert

szimbólum nélkül is amit most bemutatok.

13. Tétel. Kvadratikus reciprocitás[7] Legyenek p és q páratlan pozitív prímek,

ekkor (
p

q

)
·
(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

Bizonyítás. Legyen p∗ = (−1) p−1
2 ≡ 1 modulo 4. Az állítás ekvivalens a(

p

q

)
=

(
p∗
q

)
egyenlettel, és mivel (Z/pZ)× ciklikus csoport, ezért egyetlen 2 index¶ részcsoportja

van, tehát csak egy homomor�zmus létezik bel®le a kételem¶ csoportba, tehát elég

belátni, hogy a q →
(
p∗
q

)
leképzés egy homomor�zmust de�niál (Z/pZ)×-én. A

fentiekben láttuk, hogy Q(
√
p∗) konduktora osztja p∞-t tehát Az Artin leképzés egy

homomor�zmust de�niál (Z/pZ)×-én. Továbbá legyen q egy q feletti prím, ekkor

(q,Q(
√
p∗) | Q)

√
p∗ ≡

√
p∗
N(q) ≡

(
p∗
q

)√
p∗ (mod q).

No de
√
p∗ konjugáltja csak ±

√
p∗ lehet és 1 ̸= −1 (mod q), szóval az egyenlet

Q(
√
p∗)-ban is fennáll, vagyis

(
p∗
q

)
valóban m¶velettartó.

A következ® példa egy jóval bonyolultabb kérdés, aminek legtöbb részesetét szin-

tén azonnal meg tudjuk oldani az osztálytestelmélet segítségével. Fermat egyik té-

tele alapján egy prím akkor és csak akkor írható fel két egész szám négyzeteként, ha

p ≡ 1 (mod 4). Észrevehetjük, hogy a2 + b2 pont a + b · i normája a Q(i) testben,

így felmerül a kérdés, hogy mi történik más kvadratikus testekben, vagy egy kicsit

általánosabban: mely prímekre oldható meg a p = a2 + n · b2 egyenlet?

Ha n négyzetmentes és ̸≡ −1 (mod 4), azaz amikor Q(
√
−n) egészeinek gy¶r¶je

Z[
√
n], akkor az, hogy p felbomlik-e vagy sem, csak

(
n

p

)
-tól, tehát n kongruencia-

osztályától függ modulo p. Ha emellett Z[
√
−n] f®ideálgy¶r¶, akkor ez pontosan azt

13



3. Az osztálytestelmélet tételei, klasszikus megfogalmazás

jelenti, hogy létezik egy p normájú elem. Tehát az egyenlet megoldhatósága csak(
n

p

)
-tól függ. Amennyiben Z[

√
−n] nem f®ideálgy¶r¶, a Hilbert-osztálytest létezé-

sét kihasználva tudjuk bizonyítani a következ®t:

14. Tétel. Legyen n négyzetmentes és ̸≡ 1 (mod 4) és h(n) jelölje Q(
√
−n)

ideálosztály-csoportjának számosságát. Ebben az esetben létezik egy h(n) fokú f(x)

polinom, Q(
√
−n) Hilbert-osztálytestének minimálpolinoma, úgy hogy a p = a2+n·b2

egyenlet akkor és csak akkor oldható meg, ha

(
n

p

)
= 1 és f(x) (mod p) lineáris fak-

torokra bomlik.[7]

Bizonyítás. El®ször is vegyük észre, hogy egy tetsz®leges K számtestben egy prím-

ideál akkor és csak akkor f®ideál ha K Hilbert-testében teljesen felbomlik, hiszen

ezek ekvivalensek azzal, hogy a Hilbert-testhez tartozó Artin leképzés magjában van

a prímideál. A mi esetünkben p = a2 + n · b2 akkor és csak akkor ha felbomlik két

f®ideál szorzatára Q(
√
−n)-ban, (p) = π · π̄, ami akkor és csak akkor történik meg

ha

(
n

p

)
= 1 és (π,H | Q(

√
−n)) = 1, ahol H a Q(

√
−n) Hilbert-teste, ami ek-

vivalens azzal, hogy

(
n

p

)
= 1 és H minimálpolinomja lineáris faktorokra bomlik

Z[
√
−n]/πZ[

√
−n] ∼= Z/pZ felett.

Amennyiben Z[
√
−n] nem a teljes egészek gy¶r¶je, akkor is igazolható egy kong-

ruencia csoport, és a megfelel® Abel b®vítés segítségével egy hasonló tétel.
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4. fejezet

Az osztálytestelmélet tételei, modern

megfogalmazás

4.1. Lokális osztálytestelmélet

Az osztálytestelmélet nem csak számtestekre alkalmazható, hanem lokális testek-

re, azaz Qp vagy Fp(t) véges b®vítéseire is. Ebben az esetben a reciprocitás és a léte-

zéstétel valamivel egyszer¶bb és egységesebb formát öltenek: itt nem kell külön mo-

dulusokat rögzíteni minden alkalommal amikor használni akarjuk a tételeket, hanem

létezik egyetlen egy Artin leképzés a maximális Abel-b®vítés Galois-csoportjába,

melynek megszorítása véges elágazásmentes b®vítésekre megadja a globális Artin

leképzés egy megfelel®jét.

Pontosabban legyen K egy lokális test és legyen L | K egy véges elágazásmen-

tes b®vítés. El®ször is, egy lokális test egészeinek gy¶r¶jében csak egy prímideál

van és ez is f®ideál, ezért nem is remélhetjük, hogy az Artin leképzés egy izo-

mor�zmust adna az ideálosztály-csoport és a Galois-csoport közt, mert az el®bbi

mindig triviális. Ezért a homomor�zmust K×-n de�niáljuk a következ®képpen: mi-

vel egy elágazásmentes b®vítés lényegében a hányadostest b®vítése, azaz mindig

Galois, ciklikus csoporttal, ami kanonikusan izomorf valamely véges test feletti b®-

vítés Galois-csoportjával, ezért vissza tudjuk húzni annak generátorát, a Frobenius

automor�zmust, amit FrobL|K-val fogunk jelölni. Most de�niáljuk, hogy bármely

π prímelemre legyen ϕL|K(π) = FrobL|K , tehát minden egység elemre az identi-

tás, mert azok mind felírhatók különböz® prímek hányadosaiként, így valóban egy

homomor�zmust de�niáltunk egész K×-n.
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

15. Tétel. Lokális reciprocitástétel Minden K lokális testre létezik egy ϕK :

K× → G(Kab | K), ami minden L véges elágazásmentes b®vítésre megszorítva ϕL|K-

ával egyenl®. Továbbá ϕL|K átfaktorizálódik NL|K(L
×)-en és így meghatároz egy

K×/NL|K(L
×) ∼= G(L | K)

izomor�zmust.

Igazolható a következ® állítás:

16. Tétel. Minden véges L | K Abel-b®vítésre NL|K(L
×) egy véges index¶ nyílt

részcsoportja K×-nak.

Bizonyítás. NL|K : L→ K folytonos, hiszen az automor�zmusok és a szorzás is az,

így NL|K(UL) egy zárt halmaz lesz hiszen a kompakt UL csoport képe. Továbbá a

valuáció lehetséges értékeit megvizsgálva azt kapjuk, hogy NL|K(UL) = NL|K(L) ∩

UK , tehát

UK/NL|K(UL) ∼= UK/NL|K(L) ∩ UK ∼= UKNL|K(L)/NL|K(L) ≤ K×/NL|K(L),

ami véges a reciprocitástétel miatt, vagyis NL|K(UL) egyben nyílt részhalmaza is

az UK nyílt részcsoportnak, és így K×-nak is. (Itt azt használtuk, hogy egy véges

index¶ részcsoport egy topológiai csoportban akkor és csak akkor nyílt, ha zárt is.)

Szóval NL|K(L) tartalmaz egy nyílt részcsoportot és így maga is nyílt.

Az állítás megfordítottja is igaz, de sokkal nehezebb igazolni.

17. Tétel. Lokális létezéstétel Minden H ⊂ K× véges index¶ nyílt részcsoporthoz

létezik olyan L | K véges Abel-b®vítés, hogy NL|K(L
×) = H.

Vegyük észre, hogy ez feltétel hasonlít a globális verziónak azon feltételéhez,

ahol megköveteljük, hogy a kongruencia csoportok tartalmazzák i(Km,1)-et valamely

modulusra. Kés®bb látni fogjuk, hogy ez nem véletlen, hanem bizonyos értelemben

itt is valamilyen topológia rejlik a háttérben.

Ezen felül az is igaz, hogy az Abel-b®vítések normái egyértelm¶en meghatározzák

®ket.

18. Tétel. A norma leképzés egy tartalmazás megfordító bijekciót ad K véges Abel-

b®vítései, és véges index¶ multiplikatív részcsoportjai közt.
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Bizonyítás. Az el®z® két tétel alapján elég belátni, hogy L ⊂ L′ ⇐⇒ N(L) ⊃

N(L′). Ha L ⊂ L′, akkor az NL′|K = NL|K ◦ NL′|L egyenlet miatt megkapjuk az

egyik implikációt, melynek egy speciális esete: N(LL′) ⊂ N(L) ∩ N(L′). Most a

reciprocitástételt használva bebizonyítjuk, hogy itt egyenl®ség áll fenn. Legyen x ∈

N(L) ∩ N(L′), ez azt jelenti, hogy ϕK(x) megszorítva L-re és L′-re is az identitás,

tehát a két test kompozitumán is csak az identitás lehet, vagyis x ∈ N(LL′).

Most tegyük fel, hogy N(L) ⊃ N(L′), ekkor N(LL′) = N(L′), tehát

|L′ : K| = |K×/N(L′)| = |K×/N(LL′)| = |L′ : K|,

azaz LL′ = L′ és L ⊂ L′.

Felmerülhet a kérdés, hogy a reciprocitástételben szerepl® homomor�zmus

egyedi-e, és a válasz igen.

19. Tétel. Ha létezik olyan ϕK homomor�zmus, mint a reciprocitástételben, akkor

az egyértelm¶en meghatározott.

Bizonyítás. Az ötlet az, hogy a prímelemek generálják a K× csoportot, így ha ϕK

és ϕ′
K két homomor�zmus, ami rendelkezik a reciprocitástételben említett tulajdon-

ságokkal, akkor elég megmutatni, hogy ϕK(π) = ϕ′
K(π) minden prímre.

El®ször is szükségünk lesz egy kicsit jobban megérteni, hogy G(Kab | K) hogy

néz ki. Vegyük észre, hogy ϕK injektív, hiszen ha egy automor�zmus minden véges

résztestre megszorítva az identitás, akkor az egész testen az identitás. ϕK viszont

nem lesz szürjektív, de ha minden véges Abel-b®vítésre a K×/N(L) csoportok felett

vesszük az inverz limeszt ezek felett, akkor az már izomorf lesz G(Kab | K)-val és

az is látszik, hogy ez nem más mint K× telítése a norma-topológiában, azaz abban

a topológiában, amiben az N(L) részcsoportok adnak egy egységelem körüli bázist.

Mivel K× = UK × πZ és a norma-topológia bázisát fel tudjuk írni πnZ · (1 +mm)

alakban ezért elég meghatározni UK telítését abban a topológiában amiben (1+mm)

ad egy bázist és Z telítését, ha a bázist az nZ csoportok adják. Tehát K̂× = UK×πẐ.

A végtelen Galois-elmélet alaptételét alkalmazva szét tudjuk szedni K-át π és

UK �xtesteire, azaz K = Kπ · KUK
, vagy ha ϕK helyett ϕ′

K-át használjuk, akkor

K = K ′
π · K ′

UK
. Legyen Kπ,n a πZ(1 + mn) csoporthoz tartozó test, ekkor könnyen

látható, hogy Kπ =
⋃
nKπ,n = K ′

π, és nyilván ϕK(π) és ϕK(π)
′ is triviálisan hat ezen

a testen, tehát ha be tudjuk bizonyítani, hogy KUK
a legnagyobb elágazásmentes
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b®vítés akkor, készen vagyunk, mert ekkor KUK
= K ′

UK
és ϕK(π) = ϕK(π)

′ itt

is hiszen tudjuk, hogy mindkett® FrobL|K-ként hat minden véges elágazásmentes

testen.

Minden egységelem felírható két prím hányadosaként és mivel bármely két prím

ugyan úgy hat minden elágazásmentes b®vítésen, ezért Kun ⊂ KUK
Másrészt ha

L ⊂ KUK
véges, akkor N(L×) = πnZUK valamely n-re, de ekkor G(L | K) ∼=

K×/N(L×) ∼= Z/nZ, azaz n = |L : K| és így L elágazásmentes, azaz valóban

Kun = KUK
.

Meg kell jegyeznem, hogy a reciprocitás és létezéstétel is igaz abban az esetben,

amikor K = R, viszont ez nem a tételek bizonyításából következik, hanem majd-

hogynem triviális, hiszen R egyetlen algebrai b®vítése C, ami egyben a maximális

Abel-b®vítés is, és normája R+ a pozitív valós számok multiplikatív csoportja, így

R×/R+ ∼= Z/2Z ∼= G(C | R). Továbbá az is látható, hogy nem létezik más véges

index¶ (nyílt) részcsoport, hiszen ha (R×)m ⊂ H, akkor R+ ⊂ H, mert pozitív

számoknak tudjuk m-edik gyökét vonni.

4.2. Globális osztálytestelmélet

A f® tételek klasszikus megfogalmazásából és az Artin leképzés néhány alapvet®

tulajdonságából látszik, hogy lim←−m
Cm
∼= G(Kab | K), azonban kiderül, hogy ha

a lokális-globális elvet akarjuk használni a globális tételek bizonyításában, akkor

célratör®bb egy másik csoportot vizsgálni, melynek hányadosaként el®áll lim←−m
Cm.

Ez lesz az úgy nevezett idéle-osztálycsoport.

Az idéle elnevezés az ideális elem, id. ele. rövidítéséb®l jön és egy K számtest

idéle-csoportját a következ®képpen de�niáljuk:

5. De�níció. Legyen K egy globális számtest, v egy prímje, Kv a v-hez tartozó

valuáció melletti teljessé tettje, Ov az egészek gy¶r¶je Kv-ben és Uv az egységek

csoportja. ekkor K idéle-csoportja

IK = {(av) ∈
∏
v

K×
v | av ∈ Uvvéges sok kivétellel.}

Ezt a csoportot az úgynevezett megszorított szorzattopológiával látjuk el, vagyis

azzal a topológiával melyet a {
∏

v Vv | Vv nyílt K×
v -ban és véges sok kivétellel = Uv}

bázis generál.
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

Látszik, hogy ez egy topológiai csoport és, hogy létezik egy szürjektív folytonos

homomor�zmus id : IK → IK ,

(av)→
∏

v véges

pordv(av)v ,

ahol IK-át a diszkrét topológiával látjuk el.

Intuitívan, ez azért jó nekünk, mert valamilyen topológiát akarunk értelmezni

IK-n, de mivel ez egy direkt összeg megszámlálhatóan sok Z felett ezért maga is

megszámlálható, így túl sok értelmes topológiát nem tudunk rárakni a diszkrét to-

pológián kívül, ami nem ad túl sok információt, ezért az ideálokat "kib®vítjük" az

egységelemekkel és a végtelen prímekkel, így bizonyos értelemben meg tudjuk örö-

kölni a Kv-ékb®l. Valóban, láthatjuk, hogy minden olyan S halmazra, ami véges sok

véges prímet tartalmaz a végtelen prímek mellett, az

U(S, ϵ) = {(av) | ∥av − 1∥v < ϵ∀v ∈ S, av ∈ Uv∀v /∈ S}

halmazok 1 egy bázisát adják és itt már kezd látszani a hasonlóság Km,1-el.

6. De�níció. Most de�niáljuk a f®ideálok idéle megfelel®it egy i : K× → IK homo-

mor�zmussal: i(a) = (a, a, a, ...) Az idéle-osztálycsoport a

CK := IK/i(K)

faktorcsoport a hányados topológiával.

Míg IK-n a topológia elég mesterségesnek t¶nhet, CK-n már közel sem triviális a

helyzet. Például IK-ból pv-ét bizonyos prímelemek megválasztása után vissza tudjuk

húzni IK-be az (1, 1, ...πv, 1, ...) idéle formájában, tehát lényegében csak IK és
∏

v Uv

direkt szorzata. CK-ból CK-ba viszont ezt nem tudjuk megcsinálni, például ha K =

Q(
√
−5), akkor CK ∼= Z/2Z a 2 feletti ideál által generálva, viszont az (1, 1 +

√
−5, 1, 1, ...) által generált csoport nem Z/2Z lesz CK-ban.

Azt már láttuk, hogy CK hogy áll el® IK hányadosaként, és most valami hasonlót

szeretnénk belátni Cm-r®l is.

7. De�níció. Legyen

Wm(p) =

{
R+ p valós,

U
(m(p))
p p véges
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

és legyen
Im = I ∩ (

∏
p|m

Wm(p)×
∏
p̸|m

K×
p )

valamint
Wm =

∏
p|m

Wm(p)×
∏

p̸|mvégtelen

K×
p ×

∏
p̸|mvéges

Up

A fenti de�níció raison d'etre-ja a következ®:

20. Tétel. Az id leképzés Im-re megszorítva egy izomor�zmust ad

Im/Km,1 ·Wm
∼= Cm.

Hasonlóan az inklúzió is egy izomor�zmust indukál

Im/Km,1
∼= I/K×.

Bizonyítás. Egyértelm¶en Km,1 ⊂ ker id és Wm ⊂ ker id tehát Km,1 ·Wm ⊂ ker id.

A másik irányban, ha egy adott (av) idelére és b ∈ Km,1-re id((av)) = id(b), akkor

id(b−1(av)) = 1, azaz b−1(av) ∈ Wm.

A következ® állítás belátásához bármilyen (av) ∈ I-hez találnunk kell egy b ∈ K×-

t, amire b−1(av) ∈ Im. Ezt az approximációs tétel segítségével megtehetjük úgy, hogy

a véges sok v | m helyen b-t megfelel®en közel választjuk av-hez, így az indukált

leképzés szürjektív és mivel Im ∩K = Km,1, ezért egy izomor�zmus is.

A CK-n de�niált topológia fontosságát mutatja, hogy bármely ψ : Cm → G

egyértelm¶en terjeszthet® ki egy folytonos leképzésre.

21. Tétel. Legyen G egy véges csoport a diszkrét topológiával. Bármely ψ : Cm → G

csoporthomomor�zmus egyértelm¶en meghatárot egy ϕ : I→ G folytonos homomor-

�zmust, amire ϕ(K×) = 1 és ϕ((av)) = ψ(id(av)) minden olyan idélére, amire ami

(av) ∈ IS(m) = {(av) | v | m =⇒ av = 1} és minden folytonos leképzés, amire

ϕ(K×) = 1, el®állítható egy ilyen ψ-b®l.

Bizonyítás. Tekintsük a következ® diagramot:

I I/K Im/Km,1 Im/Km,1 ·Wm Cm G
ψ∼=∼=

Egyértelm¶, hogy ψ-t vissza tudjuk húzni egy homomor�zmusra, aminek a magja

tartalmazni fogja a Wm nyílt halmazt, és mivel a mag egy részcsoport ezért nyílt

lesz, azaz ϕ folytonos.
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

Az egyértelm¶séghez elég bebizonyítani, hogy K× · IS(m) s¶r¶. Ehhez elég lenne

találnunk egy olyan K-beli elemet, ami tetsz®legesen közel lehet hozni egy adott

idéléhez az m-et osztó koordinátákban, no de ezt meg tudjuk tenni az approximációs

tétel használatával.

Az utolsó állításhoz pedig tekintsük újra a fenti diagramot. Ha ϕ folytonos, akkor

magja nyílt, mert G diszkrét, azaz tartalmaznia kell Wm-et valamilyen m-re. Így az

Im ↣ I inklúzióból kapott izomor�zmus segítségével kapunk egy homomor�zmust

Im/Km,1 ·Wm-en, ami nem más mint Cm.

A K× csoport megfelel®je a globális esetben CK lesz, ezért az idéléken is de�ni-

álnunk kell egy normát.

8. De�níció. Legyen L | K egy véges b®vítés és v egy prímje K-nak, w pedig

L egy prímje. Ekkor az NL|K : IL → IL leképzést a következ®képpen de�niáljuk.

Ha (aw) ∈ IL, akkor (NL|K(a))v =
∏

w|vNLw|Kv(aw). Látszik, hogy az NL|K(a) =∏
w|vNLw|Kv(a) identitás miatt ez i(L×)-re megszorítva lényegében a megszokott

norma, és hogy így a CL → CK faktorcsoportokon is kapunk egy NL|K leképzést.

Az Artin leképzés de�niálásához vegyük észre, hogy a lokális osztálytestelmélet

minden w | v-re szolgáltat egy ϕv : K×
v → G(Lw | Kv) ∼= Dw ⊂ G(L | K) homo-

mor�zmust, ami független lesz w-t®l mert minden különböz® w-re a leképzés eleget

tesz az lokális Artin leképzést de�niáló feltételeknek és láttuk, hogy ez egyértelm¶en

meghatározza a függvényt.

22. Tétel. Létezik egy egyértelm¶en meghatározott folytonos ϕK : IK → G(Kab | K)

ami minden L véges Abel-b®vítésre kommutatívvá teszi a következ® diagramot:

K×
v G(Lw | Kv)

IK G(L | K)

ϕv

a→ϕK(a)|L

Bizonyítás. Legyen a = (av) egy tetsz®leges idéle. Már láttuk, hogy lokális testek

egy Lw | Kv b®vítése akkor és csak akkor elágazásmentes, ha ϕv(UK) rögzíti és

mivel csak véges sok v ágazik el és véges sok av nem egységelem, ezért ϕv(av) véges

sok kivétellel triviális lesz Lw-re megszorítva. Azaz tudjuk értelmezni a ϕL|K(a) :=

Πvϕv(av) szorzatot G(L | K)-ban, amir®l látszik hogy csak ez lehet ϕK(a) |L értéke.
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

Ha L′ egy másik Abel-b®vítése K-nak, akkor ϕL|K |L∩L′= ϕL′|K |L∩L′ , hiszen ez igaz

a ϕv |Lw- ékre, tehát a ϕL|K-ák a maximális Abel-b®vítésen is meghatároznak egy

ϕK(a) automor�zmust. Ahhoz, hogy belássuk, hogy ϕK folytonos, tekintsük azt az

egységelem körüli bázist, amit a {σ | σ |L= 1} halmazok alkotnak az összes véges

L Abel-b®vítésre. Elég megmutatni, hogy ezeknek az inverz képei nyíltak IK-ban.

No de egy adott L-re csak véges sok v ágaik el, tehát a V = Πv nem ágazik elUv ×

Πv elágazik kerϕv |Lw az egységelem egy nyílt környezete lesz a magban, ami így nyílt.

23. Tétel. Globális reciprocitástétel A ϕK homomor�zmus átfaktorizálódik CK-

n és minden L | K véges Abel-b®vítésre egy izomor�zmust de�niál:

ϕL|K : CK/NL|K(CL)→ G(L | K)

24. Tétel. Globális létezéstétel Minden H ⊂ CK véges index¶ nyílt részcsoportra

létezik egy L | K véges Abel-b®vítés, melyre H = NL|K(CL).

Mint ahogy azt elvárnánk ezek a tételek er®sebbek, mint a klasszikus megfogal-

mazásuk.

25. Tétel. A globális reciprocitás- és létezéstételekb®l következnek a klasszikus

reciprocitás- és létezéstételek.

Bizonyítás. Kezdjük a reciprocitástétellel. Legyen L | K egy véges Abel-b®vítés.

Mivel ϕK folytonos és ϕK(K×) = 1, ezért létezik egy m és ψ : Cm → G(L | K), amire

a ∈ IS(m) =⇒ ϕK(a) = ψ(id(a)) és ϕK magja tartalmazzaWm-et, tehát az összes L-

ben elágazó prím eleme S(m)-nek, mert ezeknél a b®vítéseknél Lw-t nem hagyhatja

rögzítve az összes egységelem. A ϕL|K(a) := Πvϕv(av) képletb®l látszik, hogy ψ

nem más, mint a klasszikus Artin leképzés Im-en, ami így szürjektív és ahhoz, hogy

bebizonyítsuk, hogy a magja Km,1NL|KIL, elég belátni, hogy a következ® diagram

kommutatív:
IL IL

IK IK

N N

Valóban, legyen egy a = (1, 1, 1...πw, 1, 1...), ekkor id ◦ N(a) = pfwv = N ◦ id(a)

és ezek az elemek generálják a csoportot, tehát készen vagyunk.

Most a létezéstétel igazolásához legyen Km,1 ⊂ H ⊂ Im egy kongruenciacsoport.

Mivel Cm
∼= Im/Km,1 · Wm, ezért H megfeleltethet® CK egy nyílt, véges index¶
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4. Az osztálytestelmélet tételei, modern megfogalmazás

részcsoportjával. Tehát létezik egy véges Abel-b®vítés, amire H = NL|KCL, azaz

H = Km,1 · NL|KIL, (ImK-ben,) és így szintén a fenti kommutatív diagram miatt

H = Km,1 ·NL|KIL
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5. fejezet

Az absztrakt osztálytestelmélet

5.1. Osztálytestelmélet provéges csoportokon

Most megkezdem a reciprocitástételek vázlatos bizonyítását.

A bizonyítás különlegessége, hogy nagyon kevés információt használunk a tes-

tekr®l magukról, majdnemhogy teljesen csoportelméleti bizonyításról beszélhetünk.

Hogy ez tisztábban látszódjon, általános provéges csoportokra fogjuk bebizonyítani

az úgynevezett reciprocitástételt, egyetlen egy axiómára építve, amihez viszont már

nem elég ez az információ. Kés®bb be fogjuk látni ezt az axiómát a lokális esetben,

azonban ez a globális esetben is igaz, így a két tétel bizonyítása az axióma igazolása

után ugyanaz.

Nagyon érdekes, hogy egy provéges csoportból "ki lehet nyerni" testb®vítéseket

még akkor is ha za nem egy Galois-csoport, a következ®képpen. Legyen G egy pro-

véges csoport. Ha ez egy Galois-csoport lenne, akkor a zárt részcsoportjai a résztes-

teknek felelnének meg tehát indexeljük G zárt részcsoportjait "testekkel", így GK-át

felfoghatjuk úgy mint a "K testet" rögzít® automor�zmusok csoportját. Hasonlóan

de�níció szerint azt mondjuk ezekr®l a testekr®l, hogy K ⊂ L akkor és csak ak-

kor ha GL ⊂ GK , egy test Galois ha GK normális részcsoport, k-ával jelöljük azt

a testet amire Gk = G, hasonlóan Gk̄ = {1}, és G-re G(k̄ | k)-ként gondolunk.

Egy L | K b®vítés foka [GK : GL] és Galois-csoportja GK/GL ha a b®vítés Galois.

Továbbá a testek kompozitumjait és metszeteit is tudjuk értelmezni a megfelel® cso-

portok metszetei és szorzataihoz tartozó indexekként. Hasonlóan értelmezhet®k az

automor�zmusok megszorításai és a testek automor�zmusok alatti képei is.

Ezen felül a provéges csoportunk mellé társítanunk kell egy A folytonos modulust
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is, mint a Kummer-elméletben, ha azt akarjuk, hogy az általános tétel speciális

esetében K× vagy CQ-ról tudjunk kimondani valamit. Valóban, ha a kedves olvasót

nem érdekli az általános eset, akkor a fentiek alapján nyugodtan felteheti, hogy A

csupán "K̄× vagy
⋃
K|QvégesCK" rövidítése és G a megfelel® abszolút Galois-csoport.

Itt
⋃
K|QvégesCK- ben CK-át megfeleltetjük az

i : IK → IL : (av)→ i(a)w = av minden w | v esetén

homomor�zmus által indukált CK → CL leképzés képével (amir®l be lehet látni,

hogy injektív) és G hatását koordinátákként értelmezzük.

Továbbá H−1 mellé de�niáljuk a

H0(G(L | K), AL) = AK/NL|KAL

csoportot, melynek segítségével meg tudjuk fogalmazni azt a bizonyos, a Kummer-

elméletbelihez hasonló axiómát:

Osztálytest axióma Minden véges ciklikus b®vítésre H−1(G(L | K), AL) = 1

és #H0(G(L | K), AL) = [L : K].

Az elmélet kidolgozásához a provéges G csoport és a folytonos G-modulus mel-

let még szükségünk lesz egy szürjektív, folytonos d : G → Ẑ homomor�zmusra,

amire intuitívan gondolhatunk úgy, hogy ez írja a le az elágazás jelenségét; és egy

v : Ak → Ẑ homomor�zmusra, mely rendelkezik néhány technikai tulajdonsággal. A

v leképzésre egy valuációként fogunk gondolni és ki fog derülni, hogy az információ-

ból, amit ez a két homomor�zmus szolgáltat, fel lehet építeni egy elméletet amiben a

lokális testek estével hasonlóan tudunk használni olyan fogalmakat, mint prím, egy-

ség, elágazásmentes b®vítés és egyebek, még akkor is ha a konkrét alkalmazásban

(például a globális esetben) nagyon furcsa módon jelennek meg ezek a fogalmak.

A de�nicót motiváló példák a lokális estb®l jönnek: v a szokásos valuáció, d pedig

az automot�zmusok megszorítása a maximális elágazásmentes b®vítésre, melynek

Galois-csoportja kanonikusan izomorf Ẑ-el. A globális esetben nincs túl sok válasz-

tásunk d-re, hiszen minden Abel-b®vítés benne van a körosztási testek uniójában,

melynek Galois-csoportja

Ẑ× ∼=
∏
p

Z×
p
∼=

∏
p

µQp × Zp ∼= (
∏
p

µQp)× Ẑ,
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

tehát magától adódó, hogy vegyük a torziós csoport által rögzített T testet, mely-

nek Galois csoportja így izomorf lesz Ẑ-vel; v pedig d és a ϕQ artin leképzés kompo-

zíciójaként fog el®állni (amir®l ugye tudni fogjuk, hogy létezik, amint bebizonyítjuk

a lokális reciprocitás- és létezéstételt.) Lásd az 5.1-es táblázatot egy összegzésért.

Absztrakt Lokális Globális

G provéges csoport
G(K̄ | K), ahol K lokális
test

G(Q̄ | Q)

A folytonos G-
modulus

K̄× ⋃
K|QvégesCK

d : G→ Ẑ σ → σ |K̃ σ → σ |T
v : Ak → Ẑ a szokásos valuáció d komponálva a ϕQ-val

5.1. táblázat. Az absztrakt osztálytestelmélet objektumai

Visszatérve arra, hogy hogyan lehet az elágazással kapcsolatos fogalmakat értel-

mezni általános esetben, legyen I a d leképzés magja. Az I �x testére gondolhatunk

úgy, mint k̃-ára, azaz k maximális elágazásmentes b®vítésére, amire G(k̃ | k) ∼= Ẑ.

Hasonlóan tudjuk értelmezni egy tetsz®leges K test maximális elágazásmentes b®-

vítését is. Legyen IK ⊂ GK a d megszorításának magja, ekkor IK rögzített testét

K̃-ával jelöljük. Látszik, hogy IK = GK ∩ I = GKk̃, vagyis K̃ = Kk̃.

Legyen fK = [Ẑ : d(GK)] és eK = [I : IK ], vagy egy kicsit általánosabban

fL|K = [d(GK) : d(GL)] és eL|K = [IK : IL]. Az egyb®l látszik, hogy a lokális esetben

f megegyezik a régi de�nícióval és az, hogy ez e-re is így van, az a következ® állításból

következik.

26. Tétel. Minden L | K b®vítésre [L : K] = eL|K · fL|K .

Bizonyítás. Ha K ⊂ L ⊂ M, véges b®vítések tornya, akkor a de�níciókból látszik,

hogy eM |K = eM |LeL|K és fM |K = fM |LfL|K , tehát az állításunkban feltehetjük, hogy

L | K Galois. Most a diagram kommutativitása miatt

1 IL GL d(GL) 1

1 IK GK d(GL) 1

d

d

kapunk egy egzakt sorozatot a faktorcsoportokon:

1→ IK/IL → G(L | K)→ d(GK)/d(GL)→ 1,
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ahol a rendeket nézve leolvashatjuk a képletet.

Egy L | K b®vítésr®l azt mondjuk, hogy elágazásmentes ha eL|K = 1 és hogy tel-

jesen elágazó ha fL|K = 1. Észrevehetjük, hogy ha fK véges, akkor GK-án is létezik

egy dK = 1
fK
d : GK → Ẑ szürjektív homomor�zmus, ami egy izomor�zmust indukál

G(K̃ | K)-val. Emiatt tudjuk értelmezni φK-át, a K test Frobenius automor�zmu-

sát, (azaz az 1-nek megfelel® automor�zmust) melynek megszorítását L-re φL|K-val

jelöljük.

Most készen állunk arra, hogy bevezessem a v-re vonatkozó feltételeket:

1. Legyen v képe Z olyan, hogy Z ⊂ Z és Z/nZ ∼= Z/nZ. Ez gyakorlatilag azt

jelenti, hogy Z = Z a lokális esetben, vagy Z = Ẑ a globálisban.

2. v(NK|kAK) = fKZ minden K | k véges b®vítésre.

A v a d-hez hasonlóan minden véges b®vítésre de�niál egy szürjektív vK =

1
fK
v ◦ NK|k : AK → Z homomor�zmust, melynek segítségével általános folytonos

modulusokon is tudjuk értelmezni AK prímjeit és egységeit: azt mondjuk, hogy πK

egy prím, ha v(πK) = 1 és az egységek UK csoportja vK magja. (Vegyük észre, hogy

milyen megfoghatatlanok CK prímjei ebben az értelemben.)

5.2. Az általános reciprocitástétel

Ahelyett, hogy az Artin leképzés általánosítását de�niálnánk, kiderül, hogy cél-

ratör®bb, ha az inverzével dolgozunk. Tehát most az a célunk, hogy de�niáljunk

egy rL|K : G(L | K) → AK/NL|KAL leképzést, amir®l belátjuk, hogy véges Abel-

b®vítések esetén egy izomor�zmus. Az ötlet az az, hogy L automor�zmusait valahogy

visszahúzzuk L̃ automor�zmusaira és ott de�niáljuk a leképzést. Evégett legyen

Frob(L̃ | K) = {σ ∈ G(L̃ | K) | dK(σ)egy pozitív egész.}

Erre a félcsoportra intuitívan gondolhatunk úgy, mint a Frobenius automor�zmus

véges hatványaira szorozva G(L | K) "elágazásos" automor�zmusaival. Valóban a

G(L̃ | K̃) ∼= G(L | L ∩ K̃) izomor�zmus kulcsfontosságú lesz.

27. Tétel. Ha L | K egy véges b®vítés akkor Frob(L̃ | K) elemeinek megszorítása

L-re egy szürjektív leképzést ad.
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

Bizonyítás. Legyen σ ∈ G(L|K) egy tetsz®leges automor�zmus, ezt vissza kell húz-

nunk Frob(L̃ | K)-ba. Hiszen K̃ ⊂ L̃, ezért a dK : G(K̃ | K) → Ẑ homomor�zmus

átfaktorizálódik G(L̃ | K)-n és így tudunk választani egy φ ∈ G(L | K) automor-

�zmust, amire dK(φ) = 1. Mivel L ∩ K̃ egy véges elágazásmentes b®vítés, ezért

ciklikus és Galois csoportját φ megszorítása generálja, tehát létezik egy n, amire

σL∩K̃ = φn
L∩K̃ . Most legyen τ = σφ−n egy G(L | L ∩ K̃)-beli automor�zmus. Ezt

a G(L̃ | K̃) ∼= G(L | L ∩ K̃) izomor�zmus segítségével kiterjesztjük egy G(L̃ | K̃)-

beli automor�zmussá, (amit szintén τ -val jelölök). Tehát τφn ∈ Frob(L̃ | K) és

τφn |L= σ.

Szükségünk lesz a következ® technikai állításra:

28. Tétel. Jelöljük Σ-ával egy adott σ ∈ Frob(L̃ | K) elem rögzített testét. (Ez után

is ezt a jelölést fogjuk alkalmazni.) Ekkor Σ egy véges b®vítése K-nak, fΣ|K = dK(σ),

Σ̃ = L̃ és φΣ = σ.

Bizonyítás. El®ször is fΣ|K = |Σ ∩ K̃ : K|, azaz a legnagyobb elágazásmentes rész-

b®vítésének a foka, node φK-nak pont a dK(σ)-adik hatványa lesz a legkisebb, ami

rögzíti Σ ∩ K̃-át, vagyis fΣ|K = dK(σ).

Mivel már tudjuk, hogy fΣ|K , véges ezért elég megmutatni, hogy eΣ|K is véges,

ahhoz hogy a b®vítés végességét igazoljuk. Valóban, eΣ|K = #G(Σ | Σ ∩ K̃), de

mivel Σ̃ = ΣK̃ ⊂ L̃, ezért #G(Σ | Σ∩ K̃) ≤ #G(L̃ | K̃), amir®l tudjuk, hogy véges.

A megszorítás által adott G(L̃ | Σ) → G(Σ̃ | Σ) leképzés szürjektív és injek-

tivitását elég belátni a G(L̃ | Σ)/G(L̃ | Σ)n → G(Σ̃ | Σ)/G(Σ̃ | Σ)n faktorcso-

portokon, mert G(Σ̃ | Σ) ∼= Ẑ. A végtelen galois-elmélet tételéb®l tudjuk, hogy

G(L̃ | Σ) = ¯< σ >, node {1, σ, ...σn−1} véges és így diszkrét, tehát a faktorcsoport-

nak maximum n eleme lehet, és így a leképzésnek izomor�zmusnak kell lennie, azaz

G(L̃ | Σ) = G(Σ̃ | Σ) és Σ̃ = L̃.

Végül dΣ(σ) = f−1
Σ|KdK(σ) = 1, tehát σ = φΣ.

Vegyük észre, hogy eddig nem is használtuk az osztálytest axiómát és még egy

ideig nem is lesz szükségünk a teljes erejére, csak egy következményére.

29. Tétel. Az osztálytest axiómából következik, hogy minden véges, elágazásmentes

L | K b®vítésre #H0(G(L | K), UL) = #H−1(G(L | K) = 1.
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

Bizonyítás. Kezdjük a #H−1(G(L | K) = 1 egyenl®séggel! Legyen u ∈ UL olyan,

hogy NL|K = 1. Ekkor az axióma miatt létezik egy a ∈ AL, amire u = aσ−1,

ahol σ generálja a b®vítés Galois-csoportját. Mivel v(AL) = v(AK), ezért létezik

egy α ∈ AK , amire v(α) = v(a), tehát a = v · α valamilyen v ∈ UL-re és így

u = aσ−1 = vσ−1.

Most a második egyenl®séghez tekintsük a AK
vK−→ Z/nZ leképzést, ami átfakto-

rizálódik AK/NL|KAL-en, mert vK(NL|K(a)) = n·vL(a) és ennek magja UK/NL|KUL,

mert NL|KUL = NL|KAL ∩ UK . Vagyis kapunk egy egzakt sorozatot:

1→ UK/NL|KUL → AK/NL|KAL → Z/nZ→ 1.

No de itt az utolsó két csoport elemszáma n, így UK/NL|KUL = 1.

30. Tétel. Az
rL̃|K(σ̃) = NΣ|K(πΣ) (mod NL̃|KAL̃)

képlet a prímelem megválasztásától független, és így egy függvényt de�niál Frob(L̃ |

K)-n. Itt a végtelen b®vítés normája NL̃|KAL̃ =
⋂
M |Kvéges részb®vítésNM |KAM .

Bizonyítás. Legyen π′
Σ egy másik prím Σ-ban, ekkor π′

Σ = uπΣ valamely u ∈ UΣ

egységelemre és NΣ|K(π
′
Σ) = NΣ|K(u) · NΣ|K(πΣ), tehát elég belátnunk, hogy

NΣ|Ku ∈ NM |KAM mindenK ⊂M ⊂ L̃ véges b®vítésre. Nyilván feltehetjük hogyM

tartalmazza Σ-át. Ekkor M | Σ egy elágazásmentes b®vítés lesz, mert M ⊂ L̃ = Σ̃,

tehát u = NM |Σa valamilyen a ∈ AM -re, vagyis NΣ|Ku = NΣ|K ◦NM |Σa = NM |Ka.

Míg általában, ha de�niálunk egy függvényt ami homomor�zmus, akkor arról ez

többnyire egyértelm¶ szokott lenni, viszont érdekes, hogy itt közel sem ez a helyzet.

31. Tétel. rL̃|K multiplikatív.

Az állítás bebizonyításához szükségünk lesz két lemmára.

32. Tétel. Legyen σ, φ ∈ Frob(L̃ | K) úgy, hogy dK(φ) = 1 és dK(σ) = n. ekkor

minden a ∈ AΣ-ra

NΣ|Ka = NL̃|K̃ ◦ φna = φn ◦NL̃ mod K̃a,

ahol φn := 1 + φ+ ...φn−1.
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

Bizonyítás. Legyen Σ0 = Σ ∩ K̃, ekkor NΣ|K = NΣ0|K ◦ NΣ|Σ0 . Mivel Σ0 nem más

mint Σ legnagyobb elágazásmentes részb®vítése, ezért a ciklikus Galois-csoportját φ

generálja, és így NΣ0|K = φn. Továbbá G(Σ | Σ0) ∼= G(Σ̃ | K̃) = G(L̃ | K̃), vagyis

NΣ|Σ0 = NL̃|K̃ , és az állítás egyik fele meg is van. A második pedig onnan következik,

hogy G(L̃ | K̃) normálosztó G(L̃ | K)-ban.

33. Tétel. Legyen φ ∈ Frob(L̃ | K) olyan, hogy dK(φ) = 1. Ekkor minden u ∈ UL̃-

re, ha

u = Πτ∈G(L̃|K̃u
τ−1
τ ,

ahol uτ ∈ UL̃, akkor NL̃|K̃u ∈ NL̃|KUL̃.

Bizonyítás. Meg kell mutatnunk, hogy NL̃|K̃u ∈ NM |KUM minden M ∈ L̃ véges

részb®vítésre. Feltehetjük, hogy M Galois és tartalmazza u, uτ és L-et. Jelöljük n-el

|M : K|-át, és σ-ával φn-et. Ekkor σ rögzíti M -et, mert annak Galois csoportjában

bármely automor�zmus n-edik hatványa az identitás. Ha továbbá de�niáljuk a Σn =

σn �xtestét, akkor tekinthetjük a véges b®vítések tornyát:

Σn

Σ

M

L

K

Az axiómát felhasználva tudunk választani olyan u′, u′τ ∈ UΣn elemeket, amelyek-

re u = u′σn , tehát u′φ−1 = x · Πτ∈G(L̃|K̃u
′τ−1
τ egy olyan x ∈ UΣn-re, amire xσn = 1.

Szintén az axióma miatt választhatunk egy y′ ∈ UΣn-et, amire x = y′σ−1 = y′φ
n−1.

Ha ennek az egyenletnek vesszük a normáját, és kihasználjuk a φn−1 = φn ◦ (φ−1)

egyenl®séget, azt kapjuk, hogy

NL̃|K̃u
′φ−1 = NL̃|K̃(y

′φn)φ−1.

Azaz a két érték egy olyan z ∈ UK̃ elemmel különbözik, amit φ �xen hagy, tehát
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

valójában u ∈ UK . Végül alkalmazzuk az el®z® állítást a y := y′σn jelölés mellett!

NL̃|K̃u = NL̃|K̃u
′σn = NL̃|K̃(y

′φn)σn · zσn = NL̃|K̃y
φn · zn =

= NΣ|K(y)NM |K(z) ∈ NM |KUM .

Bizonyítás. 31. tétel bizonyítása. Tegyük fel, hogy Frob(L̃ | K)-ban σ1 = σ2σ3 és

vezessük be a következ® jelöléseket: ni = dK(σi), Σi a σi által rögzített test és πi

ennek egy prím eleme. Ha φ ∈ G(L̃ | K) olyan, hogy dK(φ) = 1, akkor legyen

τi := σ−1
i · φni ∈ G(L̃ | K̃). A σ1 = σ2σ3 egyenl®séget kihasználva:

τ1 = σ−1
3 σ−1

2 φn2+n3 = σ−1
3 φn3 · (φ−n3σ2φ

n3)−1φn2 .

Ha σ4 := φ−n3σ2φ
n3 , akkor n4 = n2, Σ4 = Σφn3

2 és π4 := πφ
n3

2 egy prímelem lesz,

amire NΣ2|Kπ2 = NΣ4|Kπ4 és így a fenti egyenlet azt mondja, hogy τ1 = τ3τ4.

A tétel bebizonyításához azt kell belátnunk, hogy NΣ1|Kπ1 ≡ NΣ3|Kπ3 ·NΣ4|Kπ4

(mod N). Legyen u := π
φn1
1 π

φ−n3
3 π

φn4
4 , ekkor, mivel u ∈ UL̃, az el®z® két lemmát

alkalmazva elég lenne megmutatnunk, hogy uφ−1 = Πuτ−1
τ . A π3 = u3π1, π4 = u4π1

és πτ3−1
1 = u1 jelöléseket és a (τ3 − 1) · (τ4 − 1) = τ3τ4 − 1 + 1 − τ3 + 1 − τ4 =

τ1 − 1 + 1− τ3 + 1− τ4 azonosságot alkalmazva azt kapjuk, hogy

uφ−1 = uτ3−1
3 uτ44 u

τ4−1
1 .

34. Tétel. Legyen L | K egy (nem feltétlen Abel) véges Galois-b®vítés és σ ∈ G(L |

K), ekkor ha σ̃ ∈ Frob(L̃ | K) σ bármely ®se, akkor rL̃|K(σ̃) (mod NL|KAL) értéke

σ̃ megválasztásától független lesz és így kapunk egy szürjektív

rL|K : G(L | K)→ AK/NL|KAL

homomor�zmust.

Bizonyítás. Legyen σ̃ és σ̃′ két ®se σ-nak. Ha dK(σ̃) = dK(σ̃′) akkor σ̃ = σ̃′ és

készen vagyunk. Tegyük fel most, hogy dK(σ̃′) > dK(σ̃). Ekkor σ̃′ = τ σ̃ valamely

τ ∈ Frob(L̃ | K)-ra, tehát a multiplikativitást kihasználva elég bebizonyítani, hogy
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5. Az absztrakt osztálytestelmélet

NΣ|KπΣ ∈ NLK
AL, ahol Σ a τ �xteste. No de τ |L= 1, tehát L ⊂ Σ és így készen

vagyunk.

Az osztálytest axióma teljes erejét még mindig nem használtuk, s®t, az elágazás-

mentes b®vítések esetében még az izomor�zmus is kijön abból a bizonyos következ-

ményb®l.

35. Tétel. Ha L | K egy elágazásmentes véges b®vítés, akkor rL|K egy izomor�zmus

és
rL|K(φL|K) = πK (mod NL|KAL).

Bizonyítás. Mivel L | K elágazásmentes, így L̃ = K̃ és φK ∈ Frob(L̃ | K) az L-re

megszorítva pont φL|K . No de φK rögzített teste K, tehát valóban rL|K(φL|K) = πK

(mod NL|KAL). Tekintsük most a függvények kompozícióját:

G(L | K)→ AK/NL|KAL
vK−→ Z/n · Z ∼= Z/nZ,

ahol n = |L : K|. Itt vK a vK ◦ NL|KAL ⊂ fL|KZ = nZ tulajdonság mi-

att faktorizálódik át NL|KAL-en. vK nyílván szürjektív és injektív is, hiszen ha

vK(a) = n · z ∈ n · Z, akkor létezik egy α ∈ AK , amire vK(α) = z, tehát

vK(α
n) = vK(NLK

α) = n · z, no de a és αn csak egy UK-beli egységgel, tehát egy

UL-beli egység normájával különböznek, tehát a ∈ NL|KAL. Az, hogy rL|K egy izo-

mor�zmus, most onnan következik, hogy a csoport generátorát Z/nZ generátorába

viszi.

Az általános esetben viszont tényleg szükségünk lesz az osztálytest axiómára,

valamint rL|K egy funktoriális tulajdonságára.

36. Tétel. Legyenek

L′

L K ′

K
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véges b®vítések. Ekkor kapunk egy kommutatív diagramot:

G(L′ | K ′) A′
K/NL′|K′AL′

G(L | K) AK/NL|KAL

rL′|K′

NK′|K

rL|K

Bizonyítás. Ha σ̃ ∈ Frob(L′ | K ′) olyan, hogy σ̃ |L′= σ, akkor egyben (σ̃ |L̃) |L= σL,

tehát σ̃′ := σ̃ |L̃ egy ®se lesz σL-nek Frob(L̃ | K)-ban. Szokás szerint jelöljük Σ-ával

σ̃ �xtestét és legyen πΣ ennek egy prímje. Ekkor σ̃′ �xteste Σ′ := Σ ∩ L̃ és ennek

NΣ|Σ′πΣ egy prímje lesz. Az állítás így könnyen következik a

NK′|K ◦NΣ|K′ = NΣ|K = NΣ′|K ◦NΣ|Σ′

egyenl®ségb®l.

37. Tétel. Minden L | K véges Galois-b®vítésre

rL|K : G(L | K)ab → AK/NL|KAL

egy izomor�zmus. (Itt tetsz®leges csoportra Gab = G/[G,G].)

Bizonyítás. Els® lépés: L | K teljesen elágazó ciklikus. Mivel L∩K̃ = K és L̃ = LK̃,

ezért G(L̃ | K) = G(L | K) × G(K̃ | K). Jelöljük = G(L | K) egy generátorát

σ-val, ezt az izomor�zmus miatt egy L̃ feletti automor�zmusként is felfoghatjuk.

(Hasonlóan φK-val.) Legyen σ̃ = (σ, φK) és Σ ennek egy �xteste. Ekkor Σ teljesen

elágazásos, n = |L : K|-ad rend¶ b®vítés, melynek Galois csoportja < σ > megszo-

rítása és L̃ = Σ̃. Most legyenM | K egy véges b®vítés, ami tartalmazza L-et és Σ-át

és legyen M0 a maximális elágazásmentes részb®vítése.

L̃ = M̃ = Σ̃

K̃

M

L Σ M0

K
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Vegyük észre, hogy G(M | M0) ∼= G(M̃ | K̃) = G(L̃ | K̃), tehát ciklikus és

Galois csoportja szintén < σ > megszorítása M -re. Speciálisan NM |M0 |L= NL|K és

NM |M0 |Σ= NΣ|K . Tegyük fel, hogy rL|K(σk) = 1. Meg kell mutatnunk, hogy n | k az

injektivitás belátásához. σ̃-át választva σ ®seként, ez azt mondja, hogy NM |M0π
k
Σ = 1

(mod NL|KAL). Mivel M | L elágazásmentes, ezért vM értéke megegyezik πΣ és πL-

en, tehát létezik egy u ∈ UM , amire πkΣ = uπkL. Ebból következik, hogy NM |M0π
k
Σ =

NM |M0u ·NM |M0π
k
L = NM |M0u = 1 (mod NL|KAL), vagyis létezik egy v ∈ UL-amire

NM |M0u = NM |M0v, azaz NM |M0uv
−1 = 1MivelM |M0 ciklikus, ezért használhatjuk

az axiómát, hogy találjunk egy a ∈ UM -et, amire uv−1 = aσ−1. Most legyen x =

πkLva
σ̃−1, ekkor x ∈ AM0 , hiszen

(πkLv)
σ−1 = (πkLv)

σ̃−1 = (πkΣu
−1v)σ̃−1 = (a1−σ)σ̃−1 = (a1−σ̃)σ−1,

és n · vM0(x) = vM(x) = k, azaz n | k és az injektivitást beláttuk. A szürjektivitás

pedig a csoportok elemszámából következik.

Második lépés: L | K ciklikus. Ha M | K egy Galois-részb®vítése L | K-nak

akkor kapunk egy kommutatív egzakt diagramot amit többször fogunk használni a

bizonyításban.

1 G(L |M) G(L | K) G(M | K) 1

AM/NL|MAL AK/NL|KAL AK/NM |MAM 1
NM|K

rL|M rL|K rM|K

AzM = L∩K̃ választás mellett az alsó sort kib®víthetjük bal oldalt egy egyessel

és úgy is egzakt fog maradni a csoportok elemszámai miatt. No de a bal és jobb oldali

nyílról már tudjuk, hogy izomor�zmusok, tehát a középs® is az.

Harmadik lépés: L | K Abel-b®vítés. Indukciót alkalmazunk a b®vítés rendjén.

Ha L | K ciklikus, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor a ciklikus részb®vítései

szigorúan kisebbek lesznek és ezek generálják L | K-át tehát a szürjektivitást meg is

kaptuk. Most válasszukM -nek egy ciklikus részb®vítést. A diagramban az indukciós

feltevés miatt mindkét oldali homomor�zmus izomor�zmus, és így azt kapjuk, hogy

ker rL|K ⊂ G(L |M) minden ciklikus részb®vítésre, tehát ker rL|K = 1.

Negyedik lépés: L | K tetsz®leges. Megint indukciót alkalmazunk a b®vítés rend-

jén. Ha G′ ̸= G, 1, akkor legyen M = Lab ̸= L, 1 és a diagramot kergetve megkap-

juk, hogy rL|K szürjektív és, hogy ker rL|K ⊂ G(L | K)′, tehát az injektivitást is.
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Ha G′ = G, akkor legyen M egy p-Sylow csoport �xtestje, ami nem mindig lesz

Galois, de ett®l még a diagram bal felét tudjuk használni. Mivel minden p-csoport

feloldható, ezért M szigorúan kisebb, mint L és azt kapjuk, hogy rL|M szürjektív.

Ha G′ = G, akkor Gab = 1, azaz elég megmutatnunk, hogy rL|K szürjektív. Ehhez

pedig nyilván elég megmutatni, hogy NMK
szürjektíven képez AK/NL|KAL p-Sylow

részcsoportjára tetsz®leges p esetén.Valóban, az i : AK → AM inklúzió ad nekünk

egy i : AK/NL|KAL → AM/NL|MAL leképzést, amire NM |K ◦ i = |M : K|. Mivel

(|M : K|, 1) = 1, ezért ez szürjektíven viszi AK/NL|KAL p-Sylow részcsoportját

önmagába, tehát NM |K-nak is annak kell lennie.

Egy érdekes következmény, hogy N(L) = N(Lab), ami nagy nehézséget okoz

az osztálytestelmélet tetsz®leges b®vítésekre való kiterjesztésében, ami a mai napig

megoldatlan.
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6. fejezet

A lokális reciprocitástétel bizonyítása

Ebben a fejezetben belátjuk az osztálytest axiómát és ezzel igazoljuk a lokális

reciprocitás tételt.

El®ször is, vegyük észre, hogy az osztálytest axióma els® fele a Hilbert 90-es tétel,

így elég megállapítanunk #H0 értékét ciklikus b®vítésekre. Ahelyett, hogy ezt direkt

igazolnánk, inkább a h = #H0

#H−1 , úgy nevezett Herbrand-hányadost határozzuk meg.

Most tekintsük ezt a hányadost egy tetsz®leges ciklikus G csoport és hozzátartozó

A modulus esetében.

38. Tétel. Ha 1→ A→ B → C → 1 egy G-modulusokból álló egzakt sorozat, akkor

h(B) = h(A)h(C).

Továbbá ha A elemszáma véges, akkor h(A) = 1.

Bizonyítás. Legyen σ egy generátora G-nek, ekkor N ◦ (σ − 1) = (σ − 1) ◦ N = 0,

tehát tekinthetjük az

... A A A ...N σ−1 N σ−1

lánckomplexust, melynek homológiacsoportjai pontH0(A) ésH−1(A) lesznek fel-

váltva. Továbbá az is igaz, hogy egy f : A→ B G-homomor�zmus egy láncleképzést

ad a megfelel® komplexusok közt, hiszen f felcserélhet® lesz a normával és a σ − 1

leképzéssel is, tehát az egzakt sorozatunkból nem csak három komplexust kapunk,

hanem lánckomplexusok egy egzakt sorozatát.
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6. A lokális reciprocitástétel bizonyítása

... 1 1 1 ...

... A A A ...

... B B B ...

... C C C ...

... 1 1 1 ...

N σ−1

N σ−1

N σ−1

Mivel a homológia csoportok periódikusan váltakoznak, ezért ennek a sorozatnak

a hosszú egzakt sorozata is periódikus lesz. Ha ezt a sorozatot magába fordítjuk,

akkor a következ® egzakt (nem kommutatív!) kört kapjuk:

H0(A) H0(B) H0(C)

H−1(C) H−1(B) H−1(A)

f1 f2

f3

f4f5

f6

Határozzuk meg a homológiacsoportok számosságait!

#H0(A) = #Imf6 ·#Imf1
#H0(B) = #Imf1 ·#Imf2
#H0(C) = #Imf2 ·#Imf3

#H−1(A) = #Imf3 ·#Imf4
#H−1(B) = #Imf4 ·#Imf5
#H−1(C) = #Imf5 ·#Imf6

Innen megkapjuk, hogy h(B) = h(A)h(C).

Ha A véges, akkor pedig az

1→ Ker(N)→ A→ Im(N)→ 1

és
1→ Ker(σ − 1)→ A→ Im(σ − 1)→ 1

sorozatokból #A értékét kétféleképpen kiszámolva megkapjuk, hogy h(A) = 1.

Tehát elég a következ® tételt bebizonyítanunk és készen is vagyunk.

39. Tétel. Legyen L | K lokális testek egy ciklikus b®vítése, ekkor h(G(L | K), L×) =

|L : K|.
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6. A lokális reciprocitástétel bizonyítása

Bizonyítás. Az ötlet az, hogy h jó tulajdonságait kihasználva UL-et felszeleteljük

bizonyos véges G-modulusokra és az innen szerzett egyre kisebb elemekb®l egy vég-

telen szorzat segítségével el®állítunk a megfelel® normájú és σ − 1 képében lév®

elemeket.

A "felszeleteléshez" a normál bázis tételt fogjuk használni, ami szerint létezik

egy α ∈ OL, úgy, hogy {ασ
i} egy K-bázisa L-nek.[5] El®ször vegyük észre, hogy

1→ UL → L× vL−→ Z→ 1

G-modulusok egzakt sorozata, ahol Z-n a triviális hatását vesszük G-nek. Innen

h(L×) = h(UL)h(Z) = h(UL) ∗ |L : K|, tehát elég megmutatnunk, hogy h(UL) = 1.

Most legyen M =
⊕
OKασ

i
. Mivel OL egy végesen generált OK-modulus és az

α-ák egy K-bázist adnak ezért létezik egy N, amire πNKOL ⊂ M, tehát M nyílt és

véges index¶ OL-ben és így egyben zárt is. Ekkor különböz® n-ekre a V n := 1+πnKM

halmazok egy egységelem körüli bázist adnak. Ha n ≥ N, akkor V n részcsoport is

lesz, hiszen.
π2n
KM ·M ⊂ π2n

K OL ⊂ πnKπ
n−N
K πNKOL ⊂ πnKM,

azaz szorzásra zárt. Ha 1−πnK ·m ∈ V n tetsz®leges, m ∈M, akkor (1−πnK ·m)−1 =

1 + πnK(Σi=1m
i · πn(i−1)

K ) ∈ V n, hiszen a végtelen sor részleges összegei mind M -ben

lesznek és M zárt, tehát V n valóban egy részcsoport. No de UL/V N véges és így

h(UL/V
N) = 1, azaz tovább redukáltuk a feladatot arra hogy h(V N) = 1.

Ezt úgy mutatjuk meg, hogy belátjuk a H0(V N) = H−1(V N) = 1 egyenl®séget.

Tekintsük a β : M → V n/V n+1 : β(m) = 1 + πnK ·m (mod V n+1) homomor�zmust.

Ennek magja πKM és világos, hogy szürjektív, tehát

V n/V n+1 ∼= M/πK ·M ∼=
⊕
OK/mKα

σi

,

ahol az utóbbi alakból könnyen látszik, hogy H0(V n/V n+1) = 1 és mivel véges, ezért

H−1(V n/V n+1) = 1 is. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy H0(V N) = 1, bármely

a0 ∈ kerσ − 1 elemet el® kell tudnunk állítani egy b ∈ V N elem normájaként. Mivel

H0(V N/V N+1) = 1, ezért létezik egy olyan b0 ∈ V N , hogy a1 := a0(Nb0)
−1 ∈ V N+1.

Látható, hogy szintén aσ1 = a1, ezt induktívan folytatva kapunk egy bi ∈ V N+i

sorozatot, melyre a0(N(b0b1...bi))
−1 ∈ V N+i. A bi ∈ V N+i tulajdonság miatt b0b1...bi

egy Cauchy-sorozat lesz, és így konvergál egy b-hez, melyre a0 = N(b). A H−1 esete

hasonlóan zajlik.
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Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet nyilvánítani témavezet®mnek, Zábrádi Gergelynek, hogy

megismertette és megszerettette velem az algebrai számelméletet, valamint, hogy

segített a szakdolgozatom elkészítésében.
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