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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék mindenek elétt koszonetet mondani Sigray Istvannak,
aki témavezetomként rengeteg segitséget nyuijtott nekem, és
szamos hasznos tandccsal latott el szakdolgozatom megirasa soran.
Szeretném tovabba megszonni Kés Gézanak -aki a komplex
fliggvénytan targy gyakorlatait tartotta- hogy a tanodrai segitség
mellett heti rendszereséggel tartott nekem fogaddorakat a komplex
fiiggvénytan érdekesebb és nehezebb feladatai megoldasaval
kapcsolatban.

Végiil szeretnék koszonetet mondani Szoke Robertnek, a komplex
fliggvénytan targy el6addéjanak is, aki mindig élvezetesen,
ugyanakkor részletekbe menden atfogd precizitassal tartotta
szamunkra eloadasait, aki szintén hozzajarult ahhoz, hogy a
matematika ezen aga felé forduljon érdeklédésem.
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1. Bevezeto

Ezen szakdolgozat els6 részében a komplex szamok klasszikus algebrai és geo-
metriai alkalmazasairdl esik szo.

Az els6 alfejezetben a komplex szamok rovid bevezetése és a legfontosabb
komplex szamokkal kapcsolatos algebrai fogalmak ismertetése utan klasszikus
algebrai és geometriai alkalmazdsok keriilnek térgyaldsra feladatok megoldasa
forméjaban, mint a Cardano-képlet levezetése, vagy a szabalyos 6t- és tizenhétszog
szerkesztése. Az ezt kovetd alfejezetben a Riemann-féle szamgomb illetve a szte-
reografikus vetités ismertetésére keriil sor -olyan fogalmak részletesebb targyalasaval,
amelyek szorosan kapcsolédnak a gombi geometridhoz- majd alkalmazaséara fon-
tosabb és érdekesebb feladatmegolddsok formajaban. Az elsé rész utolsé alfeje-
zete pedig a Bolyai-féle hiperbolikus geometrianak egy komplex modelljérél szol,
annak tavolsiagfogalmanak levezetésérdl.

A maésodik részben mar a komplex fiiggvényeken van a hangsily, a felada-
tokban elsGsorban integralok szerepelnek a komplex fiiggvénytan hozzajuk kap-
csolédo tételeinek alkalmazésaként.

2. A komplex szamok algebrai és geometriai al-
kalmazasai

2.1. Klasszikus algebrai és geometriai alkalmazasok

2.1. Definicié. Nevezziik el a C = {z + iy : z,y € R} halmazt a komplex
szamok testének.

2.2. Megjegyzés. A sik pontjait a komplex szamoknak feleltettiik meg; a sik
pontjai, azaz a komplex sik pontjai kozotti x + iy — (z,y) megfeleltetés egy
biekcié.

2.3. Definicié. A z = x + iy € C komplex szdm |z| abszolit értékét a |z| =
Va2 + y? formuldval értelmezziik, amig a z-vel jelolt konjugdltjdt a z = x — iy
formula segitségével.

2.4. Megjegyzés. A z = z + iy € C komplex szam Z konjugdaltja megfelel a
valés-tengelyre vett tiikorképének.

2.5. Definicié. z = z + iy nem-nulla tetszéleges komplex szdm esetén, ha
r és ¢ jeloli az (z,y) pont poldrkoordindtait, ahol r = |z| > 0, akkor z =
rcosy, Yy = rsing, amelybdl adédik, hogy z = r(cosp + isinp), amit a z
komplex szdm trigonometrikus alakjanak neveziink. A ¢ szoget a z komplex
szém (f6)argumentumdnak hivjuk, és arg z-vel jeloljik.

2.6. Megjegyzés. Egy komplex szam trigonometrikus alakjaban, ha ¢ argu-
mentum helyett ¢ + 2k7, k € Z-t irunk, akkor a komplex szdm ugyanaz marad.



2.7. Allitas. 1. Legyen zy = r1(cos o1 +ising) és zo = ra(cos pa +is8in @)
tetszoleges nem-nulla komplexr szamok. Ekkor

21 - 29 = r1ra(cos(p1 + p2) + isin(pr + p2));

= r ..
71 — 71(005(801 — @2) —+ ZSln(Qol - @2))
29 T2

2. (Moivre-formula) Trigonometrikus alakban adott z = r(cosp + isinp)
komplex szamot pedig a kévetkezéképpen hatvdnyozunk.

2" =1r"(cos(np) + isin(np)) n € Z.
3. (Az n-edik gyok kiszdmitdsa)
Wz = {’/F(COS"HTf]mrqtisin('otz%T), 0<k<n-1
2.8. Jelolés. Nyilt korlemez alatt a kor belsejét, azaz a |z — 29| < r halmazt

értjik. Ennek jele: B(zg,r), vagy B,(20).

2.9. Definicié. A z = x + iy tetszOleges komplex szam esetén e*-t a kovet-
kez6képpen értelmezziik.

e* = et = e%eV" = e”(cosy + isiny)

2.10. Feladat. Legyen ¢ = cos 2 + isin 2. Ekkor € = 1, vagyis € egy 6todik
egységgyok.

1. Szamoljuk ki z 4+ w -t és zw -t, ahol z = ¢ + &4, w = 2 4 3!
2. A fentieket felhasznalva szerkessziink szabalyos 5 -szoget!

3. Szerkessziink szabdlyos 17-szoget is!

Megoldas.

1. A mértani sorbdl adédik, hogy
et et =1,

mi\/el
2 3 4 € 1

Tovabba a feladat alapjan
z=e24¢3, w=cec+et

Ekkor felhasznélva, hogy €® =1, e =1.e=¢, &’ =12 = &2 lithatd,

hogy
ztw=e’+detet =4S4t =-1=

B tettet+? =S+t +ef+eT =2+ (e+et) =2 w.



2. A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggés szerint
A=2)-AN=—w)=0
M- (z+w+z-w=0
M +A-1=0.

Ekkor ennek gyokei Aj o = %‘/E Mivel a w = € + € esetén a valds
része mind a két tagnak pozitiv, igy w > 0, azaz a pozitiv gyok, és mivel
z = 2 +¢&3 esetében mind a két tag valds része negativ, gy 2z < 0 a negativ

gyok, azaz
_Tl=ve 14 VE
o2 2
e-t magat is ki lehet szamolni, mivel
-1 5 2
w=e+et= i = T

2c08 —, e-et=¢=1,
2 5

ezért a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések alapjan € egy
(f—e)+(6—eH) =0

2 —(e+e)-6+ec-er=0
2 —w-5+1=0,
azaz
> L+ V5
2
mdésodfoki egyenletnek a megolddsa. Tehat gyokos kifejezés, és a gyokos
kifejezés szerkeszthetd, minthogy ha egy szam megszerkeszthetd, akkor a

négyzetgyoke is megszerkeszthetd, igy csakugyan szerkesztheto szabdlyos
5-570g.

é 6+1=0

3. A szabalyos 17-sz6g szerkesztése: Ebben az esetben

2 Lisi 27
= CcoS — sin —.
€ 1 4 8in 1

Legyen
a1 i=e+e et 48 4et0 432 84 128

Ekkor felhasznalva, hogy e'7 = 1 adédik, hogy

82 _ (ATHIS _ 1T 15 _ 15

9 - €

64 _ 851+13 3-17 13 13

€ =" et =¢€",

128 _ 71749 _ 9

€ e’

AZaZ
a1 =e+e?+et 484104 p B340



Legyen tovabba

ag =+ +eP +M +e® +% +¢ 58,

192+€

Ekkor
as =3+ 42+ +el M + 5+

Valamint
atay=e+e 4+ el el = 1,
ap - ag =
et e+ e+ B4 e el 44t
BB el 9y 16 18 T 12
T+l 4 et p el pel e84 % 4ty
e - S - N N -
52+€5+€11+€6—|—€13+€10+84+€9+
el et 04 42 4% 3B
R e A
512+815+€4+816+€6+83+614+82:
4o(e+e? 434 444l =4 (a1 +ay) =4 (1) = -4

fgy mar kiszamithaté a; és as, mivel megvan a ketto szorzata és Gsszege,
ezért az el6zbekhez hasonléan egy masodfoku egyenlet adddik a gyokok és

egyitthatokra vonatkozé formula alapjan. Tehat
(a—ay)-(a—az)=0

azf(a1+a2)a+a1~a2:0

a?+a—-4=0
—14+V17
alyng.

Kézvetlen szamolas alapjan, a Re® = cos % alkalmazva a cos-ok 0Ossze-
adasaval a1 > 0ésagy <0 .

A korébbiakhoz hasonléan legyen ezek utdn

by —el 4t 4 el0 4 eld py— g2 4 B 15 I

b3:€3+512+€14+€5, b4:€6+87+511+810.

Ekkor
by + ba = ay;

bi-by =



&34 94 164 10y
8 +et? &%+ e+
el +e” el 484
JRCINIPE SR S .
4B+ 4% = (a1 Fap) = -1
Elobbihez hasonléan
bz + by = az;
bs - by =
€9 4 el0 el el3y
el +e? +e% + 5+
S tet+ef+e™+
Sl 12y 16 4 15 _
et 42 = (b + o) = (a1 +az) = —1.
Tehat, az Osszeg és szorzat ismeretében igy mar bi-re és bo-re, illetve b3-
ra és by-re is van egy-egy egyenletiink. A gyokok és egylitthatok kozotti

Osszefliggések miatt a
(b—0b1)-(b—b2) =0

b — (b1+b2)b+b1'b2 =0
b —arb—1=0
egyenletnek a két gydke by és bo, a

b —ab—1=0
egyenletnek pedig b3 és by. Tehat

5 a; £ +/a? + 4 5 as ++/a3 + 4
12= ——5 > bu=—"7"".
’ 2

3,4 = 9
(Mind a kettd valds, mivel felirdsdban a konjugaltak is szerepelnek. Ismét
eldontjiik, a két valds szam koziil melyik a pozitiv, melyik a negativ, és
ennek alapjan melyik lesz a by és melyik lesz a by, illetve a bs és by.) Tehdt
kozvetlen szamolassal

b1 =2.04948..., by =—0.48792...,

by = 0.34415..., by = —2.90570. ..,

azaz tudjuk, hogy b1,b3 > 0, bo,by < 0. Ez utdn a b;, @ = 1,2,3,4-ket
tovabb bontva legyen

1 =€+616, Co :84+513,



cz=e>+e cy=e8+¢%,
cs=e>+e' g =2+,
cr=e8 el cg=e" 410
Ekkor tehét
c1+ce=0b, c3+ca=ba, c5+ce=0bs, cr+cs=Dby,
és
¢l =e" et 434 e? = b3,
03~C4:€10+611+56+67:b4,
c5-cs =P+ +% 462 =0y,
crocg=eB 410 4l et =py.
fgy a kovetkezd masodfoku egyenleteket kapjuk, amelyeknek gyokei rendre
C1,C2, C3,Cq, C5,Cq €S C7,Cg.
(c—c1)-(c—c2)=0
A —(c1+ea)eter-ca=0
A —bctby=0
A —by-ctby=0
A —bz-c+by=0
A —byctb =0

Ekkor van egy olyan masodfoki egyenletiink, mégpedig a ¢ —b;-c+bs = 0
egyenlet, amelyenek c; és co a két gyoke, azaz az egyik gyok € + ¢!, a
masik pedig £* + £'3. Elébbiekhez hasonlé médon ez két valés szam lesz,
amibdl a nagyobbik valds szam a c;, a kisebbik pedig a cy. Tehat

by + \/bZ — 4bs

C12 = B)

fgy a tobbi hirom egyenletre nincs is sziikségiink. De mivel ¢; = € + ¢'6,
igy ebbdl és az ¢ - €' = 1 azonossighbdl adédik, valamint a gyckok és
egylitthatok kozotti Osszefliggés felhaszndlasaval, hogy € egy

(§—¢)-(6—¢% =0
62 —(e+e'%) . 04e-e%=0
by +/b? — 4b
52 % t1=0
masodfoku egyenletnek a megoldasa. Ezért gyokos kifejezés, és minthogy a
gyOkos kifejezés szerkeszthetd, mivel ha egy szdm megszerkesztheto, akkor

a négyzetgyoke is megszerkeszthetd, igy csakugyan szerkeszthet6 szabalyos
17-sz0g is a szabalyos 5-sz0ghoz hasonléan.



2.11. Feladat. Legyen € := cos 2?” + 4 sin 2{ Legyen tovabba a,b € C. Legyen
u:=a+b,v:=ca+e%b, w:=c2a+ eb.

Szamitsuk ki u, v, w elemi szimmetrikus polinomjait
(u+ v+ w, vw + vw + vw, vow)!
Ennek segitségével oldjuk meg a 2®+az+ 3 = 0 egyenletet (Cardano-képlet)!

Megoldas. Az elemi polinomok a,b,c € C, € = cos 2?” + i sin 2% esetén

u=a+0b, v=ca+e’h, w=c’a+eb.
Ekkor
utv+w=a(l+e+e?)+b(l+e+e’)=a-(1-1)+b-(1-1)=0,

w +uw +vw = a?(e + 2 + %) + b3 (e + 2 + %) +ab-3(e +£?)
=a>- 04+b%-0+3ab-(—1) = —3ab.

Tovabba

uvw = a®(e®) + b*(e3) + a®b(e? +® +e*) +ab?(e? + 3 + &) =

a(e®) + b(e®) + a®b(1 + e+ %) + ab’* (1 + e +€°) =
a® 1+b6% - 1+a%-0+ab®-0=0a®+0°.
Az &altalanos harmadfoku egyenlet a kovetkez6 alakra hozhaté linedris helyet-
tesitéssel (binomidlis tétel)
2+ az+p=0.
Ekkor, ha az egyenlet megoldasai u, v, w, akkor fennéllnak a kovetkezok.
a = zv + uw + vw = —3ab,

(Mivel a gyokok osszege 22 egyiitthatéjanak a (—1)-szerese az egyiitthaté for-
mula miatt.)
B = —uvw = —(a® +b*)
[gy adédik, hogy
ab = —?a, a®+ b = —B.
Ebbdl pedig

3.3 = —a?
—27
o’

27
Ennek pedig két gyoke van, a® és b3. Itt b-t a szorzatbdl szamitjuk ki.

a

A2+ BA — 0.



fgy mar az « és  ismeretében a és b meghatarozhatdak, amik segitségével
kiszdmolhatéak az egyenlet u = a+b, v =ea+¢e?b, w = c2a+ cb megolddsai,
azaz megkapjuk a Cardano-képletet.
Ha példaul a
2 —2=0

egyenlet megoldasait akarjuk a fenti médszerrel kiszamolni, akkor megfelel6 ese-
tet vélasztva

Bar a szamolds egyszerii volt, mégis a ranézésre lathaté harom gydk mind-
egyikének a kiszamolasahoz ki kellett 1épniink a valés szamok korébdl.

Altaldnosabban, ha a harmadfokd polinomnak hérom valds gyoke van, akkor
a Casus irreducibilis esetet kapjuk, amelynél a Cardano-képlet alkalmazasanél
paradox moédon a polinom barmelyik gyckének kiszamolasdhoz ki kell 1épniink
a valés szamok halmazabdl.

Ezt konnyen lathatjuk, hiszen ha a és b valds, akkor v és w egymads kon-
jugaltjai, tehat, ha v valés volna, akkor w = v.

2.2. A Riemann-féle szamgomb; linearis tortfiiggvények

Felhasznélt Irodalom:[2] (A (2.15) 4llitds bizonyitdsa)

A komplex szamsikot célszerii egy végtelenben 1évé idedlis ponttal kiboviteni,
vagy més kifejezéssel élve kompaktifikalni. Ezt a lezért sikot C (fiiggvénytani
sikot) azutdn azonosithatjuk az egységgomb feliiletével, amelyet Riemann-gémb-
nek neveziink, az ugynevezett sztereografikus vetitéssel. Tehat komplex szamok
esetén egy végteleniink lesz, melyet a kovetkezOkben a gomb északi pélusdnak
feleltetiink meg.

2.12. Definicié. (Sztereografikus vetités, standard valtozat) Helyezziik a komp-
lex stkra a gdmbot (egységgombit) gy, hogy az érintkezési pont -azaz immér a
déli pdlus- a 0-ba, vagyis a komplex sik origdjaba essék. Ekkor az északi pélusbol
-ami az idedlis ponttunknak felel meg- kiindul6é sugarak révén a sik pontjait
kolcsonosen egyértelmiien feleltetjiilk meg az északi polustdl kiillonbozo gémbi
pontoknak, amelyek az egyes pontokbdl az északi pélushoz huzott sugarak és
a gombhéj metszéspontjai. A co kornyezeteit a gombi képen gy értelmezziik,
mint azon pontok halmazait, amelyek a oo északi pélus valamely kornyezetébe
esnek, azaz amelyek a komplex stkon a 0 pont korili valamekkora sugaru kéron
kiviil helyezkednek el.

2.13. Megjegyzés. Néha a vetitést szokds ugy elvégezni, hogy a gémb déli
polusat nem a komplex sik origéjara helyezziik, hanem a komplex sikot a gémb
egyenlitGjén vezetjlik at, hogy az északi és déli polust Gsszekotd szakasz felénél,
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[oins)

1. dbra. A kétféle sztereografikus vetités

azaz a gomb kozéppontjaban legyen az origd. Ez a vetitétés azért is célszerdi,
mert sok szamitast megkdnnyit, hogy itt az egyenlit képe éppen az egységkorvo-
nal lesz.

2.14. Megjegyzés. (A kétféle gomb szerinti sztereografikus vetités kapcsolata)
Tekinsiik a hagyomanyos sztereografikus vetitést, azaz amikor az egységgdmb
déli polusa az origd, illetve a masik féle sztereografikus vetitést, amikor is a
komplex sik a gomb egyenlitdjén halad keresztiil. Abrézoljuk egy gombon a két
vetitést ugy, hogy a két E északi pdlus egybe essék, az északi pélustdl a délihez
futé egyenes is azonos legyen (1. dbra), tehdt a déli pdlusok is egyek legye-
nek. Ekkor két parhuzamos komplex sikunk van, egymaéstdél sugarnyi, azaz 1
tavolsagban. Tekintsiink egy P; pontot az alsé, azaz a gombdt a déli pélusban
érinto, az északi és déli polust 0sszekoto egyenesre merdleges sikon. Ennek 0-tdl,
azaz az also6 sik O origdjatdl vald tavolsaga legyen d. Majd vetitsiik rd a gomb-
re az északi polusbdl futd egyenessel sztereografikusan, és ekkor a képpontot
a gombon jeloljik P’-vel. Léthat6, hogy az EP egyenes a mdsik sikot egy
olyan P, pontban metszi, amelynek a gomb koézéppontjatdl, azaz a fels6 sik
0 pontjatdl -melyet jeloljink Os-vel- mért tavolsaga %, hiszen a FO1P; és az
EO5 P, haromszogek hasonldak, és 2 : 1 ardnyuak, minthogy harom megfelel6
oldaluk parhuzamos (egy szogiik az E-nél megegyezik), és £91 — 2

EO; — 1°

2.15. Allit4s. (A sztereografikus vetités tulajdonsdgai)

1. A sztereografikus vetités a sik egyeneseit a gomb északi polusan dthalado
korokbe viszi.

2. A sik két egyenesének szoge megegyezik a gombon nekik megfeleld képkorok
dltal bezdrt szdggel. A sztereografikus vetités szogtarts (konformis).

3. Korok sztereografikus vetités dltali képei szintén korok.
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2. abra. Sztereografikus vetités

Bizonyitas. Az 1. allitds kozvetleniil adédik. A 2. belatdsdhoz legyen a sik
két egyenesének taldlkozdsi pontja P, a gombon ennek megfelel6 pont pedig P’.
Ekkor az egyeneseknek megfelel6 képkorok a gombon P’-ben, valamint az E
északi polusban metszik egymast, és mind a két helyen nyilvan ugyanakkora
szogben. Viszont az E-beli érintok parhuzamosak lesznek az adott sikbeli egye-
nesekkel, minthogy a gomb FE-beli érintésikja parhuzamos a komplex sikkal.
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az egyenesek &ltal bezart szog P-ben meg kell,
hogy egyezzen a képkorok E-ben bezdrt szogével, azaz a P’-nél 1év6 szogiikkel
is.

Végiil a 3. rész analitikus eszkozokkel vald igazoldsa a kovetkez6. ElGszor
folvesziink a térképen egy &,7,( derékszogi koordinatarendszert, amelynek &-
és n-tengelye a sikbeli x- és y-tengelynek felel meg, igy hogy a gdmb déli polusat
a 0-ba, azaz az origéba helyezziik, a (-tengely pedig a gomb E északi sarkin
halad at. Legyen P egy 0-t6l és oo-tdl kiilonbozo tetszoleges pont a &-n-sikon,
azaz a komplex sikon. Ezt kossiik Ossze a O-val, azaz a D déli pdlussal, va-
lamint az FE északi polussal. igy egy POFE derékszogii haromszoget kapunk,
amelynek sikjaban tekintjiik gombiink egy metszetét. (2. dbra) Vegyiink az egy-
szerlibb szamolds végett olyan gdémbot, amelyre 0F-szakasz hossza 1. Az 0P-
szakasz hosszét jeloljiik p-val. Legyen P’ a gombre rdvetitett pont, azaz a PE
szakasz és a gombfelszin metszéspontja. Hizzunk a metszetsikunkban P’-bél
egy 0P-szakasszal parhuzamos egyenest, amelynek a (-tengellyel, azaz a 0FE-
szakasszal valé metszéspontjat jelolje Q). Ekkor egy a POFE-hez hasonld, kisebb
derékszogli PQFE haromszoget kapunk. Legyen végiil P’Q-szakasz hossza ¢,
0Q-szaksz hossza (, QQ E-szaksz hossza pedig 1 — (.

Mivel 0QP’'A ~ POEA, ezért ¢ : ¢’ = o : 1, amib8l { = g - ¢'. Hasonlban,
mivel QP'EA ~ OPEA, ezért (1 —(): 0  =1:p, amibél 1 — ¢ = 2 Ezekbol

o
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osszeadéssal adodik, hogy

/ 2
1=C+(1—C)=Q~g/+gg:Q/(Q+1):Q/(Q —i—l)’

tehét
(— 79 = / = Q =
0= ¢ =00 T2 I
Mivel a Pitagorasz-tétel alapjin a derékszogii zy-kordindtarendszerben o? =
x? +y?, és a P pont koordinatéi

/ /

0 14
5 =T, N=-—"Y,
0 o
igy a P pont (z,y) koordindtai és a P’ pont (&, 7, () koordinétéi a kovetkezdek.
/ _o
_ g _ 1+ 02 B 1 _ 1 - X .
T T T I T e Tee ey
p=Zy— YV
0 1+ 22 + 22’
2 24 .2
0 7ty
(=155 =

1+Q2_1+$2+y2
Ebbdl pedig

T T T
T = 14+a2+a? 1422422 o 14a?4y? £ .
= 1 - (1+x2+x2)_(x2+y2) - 1 - x2+y2 - 1 _ C’
1+az2+y? 1+z2+y? 1+22+y?
Y Yy
y = T+a?+y? _  1422+y> N
o1 x24+y2 T 1 _
e Ty LTS
m2+y2 C
14+22+y?
P y

T ¢
Hasznaljuk f6l, hogy a sik egy korének vagy egyenesének az egyenlete a kovetkezo
alaku.

A(z® +9?)+ Bx+Cy+D =0,
ahol A, B,C,D € R, és egyenesr6§l A = 0 esetén, korrdl pedig A # 0 esetén
beszéliink. fgy behelyettesitve az utébbi egyenletbe az x2 + y2-re, a-re és y-ra
vonatkozé korabbi Gsszefliggéseinket, kapjuk hogy

¢ ¢ 7 _
a(rsg) (i) e (i) oo

azaz
A(+B{+Cn+D(1—-¢) =0

Ez a linearis egyenlet pedig azt fejezi ki, hogy a képpontok koordinatii egy
sikban vannak, de a gémbnek és egy siknak a koz0s pontjai kort alkotnak, igy
a képpontok korokon fekszenek.
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2.16. Feladat. Mik a gomb atellenes pontjainak a képei a komplex sikon?

Megoldas. Azon sztereografikus vetitést tekintjiik, amely sordn a gémb
egyenlitdje fekszik a komplex sikon. Pontosan azok a z és 2z’ pontok lesznek
atellenes pontok képei, amelyekre 2z’ = —1 4ll fenn.

Ennek beldtdsdhoz eldszor is levetitjik az u (x,y,u) koordindtaju gémbon
1év6 pontot a komplex sikra, legyen a vetiilete z. Legyen tovabba az u pont
és az atellenes —u -azaz a (—z, —y, —u) koordindtdju pont- kozotti szakasznak
a komplex sikkal valé doféspontja 2. Tehdt a pontjaink egy sikban fekszenek
(3. dbra). Ekkor, ha az u pontndl a gombon dtvezetiink egy a komplex sikkal
parhuzamos sikot, és az u és —u pontok kozotti szakasszal valé metszetét ug-
lal jeloljiik, akkor keletkezik két hasonlé hiromszog, mégpedig uFug és zE2'.
Legyen az uug szakasz hossza x, ami tehdt az zFug haromszog alapja, amely
haromszognek a megassidga 1 —u. A 2Ez’' nagyobbik hidromszog -amelynek ma-
gassaga 1- alapjanak hossza pedig legyen x*. Ekkor

x* 1 y* 1

x 1—u’

y T
ahol y és y* a magassagaikat jeloli. Ez pedig azt jelenti, hogy

RN C.2))
A vetiiletek L
=), = (e i)
Mivel )
- _ .
=T u( x + iy),
ezért az u? — 1 = —x2 — y? felhaszndldsdval adddik, hogy
1
= _ 2 2y
ZZ —m(_df -y )——17

ahogy azt allitottuk.
2.17. Feladat. Mik a gomb fokoreinek képei a sztereografikus vetités szerint?

Megoldas. Az elébbi feladat alapjan a z és 2’ pont 8sképei pontosan akkor
atellenesek a Riemann-gémbon, ha z-z' = —1. Az egységkor egyrészt megfeleld,
amely az egyenlitonek a képe. Masrészt minden egyenlitén kiviili tovabbi f6kor
az egyenlitot két atellenes pontban metszi, mivel egy f6kor a gombfeliiletnek egy
olyan sikkal valé metszete, amely dtmegy a gomb kozéppontjan, az ilyen fokorck
az egyenlitot pedig két egyenlo részre vagjak. Tovabba ez visszafelé is igaz, azaz
ha egy kor az egyenlit6t két dtellenes pontban metszi, akkor annak fokornek
kell lennie. fgy ezen korok képei szintén megfeleloek, amelyek az egységkort két
atellenes pontban metsz6 korok vagy egyenesek lesznek. Es az egyenlité képén,
azaz az egységkoron kiviil csakis ezek a megfeleloek.
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3. dbra. Sztereografikus vetités

4. dbra. Gombi haromszog; sztereografikus vetités
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2.18. Megjegyzés. A gombi haromszogek szogeinek Osszege nagyobb, mint 7.
(A 4. dbran egy olyan hdromszoget vesziink, amelynek egyik csicsa az origd.)

A gombfeliilet geometridjanak a leirdsdhoz a tortlinearis fliggvényeket hasznalhatjuk.

2.19. Definicié. Linedris tortfiiggvénynek vagy tortlinearis fiiggvénynek, illet-
ve Mobiusz-transzformaciénak nevezziik a kovetkezo alaku fiiggvényeket

az+b

L(z) = z+d (1)

ahol a,b,c,d € C, és ad — bc # 0. Tovdabba

tehat a linedris tortfiiggvények bijekciot adnak a Riemann-gémbre.

2.20. Megjegyzés. Tekintsiik a nem-nulla determinansu {CCL b} matrixokat.

d

Legyen h CCL Z = L hozzérendelés, ahol L(z) = ‘C’jjrrdb Ekkor h egy cso-

porthomomorfizmus, ahol a matrixoknal a szorzas, a linearis tortek kozott a
kompozicié a csoportmivelet.

2.21. Definicié. Négy paronként kiilonbozo tetszés szerinti (akér a 0o) komplex
szamnak, azaz z1, 29, 23, 24 pontnak, a komplex sikon a kettésviszonyat a valds
esethez hasonldéan a kovetkezdképpen értelmezziik.

_R3 TRl R4 TR B3 TRl k3 22 9
(21722,23,24)— : = : ()
23 T 22 24 — 22 24 — 21 24 — 22

(Tehét a kettsviszony maga is komplex szam. Ha valamelyik tag végtelen, ak-
kor azon tag nincs értelmezve. Ez esetben ezen tagokat elhagyjuk, helyilikre 1-t
irunk, amit egyébként gy is megkapunk, ha az adott taggal a végtelenhez kon-
vergdlnank.)

2.22. Tétel. (Invariancia-tétel) Nem konstans l(z) linedris tortfiggvény
1. kettdsviszonytarto;
2. kor- vagy egyenes vonalat kor- vagy egyenes vonalra képez;

3. ha a z1 €s zo pontok szimmetrikusak a K korre (vagy egyenesre), akkor
az l(z1) és l(z2) pontok is szimmetrikusak az [(K) alakzatra, ahol egyenes
esetén a szimmetria a tikrozés, kor esetén pedig az inverzid.

2.23. Tétel. A linedris tortfiigguények a szdget és a forgatdsi iranyt megtartjdk,
azaz konformis leképezések, kort korbe vagy egyenesbe, egyenest egyenesbe vagy
korbe visznek dt.
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Megjegyezziik, egyrészt, hogy a szogtartas egy altaldnosabb komplex fliggvénytani
elvbdl kovetkezik, masrészt azt, hogy a Riemann-gémb irdnyitds és szogtartod
diffeomorfizmusai (azaz olyan bijekcidk, amelyek maguk és inverze is differen-
cidlhaté) pontosan a linedris tortfiiggvények.

2.24. Alkalmazas. Az egységkorlemezt onmagara képzé linedris tortek a

zZ— 20
1—%2’

€ - lz0] <1, |e] =1

alaku leképezések. Ezekre fendll, hogy

20— 0

1
— =00,
20
ugyanis az egységkorvonalra nézve a 0 és oo a szimmetrikus pontparok, minthogy
7 L e . 7
a 29 €s == is szintugy azok.

2.25. Feladat. Mik felelnek meg a gomb iranyitastartd egybevagdsagi transz-
formécidinak?

Megoldas. Az irdnyitastarté egybevagdsagi transzformaciok mind linedris
tortfiiggvények. Az egybevagosagi transzformaciohoz tartozoé linedris tortfiiggvényeket
pedig a kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg.

Atellenes pontparoknak a képei és ésképei is atellenes pontparok. Ezek egymaéssal
valé szorzata el6bbi feladatmegoldas alapjan tehdt —1. A 0 és a co dtellenes
pontpar, ezek zy és —Zé képe szintigy egy atellenes pontpért alkot. Az ilyen
linearis tortfiiggvények alakja pedig a kovetkezo.

Z— 20 __ 2= X2

L = = . C 0 0
=) cr L P *F MO} a7
Ekkor ) 1
_1-2 _—l-2z
L(1) = am—2, L(~1) = a%— 2.
W =ammp D =a—5

Ekkor, minthogy 1 és —1 &tellenes, ezért az L(1) és L(—1) is 4tellenesek, igy
L(1)- L(—1) = —1. Teh&t

T —1 4|20 +% — 2
—1=L(1) - L(-1) = |a|?|20|? = —la|? - |20|%.

Ez pedig azzal ekvivalens, hogy

1
1 = |a|?|z1|?, azaz |a| = ool
0
Tehat 1
L(z)=¢ — 75— 0

—Zy——, ahol || = 1.
‘ZO| 0270+17 aho |€|
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Diszkusszié: A zp = 0 esetben

zp = 0o esetén pedig

Hatra van még annak vizsgalata, hogy ezen leképezések ténylegesen egybevagosigi
transzformécidk. Ez pedig azért teljesiil, mivel akarhogyan is tekintiink egy
atellenes pontpart, akkor ezen pontpar egyik tagja a gomb elforgatasaval az
északi pélusba vihetd, mikozben a mésik a déli pélusba megy. (Ez utén még
a gomb elforgathatd egy tengely szerint, tehat kell hogy legyen egy leképezés,
amelyben szerepel egy e-nal val6 szorzas, és ez az egyetlen egy ilyen, azaz ilyen
leképezés egyértelmiien létezik.)

2.26. Feladat. Legyen P és Q az egységsugaru gombfeliilet két pontja. Legyen
ezek sztereografikus transzformacié szerinti képe zg és wy, ahol a komplex sik a
gomb egyenlitéjére illeszkedik. Hogyan szdmoljuk ki P és Q) tavolsagat zo és wq
ismeretében?

Megoldas. Legyen r a zg-nak megfelel6 pont a komplex sikon. A 0-nak és
r-nek a tavolsdgat szeretnénk kiszamitani. Legyen r-bél a gdmbre sztereografi-
kusan vetitett pont v’ (5. dbra). El8szor a Dr’ {v hosszat szeretnénk kiszdmolni,
amelynek gombi szoge, azaz a hozza tartoz6 koriv hossza legyen . Legyen az
r-nél 1évé vetitéegyenes és a komplex stk altal bezart szog «, amely a OrE
derékszogli hdromszog egyik szoge. Viszont ' DE szintén egy derékszogii hdromszog,
amely az el6bbihez hasonld, és a D-nél talalhaté szoge szintén «. Ekkor, mivel a
0D’ hdromszog egyenld szdrt, a mésik szogszaranal 16vé szog -azaz r’ csticsanal
1év6- szintén a. Ezért a koriv hosszusdga

1
B =m—2a=m—2arctg —,
r

amely altalanossagban
1
T — 2arctg —,
k]
ha a 0 és z inverz képének a tavolsdgat tekintjiik. Az altaldnos esetben zg, wq
pontok esetén, ha zy # 0V oo,

(2)

1 z—2
= —2Z20——
|Z()| 0270+1’

ha zy és wp nem ellentétes pontparok,

1 __Wo — %0
L(wg) = — 7 —— "2
(wo) |ZO|ZOw070+1
Ebbdl | |
Wo — 2o
L(wp)| = ——2L,
Do)l = o=

18



5. dbra. Szeteografikus vetités

tehat a zo és wo gdmbi tdvolsdga annyi, mint L(zg) és L(wp) tdvolsiga (mivel a
traszformécié egybevigisdgi), amely

lwoZo + 1]

m — 2arctg o — 20|

Ha wg = zg, akkor pedig az érték 0.
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2.3. A Bolyai-(hiperbolikus)geometria Poincaré-féle modell-
je

Felhasznélt Trodalom:|2]
2.27. Modell. (A Bolyai-geometria Poincaré-féle modellje) Ezen modellben

1. a komplex szamsik egységkorének a belseje jatsza a hiperbolikus sik sze-
repét, amelyben az egységkort merdlegesen metszé koroknek az egységkor
belsejébe es6 ivei jatszak a hiperbolikus sik egyeneseinek a szerepét;

2. az egységkor belsejének pontjai egyben a hiperbolikus stk pontjai, igy az
egységkorvonal pontjait nem szamitjuk hozza a hiperbolikus sikhoz;

3. a végtelen tavoli egyenes szerepét pedig maga az egységkorvonal jatsza,
és ez utébbit szokés a hiperbolikus sik horizontjanak nevezni. (Egy hiper-
bolikus egyenes a modelliinkben két pontban metszi az egységkorvonalat,
és ezen metszeteket hivjdk horizontpontoknak.)

2.28. Allitas. Egy k kor pontosan akkor metszi merdlegesen az egységkorvona-
lat, ha a k kérnek az egységkorre vonatkozd inverzidja szerinti képe onmaga.

Bizonyitas. Kozvetleniil addodik a korre vonatkozé inverzid szogtarto voltabol.

2.29. Allitas. Abbdl a feltételbdl, hogy a k kor tartalmaz egy mem Osszeesd z,
% inwverz pontpdrt kévetkezik, hogy a k egységkiorre vald inverzids képe onmaga
lesz.

Bizonyitas. Az éllitas feltételének teljesiilése esetén k sziikségképpen metszi
az egységkort két kiilonboz6 Z és Z' pontban. Ezen pontok pedig az inverziénal
onmagukba mennek at, a z pont pedig %—be. Ezen pontok, viszont az eredeti
koron helyezkednek el, és mivel egy kort mar egyértelmiien meghataroz harom
pontja, igy a kor inverz képe az eredeti korrel esik egybe.

2.30. Allitas. Tetszoleges két hiperbolikus ponthoz egyértelmien létezik eqy hi-
perbolikus egyenes, amely e két ponton keresztil halad.

Bizonyitas. Legyen a két pont z; és z5. Ekkor a {z1, 29, %} ponthdrmas
altal egyértelmiien meghatarozott kor lesz az egyetlen olyan kor, amely a 21, 2o
pontokon athalad merélegesen metszve az egységkort. Ennek a kornek pedig az
egységkorbe esé ive lesz a keresett hiperbolikus egyenes.

2.31. Allitas. Bdrmely ponthoz és horizontponthoz pontosan egy olyan hiper-
bolikus egyenes létezik, amely dthalad az adott ponton, és amelynek az adott
horizontpont az egyik horizontpontja.

Bizonyitas. Legyen az adott hiperbolikus pont z, az adott horizontpontot
pedig jelolje Z. Ekkor a {z, Z, %} pontharmas egyértelmiien meghataroz egy
kort, amelynek a megfelel6 ive éppen a keresett egyenes.
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Ebbél mar kovetkezik a kovetkezd tétel.

2.32. Tétel. (A modell nem euklideszi (hiperbolikus) tulajdonsiga) Ha e egy
hiperbolikus egyenes €s z eqy rajta kivil fekvd hiperbolikus pont, akkor létezik két
olyan kilonbézé z ponton dthaladé fi és fo hiperbolikus egyenes, amelyek nem
metszik az e egyenest, viszont van e-vel kézés horizontpontjuk.

2.33. Megjegyzés. Az elobbi jelolésekkel az f; és fo hiperbolikus egyenesek
altal z-nél alkotott két csticsszogtér koziil az egyikben haladé minden hiperbo-
likus egyenes metszi e egyenest, a masik sikban haladdk koziil pedig egyik sem
metszi.

Ahhoz, hogy a hiperbolikus sikon az egybevagésag fogalmat értelmezhessiik,
sziikséges megéllapodnunk abban, hogy mit tekintiink a hiperbolikus sik 6nmagara
valé kongruencia-leképezésének, azaz mozgdsanak.

2.34. Allitas. Ahogy az (2.24) alkalmazdsban ldttuk, az irdnyitdstarté

zZ— 20
1—Zyz

w=c¢- (le] =1, |20 < 1) (3)

leképezések, €s ezeknek konjugdltjai, azaz a nem irdnyitdstarto

Z—7Z0
1— 29z

wW=¢- (le] < 1,|20| < 1) (4)
leképezések is az eqységkor belsejét onmagdra képezik le. Tovdbbd, mivel szogtartoak,
19y az eqységkorre merdleges koroket ugyancsak az eqységkorre merdleges korokre
képezik, tehdt ezen leképezések a hiperbolikus sikot onmagdra képezik le ugy, hogy

a horizontot is onmagdra képezik le, hiperbolikus egyenest hiperbolikus egyenesbe
visznek.

2.35. Allitas. Az dsszes elébbi (3) alaki illetve (4) alaki, linedris illetve kon-
jugalt linedris leképezések eqyiitt csoportot alkotnak, amelyben az egységelem
alatt a w = z leképezést értjuk.

2.36. Definicié. A b&vebb transzforméaciécsoportot nevezziik modelliinkben a
hiperbolikus stk mozgascsoportjanak.

Megjegyezziik tovabba, hogy az ilyen értelemben egymassal egybevagd hiper-
bolikus egyenes szakaszok euklideszi értelemben természetesen nem lesznek egy-
bevéagobak, viszont be tudunk vezetni a hiperbolikus szakaszokra olyan mértéket,
amely véltozatlan lesz a hiperbolikus mozgasokkal szemben, ahogy azt a kovet-
kez6kben lathatjuk.

Olyan mennyiséget keresiink a hiperbolikus szakaszokra, amely valtozatlan
marad a hiperbolikus mozgasokkal szemben. Tekintsiik ehhez a z7 25 hiperbolikus
egyenes szakaszt, és rendeljiik hozza ehhez proba képpen a

INz1,20) = (2, Z, 21, 22)
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kettésviszony értéket, ahol Z és Z' a 2125 hiperbolikus egyenes két horizontpont-
ja a Z, 21,29, 7" sorrendben. Ez a kettésviszony pedig valds szam lesz, mivel a
négy pont egy koron van, tovabba a sorrendre tett elobbi megkotésbdl az is
kovetkezik, hogy 9(z1,22) > 1, és egyenléség csak z; = 29 esetben &ll fonn.
Minthogy a hiperbolikus mozgédsokat tortlinearis fiiggvények és azok komplex
konjugaltjai értelmezik, amelyek pedig valds kettOsviszonyi négy pontot min-
dig ugyanakkora valds kettésviszonyd négy pontba viszik at, igy a 9(z1, 22)
mennyiség a hiperbolikus mozgédsokkal szemben valéban valtozatlan marad. De
ekkor ugyanigy valtozatlan marad a

o(z1,22) =k -In(Z', Z, 21, 22) (5)

mennyiség is, ahol k > 0 egy tetszés vélasztott, de azutan rogzitett valds szam.
A tovabbiakban k értékét 1-nek valasztjuk. Ekkor o(z1,22) > 0, és o(z1,22) =0
ekvivalens azzal, hogy z; = zo.

A o mennyiségnek megvan az additiv tulajdonsdga is, azaz ha zy, 29, 23
ugyanannak a hiperbolikus egyenesnek harom pontja a kovetkezo sorrendben

Z7 21522, 23, Z/7
akkor
0(z1,z3) = 0(21, 22) + 0(22, 23).-
Ebbdl azonban adddik, hogy a kettésviszonyokra teljesiil a
(Z/7 Z7 21, 23) = (Z/a Za 21, Z2) . (Z/a Z7 22, 23)
azonossag. Valéban,

n—7 wm-7 (-2 n-7 2—7 -7
Zl—Z.Zg—Z_ Zl_Z'ZQ_Z ZQ_Z.ZB_Z '

Tehat Osszefoglalva.

2.37. Allit4s. (A tdvolsdg tulajdonsdgai)

1. o(w,0) =In Ltlwl >

I—|w|] =

2. 0(z1,22) >0
3. 0(z1,22) =0& 21 = 29

4. Ha 21, 29, 23 eqy hiperbolikus egyenesen vannak ebben a sorrendben, akkor
o0(z1,23) = 0(21, 22) + 0(22, 23)-

5. 0(z1, 22) = 0(22, 21)

6. 21,29, 23-10 0(21,23) < 0(21,22) + 0(22, z3) (hdromszig-egyenldtlenség)
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Bizonyitas.

1.

Ezt belathatjuk a w = r helyettesitéssel, vagy tekintjik a 2/ = —1,0,7,1 =
z pontok kettésviszonyat az egységkornél, amely éppen

r+1 0+1 r+1

11 - : - .
(LLn0) = g1 =1,

. Ez egyszerii kovetkezménye az 1.-nek a zo = 0 valasztdssal, mivel {6l lehet

azt tenni, hogy az egyik pont 0. (Ebbdl pedig (21, 22) > 1 is adddik.)

Ismét 6l lehet tenni, hogy az egyik pont a 0, és zo = 0 valasztéssal tri-
vidlisan adédik 1.-bél.

A bizonyitandd egyenlGség azzal ekvivalens, hogy
(Z/a Za 21, ZQ) = (Zlv Z» 21, 22) ! (Z/7 Zv 22, 23)'
A kettésviszonyokat kifrva a kovetkez6 alakhoz jutunk,

Zl—Z/'Zg,—Z/_ Zl_Z/.ZQ_Z/ ZQ_Z/.ZB_Z/
Zl—Z.Zg—Z_ Zl_Z.ZQ_Z ZQ—Z.2’3—Z ’

amely képlet mindig igaz 4ltaldnossigban is, ha pl. Z’,Z helyett a,b
szdmokat frunk. (Ttt folhaszndltuk azt, hogy z1, 22, 23 egy (hiperbolikus)
egyenesen fekszenek, mert emiatt lesznek ugyanezek a Z-k és a Z'-k, illet-
ve a sorrend is fontos volt, mivel, ha nem ebben a sorrendben volnanak,
az esetben mds lenne a kettdsviszony.) Tehdt valéban igaz, ha harom
pont megfelel§ sorrendben egyazon (hiperbolikus) egyenesen van, akkor
a tavolsagok 6sszeadddnak.

Trivialis.
Tehat ha z1, 22, 23 € C1(0), akkor

o0(z1, 23) < 021, 22) + 0(22, 23).

Feltessziik, hogy zo = 0, z; = r, mivel egybevagosagi transzformacioval ez
elérhetd. Legyen z3 = R - (cos? + isind)). Tehat a

9(213 ZS) S Q(Zho) + 9(233 0)

egyenlStlenséget kell beldtnunk. Az egyenl6tlenség jobb oldala a korabbiak
alapjan

In

1—|—\zl|+ln1—|—|23\ 71n1+r+1n1+|23\ B

1—|21| 1—|Z3‘7 1—7r 1—|2’3‘7

1+7‘+1 1+ R
1—7r nl—R'

In
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A o(z1,z3) értékének a maximumat szeretnénk meghatdrozni. Mivel

Q(Zla 23) = Q(Ta 23)7
kérdés, hogy o(r, z3) mikor lesz maximdlis? Legyen

L(z) = SAA N

- b
1—rz

Mivel ekkor

[L(zs)| +1

o(r2s) = o(L(r), L(z)) = e(0, L(zs)) = In 77

ezért o(z1,z3) értéke akkor lesz maximdlis, ha |L(z3)| maximadlis, azaz
|L(23)|? maximalitdsat fogjuk vizsgalni.

Most mar R-et rogzitve meghatdrozhaté a max |L(z3)| és a min|L(z3)|
differencidlasos szélséértékvizsgalattal. Tehat ekkor

_ R?*47r?—2rRcos?
T 14 72R2—2rRcos?’

|L(z3)[”

és ennek derivéltja a tortfiiggvény differencidlasi szabalyanak megfelel6en,

2rsin (1 + r2R% — 2rRcos¥) — 2rsind(R? + r? — 2rRcos )
((1 +72R? — 2rR cos ¥)2

2rsind(1 + r?R% — R? + r?)
(14 r2R? — 2rR cosv)?

, ¥€][0,2n].

Ennélfogva (a kezdé és végpontban, azaz a 0-ban és 271-ben felvett értéket
is figyelembe véve) a két extremadlis hely (minthogy a fliggvény ¢-ban
folytonos, ezért létezik maximuma és minimuma), ahol a derivélt 0 értéket
vesz fol

¥ =0azaz z3 =R, ¥ =mazaz z3 = —R.

Ezen két esetben a hdrom pont egy euklideszi egyenesen van, de csak a
¥ = 7 esetén megfeleld a sorrend, igy ekkor z3 = —R esetén maximalis az
érték. Tehat megkaptuk, hogy

o(r,R) < o(r, z3) < o(r, —R),

amibol méasodik egyenl6tlenségség hasznalataval, visszahelyettesitéssel kovet-
kezik a haromszog egyenlGtlenség, tovabba egyenldség pontosan akkor all,
ha z3 = —R, azaz a hdrom pont a (—R, 0, r) sorrendben egy euklideszi
egyenesre esik.
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6. dbra. Hiperbolikus geometria modell

Mindezek alapjén jogos, hogy a o(z1,22) mennyiséget tekintsiik a zizz hi-
perbolikus egyenes szakasz hosszusdganak.

2.38. Megjegyzés. Ami a szogeket illeti, ott a helyzet joval egyszeriibb, ugyan-
is két hiberbolikus egyenes szoge tgy szamolhaté ki, hogy a nekik megfelelo
korok vagy egyenesek szogét tekintjiik az adott pontban, amelyet az euklideszi
esettel egyez6 modon mériink. Azaz ez egyenesek esetén a bezart szog, korok
esetén pedig a pontban hizott érint6k altal bezart szog lesz. (A 6. 4bra mutatja,
hogy hiperbolikus geometridban egy haromszog szogeinek Osszege kisebb, mint
7r; ismét 6l lehet tenni, hogy az egyik csics az origd.)

3. Komplex integralok

3.1. Definicié. (Holomorf fiiggvény) A teljes komplex szdmsikon komplex értelemben
differencidlhaté fiiggvényeket holomorf fliggvényeknek nevezziik.

3.2. Tétel. (Jordan) A sikon minden egyszerd zdrt gorbe képének komplemen-
tere két mem dres osszefliggé nyilt halmaz, amelyek kozil az egyik korldtos, a
mdasik pedig nem-korldtos.

3.3. Jelolés. Egy v egyszeril zirt (azaz Jordan) gorbe belsejét int y-val, kiilsejét
pedig ext vy-val szokés jelSlni.

3.1. Az exponencialis és trigonometrikus fiiggvények és in-

verzeik
3.4. Definicio.
22 n
ef=1+z+ 7+ +—+
2! !
2 2n
z n ?
cosz-l—g—i—-- + (-1) (2n)!+”
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23 52041
sinz:z—§+m+(—1)”m+....
3.5. Definicié. Komplex (exponencidlis alapi) logaritmusnak nevezziik a
log(z) =In|z| +iarg z
kifejezést, ahol In a valds exponencidlis alapu logaritmus.

3.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a cos z és sin z komplex fliggvények minden
értéket folvesznek.

Megoldas.

2 2

w=cosz=sin’z=1—cos?z2=1—w?=

w+vVw?—l=w++/(-1)1-w?)=w+ivV1—-w?=cosz+iV1—cos?z=
cosz +iVsin? 2z = cos z + i sin z = €¥*
Ezért
1

. . 1 4 1
z =log(e®) = log(e%”) = log(e*®)7 = ~log(e'?) = =~ log(w + Vw2 — 1).
i i

fg‘y a w = cos z inverz fliggvényét kaptuk, amely minden w-re értelmezve van,
minthogy w + vw? —1 # 0. Azaz valdjdban tobbet kaptunk, mint a feladat
kérte, mivel az inverzét is meghataroztuk.

w = sin z esetén pedig hasonléan kapjuk, hogy

1
z= zJrf_log(wf\/uﬁfl).
i

2
Ezéltal a w = sin 2z inverz fliggvényét is meghataroztuk.

3.7. Feladat. Oldjuk meg a kévetkez6 komplex fliggvényekrol szolé egyenletet
a komplex szdmok halmazan!
2t =1

Megoldas. frjuk at 2°-t az exponencidlis és logaritmus fiiggvény egymés

utani alkalmazaséival.

log z* ilog z

Z'=ce =e

Ebbdl pedig, mivel

el log 2z

= i,
és ‘
i=eGt2n) ke,
ezért adodik, hogy
ei(%+2kﬂ') — ei(ln\z\—i—iargz) _ e—argz+iln|z| — o WBZ eiln|z|.
Kovetkezésképpen
T
argz = 2km, In|z| = 5 + 2k, k€ Z,

azaz
z=e2 12" Lecz.
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3.2. Cauchy tételei és Reziduum-tétel

3.8. Tétel. (Cauhcy-féle alaptétel) Legyen f(z) a T egyszeresen osszefiiggd
tartomdnyon holomorf komplex figguény, és legyen v a T belsejében egy (nem
feltétlendl egyszert)) zdrt, rektifikdlhatd folytonos gorbe. Ekkor

Af(z)dz = 0.

3.9. Tétel. (Cauchy-féle alaptétel II. vdltozat) Legyen ~y egyszerd zdrt gorbe
C-n, legyen f holomorf fiiggvény v-n és int y-n. Ekkor

A F(2)dz = 0.

Ennek altalanositasa.

3.10. Tétel. (/fltaldnos Cauchy-féle alaptétel) Legyen ~yo pozitiv irdnyitdsi
egyszertd zart gorbe C-ben, legyenek vy1,7v2,...,Yn egymdst nem metszé pozitiv
irdnyitdsi egyszertd zdrt gorbék, amelyekre inty; Ninty; =0, 1<i < j < n.
Legyen tovabbd f holomorf figguény ~v-n és int v\ U?:1 vj-n. Ekkor

/70 f(z)dz:/% fRdz+ -+ [ f(2)d=.

Tn

Igaz a Cauchy-féle alaptétel kovetkez6 altalanositasa is.

3.11. Tétel. Legyen f(z) holomorf figguény a T tartomdnyon. Ekkor minden
olyan pozitiv értelemben befutott, egyszeri zdart v gorbére, amely T-ben fekszik
belsejével egyiitt, és amely az a pontot a belsejében tartalmazza, arra fenndll a

_ 11
=5 | 2=a®

osszefiiggés, amelyet Cauchy-féle integrdlformuldnak nevezink.

3.12. Kovetkezmény. Az elébbi Cauchy-féle integrdlformula szerint, amennyi-
ben a -y egyszert zdrt gorbe és belseje a fligguény holomorfitdsi tartomdanydban
van, akkor a figgvénynek a v gorbén felvett értékei mdr egyértelmien meg-
hatdrozzak a figguény értékeit a v belsejének minden pontjdban.

3.13. Feladat. Lassuk be a kovetkez6 fiiggvény r > 1 sugari, origd kézépponti
K, koron valo integraljarol szl alabbi egyenlotlenséget

‘/ 10g(222) <47-(- <’/T<|>hl7">7
K, z T

majd ennek segitségével a
1 2
lim / Og(; )dz =0
r—oo Jp z

Osszefliggést!
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Megoldas. El6szor lassuk be, hogy minden z # 0-ra
[log(2)| < |In[2]| + .
Ennek igazoldsa: Mivel |log(z)| = In |z| + i arg(z), ha —7 < arg(z) < =, ezért
[log(2)] = |In|z| +iarg(2)| < [In[z|| + [iarg(z)| < [In|z]| + 7.
gy
|log(2?)| < |In|2?|| + 7 = 2In7r + 7.

Ennélfogva

? 21 5+1 1
’/ Lg(; )dz‘ < 27r (W+ > nr) :477(2 * nr) < Am (W+ nr>’
K, 2 r r r

amibdl pedig a a L’Hospital-szabély alkalmazasaval adédik, hogy

1
lim 47 <7T+ln7“> =47 lim — =0.

=00 'S r—oo T

Tehat kapjuk, hogy

log(+?)

5 dz =0.

lim
1= Jg 2

3.14. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkez6 integralok értékeit!
1. f\z\:2 2"(1 — 2)™dz
2. [z 12 —al7?ld2|, Ja| # 1
Megoldas.

1. Ha m,n > 0, akkor 2™(1 — 2)™ egész fliggvény, {igy a Cauchy-tétel miatt
ekkor || "(1—2z)"dz = 0.

|z]=2 %
Abban az esetben, ha m < 0 ésn >0,

271, n
2"(1=2)"dz = 11 <n =1-1 n2m’m< >
/M_z IS (Il = 2)1(n — [m[)! — ™IS |m|

Az n < 0ésm > 0 eset hasonléan adddik n és m cseréjécel és +-ra irdssal.

Végiil, ha n,m < 0, akkor

/ 2"(1—2z)"dz =
|z|=2

(oY R T e A
2mi <(n_1),3(n1)z (T=2)")+ (m = 1)1 961 ((2) )) =

(") ()
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2. Ha z = ge', t € [0,27), amely pontosan azt jelenti, hogy 7 := {2 : |z| =
o}, akkor dz = ipeidt. Ennélfogva

dz = —piz" L.

1
|dz| = |y (t)]dt = |o?(sin*(t) + cos® (1)) |dt = 0

Tovabba

o(cos(t) +isin(t)) = o(cos(t) — isin(t))
o(cos(—t) + isin(—t)) = g~ = 27!
Ekkor, ha a € int(T') : 9T = ~, akkor

L= o=t | e

A Cauchy-formuldbél adédik, hogy f(€) = ﬁ esetén

Z =

1 2T
" |de| = 2mif(a) = —
L = el = 2mif(e) = 27

Ha pedig a ¢ int(T), akkor @~! € int(T), és ekkor

[am= [ =i = | o=

Es, ha g(&) = %, akkor szintén a Cauchy-formulabdl

1 27
——|dz| = 2mig(@!) = ———.
/m—w'” S T

3.15. Definicidé. Legyen a az f(z)-nek izolalt szingularitési helye. Az a ponto-
zott kornyezetében konvergens

c_ c_
f(z):~'~—|-(2_2)2+Z_1a—|—co—|—cl(z—a)+02(z—a)2+...

Laurent-sorban szereplé c_; egylitthatét az f(z) fiiggvény a-hoz tartozé rezi-
duumaénak nevezziik és Res(a)-val, illetve Res(f(2);a)-val, vagy Resy(q)(a)-val
jeloljiik.

3.16. Tétel. (Reziduum) Legyen az f(z) figgvény holomorf a v egyszerd zdrt

gorbén és belsejében a véges sok ay,aq, ..., ap szinguldris pontok kivételével. Ek-
kor

/ f(2)dz = 2mi (Res(a1) + Res(az) + - - - + Res(ap)) .

3.17. Feladat. Szamitsuk ki az

2
1
[ it
o cosz+2

integral értékét!
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Megoldas. Ekkor

27 27
1 1
o cosxT+2 0o =E—+2

o 2ei® ! 2 e
2—dl' = - 1€ dx.
o €¥T 414 4ei” 0 Ge?T e 41

Az lelzl f(2)dz = 0271' f(e®)ie®dx polarkoordinatds helyettesitést folhasznalva
az integral értéke tovabb egyenld

1 2 2
——————dz=27R - ——————
/|Z_1iz2+4z—|—1 eTem es<f zz2—|—4z+1)

2 2
2+\f):27r T

T— = —,
243 2v3 V3
mivel a nevez6ben szerepl 22 + 4z + 1 mésodfoki egyenlet megoldasai, azaz

—4+16 -4
— =-2+V3
2 V3

ZR,‘ -
™ eb<22+4 E

2z+4

21,2 =
koziil csak a | — 2 + /3| < 1, igy csak ott kellett tekinteniink a reziduumot.

3.18. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkez6 értéket!
()2
n=0 n ™

Megoldas. A reziduum-tétel miatt

n 1 (I+2)"
S A2
(k’) 2mi /Z|_1 PR

amibdl pedig adodik, hogy

2 1 2n
n 27 Jjy= 2"

ahol egyébirant tetszoleges 0 koriili kort vehettiink volna integraciés utnak. Ezt
felhasznalva a példa kérdésében szerepld Osszegre a kovekezd formula adddik.

o0
2n (1 —|— 2) 2” (1 —|— z)2mn 1
S () m [ S am [ S e
n=0 [z|=

(1+2)?

Tz

sorozat konvergenciaja egyenletes, és felcserélve az Gsszeget és az integralt, majd
a reziduum-tétel alkalmazasaval adédik, hogy az érték tovabb egyenlo
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1 1 1 d 1 / . 1 d
_— —_——— A = — —_— a4z =
27 Jy=1 21— (1;7:)2 210 Ji= Tz — (14 2)?

. 1dz?Res( ! '5_\/ﬁ>

270 Jjyjm1 =22 +52 -1 224+52—-1" 2
smsmym V21

1
77
—2z45

3.19. Feladat. Legyen v az a kulcslyuk-gorbe, amelyet a 0 kozéppontt r és a
szintén 0 kozépponti R > r korok pozitiv valds-tengely menti egybetevésével
kapunk, azaz elhagyunk mindkét korvonabol a valés-tengely koriil egy kis € részt,
majd a valés tengellyel parhuzamos, f6lotte illetve alatta halad6 két szakasszal
egy egyszerli zart gorbévé kotjiikk egybe a kapott két-két végpont mentén (7.

abra).
log2z
———5d
L(22+a2)2 o

Szamitsuk ki az
integral értékét, ha r — 0, R — o0, és a > 0 valds, a «y pedig legyen a R nagykor
szerinti pozitiv irdnyitasi!

Megoldas. Eloszor bontsuk {6l az integralt négy integral Osszegére a két kor
és a két egyenes szakasz szerint.

/ log? = ds —
5 (22 +a?)? N

R 2 27 L oti))2 )
/ (logiw)zdm / Wwdﬁ
r 0

22 + a2 R? . €2t 1 g2)2
" (log x + 2mi)? % (log(r - ) + 271'2) ot
LOBL T e+ dt
G rap T e

Ezt kovet6en megbecsiiljiik a masodik és a negyedik integral abszolat értékét

felilrol.
27 -\ 2
/ (log(Rﬂ—tz) Relidt <
0

27
(log(R - e’ )) ti
‘ / (R2 - e2li 1 q2)2 Ty e o be dt| = R? . ¢2li 1 q2)2

2 2 2 2
/ R| logR+tz| dt</ R|log R + ti| it <
, B2 et a2? (R? — a?)2
*™ R(log R + 27)? 27 R(log R + 27)?

o (R? — a2)2 dt = (R2 — a2))2

A kapott felsé korlat pedig 0-hoz tart R — oo esetén. Ehhez hasonlé médon a
negyedik integrél tagra is érvényes a kovetkezo

log reett) + 277@) i T (|logr| + |t + 27|?)?
2. ot dt| <
on  (r?-€* +a?)? 0 (a? —72)
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7. dbra. Kulcslyuk-gorbe

fels6 becslés, amelynek értéke szintén 0-hoz konvergal r — 0 esetén. fgy a
négytagui Osszegink két taguva redukdlddik, amely két tagra a reziduum-tételt
alkalmazva adédik, hogy

log? = . logz . log? = .
L mdz = 27T'L (Res (W7 1a + ReS m, —11Q =

. d ( logz 2 d log 2z 2
2 lim — lim — | ——5= =
™ <z1—>ni1a dz (z + ia) LA 7 ((22 +a?)?

271'2'-423<21na—1n a+ 1 —|—37m—37rlna>

. 2
2m'-42? (21na—ln2a+ “% —l—3m'—3m'1na) .

Ekkor tehat r — 0 és R — oo esetén nyerjitk a kovetkezd két Gsszefiiggést az
elobbiek alapjan a megmaradé két integralos tagra.

*  In’z * Inx — 27i)?
U @+ a2 ™ ‘/o @+ a2 dﬂ”} =

27g - 10 <21na—1n a+—+3m 37r1na>—

4
271 - 4<21naln a+ 4 +3m 37ri1na);
> 1
d.T+27T o mdfﬁ =
7- 4@3 (QIna—ln a+4+37m—37r1na>
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1- yps (21naln a+T+3m 37ri1na>

Végul a valds és képzetes részek Osszehasonlitasaval adédik, hogy

> Inz T > 1 T
B | . dr=
/0 (22 4 a?)? v 4a3( na), /0 (22 + a?)? RERVPEL

tehat az integral csakugyan abszolut konvergens.

3.20. Feladat. Szamitsuk ki a kévetkez6 integrél értékét!

oo eOLI
/ —dz, 0<a<l
_ool—i—e

Megoldas. Legyen f(z) = {%_=. Szdmitsuk ki keriileti integrdlként a v =
71 + Y2 + v3 + 74 Uton, ahol y4 = [—R, R] a val6s tengelyen, v = R + 2mi,
~v3 = [R+ 27i, —R], és 74 = [~ R+ 2mi, —R]. Ekkor a T tartoményon, amelyet a
~ gorbe hatdrol, az f(z) fiiggvénynek egyetlen pélusa létezik, mégpedig a z = mi
az €™ +1 =0, az Euler-féle azonossig miatt. Ezért

eaz

Res(f,im) = W

Z=iT

fgy a reziduum-tétel alapjan adodik, hogy
/ f = —2mie™™
¥

ea(RJrit)

1 + eR—i—it

Tovabbé

27 - R+zt) 27
L= il <
o 1 + eR-Ht o

fgy, mivel 0 < @ < 1= limp_ a0 S5 = 0, czért limg e [, f = 0. Tovébbs,

mivel
27 Z‘a(fRJrit) 27 e— R
= |- ——dt| < ———dt
LAl e < [

limp 0o fw f szintén 0, minthogy a hatérértéket véve az egyenlet jobb oldala
csakigy, mint v, esetén 0-hoz tart.
Most tekintsiik a y3-at. Ekkor

oz(t+27r7, o
— o02mi f
/73 /R 1+ef /Yl

Ekkor R — 0o esetén
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3.21. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd integral értékét!

/_11 f(z)dx = /_11 @dﬂc

1+ 22

Megoldas. Tekintsiik az f(z) = V11+_Z‘§2 fiiggvényt, amelynek holomorfitdsi
tartomdnyat a [—1,1] szakasz, valamint a +i pontok elhagydsdval kapunk a
komplex sikbdl.

Ekkor a négyzetgyok miatt (amely kétértékii fiiggvény), ha a —1 vagy 1
koriil egyszer megyiink korbe, akkor —1-szeresre véaltozik, viszont, ha a [—1,1]
szakasz kortl megytink egyszer korbe, akkor kétszer véltozik —1-szeresre, azaz
a fliggvény csakugyan holomorf a megadott tartomanyon.

Tovébbé, ha x € [—1, 1], akkor

lim f(z+iy) =— lim f(x+iy),
y—0t y—0—

azaz a [—1, 1] intervallum esetén fentrdl és lentrél tartva hozzd a két hatarérték

v11+—;2-2 integralni kivant fiiggvényt.

egymésnak —1-szerese, és fentrol tartva kapjuk a
Legyen r > 1. Ekkor

/Z_T F(2)dz = /Z_T vi-=,

1+ 22

2,

1— 22 1— 22 V1= 22

———dz + ——dz + —d

ahol v, egy olyan ¢ magassdgi téglalap (8. dbra), amely a [—1,1] szakaszt

koriilveszi, és amelyet szintén pozitiv irdnyitds szerint fogunk venni (mivel az

altalanos Cauchy-féle alaptétel miatt az r-sugard koron vett integral megegyezik

a £i koriili e-sugart korokon vett integralok és a v.-on vett integral dsszegével).

Legyen f(0) = % a jobb oldal felél. Ekkor ¢ — 07 esetén a reziduum-tétel

hasznélatdval (a +i szingularitasok koriili integrdl a reziduum) és az 1 + 22 =
(z +14)(z — i) azonossdg miatt adédik, hogy

/Izl—r f(z)dz = 2mi (Res(f;1) + Res(f; —i)) — /_1 f(z)dx — /1 (—f(z))dz =

1
2mi (Res(f;4) + Res(f; —1)) — 2/ f(z)dz.
~1
Majd, ha r — oo kapjuk, hogy
27 /1 — r2ei29

lim z)dz = lim ___ire™dd =
r—00 |z|=r f( ) r—oo fq 1+ r2etd
2m VI— 2B 27 e
lim W’”ﬂel d'l9 = lim 17_/6.61 d'l9 =
g T 14 r2e? 0 T Tz + 20
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8. abra. Integralasi gorbék

27 621 27 2
—m ~ie™d = / 1dy = / dy = 2.

0
Ekkor a reziduumok

2mi (Res(f;i) + Res(f; —i)) = 2mi <2£ + £> =2V/2.

Tehat osszefoglalva

/m

1
a2 = 5(27r\/_— or) = w(V2 - 1).
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4. ésszegzés

Az elsé fejezetekben a komplex szdmokkal kapcsolatos alapvetd fogalmak targyalasa
utan igyekeztem képet adni arrdl, hogy komplex szamok segitségével viszony-
lag kénnyen igazolhatdak algebrailag olyan problémék, mint a szabélyos 6tszog
szerkesztése, valamint a Cardano-képlet levezetése elemi szimmetrikus polino-
mok segitségével. Majd annak megismerésével foglalkoztam, hogy miért is olyan
lényeges a Riemann-féle szamgombre valé sztereografikus vetités a komplex
fliggvénytanban, milyen geometriai allitdsok mondhatdk ki ehhez kapcsoléddan,
és ezzel 6sszhangban a tortlinearis fiiggvények is bemutatasra keriiltek. Utébbiak
pedig mar atvezettek a Bolyai-féle hiperbolikus geometria komplex Poincaré-féle
modelljéhez, amelynek érdekes tulajdonsagaiba csupan egy betekintésre volt itt
lehetoségem, mindenekelOtt a tavolsdgfogaloma levezetésével. Majd a masodik
részben néhany komplex fiiggvényekkel kapcsolatos alapfogalom, valamint a
késobbiek szempontjabdl lényeges, nevezetesebb tétel kimondéasa utan igyekez-
tem bemutatni utébbiak hasznédlatdt, amelyek segitségével nehezebb integralok
is viszonylag konnyen kiszamithatdak, illetve ezzel parhuzamosan betekinteni
abba, hogy a komplex integralas, mint a komplex fliggvénytan egy alapveto
része és eszkoze milyen hasznossaggal bir.
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