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1. Bevezetés

A modern korban rendkiviil sok valuta, csereeszkoz all a tarsadalom rendelkezésére, melyek piaci ér-
tékét szamos tényezd befolyasolhatja. Példaul egy orszag hivatalos fizetGeszkozének arfolyamat erdsen
meghatarozza az orszag gazdasagi, illetve politikai helyzete, vagy egy részvény értéke a tézsdén erdsen
fiigg a részvényt kiado tarsasig szitudciojatol. A koézelmiltban megjelentek tovabba a kriptovalutak
is, melyek piaci értékét kizarolag azok kereslete és kinalata hatarozza meg, igy olyan tényezdk is be-
folyasolhatjak azt, mint egy kozszerepld véleménye, vagy valamilyen szocialis trend. Ezen valutak és
értékpapirok mindegyike szabadon hozzaférhetd, igy kialakultak olyan portfoliok, ahol egy befektets
ezekbdl tobbet is birtokol. Ahhoz, hogy ezek a befektetések minél nyereségesebbek lehessenek, szeret-
nénk megismerni a piac viselkedését kockazatelemzés céljabol, példaul mi annak a valészintisége, hogy
az altalunk vasarolt valutak, értékpapirok értéke egyszerre egy bizonyos szazalékértéket csokken? Erre
adnak lehetGséget a tobbdimenzios statisztikai modellek, melyek egy viszonylag 4j aga az ugynevezett
kopulak. Ezen modelleknek is nagyon sok csaladja létezik, attol fliggGen, hogy milyen tulajdonsagokkal
rendelkezik az adathalmazunk, més-méas kopulamodell fogja azt jol leirni. Egy ilyen csalad az egymés-
ba agyazott arkhimédészi kopuldk csaladja, mely az egyik legfrissebb ezek koziil, a dolgozatban ezzel
fogunk majd részletesen foglalkozni, kitérve a tobbi fontosabb kopulacsalddra is. A modellezéshez az R
programnyelvet fogjuk hasznalni, a forraskodok a [12] linken elérhetGek.

1.1. Kopulak

A tobbdimenzios statisztika egyik legnehezebb feladata a tobbdimenzids eloszlés illesztése, ennek meg-
valositasaban jatszanak szerepet a kopulédk. Egy tobbdimenzids eloszlas felbonthato az egydimenzios
egyenletes eloszlasu peremeire és ezen peremeloszlédsok kozotti Osszefiiggési strukturara, melyet kopu-
lanak neveziink. Precizebben, a kopula egy olyan tobbdimenzios eloszlas eloszlasfiiggvénye, melynek
minden egydimenziés pereme egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon. Ezt az eloszlast a dolgozat
tovabbi részében az F(0,1) jeloléssel jeloljik.

1. Definici6é (Kopula). Ha a C : [0,1] — [0,1] d dimenzios eloszlasfiiggvény peremei egyenletesek, d
dimenzi6s kopulanak nevezziik.

A definiciobol nyilvanvaloan kévetkeznek a C' kopula kivetkezd tulajdonségai:
Legyen C(u) = C(uy,ug, ..., uq), tovabba jeldlje Uy, Uy, ... Uy a megfelels peremeloszlasok valoszi-
niiségi valtozoit. Ekkor

e ('(u) nemcsokkend fiiggvény minden valtozojaban.
o O(1,....Lui1,....1) =u,Vie {1,....d}

o Va; < b,i€{l,...,d} esetén a P(a; < Uy < by,ay < Us < by,...,aq < Uy, < by) valoszintiségek
nemnegativak.

1. Tétel (Sklar tétele). Legyen F' eqy d dimenzids eloszldas egyiittes eloszldsfiigguénye, tovabbd jelolje F
egydimenzios peremeloszldsfigguényeit Fy, Fy, ..., Fy. Ekkor létezik olyan C' kopula, amelyre

C(Fi(xy), Fo(xa), ..., Fa(zg)) = F(xy, 29, ..., 24),Vo; € (RU {00, —00}),i € {1,...,d} (1)

teljesiil. Amennyiben a peremeloszlasfigguények folytonosak, a C fiigguény egyértelm.
Igaz tovabba ennek a tételnek a megforditasa is, azaz:

2. Tétel (Sklar tételének megforditasa). Ha C kopula és Fy, Fs, ..., Fy egydimenzids eloszldsfiggué-
nyek, akkor az (1)) egyenlettel leirt F' fiiggvény egy olyan d dimenzids eloszlds eloszldsfiigguénye, mely
peremeloszlasai az Fy, Fy, ..., Fy figguények.



Ahhoz hogy Sklar tételét bizonyitani tudjuk, sziikségiink van arra, hogy meghatarozzuk X valoszi-
ntiségi valtozo inverzét olyan esetekben is, amikor X eloszlasfiiggvénye nem szigorian monoton.

2. Definici6 (Kvantilisfiiggvény). X valoszintségi valtozo kvantilisfiiggvényének a kovetkezst nevezziik:
F)[(_l](u):inf{x:FX(x)>u},0<u<1 (2)

Ha Fx szigortan monoton névekvd, a kvantilisfliggvény megfelel a hagyomanyos értelemben vett
inverznek: F)[(_l] (u) = Fy'(u)

3. Tétel. Tetszdleges X wvaloszintségi vdltozo esetén az aldbbiak teljestilnek:

o Ha X abszolut folytonos eloszldsi, a valoszindségi vdltozot a sajdt eloszldsfiigguényébe helyettesitve
egyenletes eloszldst kapunk (0,1)-en. Ezt a kovetkezdképpen jeloljik: Fx(X) ~ E(0,1)

e HaU egy (0,1)-en egyenletes valdsziniségi vdltozo, U-t az X valdszinidségi viltozo kvantilisfiggué-
nyébe helyettesitve az X valosziniségi vdltozoval megegyezd eloszldasu valdsziniségi vdltozot kapunk,
azaz F)[(_l](U) =X

Alkalmazzuk a fenti tételt egy valoszintiségi vektorvaltozora. Legyen X = (X3, Xs,..., X,) va-
loszintiségi vektorvaltozo. Az el6z6 tétel alapjan Fx, (X1), Fx,(X2),..., Fx,(X4) mindegyike E(0,1)
eloszlasi, tehat a kovetkezs C'y fiiggvény definidlhato:

Cx(ul,UQ,...,Ud) = P(FXl(Xl) < u1,FX2(X2) < UQ,...,FXd(Xd) < U,d)

A fentiek értelmében méar nem is kell bizonyitani, hogy a C'x fiiggvény kopula, a definicié pedig tovabb-
irhat6 a kovetkezé modon:

Ox (1, s, .., ug) = P(Xy < Fiy M), Xo < FigMuz), .., Xg < Fi N (ug)) =
= Fx(Fy,(w), Fy, (us), ... Fy (uq))
Legyen z; = F)[;] (u;), ebbdl adodik, hogy Flx,(x;) = u; és
Cx(Fx,(z1), Fx,(z2), ..., Fx,(z4)) = Fx(z1,22,...,2q)
ez pedig pont Sklar tételét bizonyitja O]

4. Lemma. X, X, ..., X, fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha X1, Xo, ..., X4 kopuldja C(uy, ug, . .., uq)
ul . u2 ~~~~~ ud'

3. Definicio (Fiiggetlenségi kopula). A fenti lemméaban szerepls C fliggvényt fiiggetlenségi kopulanak
nevezziik.

5. Tétel (Fréchet-Hoeffding korlatok). Tetszdleges C' kopula esetén:
max(ul +uz -+ ug — (d_ 1)70) < C(ulyu% s ,Ud) < min(ulau27 s ,Ud)

A Cluy,ug, ..., ug) = min (uy, us, ..., uq) felsé§ Fréchet-Hoeffding korlat 6nmagaban is kopula és a
tokéletes pozitiv Osszefiigglséget irja le, d = 2 esetén pedig a C'(uq,uz) = max (u; + ug — 1,0) also
korlat is kopula, mely a két valdszintiségi valtozd kozotti tokéletes negativ Gsszefliggdséget hatarozza
meg.



1.2. Osszefiiggési mérdszamok

Kopulak esetén az Osszefiiggések szamszertsitésére tigynevezett rangkorrelacios mérdszamokat alkal-
mazunk. FErre azért van sziikség, mert a rangkorrelaciok kozos tulajdonsaga, hogy nem az eredeti
értékekbdl, hanem a megfigyelések rangjaibdl szamolnak korrelaciot, igy az nem fognak fliggeni a perem-
eloszlasoktol. Ebben a fejezetben réviden foglalkozunk veliik, mélyebb megértéshez Nelsen kényvének
[3] 5. fejezetét javasoljuk.

4. Definicié (Rang). Legyenek xq,xo, ..., z, megfigyelések. x;,i € {1,2,...,n} elem rangja k szam
akkor, ha z; a k-adik legkisebb elem (z} = ;).

Tz 2z

tabol valo becslésének modjat talalhatjuk meg. (X7,Y7) és (X, Ys) ugyanolyan eloszlastiak mint (X, Y),
illetve fiiggetlenek is téle. xq,xa,..., 2, €S Y1, Y2, ..., Ym jeloli a tapasztalati mintat, z és ¢ a minték

atlagait, r(x;) és r(y;) az egyes elemek rangjait, r(z) és r(y) pedig a rangok atlagait. R(X,Y") jeloli
tovabba a szokasos Pearson-féle linealis korrelaciot.

Korrelaci6 Definici6 Becslés mintabol
Kendall-féle 7 | E(sgn[(X; — X2) (Y1 — Y2)]) ﬁ > icjsgn(w; — a:j)sgn(yii— o
Spearman-féle p R(Fx(X), Fy(Y)) \/gf_l(i(h_)l(ﬁ;;\w/;)yl(T((yi(L_;(y)()y))z
i1 (r(zg)—r(x G (ryi)—r

A fenti korrelacidkra igazak a kovetkezd tulajdonsagok:

e Ertékeik a [-1, 1] intervallumon vannak.

e A +1 a tokéletes pozitiv, mig a —1 a tokéletes negativ, szigortian monoton kapcsolatot jeloli.

A 0-hoz kozeli érték gyenge kapcsolatot jelol.

Ertékiik nem fiigg a peremektdl, kizarolag a kopulatol.

Nem érzékenyek a kiugro értékekre.

Mivel a Kendall-féle 7 korrelacié sokkal konnyebben szamolhat6, mint a Spearman-féle p korrelacio,
igy a tovabbiakban ezt a mérégszamot fogjuk alkalmazni a rangkorrelaciok vizsgalatara. A konnyebb
érthetGség kedvéért, részletezziik ennek a kiszamitasi modjat. Ehhez vegyiik az (x;,v;) és (zj,y;) «
szerint rendezett parokat, ahol?=1,...,n—1¢é j=14i+1,...,n. Legyen tovabbd x; < x5 < --- < x,,.
Minden pér esetén megallapitjuk, hogy:

o Ha z; < z; és y; <y, akkor konkordans.

o Ha z; < x; és y; > y;, akkor diszkordéns.

Ha z; # x; és y; = y;, akkor kotés van Y-ban.

Ha x; = z; és y; # y;, akkor kétés van X-ben.

Ha x; = x; és y; = y;, akkor kétés van X-ben és Y-ban.



Szamoljuk 0ssze, hogy a kiilonb6z6 parokbol mennyi van:
e (' a konkordansok szama

e D: a diszkordansok szama

o Ty: Az X-beli kotések szama

o Ty: Az Y-beli kotések szama

e T'xy: Az X-beli és Y-beli kotések szama

A Kendall-féle 7 a konkordansok és a diszkordansok szamat hasonlitja 6ssze

- : L z . . C—D . .
V(C+ D +Tx) - (C+ D+ Ty)-al normélva. Igy kiszamolhato a DT DT modszerrel, ami

megmagyarazza a fenti tablazatban talédlhato képletet is.

2. Kétvaltozos kopulak konstrualasa

Ebben a fejezetben meg szeretnénk mutatni néhany altalanos modszert, melyek segitségével kétvaltozos
kopulékat konstrualhatunk, Roger B. Nelsen konyvét [3] alapul véve.

2.1. Az inverzi6és modszer

Legyen H egy kétvaltozos eloszlasfiiggvény, melynek folytonos peremeloszlasai F' és G. Ebbdl megkap-
hato a kdvetkezd kopula:

Cu,v) = H(F " (u), GV(v))

Ennek a kopulanak a segitségével 1j kétvaltozos eloszlasokat hozhatunk létre, tetszdleges F' és G’
peremekkel, Sklar tételének (1)) felhasznalasaval:

H'(z,y) = C(F'(x),G'(y))

Ugyanezt meg tudjuk valdsitani igynevezett tulélésfiiggvényekkel is, melyeket a definicion kiviil nem
fogunk részletezni, ezekkel a Nelsen konyv [3] 2.6 fejezete foglalkozik részletesen.

5. Definicio (Tulélésfiiggvény). Annak a valdszintisége, hogy egy objektum élettartama meghalad
egy adott z id6t, megadhato annak F(z) = P[X > 2] = 1 — F(x) talélésfiiggvényével, ahol F X
eloszlasfiiggvényét jeloli. Kétvaltozos esetben ha X és Y véletlen valoszintiségi valtozok, melyek egyiittes
eloszlasfiiggvénye H, az egyiittes tulélésfiiggvényt H(x,y) = P[X > z,Y > y] adja meg, melynek
egyvaltozos peremei éppen F és G tulélésfiiggvények.

Nelsen megmutatja, hogy C' : I? — I, C(u,v) = u4+v — 1+ C(1 — u,1 — v) kopulat definidlva a
kovetkezdt kapjuk:
H(x,y) = C(F(x), G(y))
Ennek segitségével kifejezhetjiik a feljebb talalhato egyenletet tuléléstiiggvények segitségével is, misze-
rint

Clu,v) = AF (), 67" ()

ahol F(_l)(t) = F71(1 —t). A fentiek segitségével megmutatjuk, hogyan talalhatunk kopuldkat a
Marshall-Olkin kétvéltozos exponencialis eloszlasrendszerre, illetve a koron értelmezett egyenletes el-
oszlasra.



2.1.1. A Marshall-Olkin kétvaltozos exponencialis eloszlas

Az egyvaltozos exponencialis eloszlas kdzponti szerepet tolt be a statisztika terén, hiszen ez irja le a
standard Poisson folyamat varakozasi idejének eloszlasat. A kovetkezGekben definialt kétvaltozos ex-
ponencialis eloszlas hasonlo szerepet jatszik a kétdimenzids Poisson folyamatban. Képzeljiink egy egy
kétkomponenses rendszert, példaul egy repiil6gépet, melynek két hajtomitive van. Ezek a komponen-
sek ki vannak téve valamilyen behatasoknak, melyek mindig végzetesek vagy egyik, vagy mindketts
komponens szamaéara. A repiil6gépilink esetén példaul egyik vagy masik hajtémi meghibdsodhat, de a
repiil6gép akir hegynek is csapodhat, egyszerre megsemmisitve ezzel mindkettd hajtomtvet. Jelolje
X és Y a komponensek élettartalmat, illetve irjuk fel a H(x,y) = P[X > z,Y > y| tulélésfiiggvényt,
mely annak a valoszintiségét adja meg, hogy az els6 komponens x, a masodik pedig y id6 utén is
miikodképes. A komponensekre hato lehetséges behatasokat harom fiiggetlen Poisson folyamattal mo-
dellezhetjiik, melyek pozitiv paraméterei A1, Ay és A\i5 attol fliggéen, hogy a behatas csak az elsd, csak a
masodik, vagy mindkett& komponenst semmisiti meg. Az id6k, amik ezen behatasok el6fordulésat irjak
le, meghatérozhatoak 7, Z, és Z5 fiiggetlen exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozokkal, melyek
paraméterei sorban A\, Ay és A\ja. Ezek alapjan X = min(Z;, Z15) és Y = min(Z,, Z13), tehat minden
x,y > 0 esetén

H(x,y) = P[Z, > x|P[Z; > y|P[Z1; > max(z,y)] = exp[—M\z — Ay — A2 max(x,y)]

A perem tulélésfiiggvények F(r) = exp(—(A; + Ai2)x) és G(y) = exp(—(Xa + Ai2)y), tehat X és Y
exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozok \;+ Ais illetve Ao+ Ajo paraméterekkel. Annak érdekében,
hogy megtalaljuk a C(u,v) talélési kopulat erre az eloszlasra, kifejezzik H(z,y) fiiggvényt F(z) és
G(y) szemszogebdl, felhasznalva, hogy H(z,y) = C(F(x),G(y)). Ehhez kifejezziik max(z, y)-t, mint
x4y — min(z,y), igy

H(z,y) = exp(—(A1 + Ai2)x) — (A2 + Ai2)y) + Az min(x, y)
= F(2)G(y) min(exp(A127), exp(Ai2y))

Legyen u = F(x) és v = G(y), tovabba legyen a = /\1)4\:/2\12 és B = A2’¥§12. Ekkor exp(Ajax) = u™* és

exp(Apy) = v ", ezaltal a C tulélési kopula meghatarozhato

~

C(u,v) = wvmin(u=*,v?) = min(u' v, uv'?)

alapjan. Mivel A\, Ay és Ao pozitivak, igaz, hogy 0 < o, < 1. Ez alapjan a tulélési kopulait
a Marshall-Olkin kétvaltozos exponencialis eloszlasnak a kovetkezs kétparaméteres kopulacsalad adja
meg, melyet Marshall-Olkin kopulacsalddnak neveziink:

-« a B
u v, u* >
Cop(u,v) = min(u' v, uv'=?) = T
wol =P ue < 0P

2.1.2. Egyenletes eloszlas a korvonalon

Jelolje (X,Y) egy véletlenszertien vélasztott pont koordinéatéit az egységkoron. A kivalasztast ugy
végezziik, hogy ha a pont polarkoordinatai (1,0), akkor a © véletlen valtozo egyenletesen oszlik el a
0, 27) intervallumon. Az X és Y egyiittes eloszlasfiiggvénye H(z,y) meghatarozhato, ha felhasznaljuk,
hogy X = cos© és Y = sin©, viszont tanulsdgosabb, ha egy geometriai megkozelitést alkalmazunk.
Meg fogjuk mutatni, hogy a [—1, 1]? négyzeten beliil talalhat6 (x,y) pontokra H megadhato a kovetkezd
modon:



7

% _ arccosac;rarccosy7 2 + yQ <1

1— arccosrjr-arccosy’ 224> 1,2,y >0
H(x,y) = {1 — awecosz P?+y*>1lr<0<y

] — arecosy ?+y*>1lLy<0<uzx

L0, 2?2 +y?>1,2,y<0

ahol az arccos és arcsin fiiggvények 0 és 7 kozotti f6értékeit hasznaljuk. A négyzeten kiviil H egyenld
lesz vagy nullaval, vagy valamelyik peremével. Tegyiik fel, hogy (z,y) az egységkoron, vagy azon beliil
van. Ekkor 2mH(x,y) az ivhossza a kor azon részének, melyet a lentebb taldlhato abran bal oldalt,
a sziirke részen beliil pirossal jeloltiink. Felhasznéalva a kor szimmetridjat, illetve az iveket, melyek
hosszat arccosz és arccosy adja meg, megkapjuk, hogy 27 H (z,y) = 37” — arccosx — arccosy. Ha
(z,y) az egységkoron kiviil helyezkedik el, de [—1,1]? elsé negyedrészében ahogy ezt a jobb oldali abra
mutatja, megkapjuk, hogy 2w H (z,y) = 2w —2(arccos z+arccos y). Ha (x,y) valamelyik méasik régioban

van, H(x,y) értékei hasonl6 modon hatérozhatoak meg.

,,,,, ,,,,,,,,,, [

(a) H(z,y), ha (x,y) a koron beliil helyezkedik el (b) H(z,y), ha (x,y) a koron kiviil helyezkedik el

Mivel igy mar konnyen kifejezhetjiik H(z,y) egytittes eloszlasfiiggvényt F(x) és G(y) szemszogébol,
igy az az egy teendénk maradt a kopula megtaldlasidhoz, hogy megtaldljuk az egységkor képét x =
FEU(u), y = GV (v) transzformacié alatt. Behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy sin®(m(u — 3) =
cos®(m(v — 3)), de hogyha a ¢s 8 a [-5,% 2o = cos? 3,
akkor |a| + |8] = Z. Igy az egységkor képe |u— 1| + [v— 3| = 1 lesz, a kopula pedig X és Y az
egységkoron véletlenszeriden kivalasztott koordinatakra megadhaté az alabbi médon:

| intervallumon helyezkednek el gy, hogy sin

M(u,v), |u—v|>3
Clu,v) = { W(u,v), Juto—1]> 1
v 1 ‘ 2
“r — 4, egyébként
ahol M (u,v) a kopula fels6, mig W (u,v) pedig annak als6 Fréchet-Hoeffding korlatjat jeloli, melyeket
ao] tételben hatéroztunk meg.



2.2. Szingularis kopulak

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogyan hasznalhato fel Sklar tétele az egylittes eloszlasfiiggvény
ezt felhasznélva konstrudlunk kopulakat, mégpedig anélkiil, hogy hivatkoznank eloszlasfiiggvényekre,
vagy véletlen valtozokra, 2-névekvd fiiggvényeket épitiink I2-en egyletes peremekkel, geometriai jellegti
informaciok felhasznalasaval.

6. Definicié (2-névekvs fiiggvény). f : R? — R 2-névekvs, ha barmely x; > x9 és y; > y» esetén a
kovetkezd teljesiil:
(i, ) + f(w2,92) < f(x1,92) + 2, 91)

Két példat fogunk mutatni olyan kopulékra, melyek tartdja egy megadott halmazboél szarmazik. Az
elsé példédban ez a tartd egy toréttvonal, mig a masodikban korivek lesznek.

7. Definici6 (Kopula tartoja). A C kopula tartoja [0,1]> azon nyilt részhalmazai unidjanak komple-
mentere, ahol pe értéke nulla, ahol pe az a valészintiségi mérték, melyet C' indukal.

Legyen 0 € [0, 1] és tegyiik fel, hogy a 6-hoz tartozo valoszintiségi tomegfiiggvény egyenletes eloszlasi
a (0,0) és (6, 1) pontokat 6sszekotd szakaszon, tovabba az 1 — 6 valoszintségi tomegfiiggvény egyenletes
eloszlasu a (0,1) és (0, 1) pontokat Gsszekotd szakaszon. Jegyezziikk meg a két korlatozo esetet: amikor

= 1, ekkor a tarté I? f6atloja lesz, igy a kapott kopula az M felsé Fréchet-Hoeffding korlat, illetve
amikor § = 0, ekkor a tarté I? a mésodlagos atlo, igy pedig a W als6 Fréchet-Hoeffding korlat jeldli ki
a kopulat. Ezek alapjan jelolje az adott torottvonalakra koncentralodo kopulat Cy és legyen C = M
és Cy = W. Felhasznalva, hogy Cy tartdja a két szakaszon fekszik, megtalalhatjuk Cp(u,v)-t, ha
kiszamoljuk a Cp-beli teriiletét a megfelels téglalapoknak I?-en. Mivel a pontok elhelyezkedése alapjan
a I? harom szegmensre bonthato, igy hdrom esetet kell néziink, attol fiiggéen, hogy az (u,v) pont hol
helyezkedik el I2-en beliil.

Tegyiik fel, hogy u < fv. Ekkor (u,v) a tartot kijelols elss szakasz feletti szegmensben helyezkedik
el. Ekkor a Cp-beli teriilete a [0,u] x [0,v] téglalapnak megegyezik a [0,u] x [0, 1] téglalap Cy-beli
teriiletével és Vi, ([0, u] x [0,1]) = u-bol kovetkezik, hogy Cy(u,v) = u.

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor u > v és u < 1 — (1 — 0)v, azaz (u,v) mindkét a tartot kijelols
szakasz alatti szegmensben helyezkedik el. Ekkor Cy(u,v) = Cy(fv,v) = Ov, mivel a [fv,u] x [0,v]
téglalap Cy-beli teriilete nulla.

Utoljara nézziik meg, ha u > 1 — (1 — 0)v, azaz (u,v) a tartot kijelols méasodik szakasz feletti
szegmensben helyezkedik el. Ekkor megjegyezhetjiik, hogy a Cy-beli teriilete barmely olyan téglalapnak,
mely egyik tartot kijel6ls szakaszt sem metszi nulla kell hogy legyen. Ezaltal a [u, 1] x [v, 1] téglalap Cy-
beli teriilete nulla, amibol kovetkezik, hogy Cy(u,v) = u+v — 1. Ezen esetek Osszesitésével megkaphato
a Cy(u,v) kopula:

u, 0<u<bdv<d
Co(u,v) = ¢ v, 0<Ohv<u<l—(1-0)w
u+v—1, 6<1—-(1-0v<u<l

Egy masik hasonlé eset, amikor a kopula tartojat két negyedkoriv adja. A fels6 negyedkort a u?+v? =
2u, az alsot pedig a u?+v? = 2v egyenlettel adjuk meg. Mivel a tartd szimmetrikus I? f6atlojara, igy egy
szimmetrikus kopulét fogunk konstrualni, azaz egy olyan C' kopulat, amire C(u,v) = C(v,u). Ahogy az
el6z6 esetben is, meg tudjuk mutatni, hogy ha (u,v) a felsé tarto feletti szegmensben talalhato, akkor
C(u,v) = u, tovabba ha (u,v) az also tarto alatti szegmensben helyezkedik el, C'(u,v) = v lesz igaz.
Igy felirhato, hogy u? + v? > 2min(u,v)-re C(u,v) = M(u,v).

Tegyiik fel ezek utan, hogy u < v és u? + v? < 2u, azaz (u,v) a f6atlo felett, viszont a felss
negyedkoriv alatt talalhato. Ekkor Ve ([u,v] X [u,v]) = 0, amibdl kévetkezik, hogy C'(u,v) + C(v,u) =
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C(u,u) + C(v,v), ami ekvivalens a C(u,v) = 3[6(u) + 6(v)], ahol § C' atl6 szegmensét jeloli. Abban
az esetben, amikor az (u,v) pont éppen a uTv? = 2u fels6 negyedkoriven fekszik, a folytonossag miatt
u = C(u,v) = 3[6(u) + 6(v)], azaz §(u) + 6(v) = 2u = u? + v>. Ennek az egyenletnek a megoldasait

§(u) = u? adja meg, amibsl C'(u,v) = min(u, v, %) kovetkezik.

2.3. Kétvaltozos arkhimédészi kopulak

Adathalmazok elemzésekor gyakran talalkozhatunk olyan esetekkel, ahol a sejtett kopula struktiraja
nem szimmetrikus, illetve nagyobb dimenziok esetén gyakran olyan kopuldkat tudunk csak illeszteni az
adatokra, melyek nagyon sok paramétert tartalmaznak, igy rendkiviil nehéz ezeket pontosan becsiilni.
Ezen esetek megoldésara szolgalnak az arkhimédészi kopuldk, melyek bevezetéséhez David Ziener 2021-
es cikke [2] nyujt segitséget.

Kétvaltozos esetben, ha X és Y folytonos valoszintiségi valtozok, egyiittes eloszlasfiiggvényiik pedig
H, akkor F és G peremeik akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha H(z,y) = F(2)G(y) minden z,y € R
esetén. Van egy kopulacsalad, amely kielégit egy hasonl6 feltételt, mégpedig az tigynevezett Ali-Mikhail-
Haq kopulak, melyeket a kovetkezd moédon kaphatunk meg:

Co(u,v) = 1—60(1—u)(l—wv)

0 € [—1,1]-re. Ez a kopulacsalad ugy van megalkotva, hogy teljesiiljon ra a kovetkezs:

1-Cy(u,v) 1—u 1—w l—u 1-w
— 1-6)- .
Co(u,v) u * v + ) u v

Definidlva A(t) = 1 + ©=20=1 ¢ atirhato
AMCp(u,v)) = Mu)A(v)
alakba, s6t ha bevezetjik a ¥ (t) = —log \(t) jelolést, a kovetkezst kapjuk:
P(Cy(u,v)) = p(u) + ¥(v)
Olyan kopuldkat szeretnénk talélni, melyek teljesitik a megkapott

P(Cu,v)) = P(u) +¢(v)

feltételt, valamilyen ¢ fliggvényre. Ahhoz, hogy a fenti Gsszefiiggést meg tudjuk oldani C-re, elGszor
definialnunk kell 1) megfelels /[ inverzét. Ha ez sikeriil, kaptunk egy kopulat, mely kielégiti a

C(u,v) = Y (u) + ¥ (v)) (3)

Osszefiliggést.



8. Definicid. Legyen ¢ : I — [0, 00| folytonos, szigorian csokkend és 1(1) = 0. Ekkor ¢ pszeudo-
inverze a kovetkez6:

agy _ JUTHE), 0 <t <9(0)
— {O’ P(0) <t < oo

Legyen 1[~U(t) a fentiek szerint definialva. Ekkor

e =1 folytonos, nem névekvs a [0, oo] és szigortian csokkend a [0,1(0)] intervallumon.
o VtcI:ylFU(y(t) =t

o Vi € [0,00] : $(&1(1)) = min(t, (0))

o $(0) = 00 = Yl = !

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy az egyenletben definialt C' fiiggvény tényleg kopula, sziikségiink
van a kovetkezd két lemmara.

6. Lemma. Legyen ¢ : I — [0,00] folytonos és szigorian csokkend mégpedig gy, hogy (1) = 0,
tovdbbd legyen Y= a pszeudo-inverz. Legyen C : P — I a kévetkezd mddon definidlva:

Clu,v) = ¥ (w(u) + 9 (v))
Ebben az esetben C' kielégiti a kopula feltételeit, azaz minden (u,v) € I esetén
C(u,0) =C(0,v) =0

€s
C(u,1) =u,C(1,v) =v

7. Lemma. Legyen ¢ : I — [0,00] folytonos és szigorian csékkend mégpedig gy, hogy ¥(1) = 0,
tovdbbd legyen Y=Y a pszeudo-inverz. Legyen C : P — I a kévetkezd mddon definidlva:

C(u,0) = (W (u) + 9 (v))
Ekkor C 2-névekvd (@ definicio) akkor és csak akkor, ha minden v € I-re teljesiil, hogy
uy < ug = Clug,v) — Clug,v) <uy —wuy

8. Tétel. Legyen i : I — [0, 00] folytonos és szigorian csokkend mégpedig gy, hogy (1) = 0, tovdbbd
legyen =1 a pszeudo-inverz. Legyen C : P — I az eddigickhez hasonldan definidlva. Ekkor C egy
kopula akkor és csak akkor, ha a 1 fiigguény konvex.

Bizonyitas. Az[0] és[7] lemma miatt elég megmutatnunk azt, hogy
Yo el: (up <uy = C(ug,v) — C(u,v) < ug — uy < 1 konvex.
Mivel 1 szigortian csokkend, 1) konvex akkor és csak akkor, ha !~ is konvex, azaz
Vo el: (up <up = Clug,v) — Clug,v) <ug —up < @b[_” konvex.
A bal oldali feltétel atirhato
ur + PN () + 9(0)) < 0+ YU (Wwr) + Y(0))
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alakba, ha u; < uy. Definidlva a := 9 (uq), b := 1(uy) és ¢ := ¢ (v) fiiggvényeket
Y(a) + 900+ o) < ) + 9 a+ o). (4)

"=": Feltételezziik, hogy teljesiil. Minden s,t € [0,00],s < t-re legyen a = = b =5, ¢ = 52,
Ekkor a kovetkezdt adja:

Pl (S_H> + 7l (t + S) < PU(s) 4+ (1)

2 2

amely ekvivalens az alabbival:

W4<&H)<W”®+W”®
2 - 2

Ez pont azt jelenti, hogy !~ belsé pontjaira konvex és mivel =1 folytonos fiiggvényként Lebesgue
mérhetd, igy kovetkezik hogy konvex is.

"=": Legyen 1!~ egy konvex fiiggvény, legyen tovabba a, b, ¢ € I gy, hogy a > b és ¢ > 0. Definialjuk
a7y = 27 € [0,1] fiiggvényt. Ezzel kifejezve a = (1 —y)b+~(a+c¢) ésb+c=~b+ (1 —7)(a+c).
=1 konvexitasat felhasznalva megkapjuk

¥a) < (1 =7)PI0) + (e + o)
és
Wb+ ) <90l + (1= g a + o)

egyenlGtlenségeket, melyeket 0sszeadva az
9I(a) + b+ ¢) < 9H(B) + 9 (a+ o
egyenl6tlenséget kapjuk, mely pont az (4f)-el egyezik meg. O]

Ez alapjan mar definialhatjuk az arkhimédészi kopulakat a kévetkezSképpen:

9. Definicié (Arkhimédészi kopula). Legyen ¢ : I — [0, oo] folytonos és szigorian csékkend mégpedig
gy, hogy ¥ (1) = 0, tovabba legyen ¢!~ a pszeudo-inverz. Legyen C' : I* — I a kovetkezé modon
definiélva:

Cu,v) = (W (u) + ¥ (v))

Ekkor az el6z6 tétel szerint C' egy kopula, melyet arkhimédészi kopuldnak neveziink, ¢ fliggvény pedig
a kopula generatorfiiggvénye.

A kovetkezd téablazat ketts, a gyakorlati felhasznalasban lényeges arkhimédészi kopulacsalad tulaj-
donségait foglalja Ossze.

Kopulacsalad neve ‘ Kopulageneralo fliggvény ‘ Kendall-féle 7
Gumbel —In(u)?,0 > 1 1—3

-6 0
Clayton u’—1,0>0 )
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3. Kopulak tobbdimenziéban

3.1. Elliptikus kopuladk

Az elliptikus kopulak osztélya olyan tobbvaltozos eloszlasokat ad a keziinkbe, melyek szamos tulajdonsa-
gat osztjak a tobbvaltozos normaélis eloszldsnak, mely maga is ebbe az osztalyba tartozik, ahogy példaul
a tobbvaltozos Student-féle t eloszlas is. Az elliptikus kopuldk ezekbdl az eloszlasokbol szarmaztatha-
toak Sklar tétele segitségével. Ezeknek a kopuldknak fontos jellemzdi, hogy szimmetrikusak, ezért
aszimmetrikus piaci jelenségek modellezésére nem alkalmasak, példéul egyes pénziigyei adatok esetén,
ahol jobban 0Osszefiiggnek a nagy veszteségek, mint a nagy nyereségek. Komoly hatranyuk tovabba,
hogy magasabb dimenziokban nagyon sok paraméterrel rendelkeznek, melyek becslése kifejezetten ne-
héz feladat. Ezen kopulék leiraséhoz P. Embrechts, F. Lindskog és A. McNeil cikke [4] fog segitséget
nyujtani.

10. Definicié (Gauss kopula). Legyen X ~ N,4(0, R), ahol R a korrelaciés matrix, tovabba jelélje X
egyiittes eloszlasfiiggvényét ®%. Ekkor a Gauss-kopula a kévetkezd:

C]C%}a<u17 Uz, - - - 7ud) = ®%(®71<u1>7 (I)il(uQ)’ R (I)il(un))

ahol @1 az egyvaltozos standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének inverzét jeldli.

11. Definicio (t, eloszlas). Ha X valoszintiségi valtozo sztochasztikus reprezentécioja

N

X=gp+Y_2z

ahol € R", S ~ x2 ¢és Z ~ N,(0,) fiiggetlenek, akkor X n valtozos t, eloszlast, melynek varhato
értéke pu (v > 1 esetén) és kovariancia-métrixa —*5% (v > 2 esetén). Ha v < 2, a kovariancia nem véges.

12. Definici6 (t-kopula). A fent emlitett X valoszintiségi valtozo altal meghatarozott kopula felirhato
a kovetkezsképpen:

C’;R(ul,ug, ey Up) = t;‘vR(t;l(ul), t;l(u2), . ,t;l(un))
o Eij .. L,  un e ey \/;Y . ree L, L, -~ 2 -~
ahol R;; = m,z,] € {1,...,n}, tovabba ty, g jeloli S eloszlasfliggvényét, ahol S ~ x7 és Y

Na(0, R) fiiggetlenek. t, jeldli t}} p peremeit, azaz VT? eloszlasfiiggvényét.

3.2. Egymasba agyazott arkhimédészi kopulak

Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink a kétvaltozos arkhimédészi kopulédkkal, terjessziik ki ezt magasabb
dimenziokra is, melyhez segitséget nytjt McNeil 2008-as cikke [I]. A kiterjesztés egy klasszikus modja
az ugynevezett felcserélhetd konstrukcio:

Clur,up, o ua) = (7 (ua) + 97 (u2) + -+ + ¢ (ua)) (5)

Bizonyithato, hogy ez tényleg egy kopulat ad barmely d dimenzi6é esetén akkor és csak akkor, ha v
teljesen monoton fiiggvény, azaz igaz ra, hogy

(1) St) 2 0 ()

A teljesen monoton arkhimédészi generatorokat Laplace transzformalt arkhimédészi generatoroknak,
roviden LP-arkhimédészinek nevezziik. Ez azért van, mert a teljesen monoton fliggvények osztéalya
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[0, 0o]-n egybeesik az eloszlasfiiggvények Laplace(—Stieltjes) transzformaltjainak osztalyaval a pozitiv
valés szamokon. Ha az arkhimédészi generatorokat Laplace transzformaltakkal reprezentaljuk, hasznos
modszereket kaphatunk a magasabb dimenziés arkhimédészi kopulak szimulalasara is.

A fentebb emlitett eloszlasfiiggvénnyel rendelkezé véletlen vektoroknak erdsen specifikus a fiig-
gbségi struktiraja: barmely részhalmaza az 6sszes ugyanolyan dimenzios részhalmazzal azonos eloszlast
alkot, a paronkénti rangkorrelacioik nem negativak. Szeretnénk olyan tobbvaltozos arkhimédészi kopu-
lakat alkotni, amik rugalmasabbak, megengednek kiilonb6z6 foka pozitiv Osszefliggdséget a kiillonbozs
kétvaltozos peremeloszlasok kézott. Ilyen modelleket tudunk késziteni, ha egymasba adgyazunk genera-
torfiiggvényeket.

Példéanak vegyiink egy harom dimenziés modellt, amit két LT-arkhimédészi generatorfiiggvény
és 1y segitségével készitiink, a kovetkezé modon:

Clur, ug,uz) = Yy (Y7 (ur) + 1 0 Pa(ehy (ug) + 45 ' (us))). (7)

Amellett a feltétel mellett, hogy ;" o 1y els§ derivaltja teljesen monoton, a fenti konstrukcié tény-
leg eloszlasfiiggvényt fog adni. Ha a kopulat Laplace transzformaciok hasznalataval eloszlasfiiggvények
keverékeként reprezentaljuk, relative egyszertien tudunk bel6le mintat venni, legalabbis egyes genera-
torfiiggvények esetén. A tovabbiakban kifejtjiik, hogy ez hogyan hajthato végre, illetve megvizsgalunk
néhany magasabb dimenziés esetet is, tobbek kozott a kovetkezd négydimenzios konstrukciot:

C'(ur, uz, uz, ua) = DLW o do(vhy (ua) + g (u2)) + ¥1 " 0 sy (us) + 957 (ua))) (8)

illetve az aldbbi rekurziv d-dimenzios esetet, ahol d > 2:

Od(“l; Uy - oy Ud+15 @/Jl, %7 ce 7¢d> = ¢1(?/J1_1(U1) + ¢f1(Cd—1(U2a <oy Udy; ¢27 s awd))) (9)

ahol C(uy,us;1) a kétvaltozos kopulat és Co(uy, ug, us; 1y, 12) a méar emlitett 3 valtozos konstrukeiot
jeloli. (7
Ahhoz, hogy kénnyebben értelmezni tudjuk ezeket az egymésba agyazott struktarakat, abrazol-

hatjuk Gket egy gyokeres fagrafként. Legyenek a valoszintiségi valtozoink wuy,us, ..., az ezek kozott
valamilyen modon elhelyezkeds arkhimédészi kopulastruktarak pedig C(.;11),C(.;12), ..., mely ko-
pulak ugyanazon kopulacsaladbol szarmaznak, generdtorfiiggvényeik pedig sorban 1,1, .... A fat

ugy épitjiik fel, hogy minden olyan csiics, melyeknek gyerekei vannak egy kopulat, amelyeknek pedig
nincsenek, valoszintségi valtozot jelol, a kopulak pedig a gyerekeik kozotti Osszefiiggést irjak le. Egy
altalanos kétdimenzios kopula struktiraja példaul a kovetkezs gréaffal abrazolhato:

C(-%@/Jl)
N

Ul U9

3.2.1. A felcserélhetd eset

Legyen 1) egy monoton fiiggvény a [0, oo tartomanyon, ahol ¢(0) = 1 és 1(00) = limy o 1(t) = 0 és
legyen G a [0, oo] tartoményon értelmezett eloszlasfiiggvény, amelynek Laplace-Stieltjes transzformaltjat
1 adja meg, azaz

p(t) :/ e "dG(x), t>0
0
Marshall és Olkin [6] megmutatta, hogyan tudunk generalni egy random (Uy, ..., Uy) vektort, melynek
eloszlasfiiggvényét a C = (¢ (uy) + v~ Hua) + -+ + ¥ *(uq)) kopula adja meg. Legyen F(u) :=
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exp (=Y~ (u)). Vegyiik észre, hogy F"(u) egy egyvéltozos eloszlasfiiggvény [0, 1]-en barmely v > 0O-ra.

Ha V egy véletlen valtozd G eloszlasfiiggvénnyel, és (Uy, ..., Uy) feltételesen fliggetlenek adott V' esetén,
melynek feltételes eloszlasfiiggvénye P(U; < u|V = v) = F¥(u), akkor (Uy,...,Uy) eloszlasfiiggvénye a

kivant eloszlés lesz.

P(Ul§u1,U2§U/2,...,UdSUd):/ P(UlSul,UQSUQ,...,UdSUd‘V:V)dGV
0

o d

- [ TP
0 ;=1

— /OO o )+ w2+ () g (1
0

=Y () + 97 (u2) + o+ (ua))

A fentiek alapjan leirhato a kovetkezd algoritmus, melynek segitségével tudunk mintat venni a kopula-

bol:

Algoritmus 1: Felcserélhets eset

Generaljunk egy V véltozot G eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja .
Generaljunk egymastol fiiggetlen egyenletes eloszlast X, ..., Xy valtozokat.

Térjiink vissza (Uy, ..

5 Ua) = (¥(

71r‘1/X1 )7 . ’@[)(%)) értékekkel.

A kovetkezs dbrak a fenti algoritmus altal lettek generalva, kétdimenzios Gumbel illetve Clayton

kopulakbol.

=01
8= 111111

=01
8= 0.22222

Mt

o
LR L L O
e

3. abra. Clayton kopula
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A modszer gyakorlati alkalmazasdhoz vagy egy adott G eloszlasfiiggvénnyel kell kezdeniink, amit
mintavételezhetiink és amelyre kiszamithatjuk a Laplace-transzformaciot, vagy egy teljesen monoton
1) generatorral, amelyhez megkeressiik azt a G eloszlasfiiggvényt, melyre 1 a Laplace transzformalt.
Ebben a dolgozatban a masodik megkozelitést fogjunk alkalmazni. Sajnos nem ismert altalanos mod-
szer eloszlasok mintavételére adott Laplace-transzformaciokkal, igy kénytelenek vagyunk eseti alapon
tekinteni az arkhimédészi kopulakat.

A bevezetében mar felirtunk egy tablazatot, mely a két gyakorlatban leginkabb hasznalatos arkhimé-
dészi kopulacsaladot, a Gumbel, illetve a Clayton kopulakat foglalta 6ssze. A dolgozat tovabbi részében
ezekkel a kopulacsaladokkal fogunk csak foglalkozni, a kdvetkezs tablazat pedig olyan tulajdonsagaikat
foglalja Gssze, melyeket a késGbbiekben fel fogunk hasznalni.

Kopulacsalad neve Gumbel Clayton
0(1,0) e (i+)
Paramétertér 0>1 6>0
(¢, 0) —(Inu)? u -1
V eloszlasfiiggvénye | St(g,1, (cos 277?)9, 0) Ga(3) 1
(v, a) exp(—vta) exp(v —v(l+1t)a)
Eloszlasfiiggvény | St(£, 1, (v cos =), 0) tilted stable

A tablazatban St(a, 3,7, 0) jeloli a stabil eloszlast «, 3,7, d paraméterekkel, Ga(k) pedig a gamma
eloszlast k paraméterrel.

3.2.2. A haromvaltozos beagyazott eset
Tegyiik fel hogy 11 és 1, LT-arkhimédészi és legyen GG az az eloszlasfiiggvény, melynek Laplace transz-
formaltja ;. Az el6z6 fejezetben emlitett 3 valtozos konstrukeiod igy felirhaté a kovetkezs modon:

., 13) — / T e ) g o0 )47 ) 7 (1)
0

A struktarat abrazolhatjuk grafként is, az el6z6 fejezetben emlitett modszerrel:

Amennyiben sikeriil bebizonyitani, hogy ;" o 1, derivaltja teljesen monoton, kimondhatjuk, hogy a
fenti konstrukcié értelmezhet§ eloszlasfiiggvények keverékeként.

Legyen Fj(u) := exp(—1; '(u)),i = 1,2. Ebben az esetben az &sszes FY (u) fiiggvény létezs egyvaltozos
eloszlasfiiggvény, barmely v > 0 esetén. Az integrandus elsé tényezGje F} (uy), a masodik pedig felirhato
az alabbi alakban:

H(us,ug,v) : = FY (a3 (uz) + ¢35 ' (us)))
= O (WY (un); v) + 8 (FY (ug); ) v)
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ahol Y8V (1) = F¥(1h5(-)) = exp(—wiby ! o ¥y(+)). Mivel feltételeztiik, hogy 17 o 5 derivéltja teljesen
monoton, az el6bb emlitett wél)(-; v) figgvény egy LT-arkhimédészi kopulagenerator, tehat a a fentebb
definialt H fiiggvény kétvaltozos eloszlasfiiggvény [0, 1]%-en, peremeloszlasai pedig FY(u). Belathato,
hogy ha f fiiggvény teljesen monoton és g egy pozitiv fiiggvény, teljesen monoton derivalttal, akkor
f o g is teljesen monoton. Ez az allitds a mi esetiinkben is igaz, ha f(t) = exp(—vt) és g = ;' o1y
helyettesitéseket alkalmazunk. Ez alapjan az egyenlet atirhato a kovetkezé modon:

Co(uq, ug, uz; by, o) = /00 FY (w)Cy(FY (us), FY (ug); 9V (1)) A G (v)
0

Ez reprezentalja a kopulat mint eloszlasfiiggvények keveréke, ezaltal mintavételre alkalmassa teszi.

Algoritmus 2: Haromvaltozos beagyazott eset

Generaljunk egy V véltozot G eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja ;.

Generaljunk egy standard egyenletes eloszlasu X; valtozot.

Generaljunk (X,, X3) valtozokat a kétvaltozos arkhimédészi kopulabol az 1. algoritmus
segitségével, generatorfliiggvényként 1/)§1)(~, V) =exp (—=V - ;! o hs(+))-t hasznalva.

Térjiink vissza (Uy, U, Us) értékekkel, ahol U; = iy (—2%1),i = 1,2,3

A kovetkezd abrat a fenti algoritmussal generaltuk, Clayton kopulakbol.

B

C e
=1

4. abra. Haromvaltozos egymasba agyazott arkhimédészi kopula, ; = 0.5,0, = 8

3.2.3. Paros négyvaltozos eset

A bevezetGben emlitettiink egy négyvaltozos konstrukciot , melyet a dolgozat késébbi fejezeteiben
tobbszor is hasznélni fogunk. A mintavételezés algoritmusanak bizonyitasa hasonlé a haromvaltozos
esethez, igy ezt nem részletezziik. Legyen a kopulank a bevezetében lefrtak szerint definidlva ,
tovabba feltételezziik, hogy 1, 1o és ¥ LT-arkhimédésziek, illetve 17" o 1), és ¥, ' 0 15 teljesen mo-
noton derivalttal rendelkezé fiiggvények. Ekkor a kovetkezs algoritmus alkalmas lesz a kopulaboél valo
mintavételezésre:
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Algoritmus 3: Paros négyvaltozos eset

Generaljunk egy V; valtozot G eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja 1);.

Generaljunk egy V5 valtozot Go(v; Vi) eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzforméltja
1 _
3/ (5 V1) = exp(=Vig o n()).

Generaljunk egy V3 valtozot Gs(v; V)) eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzforméltja
1 _
§7(5 V1) = exp(=Viy ! oy().

Generaljunk egymiéstol fliggetlen egyenletes eloszlasi X1, Xo, X3, Xy valtozokat.

Térjiink vissza (Uy, Us, Us, Uy) értékekkel, ahol U; = ho(—25) = 1,2 s

Va
Us = s(—251) i =34

Uy Uz Uz Ug
(b) Minta paros négydimenziéos Gumbel kopulabol,

(a) A kopulastruktira fagraf dbrézolésa 01 =2,00=4,03=06

3.2.4. Az altalanos beagyazott eset

A bevezetében méar taldlkoztunk olyan kopulakonstrukcioval, ahol a generatorfiiggvények tetszGlege-
sen mélyre vannak beagyazva @ A konnyebb értelmezhetség érdekében elGszor abrazoljuk ezt a
megszokott fagrafként:

C(591)
N
ur - C(5¢2)
N
N
ug1  C(:5%a)
N

A tovabbiakban feltételezni fogjuk, hogy 11, s, ...,y LT-arkhimédészi kopulageneratorok, illetve
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hogy a 7,&,;1 o 4y fliggvénynek teljesen monoton a derivaltja k = 1,...,d — 1 esetén. A kivetkezd
lemma bizonyitja, hogy 1, ' o 1; derivéltja teljesen monoton, barmely j > k-ra:

9. Lemma. Ha ;" 01y és 15" 01)s derivdltja egyardnt teljesen monoton, akkor ;" o )5 derivdltja is
az lesz.

Legyen f = ¢y o1y, g = ¥y oy és h = ;! o 1) gy, hogy h = fog! A derivalt W' (t) =
f'(g(t)g'(t),t > 0lesz, b’ pedig igy teljesen monoton, hiszen f’o g teljesen monoton, ami adédik abbol,
hogy egy teljesen monoton fiiggvénye egy olyan fiiggvénynek, aminek a derivaltja is teljesen monoton.
h' igy két teljesen monoton fliggvény kompozicidja, tehat maga is teljesen monoton lesz. O]

Tegyiik fel, hogy £ =1,...,d — 1,57 > k és v > 0 esetén definialjuk a kovetkezs kopulagenerétor-
fiiggvényeket:

(5 v) = exp(—vpt o vs()) (10)

Mivel ezek teljesen monotonok, igy LT-arkhimédészi generatorok lesznek, a tovabbiakban pedig azt a
szerepet fogjak betolteni, hogy ezek funkciondlnak majd a k altal indexelt rekurzivan beagyazott belsd
kopulék generatoraiként. Ez a tulajdonsag az alabbi lemmaboél adodik:

10. Lemma. Minden 1 < k<d—-2,k+1<j<d ésv,v-re:
k)—1 o~
exp(—vy (W () 9) = ¥ (5w) (11)
A fenti lemma egyértelmtien kévetkezik abbol, hogy

T WD) ) = ik oty (12)

Bizonyithato tovabba az alabbi lemma is, melyet a késébbiekben még felhasznélunk:

11. Lemma. Legyen d > 1 adott és feltételezziik, hogy 1,1, ..., 0q LT-arkhimédészi generdtorok.
Legyen F : [0,1] — [0,1] egy szigorian novekvd folytonos fiigguény gy, hogy ¥ = F oy, k=1,...,d
szintén LT-arkhimédészi generdtorok. Ekkor a bevezetdben definidlt d-dimenzids kopuldra @ 19az, hogy:

F(Ca(ur, .. ugr; Y1, .. ¥a) = Ca(F(ur), .., F(ug); wla e ﬂZd) (13)

12. Tétel. Ha )y, ...,0g LT-arkhimédészi generdtorok és w,;l o Y1 derivdltfiigguénye folyamatosan
monoton k =1,...,d—1 esetén, akkor a bevezetdben definidlt Cy(uy, ..., ugi1;01, ... ,%q) fligguény @D
kopula, a kovetkezd keverék-reprezentdciokkal:

Ca(ur, ..., ugq1;¢1, ..., Yg) =
- / Y ()t (FY (w2), - Y (g} 057 (50), 0 (1)) d Ga (1) (14)

/ / FY' (un) - FY (ua) Fy* (uggn) d Ga(vas va-1) - - - d Ga(va; v1) d Gi (1),

ahol Gy Laplace-transzformdltja vy, Fi.(u) = exp(— (u)) ,d €s Gi(v;vp—1) az az eloszlds-
Dy ) k=2,

fiigguény, melynek Laplace-transzformdltja

Bizonyitas. Ha Cy(uy, ..., uqi1;%1,...,1%q) egy tobbvaltozos eloszlasfiiggvény barmely d-re mely ki-
elégiti a tétel feltételeit, akkor egyértelmtien kopula, hiszen minden peremeloszlésa standard egyenletes.
Megmutatjuk, hogy Cy tényleg tobbvaltozos eloszlasfiiggvény oly mdédon, hogy derivaljuk a kevert rep-
rezentacioit.
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A definiciobol és 1~ teljes monotonitasabol kivetkezik, hogy
Cd(ul; U wl’ o ;wd) _ / 671111111*1(ul)e*l/ll/);l(Cdfl(’u2,...,ud+1§'¢’2,-..,’¢'d)) dG1<V1), (15)
0

ahol G eloszlasfiiggvény [0, co)-n, 11 Laplace-transzformalttal. A szorzat els6 tényezGje Fy* (uy1), amely
egy egyértelmten folytonos és szigortian névekvs egyvaltozos eloszlasfiiggvény [0, 1]-en. Felhasznalhat-
juk tovabba a mar korabban kimondott [II} lemmat, miszerint a masodik tényezs felirhato

Ca1 (FY (), o, FY (g ); 057 (5 01), . 00 (5 1) (16)

alakban. Ha Cjy_1(uo, . .. ,udﬂ;wél)(-; 23N ,¢C(ll)(-; v1)) kopula, akkor ez egy tébbvaltozos eloszlés-
figgvény és Cy(uq, ..., ugr1; 1, ... ,10,) figgvény a mar emlitett kevert reprezentéacioval fog rendelkez-

ni és igy egy tobbvaltozos eloszlasfiiggvény lesz. Ezaltal sikeresen visszavezettilk a problémat arra,

hogy elég megmutatnunk, hogy Cy_q(ua, . .., Ugs1; wél)(-; Z L(il)(g v1)) egy tobbvaltozos eloszlas-

fliggvény, azaz kopula. Altalanossagban a fenti gondolatmenetet ismételve a kovetkezd reprezentécio
sorozatot kapjuk £ =2,...,d — 1 esetén:

Cdkarl(uka coes Udt1; %(Ckil)('; kal), ce e ((1]671)('; kal)) =
:/ F* (g V—1) Ca i (B (W13 Vi—1) s - -+ L (Wag1; Vi—1); (17)
0

O ), 0 ) d el vea),

ahol Fy(u;v,_1) = exp( ,(f_l)_l(-; Vk—1)). Minden egyes k = 2,...,d — 1 lépéskor ha feltételezhetjiik,

hogy
Coe(tirns - s tast; Oy (5 v), -, 080 () (18)

kopula, az ugynevezett k-adik belsé kopula, akkor megkapjuk az allitott keverékabrazolast az el6z6
belsé kopulahoz

Cd7k+1(uk> <oy Udy, w,i’“*”(-; ka1), e 7?/4(1]%1)('; Vkﬂ)) (19)

A belst kopuldk generatorainak alakja a |10 lemméaboél kdvetkezik. Az induktiv folyamat akkor fejez6dik
be, amikor eljutunk C(ug, tgy1; wc(ld_l)(-; Vq_1)) végsS belsé kopulédhoz. Ez egyértelmten kopula, hiszen
a generatorfiiggvénye teljesen monoton és felirhatd a kévetezs reprezentacioja:

Cy (ug, uay; 05 (5 van)) = / FY4 (ug; Va1 ) F¥ (g1 va—1) d Ga(va; va_1) (20)
0

A masodik keverék-reprezentacié megkaphato, ha leegyszertsitjiik az egymasba égyazott reprezentaci-
Okat, tekintettel arra, hogy k > 2

FU(ET (o B (B (s m)i ) i) = F2 (u) (21)

]
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A Cy(uy, ..., ugs1; 91, .. ., ) kopula véletlen mintavételezéséhez a kovetkezd, a kopula elsé keverék-
reprezentaciojat felhasznéalod algoritmust hasznalhatjuk:

Algoritmus 4: d dimenziés beagyazott eset

Generaljunk egy V véltozot G eloszlasfiiggvénnyel, melynek Laplace-transzformaltja ).

Generaljunk egy standard egyenletes eloszlasu X; valtozot.

Generaljunk (Xs, ..., X441) valtozokat a Cy_q(ug, . .., Ugi1; @/}él)(-; V), ... ,wc(ll)(-; V)
kopulabol, ugyanennek az algoritmusnak a segitségével.

Térjiink vissza (Us, ..., Uzs) értékekkel, ahol U; = oy (=12%) i =1,...,d + 1

A kovetkez§ abrat a fenti algoritmussal generaltuk, hétdimenzids Gumbel kopulakbol tgy, hogy a
Kendall-féle 7-k értékei sorban 0, 1,2 3 2 5 Jegyenek.

7273747576
- Q 12 = ! [
_ o | ] ] o o | ]
o o =1 t=1 A= o
- © © o b < ©
S S = = = ¢ (o
- =+ = s = = =
=] =] =1 t=} o . |o
- ™ ™ ™ b ™ ™
=1 =1 =1 t=} = =1
_ o | i|e =) o o | o
o o = o = o

0 02 04 06 08 1

1.0
1.0
1.0
1.

1.0
1.0

00 02 04 Gé Dg
00 02 04 06 08
00 02 04 06 08
00 02 04 06 08
00 02 04 06 08
00 02 04 06 08
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0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08

1.0
1.0
1.0
1.0
70
1.0

DD-DQ 04 06 08
00 02 04 06 08
|
00 02 04 06 08
0.0 02 24 06 08
00 02 %4 06 08
00 02 04 06 08

0 02 04 06 08 1

=

0 02 04 06 08 10

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

1.0

DD”DQ 04.06“08
00 02 04 06 08
0.0 02 24 06 08
0.0 02 ﬂ4 06 08
00 02 04 06 08
00 02 04 06 08

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 02 04 06 08 10_ 0.0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 0 02 04 06 08 10

1o =] (=T _ 7 o

e e E B o | e

= = I o = =

© © o | o _| o | ©

= = = = = =
L= - = | - | = | -

= = = o S =

o o o | o | o | o

s s 1= o = s

= . . =] = _| = _] o 3 o

<o T T T T T i I T T T T T T T T TS T T T T T TS T T T T T T
05 7.0 0.2 04 06 U..B 1.0, - 7.0 02 04 06 08 10 7.0 02 04 06 08 10, 7.0 02 04 06 08 10_ 00 02 04 06 08 1.0

0.0 02 04.68.08.
0.0 02 04 086 &é
0.0 02 04 06 08
0.0 02 04 06 08
00 02 04 06 08
0.0 02 04 06 08
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0 02 04 06 08 1.
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6. dbra. 61 = 1;60 =2;03 =3;0, =4;05; =5;05 =6
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3.3. Vine kopulak

Az el6z6 fejezetben megismerkedhettiink az egymasba agyazott arkhimédészi kopulastrukturakkal. Fon-
tos megemliteniink, hogy létezik egy hasonld, fastrukturaval abrézolhaté kopulacsalad, melyet Vine
kopulanak neveziink. Ez a csalad a gyOkeres fak helyett egy mésik grafelméleti fogalmat hasznal a
szemléltetéshez, az tgynevezett vine-okat, amelyekkel elGszor meg kell ismerkediink, miel6tt a kopula-
csaladot definialjuk.

3.3.1. Szabalyos vine fasorozatok

13. Definicié (Szabalyos (R-) vine fasorozat). Valamely fagrafok V = (11, T, ...,T;_1) halmaza egy
szabalyos vine fasorozat d elemen, ha:

e Minden 7 = (N;, E;) fa esetén minden a,b € Tj,j = 1,...,j — 1 cstcsra létezik egy nq, ..., ny C
Nj; at, ahol a = ny, b = ny.

e T} egy fa, melynek csticsai Ny = {1,...,d}, élei pedig F;.
e Minden j > 2, esetén T} egy fa, melynek csticsai N; = E;_4, élei pedig E;.
e Minden j =2,...,d—1¢és {a,b} € E; esetén | aNb |= 1.

14. Definici6 (Szabalyos vine eloszlas). F' egytittes eloszlasfiiggvény X = (X, Xo, ..., Xy) d-dimenzios
véletlen vektorvaltozo eloszlasa szabalyos vine eloszlas, amennyiben meg tudunk hatarozni egy olyan
(F,V, B) harmast, melyre igazak az alabbiak:

e Peremeloszlasok: F = (F7,..., Fy) folytonos invertalhato peremeloszlasok vektora, amelyek az
X, i1, ...,d valoszintiségi valtozo peremeloszlés-fiiggvényeit reprezentaljak.

e Szabalyos vine fasorozat: V egy szabalyos vine fasorozat d elemen.

o Kétvaltozos kopuldk: B={C. |e € E;;i=1,...,d—1}, ahol C, egy szimmetrikus kétvaltozos
kopula. F; a V szabalyos vine fastruktiraban talalhato T; fa éleinek halmaza.

e Kapcsolat V és B kozott: Minden e € Ej i = 1,...,d — 1,e = {a,b} esetén C,. az X¢,, és
Xc,, feltételes eloszlasokhoz kapcsolodo kopula, X p, = xp, feltétel mellett. C.(-,-) nem fiigg
xp, specifikus értékétsl.

15. Definicié (Egy e élen értelmezett par-kopula és kopula-siirtségfiiggvény). Az e élhez tartozod C,
kopulat Ce, ,c, ,:p., a hozzé tartozo stirtiségfiiggvényt pedig ce, ,c. ,;p. jeloléssel jeloljiik. Ezt a kopulat
nevezzilk par-kopulanak.

13. Tétel (Szabalyos vine eloszlas létezése). Tegyiik fel, hogy (F,V,B) kielégiti a [1f definicicban
szerepld tulajdonsdgokat az utolso kivételével. FEkkor létezik eqy olyan egyedi d-dimenzios F' eloszlds,
melynek sirisége

d—1
fia(@y, o wa) = fi(e) oo fawa) - TT T cecucenin.(Fe.uip. (e, | ®0,), Fe, yp.(zc,, | p,))

1=1 ecE;

gy, hogy minden e € E;,i=1,...,d—1, e ={a,b} esetén X¢,, és X¢,, eloszldsfigguényekre teljesiil
az

Fce,ace,b|De (Ice,a7 mcg,b | mDe = Ce(Fce,alDe (l’ce,a | mDe)’ Fce,b|De (:L‘Ce,b | mDe))

osszefiiggés, amennyiben X p, = xp,, F egydimenzids peremeit pedig F;(z;),i = 1,...,d adja meg.
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A fenti tétel lehetGvé teszi a szabalyos vine eloszlasok meghatéarozéasat a (F, V), B) harmas segitségével
ezekbdl pedig mindig elGallithatd a hozzajuk tartozo egytittes stirtiség.

16. Definicié (Szabalyos vine kopula). Egy szabalyos vine kopula, egy olyan szabdlyos vine eloszlas,
melynek az Osszes pereme egyenletesen oszlik el a [0, 1] intervallumon.

A vine kopulék sokszintiségét és rugalmassagat a kovetkezd abra mutatja be, ahol egy vine kopula
vine fasorozatat, illetve a kopulabol vett mintat lathatjuk. A mintavétel dbrazolasabol latszik, hogy
mennyire sokszind kétdimenzioés peremeket képes a kopula modellezni. A peremeloszlasok ebben az
esetben Gauss, Clayton, illetve Gumbel kopulakboél szarmaznak.

Tree 1 Tree 2

o
Sisa
2]
(a) A kopula szabalyos vine fasorozata (b) Minta a kopulaboél
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4. Arkhimédészi kopulastruktira illesztése adathalmazra

Szeretnénk az adathalmazunkra a dolgozatban eddig taglalt egymasba agyazott arkhimédészi kopu-
lastrukturat illeszteni, majd megvizsgalni, hogy ez mennyire irja le jol az eredeti adatainkat, mas
modellekhez képest. Ehhez a HAC R csomag [10] nyujt segitséget, melyben megtalalhato egy eljaras,
ami egy tetsz6leges adathalmazra becsiil egymasba agyazott arkhimédészi kopulastruktirat. Vizsgaljuk
el6szor ennek a pontossagat és hatékonysagat. Ehhez elGszor generaljunk egy sajat adathalmazt, mely-
nek ismerjiik a szerkezetét, majd alkalmazzuk erre a metodust és vizsgaljuk, hogy mennyire pontosan
adja vissza az eredeti paramétereinket. A mintavételezést paros négydimenziés Gumbel kopulastruk-
tarabol végeztiik, ahol a kopuladk paraméterei sorban ¢, = 2,60, = 4,03 = 6, fagraf abrazolasa pedig a
[3.2.3] fejezetben leirtak szerint épiil fel. A szimulaciot kiilonb6zs elemszamu mintékra hajtottuk vég-
re, esetenként 100 ismétléssel. Az algoritmus minden alkalommal sikeresen adta vissza a fastrukturat.
A paraméterek becslésének pontossiga az alabbi abrakon lathato, az elsén a paraméterek értékei, a
méasodikon pedig az 6sszhiba értéke, melyet az eltérések kettes norméajaval szamoltuk.

o
2.0

1.5

Hiba

Paraméter becsilt értéke
o
F
1.0

0.5
|

0.0

T T T T T T T T
Paraméter 1 Paraméter 2 Paraméter 3 100 250 500 2500 10000

Mintaméretek: 100, 250, 500, 2500, 10000 Minta mérete

(a) A becsiilt paraméterek értékei (b) A becslés hibaja a paraméterekre nézve

Az abrakrol leolvashato a becslés pontossaganak konvergenciaja, amely a négyzetgyok rendiinél is
lassabbnak, illetve aszimptotikusan torzitatlannak tiinik.

4.1. Illeszkedésvizsgalat

Ahhoz, hogy a gyakorlatban hasznalni tudjuk az el6z6 fejezetben taglaltakat, meg kell hatdroznunk,
hogy mennyire irja le jol az illesztett struktira az eredeti adathalmazt. Ehhez elGszor vegyilik az
adathalmazhoz tartozo C(uy,us, ..., us) tapasztalati kopulat, melyet az alabbi médon kaphatunk meg:

n d
C'\(ul,u%...,ud) = nileI{ﬁvj(Xij) < Uj}:

i=1 j=1

ahol F () az X; valoszintségi valtozo becsiilt eloszlasfiiggvényét jeloli.

Ezek utan becsiiljiik meg a kopulastruktiarat az elézd fejezetben foglaltak szerint, majd vegyiink
az adathalmazunk méretével megegyez darabszamu mintat ebbdl a struktarabol. A mintavételezés
menetére mar a dolgozat el6z6 fejezeteiben mutattunk modszereket kiillonb6zs esetekre. A szimulalt
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adatoknak szintén vegyiik a tapasztalati kopuldjat, aztan ennek a sorba rendezett értékeit abrazoljuk az
eredeti adatokra vett tapasztalati kopula sorba rendezett értékei fiiggvényében. Minél jobban simulnak
a kapott pontok a (0,0), (1,1) pontok &altal meghatarozott atlora, annal pontosabb a becsléstink. A
kovetkez6 abrakon lathatjuk hogyan néz ez ki, ha jol illetve, ha rosszul becsiiljiik a kopulat. Mindkét
esetben az adathalmazt az el6z6 fejezet négydimenzids struktirajabol generaltuk, az elsé esetben az
eddig hasznalt metodust hasznalva hataroztuk meg a kopulat, mig a mésodikban ranézésre probaltunk
valamilyen kopulastruktirat illeszteni az adatokra.

o o
B W Atiotél valé atlagos tavolsag: 0.0059 B W Ati6tol valé atlagos tavolsag: 0.0371
o) fee)
o 7 o 7
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‘m ‘m
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m (=] m (=]
o ©
(1] [
Z Z
g2 g2
@ @
(1] ©
Gl &
— [
o o
o o
e | e |
o o
T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Valés valészinliségek Valés valésziniiségek
(a) A kopulabecsls algoritmus pontossaga (b) Sajat becsléstink pontossaga

Lathato, hogy az els6 abra pontjai sokkal jobban illeszkednek a pirossal jelolt atlora, mint a mésodik
abraé, ebbdl pedig kovetkezik, hogy a HAC [10] csomag kopulabecsls algoritmusa lényegesen pontosabb
eredményt adott, mint amikor ranézésre probaltuk a struktirat meghatarozni.

Az atlohoz illeszkedés mértékét szamszertsithetjik is, példaul a pontok atlotol vald tavolsaganak
atlagaval. A fenti dbraknal ezeket az értékeket is jeloltiik.

5. Gyakorlati alkalmazas

Az el6z6 fejezetekben bemutattuk az egymasba agyazott arkhimédészi kopulak elméleti hatterét, fel-
épitését, illetve mintavételezését néhany specifikus esetben. A tovabbiakban azt szeretnénk vizsgélni,
hogy van-e gyakorlati elénye ezeknek a strukturdknak mas, ismertebb kopulacsalddokkal szemben. A
gyakorlatban a kopuldkat leginkdbb pénziigyi adatok elemzésére hasznaljak, mi is igy egy ilyen tipu-
st adathalmazt kerestiink. Valasztasunk kiilonbozd kriptovalutak 3 o6ras logaritmikus-hozam adataira
esett, a 2023-as évben, mely adatok a Yahoo Finance weboldalan [I1] megtalalhatoak. Ezeket az ada-
tokat fogjuk elGszor alapvets statisztikai modszerekkel elemezni, majd megprobalni a dolgozat elézéleg
taglalt struktarait is alkalmazni rajuk.

5.1. Az adathalmaz elemzése

Ahhoz, hogy bonyolultabb modszereket alkalmazhassunk az adathalmazunkon, mélyebben meg kell
ismerniink annak bels§ szerkezetét. Az adatok 11 kriptovaluta arfolyamait irjak le, az amerikai dollar
értékében. Ezen kriptovalutak a kévetkezdk:
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e Bitcoin (BTCUSD)

e Ethereum (ETCUSD)
e Solana (SOLUSD)

e Polkadot (DOTUSD)

e Dogecoin (DOGE.USD)
e Litecoin (LTCUSD)

e Cardano (ADAUSD)

e Fantom (FTMUSD)

e Polygon (MATIC.USD)
e Filecoin (FILUSD)

e EOS (EOSUSD)

Minden dimenzié 2920 rekordot tartalmaz, melyek az adott kriptovaluta 3 orankénti logaritmikus-
hozamait jelolik. A logaritmikus-hozam skélara véltasra azért van sziikség, mert igy keriiliink kozel a
stacionaritashoz, ami kell ahhoz, hogy egy fix kopulaval irhassuk le az 6sszefiiggéseket. A hozamadatok
mindig a valuta értékének valtozésat jelolik annak el6z6 megfigyelt értékéhez képest.

Bitcoin Ethereum Dogecoin

0.05

-0.05 0.00

006 002 002 008

-0.20 -010 0.00 010

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

10. abra. 3 kriptovaluta logaritmikus-hozam adatai

Ahhoz, hogy ezekre az adatokra barmiféle kopula-struktarat tudjunk illeszteni, elGszor is pszeudo-
megfigyelésekké kell alakitanunk az értékeket. Ezek utan abrazolhatjuk a megkapott struktarat, mely
segitségével kovetkeztetéseket vonhatunk le.
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11. abra. A pszeudomegfigyelések kétdimenzios peremei

Az abra alapjan lathatjuk, hogy a kétdimenziés peremek kozott tobbnyire szimmetrikus struktarak
talalhatoak. Minél inkdbb az &tl6 mentén koncentralodnak a megfigyeléseink, annal inkabb val6szi-
nisithetiink magasabb korrelacios értéket a két kriptovaluta kozott. A Kendall-féle korrelaciok ki is
szamolhatoak a mintabol:
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086
FILUSD 0.52 1.00
-08
EOSUSD 0.53 0.53 1.00

12. abra. A megfigyelések Kendall-féle 7 korrelacioi

Mivel az eredeti adathalmaz mind a 11 dimenzi6janak az elemzése rendkiviil kériilményes, s6t egyes
esetekben nem is lehetséges, az els6 lépésekben alacsonyabb dimenziokra sztikitjiik azt, majd ezekbdl
probéalunk eljutni a magasabb dimenzitkhoz. Csokkentsiik a mintat elGszor 4 dimenziora! Legyenek
a vizsgalt kriptovalutak a Bitcoin, az Ethereum, a Dogecoin és a Fantom. Els§ lépésként az Osszes
kétdimenzios esetre megvizsgaljuk, hogy egyes kopulak mennyire illeszkednek a megfelels adathalmaz-
ra. Ehhez a copula R csomag [§] nyujt segitséget, melyben taladlhaté egy proba, amely egy adott
kopulacsalad esetén megprobalja a legjobb paramétert megtalalni, majd eldonteni, hogy szarmazhat-e
a vizsgalt minta az adott kopulabodl. A teszt miikodésérsl az R csomag dokumentéciojaban talalhatunk
pontos lefrast, a gofCopula fiiggvény alatt. Négyfajta kopulacsaladra futtatunk tesztet, mégpedig a
t, Clayton, Gumbel és Gauss kopuldkra. Az eredményeket a lentebb talalhatd dbran bal oldalt
lathatjuk ¢-kopula esetén, ahol az 6sszes kétdimenzios peremhez a zold érték az illeszkedésvizsgalat altal
kapott legjobb paramétert, a piros pedig a p-értéket jeloli.

Ha a 0.01 szignifikanciaszintet vessziik, azt tapasztaljuk, hogy a t-kopula esetén vannak olyan krip-
tovaluta parositasok, melyekre a minta szarmazhat a kopuldboél, pontosabban a Bitcoin-Ethereum, a
Bitcoin-Fantom, illetve az Ethereum-Fantom. Az Osszes tobbi esetben a meghatarozott szignifikancia-
szintnél alacsonyabb p-értéket kapunk (a 0,0098 a legkisebb p-érték amit a teszt ennyi mintavételnél ki
tud adni), igy ezeknél a parositasoknal elutasithatjuk azt, hogy a minta a vizsgalt kopulabol szarmazik.
Arra a kérdésre, hogy van-e olyan kétdimenziés kopula amely jobban illeszkedik az adatainkra mint
a négy altalunk vizsgalt is véalaszt kaphatunk. A VineCopula R csomag [5] tartalmaz egy metoédust,
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amely két dimenzioé esetén képes rendkiviil sok kopulacsalad koziil kivalasztani azt, amelyik a leginkabb
illeszkedik az adatokra. JelentGsen megkonnyitené a dolgunkat, ha létezne ilyen algoritmus magasabb
dimenzids kopulék esetén is, de egyelére ez még nincs kidolgozva, igy be kell érniink a kétdimenzios
peremek vizsgalataval. Az eredményeket a jobb oldali abréan lathatjuk, az egyes esetekre feketével
jelolve olvashatjuk az ajanlott kopula nevét, alatta kékkel a paraméterét és t-kopula esetén a szabadsagi
fokat.

BTCUSD BTCUSD

t
ETHUSD = 0.85983 ETHUSD =
0.10784 3.12583
° ) 00 04 0.8
t t
0.69888 0.74491 DOGE.USD

0.0098 0.0098 5.06393 4.07637

t t t

FTMUSD 0.67494 0.69395 0.67895 FTMUSD

0.14706 0.06863 0.0098 4.53402 3.52986 3.1573

(a) t-kopula illeszkedésvizsgalata a kétdimenzios pe- (b) Legjobban illeszkeds kopuldk a kétdimenzios pe-
remekre remekre

Lathatjuk, hogy az algoritmus minden esetben a t-kopulat javasolta mint legjobb illeszkedés, gya-
korlatilag ugyanazokkal a paraméterekkel, mint amiket a [I3a, abran olvashatunk, azaz vannak olyan
kétdimenzios peremek, melyekre hiaba a legjobb opciénk a t kopula, az illeszkedésvizsgalat azt sem
tudta elfogadni.

5.2. Kiilonb6z6 kopulak osszehasonlitasa

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni, hogy a dolgozatban emlitett kopulak koziil melyik irja le legjobban
az adathalmazunkat, be kell vezetniink valamiféle mérészamot, amelyet minden kopula esetén ki tudunk
szamolni és azt irja le, hogy mennyire jol illeszkedik az adott kopula az adatokra. Ezeket 6sszehasonlitva
meghatarozhaté a modellek kozotti erGsorrend. Modositsuk ehhez a fejezetben leirt mérészamot,
mely az eredeti, illetve a szimulalt adatok tapasztalati kopuldjat rajzolja egy grafikonra, majd tekinti
a f6atlotol vald atlagos eltérést. Ahhoz, hogy a mérészam a mintaelemszam noévekedésével se tartson
nulldhoz, szorozzuk be annak négyzetgyokével, igy megkapva az 1j értéket. A kovetkezd tablazatban
megtalalhatjuk néhany, a dolgozatban vizsgalt kopula esetén a legjobban illeszked modellt, illetve az
el6bb emlitett mérdszam értékét. A pontosabb eredmény érdekében a mintavételezést 100 ismétléssel
végeztiik el, majd ezek atlagaval szamoltunk.
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Kopulacsalad Legjobban illeszkedd modell MérGszam értéke
Gauss p1 = 0.8, po = 0.6843, ps = 0.6677, py = 0.7239, p5s = | 0.371

0.6813, pg = 0.6577
t p1 = 0.8644, py = 0.6988, p3 = 0.6808, p, = 0.7446, | 0.310

ps = 0.7023, pg = 0.6890, v = 4.6717

Egyméasba agyazott
arkhimédészi

A 13.2.4, fejezetben leirt struktira, Gumbel kopulédbol. | 0.766
61 - 199, 92 == 2047 (93 - 289

Vine

A fastruktira és a paraméterek értékei az R kodban [12] | 0.291
megtekinthetek, a kétdimenzios peremek ¢, BB1 7] és
Gumbel kopulakbol szérmaznak.

A mérdszamok Osszehasonlitasaval kideriil, hogy az adathalmazunkra a legerésebb modell a vine kopula

volt, ezt szorosan a négydimenzios ¢ kopula kéveti, utanuk pedig a Gauss kopula és az egymasba agyazott
arkhimédészi kopulastruktira kovetkezik. Az, hogy a mintavételt 100 ismétléssel végeztiik lehetGséget
ad arra is, hogy kétmintas ¢t-proba segitségével paronként megvizsgaljuk, hogy szignifikdnsan jobb-e az
egyik modell a masiknal. A proba p-értékeit a kovetkezs abran olvashatjuk:

t 3e-06 0 0.004487
Gauss 0 0
Egymasba
agyazott 0
arkimédészi
Vine

14. abra. Kétoldali t-proba p-értékei

0.01 szignifikanciaszint mellett az Osszes teszt elutasitotta a nullhipotézist, azaz az eloszlésok szig-
nifikdnsan eltérnek egymastol, igy a fentebb felallitott sorrend nagy valoszintiséggel fennall.

A teljesség kedvéért a fenti folyamatot elvégeztiik a 11 dimenzids eredeti adathalmazunkra, de a
kopulak paramétereinek mennyisége miatt mar csak a mérészam értékeit jeloltiik, a legjobban illeszked6
kopulak adatai szintén az R kodban [12] taldlhatoak meg részletesen.
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Kopulacsalad Mérészam értéke
Gauss 0.598

t 0.814
Egymasba agyazott 1.298
arkhimédészi

Vine 0.470

Lathato, hogy ha a teljes adathalmazt nézziik, szintén a vine kopula lesz a legerGsebb, viszont a
11 dimenziés Gauss kopula itt méar pontosabban irja le azt, mint a t-kopula. Az egymasba agyazott
arkhimédészi kopulacsalad ebben az esetben is a leggyengébb modellnek mingsiil a kiprobaltak koziil.

Sikeriilt igy meghataroznunk azt a kopulamodellt, amely a legpontosabban irja le az adathalmazt.
Szeretnénk ezt felhasznélni példaképpen arra, hogy meghatarozhassunk annak a valoszintiségét, hogy a
11 kriptovalutank koziil legaldabb 9 értéke egy kivant p szazalékértéknél tobbet csokken, hiszen az ilyen
jelleg@ mennyiségek nagyon fontosak a pénziigyi matematikaban. Ehhez konvertaljuk vissza a szimulalt

adatokat az eredeti skdlara. Amennyiben Ci,...,C, a szimuldlt d-dimenziés kopula, akkor az adott
koordinata rendezésének megfelelGen lesznek a rendezett x4, ..., x, eredeti megfigyelések hozzarendelve

az adott dimenzidhoz. A kdvetkezs abran lathatjuk a becsiilt valoszintiségeket harom p szazalékérték
és 100 mintavétel esetén:

Szazalékos valdszinliség

0.01 0.025 0.05

p%
15. abra. Annak a valoszintiségei, hogy legalabb 9 kriptovaluta értéke tobb mint p%-ot csokken

Ellenérzésképpen ugyanezeket az értékeket az eredeti mintabol is kiszamitottuk, és jo egyezést kap-
tunk a szimulalt értékekkel:
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p% | Szazalékos valoszintiség
0.01 4.520
0.025 0.548

0.05 0.034

Az illesztett kopulabol valé szimulalas azért is elényds, mert igy akar konfidenciaintervallumokat is
meghatarozhatunk a szamunkra érdekes valészintiségekre.

6. Konklazio6

Az egymasba agyazott arkhimédészi kopulacsalad egy rendkiviil rugalmas struktira, mely sokkal ponto-
sabb modelleket tesz lehet6vé, mint az egyparaméteres, tobbdimenzios arkhimédészi kopulak. Sajnos az
altalunk vizsgalt adathalmazon kifejezetten gyengén teljesitett, de aszimmetrikusabb adathalmazokon
feltehetGen lényegesen tobb felhasznélasa lehet.
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