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1. Bevezetés

Pératlanvarosnak 32 lakosa van, akik imadnak klubokat alapitani. Kezdetben egy klub
alapitasanak mindossze annyi feltétele volt, hogy 2 klub tagjai teljesen nem egyezhet-
nek meg. Mivel az {gy lehetségesen 1étrejové klubok szdma til magas volt (23%), ezért
1j szabalyokat kellett bevezetni. Az egyik szabdly szerint egy klubnak csak paratlan
szamu tagja lehet, masrészt barmely két klubba paros szamu kozos tag tartozhat. Az
1j szabalyok utan a létrehozhaté klubok széama drasztikusan lecsokkent, igy méar csak
legfeljebb 32 darabot lehetett alapitani. Ha viszont a feltételeken egy apré valtoztatast
teszlink, miszerint minden klubnak paratlan helyett paros szamu tagja lehet, akkor ez
a szam ismét megnd 2'%-ra. Elsére meglep6 lehet, de a fenti allitdsok bizonyitdsara
a legfobb eszkozeink linearis algebrai mddszerek lesznek. A Paratlanvaros-Parosvéros
témakornek kiilonbozo feltételek bevezetése mellett rengeteg valtozata ismert, a bi-
zonyitasaik soran pedig tobbféle linearis algebrai eszkozt hasznalhatunk fel. A szak-
dolgozat célja ezen médszerek bemutatasa a témakorhoz tartozé problémaék ismertetése

soran.



2. A két alapfeladat

A fejezet soran a bevezetésben targyalt Paratlanvaros, valamint Parosvaros problémakat

vizsgaljuk, és bizonyitjuk be.

2.1. Paratlanvaros

2.1.1. Tétel. [Paratlanvdros| Legyen |X| = n, és Ai,...,A,, olyan kiilonb6zé
részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| paratlan, és |A; N A;| pdaros, ha i # j.

Ekkor maxm = n.

Bizonyitas:

a) m = n létezik:

El6szor lassuk be, hogy m = n elérhet6. Ha minden A; halmaz elemszama 1, és a hal-
mazok kiilonbozoek, akkor barmely A; halmaz paratlan elemszam, valamint barmely
|A; N Aj|, i # j, paros elemszami (hiszen nincs kozos elemiik), és igy a részhalmazok
szama megegyezik n-nel.

Amennyiben n egy paros szam, szintén jé példa, ha minden A; halmaz n—1 elemszam,
hiszen ekkor barmely |A; N A;|, i # j, elemszdma n — 2 lesz, ami péros, azaz teljesiti a
feltételeket, és mivel minden halmazbdl pontosan egy elem marad ki, igy a részhalmazok
elemszama paratlan és itt is n darab halmazunk lehet.

b) Most lassuk be, hogy m < n:

Tekintsiik az A; halmazokhoz tartozé a; karakterisztikus vektorokat (karakterisztikus
vektor alatt itt egy olyan n dimenzids binéris sorvektort értiink, amelyben az i. koor-
dindta l-es, ha az i. tag benne van a halmazban, és 0 ha nincsen). Azt kell belatnunk
hogy az A; halmazokhoz tartozo a; karakterisztikus vektorok linedrisan fliggetlenek az
Fy feletti F7 vektortérben, hiszen ekkor legfeljebb n darab a; karakterisztikus vekto-
runk lenne, mivel dimFy =n

Vegytik észre hogy az aiaf métrixszorzat akkor lesz 1, ha az A;, valamint A; hal-
mazoknak paratlan darabszamu kozos eleme van, és 0 hogyha paros darabszamu. A
kezdeti feltételek miatt ez akkor lesz 0, ha i # j, és 1, ha i = j.

Most nézziik a d1a; + ...+ d,a,, = 0 linedris kombindciét. Azt kell belatnunk, hogy ez

csak akkor lehet igaz, ha d;...d, = 0 (Itt O alatt az n dimenziés nullvektort értjiik).



Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldaldt egy tetszdleges a] vektorral. Mivel aja! =
0, ha i # j, és 1, ha i = j, ezért az egyenletiinkben az a;al tagok kiesnek, és csupdn
0; = 0 fog maradni minden i-re.

Ezzel belattuk, hogy a karakterisztikus vektorok linedrisan fiiggetlenek Iy felett, azaz
legfeljebb n darab van beldliik, tehat maximum n darab halmazunk lehet a feltételek
mellett. U

A tétel bizonyitasahoz az alabbi linearis algebrai fogalmakat hasznaltuk fel:
1. Karakterisztikus vektorok
2. Linearis fiiggetlenség, linearis kombinacio
3. Dimenzidk

4. Matrixszorzat

2.2. Parosvaros

2.2.1. Tétel. [Parosvaros] Legyen |X| = n, és Ay,...,A,, olyan kiilonb6zé
részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| péros, és |A; N A;| pdros, ha i # j.
Ekkor maxm = 21"/21

Bizonyitas:

a) Itt is kezdjiik annak beldtasaval, hogy m = 2l"/2/ halmaz megadhaté:
Rendezziik parba az elemeket, igy lesz |n/2| darab kételemii diszjunkt halmazunk
(amennyiben n pératlan, egy elem nyilvdn kimarad). Tekintsiik a parokbdl képezhetd
Osszes lehetséges részhalmazt, (amelyekben a parok mindegyikére vonatkozik, hogy a
par mindkét tagja szerepel, vagy egyik sem): Ezek elemszama nyilvan péros lesz, hi-
szen minden halmazban a parok elemei egyiitt szerepelnek. A metszetek ugyanezen
okbdl kifolydlag szintén csak péaros elemszamuak lehetnek, |n/2] darab elembél pedig
legfeljebb 21%/2] darab halmaz készithetd.

b) Most lassuk be, hogy valéban ez a maximum:

A Paratlanvaros tételhez hasonldan itt is vegyiik az A; halmazokhoz tartozo a; karakte-
risztikus vektorokat, és nézziik ezek skaldris szorzatét, az a;al métrixszorzatot. Ezek az
a; karakterisztikus vektorok merélegesek egymasra [F5-ben, hiszen a skaldris szorzatban

paros darabszamu 1-est kell 0sszedani, azaz V a;, a; karakterisztikus vektorok skaléris
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szorzata 0 lesz. Jeloljik U-val az ay, as, ..., a,, karakterisztikus alterek altal generalt
alteret, azaz azon vektorok halmazat, amelyek felirhatéak d,a; +dras+ - - - +d,a,, alak-
ban (a szamoldsok tovébbra is Fy felett torténnek). Vizsgaljuk meg az U ortogonalis
kiegészits alterét, az U+-t, azaz azon vektorokat F%-ben, amelyek U minden elemére
merolegesek, tehat skalaris szorzatuk 0 lesz. Mivel U elemei merdlegesek egymasra,
ezért U C UL, Végiil a bizonyitds befejezéséhez hasznaljuk fel az alabbi tételt (melyet

most nem bizonyitunk):

2.2.2. Tétel. Ha adott aV = F7} vektortér a szokasos skalaris szorzattal, és abban egy
U altér, akkor U dimenzidjanak, valamint U ortogonalis kiegészité altere dimenzidjanak

osszege megegyezik a vektortér dimenzidjaval, ami n. Azaz

dimU + dim U+ = dim V

De mivel U C U+, ezért dimU < dim U+, tehédt dim U < Ld‘%vj

Mivel jelen esetben V az Fi-nek felel meg, ezért a dimenzidja n, tehat dimU < ng
Ezen tulajdonsagok mellett U-ban legfeljebb 2l3] darab karakterisztikus vektor lehet,
amivel belattuk az allitast. 0
E tétel bizonyitasa mar egy fokkal bonyolultabb volt a Paratlanvaros tételhez képest.
Bar sok szempontbdl hasonlé megkozelitést hasznalunk mindkét esetben, de itt mar

fel kellett hasznalnunk az alterek fogalmat, valamint az altér és annak ortogonalis ki-

egészito alterének dimenzidjara vonatkozo Osszefiiggést.



3. Gyakorlati példak a témakorben

A szakdolgozat ezen részében kiilonbo6zo valtozatait vizsgaljuk a Paratlanvaros vala-
mint parosvaros feladatoknak, bizonyos feltételek bevezetése mellett. Latni fogjuk,
hogy tobb 1j linedris algebrai mddszer is elékertil a bizonyitasaink soran. Ezen fejezet
2 f6bb forrasa Babai Laszl6 és Frankl Péter Linear Algebra Methods in Combinatorics

[1], valamint Freud Rébert Linearis Algebra [2] kényve lesz.

3.1. Szines Paratlanvaros

3.1.1. Tétel. [Szines Pdratlanvdros|] Legyen |X| = n, és Ki,...,K,, valamint
Py, ..., Py, olyan kiilonb6zé részhalmazok X-ben, amelyekre minden |K;NP;| paratlan

Vi-re és |K; NP;| pdros Vi # j-re. Ekkor maxm = n.

Bizonyitas:

Hasonléan oldjuk meg, mint az eredeti Paratlanvéaros tétel bizonyitasat.

a) El6szor belatjuk m = n létezését:

Legyen minden K; és P; halmaz elemszama 1, és az azonos indexti halmazokhoz ugyan-
azon az elemek tartozzanak. Koénnyen lathaté, hogy ekkor |K; NP,;| =0 Vi # j-re,
valamint |K; NP;| =1 V i-re, azaz épp teljesiilnek a felételek, és legfeljebb kétszer n
darab egyelemii halmazt hozunk létre.

b) m valéban legfeljebb n lehet:

Vezesstik be a K;, P; halmazokhoz a k;, p; karakterisztikus vektorokat. Lassuk be a
k; vektorok lindris fiiggetlenségét az Fy feletti F4 vektortérben (A p; vektorok fiigget-
lensége nyilvan ugyanigy beldthatd, ha felcseréljik a p; és a k; szerepét). Innentdl
a bizonyitas lényegében megegyezik a Paratlanvaros tétel bizonyitasaval: Konnyen
lathato, hogy a kip]T akkor lesz 0, ha i # j, és 1, ha i = j.

A d1ky + ... 4+ 4k, = 0 linearis kombinacié mindkét oldalat most egy tetszdleges
pl vektorral szorozzuk be. Mivel k;p! = 1, és kip]T = 0 minden i # j esetén, ezért
0, = 0 marad a beszorzas utan minden i-re. Tehat a karakterisztikus vektorok linearisan
fiiggetlenek Iy felett, és mivel dim [} = n, ezért legfeljebb n darab van beldliik, amivel
belattuk az allitast. 0
Ez a bizonyitas nagyon hasonlitott az eredeti Paratlanvaroséhoz, lényegében ugyanazt

a modszert hasznélta fel. A feladat b) véltozatdban kicsit szigoritunk a feltételeken, és



emiatt a megoldasi modszeriinkon is valtoztatunk egy keveset.

3.1.2. Tétel. [Szines Pdratlanvdros b:] Ha az el6z6 tételben a |K; NP;| parossagat
Vi # j-r6l Vi < j-re cseréljiik, és a tobbi feltételt megtartjuk, akkor a maximum nem

valtozik.

Bizonyitas:

A bizonyitashoz most egy mésféle megkozelitést haszndlunk, de lényegében nagyon
hasonl6 a korabbiakhoz. Legyen A a k; karakterisztikus vektorokbdl képzett méatrix,
B pedig a p; karakterisztikus vektorokbol képzett matrix. Azaz A egy olyan m X n-es
matrix, ahol az i. sorban a k; karakterisztikus vektor szerepel, B-nél pedig az j. sorban
a p; karakterisztikus vektor. Tekintsiik a C' = A - BT transzponalt metszetmétrixot
(C-t Ty test felett értelmezziik). A feltételeknek megfeleléen C' f6atl6jdba csupa 1-esek
fognak keriilni, hiszen az azonos indexii halmazok metszete paratlan. A foatlo feletti
elemekrol tudjuk, hogy csupa 0-sok, hiszen ezek tulajdonképpen a |K;NP;| elemszamai,
ahol 1 <= j. Egyediil a f6atl6 alatti elemekrél nem tudunk semmit, ott lehetnek 0-sok,

és 1-esek is, erre most nem mondanak semmit a feltételeink.

100 ... 0
110 ...0
C=lo11...0
1 01 1

Konnyen lathato, hogy C egy m x m-es alséhdromszog-matrix, és a rangja megegyezik

sorainak szamaval, ami jelen esetben m. Viszont koztudott, hogy 2 matrix szorzatanak

rangja soha sem lehet nagyobb, mint az eredeti 2 matrix rangjanak minimuma. Jelen

esetben rang(C') < min(rang(A), rang(B)).

Mivel A-nak és B-nek is n oszlopa van, ezért min(rang(A), rang(B)) < n, tehat

m < n, ezzel az allitast belattuk. O

Megjegyzés: Ezzel a matrixok rangjara vonatkozé modszerrel ugyantgy bizonyithatnank
az eredeti Paratlanvaros feladatot is. A matrixok rangjara vonatkozé Osszefiiggések

gyakori eszko6zok lehetnek linedris algebrai bizonyitasok soran.



3.2. Nem teljes Parosvaros

Tegytik fel hogy adva van egy halmazrendszeriink, amely teljesiti a Parosvaros feltételeket,
de a halmazszamunk nem maximalis. Felmeriilhet az aldbbi kérdés: Tudunk-e a hal-
mazrenszerhez még 1j halmazokat hozzaadni a feltételek teljesiilése mellett? A valasz

igen, ezt a kovetkezd bizonyitasunk soran beldtjuk

3.2.1. Tétel. [Nem teljes Parosvaros] Legyen |X| = n, és legyenek , Ay, ..., A,

X-nek olyan kiilénbéz6 részhalmazai, amelyek mindegyikére |A;| péros, és barmely
két kiilonboz6 részhalmaz esetén |A; N A;| pdros, ha i # j. Ha m < 2l/21 - akkor
létezik olyan Ay, amely nem szerepel az A4, ..., A,, kozott, és ha hozzaadjuk, akkor

a feltételek tovabbra is teljestilnek.

Bizonyitas: Tekintsiik az a; karakterisztikus vektorok altal generalt U alteret. A
feltételek alapjan most is U C U+ A Pdarosvéros tétel bizonyitdsandl felhasznéltuk,
hogy dimU + dim U+ = n. Azt kell beldtnunk, hogy ha a halmazrendszeriink nem
bovitheto, akkor dim U = ng , ugyanis az konnyen lathaté, hogy U elemei hozzavehetéek
a kivédlasztott halmazokhoz. Tételezziik fel, hogy dimU < "T’Q (Itt elhagyhatjuk az
egészrészt, nem befolydsol semmit). Ekkor dim U+ > ”T“ > dim U + 2. Ahhoz, hogy
beldssuk, hogy U nem maximalis, taldlunk kell egy olyan v vektort, amelyre v € U~
és v ¢ U, és v-t hozzdadva U-hoz a feltételek tovabbra is teljesiilnek, azaz v U min-
den vektorara meroleges, és v merdleges onmagara is. Tekintsiik az U egy bazisat, és
egészitsiik ki Ut-nek egy bazisdvd. Mivel dim U+ > dim U + 2, ezért biztosan lesz
2 vektor ebben a bazisban, amelyek nem elemei U béazisanak, jeloljiik ezeket p-vel és
g-val. p-re és g-ra nyilvan teljesiil, hogy merdlegesek U minden elemére, és amennyiben
valamelyik vektor hossza Fy felett 0 lenne, akkor ez épp megfelelne a keresett v vektor-
nak. Amennyiben viszont ez egyik vektorra sem teljesiil, akkor tekintsiik a v = p + ¢
vektort. Ez nyilvan meréleges lesz U minden elemére és v merdleges lesz 6nmagéra is,
hiszenv-v=(p+¢q) - P+q)=p-p+2(p-¢)+q-q=1+0+1 =0 lesz az Fy test
felett

Tehat dimU = ng, azaz ha a Parosvaros tétel feltételei teljesiilnek, és a halmazok

szama kevesebb, mint 2 5] , akkor mindig 1étezik egy olyan halmaz, amelyet hozzaadva

a feltételek tovabbra is igazak maradnak. 0
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Megjegyzés: Paratlanvaros esetén mar nem igaz az allitas, sot Vi € Z, 0 <t < "T_l
szamra igaz lesz, hogy létezik n — 2t olyan halmaz, amelyek kielégitik a feltételeket,
és nem egészithetdek ki tovabbi halmazokkal. Erre a lehetséges konstrukcié: Vegyiink
k darab kiilonboz6 egyelemii halmazt, ahol k paritdsa éppen ellenkezé n paritasaval,
és egy olyan halmazt, ahova az 6sszes elem bekertil, amelyek nem tagjai az egyelemii
halmazoknak. Ekkor ha szeretnénk egy tijabb halmazt hozzaadni: Ezen halmazba nem
kertiilhet olyan elem, ami tagja egy egyelemii halmaznak, hiszen ekkor a két halmaz
metszete egyelemi lenne, ami paratlan, azaz megszegné a metszet parossagara vonat-
kozé feltételt. Azaz csupan az utolsé n — k elemi halmazbdl valaszthatunk, viszont ha
ebbdl paratlan szamu elemet valasztunk, akkor megint a metszetre vonatkozo feltétel
nem teljestil, ha pedig paros szamu elemet vélasztunk, akkor a halmaz paritasra vo-
natkozo feltétel nem fog teljestilni. fgy a kivélasztott halmazok szama k + 1 lesz, ahol
k minden 0 < k < n értéket felvehet azzal a feltétellel, hogy k paritasa kiilonbozik
n-étol. fgy k+ 1 lehetséges értékei pont megegyeznek n — 2t lehetséges értékeivel, ezzel

belattuk az ezen megjegyzésre vonatkozo allitast.

3.3. Mod-p varos

3.3.1. Tétel. [Mod-p vdros|] Legyen |X| = n, és Ai,...,A,, olyan kiilonb6zé

részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| mod p # 0, és |A; N A;| mod p =0,

ha i # j. Ekkor ha p primszam, akkor maxm = n.

Bizonyitas: Vegyiik észre, ha p = 2 akkor épp az eredeti Pératlanvaros tételt kapjuk.
Szerencsére ha p # 2, de primszam, akkor a bizonyitas is ugyanigy miikodik, mint
az eredeti Paratlanvaros tételben. Az egyenléség ismét a csupa 1-elemii halmazokkal
belathato, pontosan ugyanugy, mint a Paratlanvaros verziénal.

m < n belatdsahoz itt is tekintsiik az a; karakterisztikus vektorokat, csak most [Fo he-
lyett az IF, feletti ) vektortérben (Ezek a karakaterisztikus vektorok nyilvan tovabbra
is csupa 0-bdl és 1-bél &ll6 vektorok lesznek). Innentdl a bizonyitdsunk ténylegesen
megegyezik az eredeti Paratlanvaros tétel bizonyitasaval, a kiilonbség mindossze annyi,
hogy Fs helyett IF, felett nézziik, valamint ha a d;a; + -+ + d,a, = O linedris kom-
binaciét egy tetszoleges a; vektorral szorozzuk be, akkor d; - k=0, ahol 0 < k < p és
k € Z, de ekkor d; tovabbra is 0 lesz.
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O
Fontos azonban megjegyezni, hogy ezt csak amiatt tudjuk megtenni, mivel p egy
primszam, és emiatt Z, egy test. Amennyiben p nem prim, Z, egy gytlrt, és ek-
kor az egész gondolatmenetiink mar nem miikodik, mivel gytiriik felett nem beszéliink
vektorterekrol, és ezek dimenzidirél. Addédhat a kérdés, hogy nem priszamokra akkor
mennyi lehet a maximum? Erre altalanosabban mar nehezebb pontos vélaszt adnunk,

viszont primhatvanyokra még sikeriil, igaz kissé masféle médszert kell alkalmaznunk.

3.3.2. Tétel. [Mod p* varos] Legyen |X| = n, és Ai,...,A,, olyan kiilonbozé
részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| mod p* # 0, és |A;NA;| mod p* =0,

ha i # j. Ekkor ha p* primszdm hatvanya, akkor maxm = n.

Bizonyitas: Az egyenlGség 1étezése nyilvan itt is belathaté az egyelemt halmazokkal.
Viszont mivel p* nem primszam, ezért Ly gytirti, igy a fent levezetett indoklas miatt
az eredeti bizonyitasunk nem lesz igaz, mas modszerhez kell folyamodnunk. Oldjuk
meg a feladatot dltaldnosabban: Z,r helyett Q felett, azaz az A4, ..., A, halmazokhoz
tartozé ay, ..., a, € Q™. A feltételek miatt tovabbra is teljesiil, hogy Vi a;-al # 0
(mod p¥), valamint Vi # j a;-a] =0 (mod p*). Ahhoz, hogy ezen a; vektorok linedris
fiiggetlenségét belassuk, ismét tekintsiik a d;a; + - -+ + d,a, = 0 linearis kombinaciot
a Q" feletti vektortérben. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik egy ilyen nem csupa 0
racionalis egyiitthatékkal rendelkezo lineraris kombindcié. Elso 1épésként szorozzuk be
az Osszes egyltthatot az egytitthatok nevezdinek legkisebb kozos tobbszorosével. Ekkor
a linearis kombinacio valtozatlan marad, viszont minden egyiitthaténk egy egész szam
lesz. Ezutan osszunk le az egytitthatok legnagyobb kozos osztdjaval. fgy elérjiik, hogy
az egyltthatok relativ primek legyenek (fontos megjegyezni, hogy itt nem sziitkséges,
hogy barmely 2 egytitthato relativ prim legyen egymaéssal, hanem az osszesre kell hogy
igaz legyen). Most szorozzuk be az igy kapott d,a;+- - -+0,a,, = 0 lineréaris kombinaciét
egy tetszOleges al vektorral. Ekkor d,aja) + -+ +d,a,a] = 0, ahol a feltételek miatt
Vi#j ala; =0 (mod p¥). Viszont ekkor §;a;-al = 0 (mod p*) is igaz lesz, és mivel
a;-al # 0 (mod p*) ezért ez csak gy lehetséges, ha §; = p (mod p*) és a; - a; = p
(mod p*). Viszont mivel ezt tetsz6leges af-al beszorozhatjuk, ezért barmely d;-re igaz
lesz, hogy §; = p (mod p*). Viszont ekkor ellentmondésra jutunk, ugyanis ezen d;-knek
relativ primeknek kellene lenniiik, jelen esetben viszont nem azok, hiszen a legnagyobb

kozos osztéjuk legalabb p. Azaz nem létezik ilyen csupa nem 0 egytitthatokbol allo
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linerais kombinacio, az ay, . .., a,, € Q" vektorok linearisan fiiggetlenek, azaz legfeljebb
n darab karakterisztikus vektorunk létezik, tehat legfeljebb n darab halmazunk van a
feltételek mellett. U
Meggondolhato, hogy egy hasonlé gondolatmenet miikodhet, akar a mod-p varos, vagy
akdr a sima Paratlanvéaros esetén is, ha valami oknal fogva Z,, helyett Q felett szeretnénk

bizonyitani a feladatot.

3.4. Eros Parosvaros

3.4.1. Tétel. [Erés Parosvaros] Legyen |X| = n, és Aq,...,A,, olyan kiilonb6zé
részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A; N A;| pdros, ha i # j, viszont |A,]
lehet paros és paratlan is. Ekkor maxm = 21"/2 4+ ¢ ahol e = 0, ha n péros, és ¢ = 1,

ha n paratlan.

Ez a tétel egy erésebb verzidja az eredeti Parosvaros tételnek, hiszen mig ott a halma-
zok paritdsara adott volt egy feltétel, ezt ebben az esetben elhagytuk. A tételt el6szor
E. R. Berlekamp latta be 1969-ben, majd J. E. Graver 1975-ben.

Bizonyitas:

a) Lassuk be, hogy a maximum elérhet6:

Amennyiben n péros, nagyon egyszeri dolgunk van, a Parosvaros-tétel bizonyitdsanal
hasznalt mdodszer, miszerint az elemeket parba allitjuk, és vessziik a parokbdl képzett
osszes lehetséges részhalmazt, nyilvan itt is ugyanazt az eredményt adja. Paratlan n
esetén mar 1-gyel megno a korlat, itt is ugyanigy vegyiik a parokbol képzett Osszes
lehetséges részhalmazt, és ezek mellé vegyiik azt a halmazt, amely az Osszes elemet
tartalmazza. Mivel ezen kiviill az 0sszes halmaz paros elemszamu volt, ezért nyilvan a
metszetek is paros elemszamuak lesznek, igy a feltételek teljesiilnek.

b) Most lassuk be, hogy m < 21"/2 4 ¢ .

Vélasszuk kiilon a paros elemszamu, valamint a paratlan elemszamu részhalmazokat.
A parosakat jelojik By, ..., Bg-val, a paratlanokat pedig Cy,...,Cj-el (ekkor ugye
k + 1 =m), az ezekhez tartozé karakterisztikus vektorokat pedig by, ..., by-val, vala-
mint cq, ..., ci-el. Ekkor Iy test felett ezek a vektorok paronként merélegesek egymasra,
valamint a by, ..., by vektorok onmagukra is merolegesek lesznek a feltételek teljesiilése
esetén. Jeloljik a by, ..., by, valamint a cy, ..., c; vektorok altal generdlt altereket U,-

vel és Vi-vel (b és ¢ az alterek dimenzidja). Vegyiik észre, hogy a Cy, ..., C; halmazok
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megfelelnek a Paratlanvaros feltételeinek, igy annak a tételnek bizonyitasabdl kévet-
kezik, hogy a cq, ..., c; karakterisztikus vektorok linearisan fiiggetlenek Iy felett, ezért
| = c¢. Emellett tudjuk, hogy k& < 2°, széval m = k +1 < ¢+ 2°. Tekintsiik az
U, N V-t. Ezek azon vektorok, melyek felirhatéak Fo felett o:by 4+ ... + drap = O,
valamint oqcy + ... + oyc; = 0 alakban. Szorozzuk be az els6 linearis kombindacio
mindkét oldalat egy tetszlleges b; vektorral, a mdsodikét egy tetszlleges c; vek-
torral. A feltételek teljesiilése miatt ebbdl kovetkezik, hogy «; = 0 Vi-re, majd
ebbdl, hogy 0; = 0 Vj-re, azaz U, N V. = 0. Enneck fontos kovetkezménye, hogy
dim((Up, V.)) = dim(Uy) + dim(V,.) = b + ¢. Emellett azt is tudjuk, hogy (Uy, V.) min-
den eleme meréleges Uy-re Fy felett, (hiszen barmely két kiillonbozé halmaznak péaros
szamu kozos eleme van, valamint a paros elemszamu halmazoknak nyilvan onmagukkal
vett metszete is pdros elemszdmi lesz) tehét (U, V.) C Uit

Mivel dim(U,) + dim(U;) = n, ezért dim(U;") = n — b, tehét dim((Up, Vo)) < n —b.
Viszont dim((U,, V)) = b+ ¢, tehdt b+ ¢ < n — b, amib6l kévetkezik, hogy

Emellett
m:k+l§c+2b§c+2L%J

Vegyiik észre, hogy ez az Osszeg akkor lesz a legnagyobb, ha ¢ az n paritasatdl fiiggéen
0-t vagy l-et vesz fel, ezért a ¢ + 2l "] feliilrél becsiilhets 217/ + e-nal, ahol € = 0,
ha n paros, és € = 1, ha n péaratlan. Ezzel belattuk az eredeti allitast. O
A bizonyitds soran ismét tobb linearis algebrai eszkoz el6keriilt, a legfontosabb ezuttal

az alterek dimenzidira vonatkozé osszefiiggések voltak.

3.5. Mod-6 varos

3.5.1. Tétel. [Szegedy Mari6 Mod 6 varos| Legyen |X| = n, és Aq,..., A,, olyan
kiilénbéz6 részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| mod 6 # 0, és |A; N A,]
mod 6 = 0, ha i # j. Ekkor han # 3, akkor m < 2n — 2log, n.

Bizonyitas:
a) n < 6 esetén:

Ekkor n értékeit 1-t6l 6-ig nézve |2n — 2logon| értékei 2, 2, 2, 4, 5, 6 lehetnek. Mivel
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egy halmazban legfeljebb n elemiink lehet, ezért jelen esetben az |A; N A;| mod 6 =0
Osszefliggés azt eredményezi, hogy semelyik két halmaznak nem lehet kozos eleme. Ez
viszont azt jelenti, hogy igy minden esetben maximum n darab halmazunk lehet, ami
az n = 3 kivételével minden esetben teljesiil. n = 3 esetén pedig az egyelemii halma-
zok példaja mutatja, hogy a tétel becslése valéban nem jé, kiilon kell kezelntink ezt az
esetet.

b) n > 7 esetén:

Ismét valasszuk kiilon a paros és paratlan elemszamu részhalmazokat. Alkalmazzuk
ujra az el6zo tétel bizonyitasaban vett jelolést, a parosakat jelojiik By, ..., Bg-val, a
péaratlanokat pedig Cy, ..., C)-lel, ( k+1 = m), az ezekhez tartozé karakterisztikus vek-
torokat pedig by, ..., bg-val valamint cq, ..., ¢i-el. Vegyiik észre, hogy a Cy, ..., C; hal-
mazok itt is megfelelnek a Paratlanvéaros feltételeknek, hiszen paratlan elemszamuak,
valamint barmely két halmaz metszete oszthaté lesz 6-tal, azaz paros elemszamu. En-
nek kovetkezménye, hogy legfeljebb n darab létezik belolik. A By, ..., B, halmazokrol
tudjuk, hogy paros elemszamuak, valamint nem oszthatéak 6-tal, azaz |B;| mod 6 =
2 vagy |B;| mod 6 =4. Ezéppen ekvivalens azzal, hogy ha B; mod 3 =1 vagy B;
mod 3 = 2. Vegyiik észre, hogy ekkor By, ..., By halmazok teljesitik a "Mod-3 varos”
feltételeit, tehat legfeljebb n darab van beldliikk. Jeloljik a by,...,bg, valamint a
ci,...,¢ vektorok altal generdlt altereket Uy-vel és Vi-vel (b és ¢ az alterek dimen-
zi6ja). Az el6z6 feladatban hasznélt médszerrel itt is belathatjuk, hogy U, NV, = 0,
amib6l kovetkezik, hogy dim((Uy, V,)) = dim(Uy) + dim(V,.) = b + c.

(Up, Vo) minden eleme ismét meréleges lesz U, minden elemére Fy felett (hiszen itt
most a merdlegesség szempontjabdl 1ényegtelen, hogy a metszeteknek 2-vel vagy 6-al
kell oszthaténak lennie), ezért (U, V.) C Uit. Az eléz6 feladathoz hasonldan itt is
belathato, hogy b+ ¢ < n — b, tehat 20 + ¢ < n. Tudjuk emellett, hogy ¢ = [, igy
| =c<n—2b ésmivel k < 2° ezértl <n—2 log, k. Mindkét oldalhoz k-t hozzdadva:
m < k+n—2log, k. Ha k > 1, akkor azt kell beldtnunk, hogy k—2log, k < n—2log, n,
hiszen ha ez igaz, akkor m < 2n —2log, n. Mivel k < n, ezért azt kell belatnunk, hogy
x — 2log, r egy monoton novo fiiggvény, ha x > 7. Ha ezt lederivédljuk az 1 — a:%@)_t
kapunk, ami valéban pozitiv lesz x > 7 esetén, tehat ekkor szigorian monoton né.

Ezzel azt az esetet lattuk be, ha k > 7, ha k < 6, akkor a bizonyitds a) részéhez

hasonléan a konkrét értékeket kiszdmolva megkapjuk, hogy ez minden esetben valéban
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kevesebb lesz, mint 7—2log, 7. Amennyiben pedig k = 0, (azaz nincs paros elemszamu
részhalmaz) akkor egy paratlanvéros feladatot kell megoldanunk, tehét m < n, ami igaz

lesz, ha m < 2n — 2log, n is teljesiil, mivel itt n > 7. Ezzel belattuk az allitast. U
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4. Forditott varosok és 3 halmaz metszete

Ebben a fejezetben el6szor belatjuk a Forditott Paratlanvaros, valamint a Forditott
Pérosvaros tételeket, melyekben a metszetekre, és halmaz paritdsara vonatkozo feltételeket
felcseréljiik. A fejezet masodik része Griffin Johnston és Jason O’Neill ” A few new odd-
town and eventown problems” [3] cikkének egy részét dolgozza fel, melyben a halmaz
szamossaganak és két kiilonb6zo halmaz metszetének paritdsa mellett 3 kiilonb6z6 hal-
maz metszetének paritdsat is vizsgalja, és az ezekbol képzett 8 kiillonbozo esetre ad

eredményt.

4.1. Forditott Paratlanvaros

4.1.1. Tétel. [Forditott Paratlanvaros| Legyen |X| = mn, és Ai,...,A,, olyan
kiilénb6z6 részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A ;| paros és |A; N A,| pdratlan,

ha 1 # j. Ekkor m < n, ha n paratlan, m < n — 1, ha n paros, és a becslések élesek.

Bizonyitas:

a) El6szor lassuk be, hogy a maximumok elérhet6ek

Ehhez két esetet kell vizsgalnunk. Amennyiben n paratlan, akkor az eredeti Paratlanvaros
tételhez hasonléan jarunk el: Vegyiik az 0sszes n — 1 elemi részhalmazt, itt barmely
ketté metszete n — 2 kozos elemet tartalmaz. Mivel n paratlan volt, ezért a feltételek
teljestilnek, és n — 1 elemi részhalmazokbdl nyilvan n darab létezik. Amennyiben n
paros: Valasszunk ki egy tetszoleges elemet, ezt rakjuk be az 0sszes halmazba, és mellé
minden halmazba tegyiink még egy maésik elemet. fgy minden halmaz elemszama 2,
a metszetek elemszama barmely két kiilonb6zo részhalmaz esetén 1 lesz, azaz valéban
n — 1 darab halmazt tudunk legfeljebb létrehozni.

b) Paratlan n esetén a maximum

Vezessiik be az alabbi jelolést: Legyen B; halmaz az A; halmaz komplementere, azaz
az Osszes azon elem, mely nem szerepel A;-ben. Mivel |A;| paros, és |B;| = n — |A,]
ahol n pératlan, ezért |B;| paratlan lesz.

Most vizsgéljuk |B; N B;|-t.
[Bi NB;| = [(X\ Ai) N(X\ Aj)[ = [X\ (A; UA)|
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= |X] = [Ai| = [Aj] + [A; N A

Tudjuk, hogy |X| = n, ami paratlan, |A;|, |A;| parosak, |A; N A,| pedig paratlan lesz
a feltételek miatt. Ezen adatok alapjan |B; N B,| paros lesz.

Nézziik, mire jottink ra eddig:
1. |B;| paratlan Vi-re.
2. |B; NBy| paros Vi # j-re.

Vegyiik észre, hogy ezen feltételek mér szerepeltek korabban, az eredeti Paratlanvaros
feladatban pont ezen feltételek alapjan kellett maximalizalnunk a halmazok szamossagat.
Ott belattuk, hogy maximum n ilyen halmaz adhaté meg, azaz jelen esetben legfel-
jebb n darab B; halmaz létezik. De mivel B; épp az A; halmaz komplementere, ezért
nyilvan A;-bdl is legfeljebb n darab valaszthaté ki.

c) Péaros n esetén a maximum

Itt sajnos az el6z6 modszer nem miikodik, mas megoldast kell keresniink. Lassuk be,
hogy nem tudunk n darab halmazt megadni, azaz a maximum valéban n — 1 lesz.

Indirekten tegytik fel, hogy létezik n darab ilyen halmaz. Ekkor legyen A az

ax
as
A=

an

incidenciamatrix F3*"-ben, ahol a;-k a karakterisztikus vektorok.

Vizsgaljuk az M = A - AT metszetméatrixot. Itt m;; az i. valamint a j. halmaz kozos
elmeinek szamat adja meg mod 2. Konnyen lathatd, hogy M féatléjaban csupa 0
szerepel, és minden mas mezoben 1-es, hiszen a halmazok paros elemszamuak de a

metszetek paratlanok.

011 1
1 01 1
M=1|110 1
1 11 0

18



Nézziikk meg, mi lehet az M matrix determinansa, probaljuk meg belatni, hogy ez
nem lehet 0. Eldszor is adjuk hozzd az Osszes sort az els6hoz. Ekkor a determinans
valtozatlan marad, az elsé sorba csupa n — 1 kertilne, de mivel a szamoldsaink [y felett
torténnek, és n-rél tudjuk hogy péros, ezért itt n — 1 paratlan, azaz az els6 sor csupa

1-es lesz.

1 11 1
010 0
T'=10 01 0
000 ... 1

Itt T egy felsoharomszog matrix, tehat a determindnsa 1.

Tudjuk, hogy det(M) = det(T) =1 # 0.

Most nézziik meg az eredeti A matrix determinansat. Ha itt hozzdadjuk az Osszes sort
az elsohoz, akkor a determinans nem valtozik, és ekkor az els6 sor i. mezdjében éppen
az A; halmaz szdmossiga szerepelne mod 2 (hiszen FJ felett nézziik). Viszont mivel
minden halmaz paros elemszami, ezért az elsé sor csupa 0 lesz, azaz det(A)=0

Viszont ez a determinansok szorzastétele alapjan:
1 =det(M) = det(A) - det(A") =0-0

[gy ellentmondésra jutottunk, nem 1étezik n darab ilyen halmaz. 0J
A bizonyitasunk sordn ismét el6kertilt egy linearis algebraban igen gyakran hasznélt
modszer: A determinansok szorzéastétele egyike a legismertebb linearis algebrai eszkozoknek,

és igen gyakran lehet segitségiinkre, erre ez a bizonyitas egy kivalé példa volt.

4.2. Forditott Parosvaros

4.2.1. Tétel. [Homomorfizmustétel]l Ha G és H csoportok, és ¢ : G — H homomor-
fizmus, akkor Im(yp) = G /Ker(p).

Ezt a tételt most nem bizonyitjuk, viszont fontos szerepet fog jatszani a kovetkezo

tétellink bizonyitdsa soran.
4.2.2. Tétel. [Forditott Parosvaros| Legyen |X| =n, és Aq,...,A,, olyan kiilonb6zé
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részhalmazok X-ben, amelyekre mindegyik |A;| pdratlan és |A; N A,| pératlan, ha

i # j. Ekkor amennyiben n paros, m < 2%2, paratlan n esetén pedig m < 2",

Bizonyitas: a) Elészor lassuk be, hogy ezek a becslések valéban élesek: Allitsuk
parba az elemeket, paros n esetén vegyiink "T’Q darab part, paratlan n estén pedig
”T_l darabot. Képezziik az ezekbdl a parokbdl képezheto Osszes lehetséges halmazt, és
mindegyikhez vegyiik hozzd azt az elemet, amely egyik parban sincs benne (paros n
esetén nyilvan 2 ilyen is lesz, tetsz6legesen valasszuk ki az egyiket). Az igy képzett hal-
mazok mindegyike paratlan elemszamu lesz, hiszen csupa parok alkotjak, valamint egy
extra elem. A metszeteik szintén paratlanok, mivel barmely 2 par metszete egymassal
paros lesz, valamint az egy extra elem mindegyik metszetben szerepelni fog. Emellett
’%2 illetve "T’l elembodl képezhet6 lehetséges halmazok maximalis szdma éppen 2"
valamint 2"7 lesz, azaz minden feltétel teljesiil.

b) Lassuk be, hogy ezek valéban felsé becslések lesznek. A szokdsos médon tekintsiik
az A; halmazokhoz tartozo a; karakterisztikus vektorokat, ezen a; vektorok halmazat
jeloljik A-val (nyilvdn A C F%). Jeloljik W-vel az A-beli vektorok &ltal generdlt al-
teret. Tekintsiik a kovetkezd leképezést ¢ : W — Ty, ahol w — w - w. Koénnyen
lathato, hogy ¢ : W — Ty egy sziirjektiv homomorfizmus lesz, emiatt a homomorfiz-
mustétel kovetkezményeként Im(p) = W/Ker(p). De Im(yp) jelen esetben a kételemii
test, tehdt [Ker(p)| = 2|W|. Mivel jelen esetben Ker(y)-ben csak olyan vektorok sze-
repelnek, amelyekben péros darabszamu 1-es van (hiszen az dnmagéval vett skaldris
szorzata 0 Fy felett), az A karakterisztikus vektorok halmazédban pedig csupa olyanok,
amelyekben pdratlan sok van, ezért KerpNA = (). Magyaran A elemei csak a W'\ Kerg
elemei kozott szerepelnek, és mivel W\ Kerp = 1|W| ezért |A] < 1{W|.

Tekintsiik az A-nak egy maximaélis olyan részhalmazat, amelyben szereplo a;, as, ..., ay
karakterisztikus vektorok linearisan fliggetlenek.

Most tekintsiik a B = {a; + as,a; + as,...,a; + a;} halmazt. Azt szeretnénk beldtni,
hogy ez a B halmaz egy linedrisan fiiggetlen részhalmaza W+-nek. Az kénnyen beldthaté
hogy B ténylegesen részhalmaza W--nek: B bérmely elemét egy tetszileges a € A
elemmel beszorozva a - (a; +a;) =141 =0 (mod 2), és mivel W az A-beli vektorok
ltal generalt altér, ezért w - (a; +a;) =0 (mod 2) w € W, tehat B C W+,

A linedris fiiggetlenség belatasdhoz tekintsiik a Zf:Q Ai(a; + a;) = 0 linedris kom-
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binaciot. Az aq, a; tagokat kibontva:

0= ZM(% +a;) = (Z )\i> a; + Z)\iai

=2

De mivel aj,a,,...,a; vektorok linearisan fliggetlen elemei A-nak, ezért linearisan
fiiggetlen elemei W-nek is, ennek kévetkezményében \; = 0 Vi-re, magyaran az a; +a;
vektorok tényleg linedrisan fiiggetlenek lesznek. Tehat B C W+ linedrisan fiiggetlen, és
ennek fontos kovetkezményeként dim(W+) > k—1. Emellett tudjuk hogy dim(W) = k,
és dim(W) + dim(W+) = n, ennek kévektezményében

n = dim(W) + dim(W+) > 2k — 1

azaz
n—+1

dim(W) = k < =

Amennyiben n pdros, k nyilvan legfeljebb 7 lehet. Magyardn amennyiben n paratlan
W-nek legfeljebb 2" eleme lehet, és ha n péros, akkor legfeljebb 22. Viszont korabban
beldttuk, hogy |A] < W/, ezért a paratlan esetben |A| < 22" a paros esetben pedig
|A] < 2"2" amivel beldttuk az allitést. O
Ezen bizonyitasunk sordan tobbféle linearis algebrai eszkoz is elékertiilt, a kordbbiakhoz
képest a legnagyobb 1jdonsagot a homomorfizmustétel alkalmazasa jelenthette. A
kovetkezdekben attériink egy olyan témakorre, ahol a Paratlanvaros-Parosvaros tételeknek,
valamint ezek forditott verzidinak vessziik egy még szigoribb valtozatat, az eddigi bi-

zonyitasainkra erdsen tamaszkodni fogunk.

4.3. Harom kiilonbozo halmaz metszete

Eddigi problémaink soran a halmazok elemszamara, valamint barmely két halmaz
metszetére voltak feltételeink. Adodhat a kérdés, mi torténik akkor, ha nem csak
két halmaz metszetét vizsgaljuk, hanem tobb halmaznak egymaéssal vett metszetére
is van valamilyen megszoritasunk. Ehhez vezessiik be az aldbbi jelolést: Legyen o =
(ai,...,a) € F5 ahol oy azt jeldli, hogy Vi darab kiilonboz6 halmaz egyméssal vett
metszete a; elemszami lesz (mod 2), és az ezekbdl képezheté maximadlis szamossagui

halmazrendszer méretét jeloljiik f,(n)-nel. Ezt a jelolést hasznalva az eredeti Pératlanvaros
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feltételek oo = (1,0), esetén teljesiilnek, az eredeti Parosvaros pedig o = (0,0) esetén.
A forditott Paratlanvaros valamint Parosvarosok szintén felirhatoak ezzel a jeloléssel,
elébbi v = (0,1), utébbi a = (1, 1) esetén. A kovetkezd részben a cél az dsszes o € F
eset vizsgalata lesz. Ez O0sszesen 8 eset, ahol alapvetden az aldbbi feladatokat kell meg-
oldanunk: Adva van a fentebb emlitett 4 probléma, és ezek mellé hozzaadjuk azt a
feltételt, hogy barmely 3 kiilonb6z6 halmaz metszete vagy paros, vagy paratlan lesz,
ehhez keressiik a maximalis szamossagi halmazrendszereket. Nyilvan ha csak az elso
két indexét néznénk a-nak, akkor mar azt a feladatot megoldottuk korabban, és az arra
vonatkozo felsé becslésnél biztosan nem lehet nagyobb az egy 1j feltétel bevezetésével
kapott feladat eredménye.

Az igy kapott eredményeink a kovetkezok lesznek:

Esetszdm | o fa(n)

I (1,0,0) n

2. (0,0,0) 2ln/2]

3. (1,1,1) 2”772, ha n péros; 2”771, ha n paratlan

4. (0,1,0) n, ha n paratlan; n — 1, ha n paros

5. (0,1,1) n—1

6. (1,0,1) n — 1, ha n paratlan; n, ha n paros

7. (1,1,0) 5, ha n = 4k; %J, han=4k+1; 5 +1, ha
n=4k+2; 2] +1, han=4k+3

8. (0,0,1) 5, han = 4k; L%J, han=4k+1; 5 —1, ha
n=4k+2; [2]+1, han=4k+3

Mielott a konkrét eseteket néznénk, el6szor bizonyitsuk be az alabbi lemmat:

4.3.1. Lemma (Trace lemma). Legyen o = (o, ..., ap) € F5 és B = (py1,.. ., Quyy) €

F7, aholt +1 <k, fo(n) >k, és ay11 # qua. Ekkor

fa(n) < fa(n) + .

Bizonyitas: Legyen F egy olyan halmazrendszer, amely teljesiti az a-metszo feltételeket
mod 2, és a mérete f,(n). Legyenek Fi,..., F, kiilonboz6 halmazok F-ben, és T =
Fyn---N F,. Tekintstik azt a halmazrendszert, amelyet ugy képziink, hogy a ma-
radék F-beli halmazoknak vessziik kiilon-kiilon a metszetiiket T-vel. Formalisan leirva:
Fr={FNT:FeF\{F,...,F}} Ekkor ez az Fr egy [-metsz6 halmazrendszer.
Vegyiik észre, hogy ha A, B € F\ {Fy,...,F,}, és A # B, valamint ANT = BNT
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teljesiil, akkor ANBNT = (ANT)N(BNT)=ANT. Ez viszont nem lehetséges az
Qi1 7# 0o feltétel miatt. Tehat nem 1étezik olyan kiilonbozé A, B ahol ANT = BNT
teljesiilne, magyaran az igy létrejové Fp-beli halmazok mind kiilonbozéek. Ebbol vi-
szont az kovetkezik, hogy |Fr| = |F| — ¢t. Ebb6l, valamint a ténybdl hogy t +r < k
kévetkezik, hogy fo(n) < fz(n) + ¢, amivel belattuk az allitédst. O
Megjegyzés: Itt val6jdban egy erésebb becslést kaphatunk: fz(n) helyett irhatndnk
fs(r)-et is, ahol r a T' elemszama,hiszen a Fr halmazrendszer T-nek a részhalmazaibdl
all. A késébbiekben erre vagy mas, hasonlé gondolatmenetre fogunk hivatkozni. Most
térjiink at a konkrét esetekre:

1. eset: o = (1,0,0) probléma

Ez nyilvéan teljesiti az o« = (1,0) problémat, azaz az eredeti Paratlanvarost, ahol maxi-
mum n darab halmazt tudtunk létrehozni. Ott a csupa egyelemii egymastol kiilonb6zo
halmazok jé konstrukciét alkottak. Ez itt is megfelel lesz, hiszen barmely 3 metszete
tovéabbra is 0 marad. Emiatt a maximum itt is n.

2. eset: a = (0,0,0) probléma

Itt most az o = (0,0) probléma teljesiil, ami az eredeti Parosvaros feladat. Ott a
maximum 2"/2! volt, amelyet az elemek parbaallitasaval értiink el. Kénnyen lithato,
hogy ez a ” parbadllit6s” konstrukeid itt is megfeleld, hiszen barmely 3 halmaz metszetei
szintén parok lesznek, aminek kovetkeztében a feltételek teljesiilnek, a maximum itt is
9ln/2]

3. eset: a=(1,1,1) probléma

Az a = (1,1) probléma itt is igaz, ami nekiink a forditott Parosvaros volt. Ott paros n
esetén 23" volt a maximum, paratlan esetben pedig 2" Az abban a feladatban sze-
repl6 konstrukcid, miszerint kivalasztunk egy elemet és a tobbit parbadllitjuk egymassal
és ezekbol képezziik az Osszes lehetséges halmazt, itt is megfelel6 lesz, hiszen barmely
3 kiilonb6z6 halmaz metszete csupa parokbdl + egy elembdl fog allni. fgy a maximum
itt is paros n esetén 2nT_2, paratlan n esetén 2"5

4. eset: a=(0,1,0) probléma

Itt az o = (0, 1) probléma teljesiil, ami a forditott Paratlanvéros feladat. Ott paratlan
n esetén a halmazok maximalis szama n volt, paros n esetén pedig n — 1. Paratlan n
esetén az ott hasznalt konstrukcié itt is jol miikodik: Vegyiik az Osszes n — 1 elemi

részhalmazt, ott barmely két kiilonb6zo halmaz metszete n — 2 elemii, barmely 3
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kiilonboz6 metszete pedig n — 3 elemti lesz, ezek éppen teljesitik a feltételeket. Paros n
esetén az ott hasznalt konstrukcié viszont mar nem felel meg, szerencsére azonban igy
is 1étezik jo megoldas: Tekintsiink egy tetszoleges n — 1 elemi részhalmazt, és ennek
vegylik az 0sszes n— 2 elemi lehetséges részhalmazat. Ezekbol nyilvan n—1 darab van,
barmely két kiilonb6zo metszete n — 3 elemi, valamint barmely 3 kiillonb6z6é metszete
n — 4 elem lesz. és mivel n paros ezért a feltételek teljesiilnek.

5. eset: a = (0,1,1) probléma

Az elsé eset, amikor valtozik az eredmény az eredetihez képest! Mig a forditott
Paratlanvarosnél paratlan n-re n volt a maximum, és paros n-re n— 1, itt most minden
esetben n — 1 lesz. Ehhez egy jo konstrukcid, ha vessziik az 0sszes kételemili halmazt,
ugy hogy az els6 elemét rogzitjik. Ekkor nyilvan barmely 2, valamint barmely 3 hal-
maz metszete 1 lesz, és n — 1 darab lesz beloliik.

Annak belatasa hogy nem lehet tébb ennél: Legyen F egy ilyen halmazrendszer, ami
teljesiti a feltételeket, és legyen Fj egy tetszoleges halmaz JF-ben, a komplementerét
jeloljik Fg-vel. Tekintsiik ekkor azt az A halmazrendszert, aminek a halmazai az osszes
F-beli halmaz (kivéve Fp) metszete F§-vel. Formélisan: A = {F N FS: F € F\ {Fo}}
Vegyiik észre, hogy ez az A halmazrendszer épp teljesiti a Paratlanvaros feltételeit,
mivel

|F'NFy| = |F| — |F N Fy| = paros — paratlan = péaratlan
|(FNF)N(F'NEY)| = |FSNENF'| = |[FNF'|—|FNEF'NFy| = pératlan—pdratlan = paros

Viszont amellett, hogy teljesiti a Paratlanvaros feltételeit, egyik halmaza sem tartalmaz
Fy-beli elemet, azaz legfeljebb annyi halmazt tartalmazhat, ahany eleme van |F§|-nek.
Tehét |A| < |Fg|. Emellett tudjuk, hogy F nem tartalmaz egyelemti halmazokat (hi-
szen péaros elemszamuiaknak kell lenniiik), ezért |F| — 1 = |A| < |EF§| < n — 2, azaz
|F| < n —1 amivel belattuk az allitast.

6. eset: a = (1,0,1) probléma

Itt is valtozik az eredmény az eredeti Paratlanvaros tételhez kapcsoléddan, mig ott
minden esetben legfeljebb n darab halmaz volt képezheto, itt most ez paratlan n-ek
esetén lecsokken n — 1-re, parosak esetén tovabbra is n marad. Péaros n esetén jo
konstrukcié, ha vessziik az Osszes lehetséges n — 1 elemili halmazt, ezekbdl n darab

van, és ekkor ugye barmely 2 metszete n — 2 elemszamu, barmely 3 metszete pedig
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n — 3 elemszamu, azaz a feltételek teljesiilnek. Paratlan n esetén hasonldéan jarunk el,
ekkor kivalasztunk n — 1 elemet, és ezeknek vessziik az 0sszes lehetséges n — 2 elemi
részhalmazait, konnyen lathato, hogy ekkor valoban n — 1 darab halmazunk lesz és
a feltételek is igazak maradnak. Most lassuk be, hogy paratlan n esetén valéban ez
a maximum: Itt is tegylk fel, hogy az F halmazrendszer teljesiti a feltételeket. Mi-
vel itt most n paratlan, ezért F-nek nem lehetnek n — 1 elemii halmazai, (nyilvdn n
elemiiek sem, hiszen ekkor az egész halmazrendszernek csak 1 eleme lehetne) ezért min-
den F-beli halmaz legfeljebb n — 2 elemszamu. Tekintsiik az alabbi halmazrendszert:
vegyiink egy m < n— 2 elemszamu halmazt, és ennek vegyiik metszetét az osszes tobbi
F-beli halmazzal. Vegyiik észre hogy a Trace lemmat alkalmazva (ezt megtehetjiik
mivel az a = (1,0, 1) teljesiti a lemma feltételeit) ez egy S-metsz6 halmazrendszer len-
ne, ahol 8 = (0,1), azaz a Forditott Pératlanvaros. A Trace lemmébdl tudjuk, hogy
fa(n) < fs(n)+t, és erésebb esetben f,(n) < fz(m)+t., ahol jelen esetben m < n—2,
ést = 1. A Forditott Paratlanvaros esetben legfeljebb annyi halmazunk lehet amennyi
eleme van az alaphalmaznak. Ez jelenleg fz(m) < m <mn — 2, azaz visszahelyettesitve
az egyenlStlenségbe f,(n) <n —2+1=mn — l-et kapunk, ami az eredeti &llitas.

7. eset: a = (1,1,0) probléma

Itt mar jelentds valtozas van az eredményben a forditott Parosvéros tételhez képest. A
maximumok kiilonbozé értékeket vesznek fel attol fliggden, hogy 4-gyel osztva mennyi
maradékot adnak: Ha n = 4k alakd, akkor 5, n = 4k+1 esetén LgJ, n = 4k+2 esetben
5+1, n = 4k +3-nal pedig EJ +1 A konstrukcidinkat is 4 esetre bontjuk, n 4-gyel vald
osztasi maradéka alapjan. Eloszor n = 4k + 2-re latjuk be, és ezt utana altalanositjuk
a masik 3 esetre. Osszuk 2 részre a halmazainkat, az elso részbe keriiljenek az indexek
1-t6l 2k + 1-ig, a masodikba 2k + 2-t6l 4k + 2-ig. Ekkor ugye az elsé rész minden
eleme megfeleltetheté a masodik rész egy elemének (pl. ha az indexeik kiilénbsége
éppen 2k 4+ 1.) Az els6 kivédlasztott halmazunk élljon a masodik rész &sszes eleméb6l.
A tobbi halmazunkat pedig készitsiik el ugy, hogy vessziik az elsé részbdl az Gsszes
elemet kivéve egyet, és ehhez még hozzavessziik a kimaradt elemnek masodik részbeli
parjat. Ekkor minden halmaz 2k + 1 elemi, ez a feltétel teljesil. A metszetek vagy
1 elemtiek (ha az els6 halmaznak vessziik a metszetét egy tetszolegessel), vagy 2k — 1
elemtiek (minden més esetben), ez a feltétel is j6 lesz. Ha 3 halmaz metszetét nézziik:

amennyiben tartalmazzak az els6 halmazt, akkor a metszetiik 0 lesz, amennyiben nem,
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akkor a metszetiik n — 2, igy minden feltétel teljesiill. Ha n nem 4k + 2 alakd, akkor
pedig ugyanezt a konstrukciot alkalmazzuk, csak még lesz néhany elem az alaphalmaz-
ban, amelyek nem elemei a halmazrendszer egyik halazanak sem. Specidlisan: n = 4k
esetben az elemeket 2 darab 2k — 1-es részre osztjuk, 2 elem kimarad. n = 4k + 1 eset-
ben ugyanez, csak 3 marad ki, n = 4k + 3 esetben pedig az eredeti modon az elemeket
2 darab 2k + 1-es részre osztjuk, és itt még 1 darab kimaradé elemiink lesz. Konnyen
kiszamolhato, hogy az igy kapott halmazoknak a szamossagai valoban megegyeznek
a fent leirt eredményekkel. Most lassuk be, hogy valéban legfeljebb ennyi képezheto.

Ehhez el6szor lassuk be az aldbbi 2 lemmat.

4.3.2. Lemma. Legyen F C 20" olyan halmazrendszer, amely kielégiti az (1,1,0)-
feltételeket modulo 2, és tekintsink egy tetszéleges F; € F elemet. Ekkor |F| —1 < |F).

Bizonyitas: Tekintsiik azt a halmazrendszert, ami az F; halmaznak a tobbi F-beli
halmazzal vett metszetei alkotnak : F; = {F;NF; : j # i}. Vegyiik észre, hogy ezeknek
a halmazoknak teljesiteniiik kell az (1,0) feltételeket, ami ugye az eredeti Paratlanvaros
volt, tehét legfeljebb |F;| darabszami eleme lehet a halmazrendszernek, amibél kévet-
kezik a lemma &llitasa. Ennek gyakorlati kovetkezménye hogy a halmazrendszeriink

nem allhat ”tul kicsi” halmazokbdl. [l

4.3.3. Lemma. Legyen F C 2" olyan halmazrendszer, amely kielégiti az (1,1,0)-
feltételeket modulo 2, és tekintsiink egy tetszdleges F; € F elemet. Ekkor |F|—1 < |Ff|.

Bizonyitas: Hasonléan jarunk el, mint az el6z6 lemma bizonyitasa soran. Vegyiik
azt a halmazrendszert, amit az F halmaznak a tobbi F-beli halmazzal vett metszetei
alkotnak : &, = {F; N Ff : j # i}. Most azt prébaljuk meg belatni, hogy ezen
halmazok az (1,0), azaz a forditott Paratlanvéros feltételeket teljesitik. Elészor vegytik
észre, hogy |F; N F¥| valéban paros, hiszen |F; N Ff| = |F;| — |F; N F;|, ami 2 pératlan

szam kiilonbsége. Emellett az is észrevehetd, hogy
[Fy N FNF.NEY| = |F; A BN | = |, Bl — |F;n BN B

ahol egy paratlan szambdl egy parosat vonunk ki, tehat ez valéban paratlan lesz, azaz

F;-re teljesiilnek a forditott Paratlanvaros feltételek, ebbdl pedig kovetkezik a lemma
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allitasa. Itt pont az ellenkez6 esetet néztiik az el6z6 lemmahoz képest: A halmazrend-
szeriink nem lehetnek ”tul nagy” halmazokbdl allo. U

Most adjuk 6ssze a két lemma eredményét:
(IF =D+ (T =1 < |E|+ [F]=n

aminek kovetkezményeként

Fl<5+1

Fontos, hogy ezzel csak azt az esetet lattuk be, amikor n = 4k + 2, a tobbi esetben még
javitanunk kell az eredményen. n = 4k + 3 esetben vegyiik észre, hogy Fj-nek és F
minimumanak a mérete legfeljebb "T’l lehet, és igy az el6z6 két lemmat felhasznalva
megkapjuk, hogy |F] —1 < 2% ami megegyezik az eredeti dllitéssal. n = 4k esetben F;
és FF is pératlan elemszdmu, de 2 péros lesz, azaz |Fy| és |FC| minimuménak értéke
legfeljebb % — 1, aminek kovetkeztében |F| —1 < & — 1, amivel a kivant eredményt
kapjuk. Végiil n = 4k + 1 esetén |F| péaros lesz minden i-re, ezért a 4.3.4. Lemma
eredménye is véltozik, |F| — 1 < |Ff| helyett |F| — 1 < |Ff| — 1 is igaz lesz. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha van egy halmazunk, amelyre |F;| > 2k + 1, akkor |F| —1 < 2k — 1.
Emellett ha létezik olyan halmazunk, ahol |F;| < 2k — 1, akkor |F| — 1 < 2k — 1. Még
egy tovabbi opcid lenne lehetséges ami az el6zd két feltételt nem teljesiti, ha minden
halmaz n = 2k elemszamu lenne, de ez nem lehetséges mivel itt a halmazink paratlan
elemszamuak, ezzel belattuk az allitast.

8. eset: a = (0,0,1) probléma

Itt is a modulo 4 osztasi maradékok alapjan irjuk fel a maximumokat. n = 4k esetén
legfeljebb 5, n = 4k + 1 esetén ng, n =4k + 2 esetén § — 1, n = 4k + 3 esetben pedig
L%J + 1 a maximum. A konstrukciénk nagyon hasonlé az el6z6 feladatban latotthoz.
Itt most tekintsiik el6szor a 4k + 3 esetet, majd ezt altalanositsuk. Osszuk fel ismét az
elemeket 2 részre, az elsObe keriiljon az elso 2k + 1 elem, a masodikba a maradék 2k + 2
elem. Ekkor az els6 rész Osszes eleme megfeleltetheté a masodik rész egy elemének,
és a masodik rész utolsd eleme nem lesz semelyik els6 részbeli elemmel megfeleltetve.
Nézziik a konkrét halmazrendszeriinket: az elsé halmazunkat alkossa a mésodik rész
Osszes eleme (2k+2 elemil). A t6bbi halmazunk pedig gy késziil, hogy az elsé rész

osszes elemét vessziik, és egy elemet beldle kicseréliink a masodik részbeli parjara, va-
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lamint hozzavesszitk a masodik részbeli utolsé elemet (amelynek nincs parja). Ekkor
minden halmaz 2k + 2 elemszamu lesz, szoval az elso feltétel teljesiil. Az elsé hal-
mazunk paronkénti metszetei a tobbi halmazzal mind 2 elemiiek, ha pedig vessziik
barmely 2 méasik halmaz egymassal vett metszetét, az 2k — 1 + 1 = 2k elemii lesz,
szoval a metszetekre vonatkozé feltétel is igaz. Végiil, ha barmely 3 halmaz metszetét
vizsgaljuk: Amennyiben ezek kozott szerepel az elso, akkor a kézos elem mindossze a
legutolso lesz, tehat a metszet elemszama 1. A tObbi esetben az utolsé elem mellett
2k + 1 — 3 kozos elem is lesz, szdval a metszet 2k — 1 elemil lesz, ezért itt is teljestl a
paratlansagra vonatkozo feltétel. Ha n 4k, 4k + 1, vagy 4k + 2 alaku, akkor ugyanezt
a konstrukciot alkalmazzuk, csak 4k + 3 helyett 4k — 1 elemre, és a maradék 1, 2, vagy
3 elemet kihagyjuk, egyik halmazba se keriilnek bele. Koénnyen lathaté, hogy ekkor
valéban a fent emlitett eredményeket kapjuk. Mielott belatnank, hogy legfeljebb ennyi

lehetséges, lassuk be az alabbi lemmat:

4.3.4. Lemma. Legyen F C 2" olyan halmazrendszer, amely kielégiti a (0,0,1)-
feltételeket modulo 2, és tekintsiink eqy tetszoleges F; € F elemet. Ekkor

(1) |F-1<|F| -1,

(2) |F|—1<|Ff| (han pdratlan),
(3) |F|—1<|Ef|—1 (han pdros).

A lemma harom allitasanak bizonyitasa lényegében megegyezik az el6z6 részben ismer-
tetett lemmék bizonyitasaival. Ismét tekintsiik az F; = {F; N F; : j # i} halmazrend-
szert, ezek most a (0,1) azaz a Forditott Paratlanvaros feltételeket teljesitik, ennek
koszonhetéen |F| — 1 < |F;| — 1. Ugyanezzel a médszerrel beldthatd |Ff|-re is, csak
ekkor kiilon kell még vizsgalnunk a paros és paratlan eseteket.

Most térjiink at az eredeti allitasunk bizonyitasara: Ehhez ha n = 4k, n = 4k+1, vagy
n = 4k + 2 alaki, akkor tudjuk hogy |F;| valamint |Ff| minimuma legfeljebb 2k lehet,
(n = 4k + 2 esetben azért nem 2k + 1, mert parosnak kell lennie ) amib6l kovetkezik,
hogy |F| — 1 < 2k — 1, ami épp ekvivalens a fenti éllitasainkkal. n = 4k + 3 esetben
pedig az |F;| < 2k, valamint az |F¥| < 2k + 1 éllitasok egyike biztosan teljestil. Ekkor
a lemma mésodik allitdsabdl kovetkezik, hogy |F| — 1 < 2k + 1, azaz |F| < 2k + 2, ami
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megegyezik az eredeti allitasunkkal.
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5. Grafos megkozelités

Ezen fejezetben Van H. Vu Extremal set systems with weakly restricted intersections
[4] cikkének egy tételét bizonyitjuk. A tétel soran amellett hogy érdekes linearis al-
gebrai eszkozoket hasznalunk, egy eddigiektdl kiillonbozo megkozelités is elokeriil: a

halmazrendszereket grafokként abrazoljuk.

5.1. Vu tétele

5.1.1. Tétel. [Caro, Wei] [ Legyen G egy n csticsu graf, amelynek fokszamait jeléljiik
dy,ds,...,d,-¢el. Jeldljiik a(G)-vel a G graf legnagyobb fiiggetlen csicshalmazanak
szamossagat, azaz azon maximalis szamossagu csucshalmazét, ahol semelyik 2 csiics

sincs éllel osszekotve. Ekkor:

[5]
Ezt a tételt most nem bizonyitjuk, viszont fontos szerepet jatszik a kovetkezo tételiink

bizonyitasaban.

Emlékezziink vissza az eredeti Paratlanvaros tételiinkre. A feltételek szerint ott mind-
egyik halmaz paratlan elemszam, valamint barmely 2 halmaz metszete paros elemszamu
volt. Adédhat a kérdés, mi torténik, ha egy kicsit gyengitiink a feltételeken, jelen eset-
ben a metszetekre vonatkozdan: engedjiik meg, hogy barmely halmaznak legfeljebb s
darab pératlan elemszamu metszete legyen mas halmazokkal. Ehhez vezessiik be az

alabbi jelolést: Legyen mg az igy képezhetoé halmazok maximalis szama.

5.1.2. Tétel. [Vu] Legyen |X| =mn, és A4, ..., A, maximalis szdmu olyan kiiléonbézé
részhalmaz X-ben, amelyekre mindegyik |A ;| pdratlan, és Vi-re legfeljebb s — 1 darab
|A; N A,| lesz paratlan, ha i # j. Ekkor, amennyiben az alabbi két feltétel teljesiil:

[log, s] < (%) -1 (1)

Ha {log, s} # 0, akkor {log, s} > log, <1 + §> 2)
n

akkor ms_1 =m = s(n —2[log, s])
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Megjegyzés: Itt most {log, s} log, s tortrészét jeldli.

Bizonyitas: Jeloljik az A; halmazokhoz tartozé karakterisztikus vektorokat a;-vel a
szokésos médon. Definidljunk egy egyszerti G grafot, ahol G-nek m cstcsa van, és az
i és j csucs kozott pontosan akkor megy él, ha |[A; N A;| =1 (mod 2), azaz a;a; = 1
(a szamoldsok nyilvan itt is Fy felett torténnek). Jelen feladatunkban mg_;-re akarunk
belatni egy eredményt, ezért észrevehetd, hogy a graf fokszamai minden j csicsra
legfeljebb s — 1-ek (hiszen a feltétel szerint pontosan akkor megy él i és j cstcs kozott,
ha ezek metszete paratlan, és ilyenbdl Vi-re legfeljebb s — 1 darab 1étezik). Azaz Vi-
re d; < s. Tekintsiink egy legnagyobb (azaz maximalis elemszamui) G-beli fliggetlen

ponthalmazt, ezt jeloljiik D-vel ahol |D| = a. Most alkalmazzuk a Caro, Wei tételt:

1
d; +1

M-

o>
1

(]

Jelen esetben tudjuk, hogy d; + 1 legfeljebb s lehet, ezért ﬁ > i, tehat

1 1 m
D e ]
Most vizsgaljuk D elemeit. Vezessiilk be Vi € D-re a T; halmazokat, amelyek i-t
tartalmazzak, és az Osszes olyan G-beli elemet, amelynek egyetlen szomszédja szerepel
D-ben, és ez az i (nyilvan ekkor semelyik két T; halmaznak sem lesz kozos eleme).
Jeloljiik T-vel azt a ponthalmazt, ami azon pontokbdl all, amelyek semelyik T;-nek
sem elemei. Most vizsgéljuk a D és a V' \ D (ahol V-vel a G csticsainak halmazat
jeloljiik) komponensek kozotti élek szamét, ezt jeloljik e-vel. Egyrészt tudjuk hogy D
elemei kozott nem futnak élek, tehat minden D-beli csticsbdl csak V' \ D-be megy él,

masrészt pedig Vi € D-re d; < s — 1, és |D| = a, ezért
e<a(s—1)

Ha e-t alulrdl akarjuk becsiilni, akkor el6szor vegyiik észre, hogy az Gsszes V' \ D-beli
pontbdl megy él D-be, hiszen ha valamelyik pontbdol nem menne, akkor ezt a pontot
D-hez hozzavéve tovabbra is fiiggetlen ponthalmazt kapnank, ami azt jelentené, hogy
D nem volt maximélis. Ebbol az is kovetkezik, hogy ha egy pont T-ben van, akkor

azon pontbdl legaldbb 2 él megy D-be, (hiszen ha csak 1 menne, akkor az valamelyik
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Ti-ben szerepelne, ezért
e> T+ |V\D| =T+ (m—«)
és emiatt
als—=1) > |T|+ (m — «)

Legyen r = a — ™. Ekkor ha az egyenletet atrendezziik és a helyére r + *-et behelyet-
tesitjik:
als—1)+a—m >|T)|

a-(s=14+1)—m>|T)|
<r+@>-s—m2\T|
s
r-s>|T|

Most vizsgaljuk a T; halmazokat. Jeloljiik a legnagyobb elemszamut T}-gyel (ez nyilvan
barmelyik index lehetne, de most a bizonyitds szempontjabdl lényegtelen). Vegyiik

észre, hogy > .. |T;| = m — |T| és mivel r - s > |T'|, valamint |T3| > |T;|, Vi-re ezért

m —7Ts

|Ty| >

Tekintstik a 77 csucsai altal alkotott részgrafot, ezt jeloljiikk Gi-gyel. Egyrészt tudjuk,
hogy a graf sszes csiicsabdl indul él a D-beli 1-es csicsba (kivéve nyilvan énmagabdl)
T definiciéja alapjan. Masrészt viszont, ha vesziink két tetszoleges csiicsot GG1-ben,
amelyek kozott nem megy él, akkor ezekbdl definicié alapjan egyetlen masik D-beli
csucsba sem vezet él, vagyis ha ezt a két csicsot kicserélnénk a D-beli 1-es cstccsal,
akkor tovabbra is egy fiiggetlen ponthalmazt kapnank, ami nagyobb D-nél. De mivel
D maximalis, ezért ez nem lehetséges. Kovetkeztetésképpen G barmely két csticsa
kozott megy él, azaz Gy egy teljes graf lesz. Legyenek j, ', k, k' tetszoleges Ti-beli

elemek, az ezekhez tartozoé karakterisztikus vektorok a;, a;, ax, ap. Ekkor

(aj + aj/)(ak + ak/) = ajag + ;A + ajray + QG = 1+41+14+1=0

(a karakterisztikus vektorokkal valé szamoldsok tovébbra is Fy felett torténnek) Emiatt
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az ezen a; + a; (4,7 € T1) vektorok altal generalt V; altérre igaz lesz, hogy Vi C Vit
Emellett ha i € D\ {1}, akkor

(CLJ' -+ CLj/)CLl = aj;ay -+ aj ray; = 1+1=0

(aj + aj/)ai = (leLi + aj/ai =0 -+ 0=0

Ennek kévetkezményeként a Dy = {a; | i € D}-re D; C Vit is igaz lesz. Térjiink vissza
a V) altérre és a Vit-re. Mivel minden altérnek létezik egy direkt kiegészits altere, ezért
1étezik egy olyan V; altér, melyre V& = Vi @ Vi (nyilvan Vo C V1) ahol @ a direkt
osszeget jeloli, azaz minden V/-beli halmaz felirhaté a} + a? alakban, ahol a} € V;
és al, € V5. Ennek kovetkezményeként minden Di-beli a; karakterisztikus vektor is
felirhat6 a; + a7 alakban. Ekkor a; - a; = (a} 4 af)(aj + a3). A tagokat kibontva:

1 2 1 _

a; - a; = 0 mivel mindkét tag Vi-beli. a - a;

1 2 _
Zaj_

0, és a 0 is igaz lesz, mivel
Vo C Vit Tehét a;-a; = a?-a?. De mivel 4, j € D, ezért a;-a; pontosan akkor lesz 1, ha
i = j, minden mas esetben 0, igy nyilvan a7 - a3-re is ugyanez vonatkozik. Ez nekiink
azért fontos, mert ezzel beldthatjuk (csak gy mint az eredeti Paratlanvéros tételben)
hogy az a? vektorok linedrisan fliggetlenek: Vegyiik a d; - a? + ... + & - ai = 0 linedris
kombinaciét, majd szorozzuk be mindkét oldalt tetszoleges a?—vel. Ebbdl megkapjuk,
hogy ¢; = 0, és mivel ez tetszbleges d,-re igaz, ezért valoban linedrisan fiiggetlenck

lesznek. Ennek eredményeként |D;| < dim(V5), tehat
D1 =a ==+ < dim(V) = dim(V;") — dim(1)
Mivel dim(V;) + dim(V{) = n, ezért
% +7r <n-—2dim(1})

m<s-(n—r—2dim(V}))

Most nézzitk meg, mit tudunk dim(V;)-r6l. Mivel Vi-et az a; + aj (j, 7" € T1) vek-

torok generaljak, ezért ez biztosan tartalmaz legalabb |T}| kiilonb6z6 vektort, emiatt
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dim (V1) > [log, |T1]], és mivel azt mar kordbban belattuk, hogy |T)| > ™=, ezért

67

dim(1y) > flogy 73] > Tlog, (™))

Vezessiik be az f(r) = r + 2[log, (%ﬂ fiiggvényt. Ekkor az

m < s(n—r—2dim(V})) < s(n—r —2-[log, (m;rs)n = s(n— f(r))

Térjiink vissza az eredeti allitasunkra. Ez ugye azt mondta ki, hogy

m = s(n—2[logys|) ha a két feltétel teljesiil. A feladatot oldjuk meg indirekten:
Tételezziik fel, hogy m > s(n — 2 [log, s|). Mivel m < s(n — f(r)), ezért

f(r) < 2log,(s). Most tekintsiik az aldbbi két esetet: r > () =4 ésr < (2) —4 Az 1.
esetben: r > () —4, valamint az eredeti tételiink elsé feltétele szerint logy(s) < (%)—1,
ezért 2logy(s) < % — 2 =232, tehat

s(n+4)

m > s (n 2 [logy(s)]) > “

Az eredeti Paratlanvaros tételbdl kovetkezik, hogy m > «, hiszen o a D fiiggetlen
ponthalmaz csticsainak szama, azaz mivel a ponthalmazban semmelyik két csics kozott
nem fut él, ezért barmelyik 2 csticshoz tartozé halmaz metszete paros. De ekkor pont az
eredeti Paratlanvaros feltételeket teljesitik, ezért legfeljebb n darab csicsa lesz D-nek.
Es mivel o = =+ r, emiatt

sfa+4)  s(Z4+r+4)

m > = ,

2 2

ésazr > (m) — 4 feltételink miatt

s

. s(%+2r+4) N s(%+%2—4+4) .

Amivel ellentmondéasra jutottunk.

Mér csak azt kell beldtnunk, hogy » < ™ — 4 sem lehetséges. Ezt az f(r)-re adott
alsé becsléssel fogjuk igazolni. Elso lépésként r > 2 esetén visszavezetjiik a bizonyitast
egy f(r1) < f(r) alsé becslésre, ahol 0 < r; < 2. Tegyiik fel tehat eldszor, hogy

r > 2. Ekkor (% — r) / (% —r+ 2) értéke a feltételek miatt biztosan legaldabb % lesz,
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(T +r—2)/(" +r) értéke pedig legalabb g. Most vizsgaljuk az f(r) — f(r —2) értéket.

(o (552) - (55

m—rs 4 (r—2) 4-6
211 -5 2>211 — 2=-2+4+2=
(o (557) g ) 222 (o (55) ) v 2o

tehdt f(r) — f(r —2) > 0 azaz f(r) > f(r — 2). Legyen ri = r — 2|%|. Konnyen

Ezt kibontva:

lathat6, hogy ekkor 0 < r; < 2, valamint mivel r > 2, ezért f(r1) < f(r) < 2[logs]

Emellett f(rq)-et kibontva és atrendezve:

Flr) =1 +2 [10& (::/—_+ﬂ - P%S (%—Iﬂ

Valamint m > s (n — 2 [log,(s)]) miatt

n — 2[log, 5] —7"1)-‘

n — 2[log, s] + r1

o2 s

Itt ismét felhasznélhatjuk az eredeti tételiink elsé feltételét: [log, s] < (2)—1, valamint

)] e G ()

frjuk fel az s-et a 2 (nem feltétlen egész) hatvanyaként azaz s = 2¥+° ahol 0 < 6 < 1

azt hogy r; < 2:

f(ry) >2 |Vlog25 (Z:ig

RN

és k pozitiv egész szam, azaz s helyére behelyettesitve

s 2k+5

1+5 148

Emlékezziink vissza a masodik feltételiinkre: Ha {log, s} # 0 akkor {log, s} > log, (1 + 2)
Vegyiik észre hogy ekkor a log,(2°) épp megfeleltethetd {log, s}-nek. Viszont ez azt
jelenti, hogy 2° biztosan nagyobb lesz 1+ %—nél, hiszen a logaritmusuk alapjan még az

egyenloség megengedett lenne, de el6bbi egy irracionalis, utébbi pedig egy racionalis
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szam, szoval nem lehetnek egyenlok. Ennek kovetkeztében

s 2k+6

= > ok
1+3 1432

Most mindezt behelyettesitve az el6z6 egyenlotlenégiinkbe a kovetkezot kapjuk:

2k+6

flr) =2 [IOgQ <1+—§ﬂ > 2 [log, 2] > 2(k +1)

n

Viszont vegyiik észre, hogy 2(k + 1) = 2 - [log, s| is igaz lesz, de f(ry)-r6l korabban
belattuk, hogy f(r1) < f(r) < 2[log, s]|, ezzel ellentmondésra jutottunk. Beldttuk,

hogy
m < s(n—2[log,s])

Most mar csak azt kell igazolnunk, hogy ez a korlat valéban elérhetd, ehhez kell megad-
nunk egy konstrukciét. Ehhez tekintsiik az X = {ay, as,...,ap,01,b0,...,bp,c1,¢2,...,¢}
n elemi halmazt, ahol p = [log, s] és | = n — 2p. Mivel p = [log, s| ezért p darab
kiilonbozo elembdl biztosan képezhetd legaldbb s darab kiilonbozé halmaz. Vegyiik
az {ai,as,...,a,} valamint a {by,bs,...,b,} elemekbél képezheté Osszes lehetséges
részhalmazt. Viélasszunk ki mindkét hatvanyhalmazbdl pontosan s elemet, jeloljiik
ezeket {1y, Iy, ..., Is}-sel, valamint {.J;, Jo, ..., Js}-sel, és barmely azonos indexti I, Jj
halmaz csupa azonos indexii a;, valamint b; elemeket tartalmazzon. Ekkor tekintsiik
az alabbi halmazrendszert: az {I; U J, U{c;} | 1 <k < s,1 <i <[} halmazt; jeloljik
ennek az elemeit Ay, ... A,,-mel, aholm =1-s=s-(n—2[log, s|). Nézziik meg, hogy
az igy képzett halmazokra valéban teljestilnek-e a feltételek. Konnyen lathatd, hogy
minden halmaz szdmossaga paratlan, hiszen az [, J; halmazokban csak azonos in-
dexti a;, b; tagok szerepelnek, tehat az unidjuk biztosan péaros lesz, és ehhez hozzavéve
egy tetszoleges c; tagot paratlannd valtozik. Most nézziik a metszetekre vonatkozo
feltételt: 2 tetszéleges halmazt kivélasztva { Ay, Ao, ..., A, }-bél, ha csak az I, Ji-beli
részhalmazaik metszetét nézziik, akkor ezen metszetek biztosan parosak lesznek. Vi-
szont ha a hozzajuk tartozo c; tagok megegyeznek, akkor a metszet paratlanna véltozik.
Mivel minden egyes c¢; taghoz s darab kiilonbozé I, J, halmazpar tartozik, ezért az
ezekbdl alkotott A; halmazok mindegyikéhez s — 1 darab olyan A; halmaz tartozik,
mellyel vett metszete paratlan, ami épp megfelel a feltételeknek. FEzzel belattuk az

allitast. n
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