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Koszonetnyilvanitas

Els6sorban szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Pfeil Tamasnak segitd egytittmd-
kodésért és tdmogatisaért, hogy végig segitette a dolgozatom elkésziilését. Koszondm a csa-
ladomnak, hogy az egyetemi éveim alatt végig tdmogattak és motivaltak célom elérésében.
Végiil, de nem utolsé sorban készondom a barataimnak, akik mindig hittek bennem, bar azéta
sem értik, hogy lehet szeretni a matematikat.
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Bevezetés

Szakdolgozatom témdjaként a Stirling-formulat valasztottam. Az elsd részben a kapcsold-
d6 matematikai tételeket, definicidkat és 4llitdsokat ismertetem, majd bemutatom a Wallis-
formulat. A dolgozat médsodik felében kimondom a Stirling-formulat, majd bizonyitom sorfej-
téssel. Utdna néhany példat mutatok a formula alkalmazasara. Végiil pedig élesebb becslést
mutatok a Stirling-formulabdl kapott (r,,) sorozatra elemi eszk6zokkel.



1. Eloismeretek

1.1. Sorozatok

1.1. Definicio. Az (a,) sorozat b valés szdmhoz tart, ha minden € > 0-hoz létezik olyan ng
szdm, melyre teljesiil, hogy
la, —b| < €, han>ny.

A hatdrérték jelolése li_r>n a, =bvagya, — b, n — oo.
n—soo
Ha van olyan b € R, amelyre lgn a, = b, akkor azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat kon-
n—roo
vergens. Ha nincs ilyen szdm, akkor (a,) divergens.

1.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatdrértéke oo, ha tetszéleges P € R-hez
létezik olyan ngy szdm, melyre teljesiil, hogy

a, > P han>ng.

Ennek a hatdrértéknek a jelolése lim a,, = o vagy a,, — oo, n — oo. Ekkor azt mondjuk, hogy
n—soo

(ay) végtelenhez divergdl.
1.1. Tétel. Bdrmely sorozatnak legfeljebb egy hatdrértéke van.
1.2. Tétel. Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor korldtos.

1.3. Definicié. Az (a,) sorozat részsorozatainak nevezziik az (ay, ) alakii sorozatokat, ahol ny
pozitiv egészek szigoriian monoton novekvd sorozata.

1.3. Tétel. Ha az (a,) sorozatnak van hatdrértéke, akkor minden (ay,) részsorozatnak is van,
és lim a, = lim a,.

k—>o0 n—oo
1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy dllitds minden elég nagy n-re teljesiil, ha létezik olyan
no szdam, melyre az dllitds igaz minden n > ng pozitiv egészre.

1.4. Tétel. Ha li_r>n an = o0 és b, > a, minden elég nagy n-re, akkor li_r>n b, = . Ha li_r>n a, — —
n—oo n— oo n—oo
és b, < a, minden elég nagy n-re, akkor 1i_r>n by = —oo.
Nn—soo

1.5. Tétel. Ha a, < b, < c,, minden elég nagy n-re, és ILm a, = lgn ¢, = a, akkor lgn b, =a.
n—oo n—oo n—soo
(Renddrelv)

1.6. Tétel. Legyenek (ay) és (by) konvergens sorozatok, és legyen li_r>n a, = a, li_r>n b, =b. Ha
n—o0 n—oo

a < b, akkor a, < b, teljesiil minden elég nagy n-re.

1.7. Tétel. Legyenek (ay) és (b,) konvergens sorozatok, és legyen lgn a, = a, lgn b, =b. Ha
n—ro0 Nn—oo

a, < by, teljesiil minden elég nagy n-re, akkor a < b.

1.8. Tétel. 1. Ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek és a, — a, b, — b, akkor az
(an + by) sorozat is konvergens és a, + b, — a+ b.

2. Ha az (ay,) sorozat konvergens, a, — a és b, — oo, akkor a, + b, — oo.
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3. Ha az (ay) sorozat konvergens, a, — a és b, — —oo, akkor a, + b, — —oo.
4. Ha a,, — o és b, — oo, akkor a,, + b,, — os.
5. Ha a,, — —oo és b, — —oo, akkor a, + b, — —co.

1.9. Tétel. 1. Ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek és a, — a, b, — b, akkor az
(an - by) sorozat is konvergens és a - b, — a-b.

2. Haaz (ay) sorozat konvergens, a, — a > 0 és by, — oo, illetve b, — —oo, akkor ay, - by, — oo,
illetve a,, - b;, — —oo.

3. Haaz (ay) sorozat konvergens, a, — a < 0 és b, — oo, illetve b,, — —oo, akkor a,, - by — —oo,
illetve ay, - b;, — os.

4. Ha a, — o és b,, — > vagy a, — —oo és b,, — —oo, akkor a,, - b;, — oo.
5. Ha a,, — = és b, — —oo, akkor a, - b,, — —oo.
1.10. Tétel. Ha (a,) nemnegativ tagii sorozat, a € R és a, — a, akkor /a, — 1.

2

1.5. Definicié. Az (ay,) sorozatot monoton novekeddnek nevezziik, ha a, < a4 mindenn € N +
esetén. Amennyiben itt < helyett > dll, a sorozatot monoton csokkendnek, ha <, illetve > dll,
szigoruan monoton novekedonek, illetve szigoriian monoton csokkendének nevezziik.

Az (ay) sorozatot monotonnak nevezziik, ha a fenti esetek valamelyike dll fenn.

1.11. Tétel. Ha az (ay,) sorozat monoton és korldtos, akkor konvergens. Ha (a,) monoton
novekedo, akkor

lim a, = sup{a, :n € N},

N—oo

ha pedig monoton csokkend, akkor

lim a, = inf{a, : n € N*}.

n—soo

1.12. Tétel. Ha az (ay) sorozat monoton novekedd és nem feliilrél korldtos, akkor
lim a,, = oo,
n—yoo

ha monoton csokkend és nem alulrol korldtos, akkor

lim a,, = —oo.
n—soo

, 1\" .
1.13. Tétel. Az a,, — <1 + — ) sorozat szigortian monoton novekedd és korldtos, tehdt kon-
n

vergens.

1.2. Differencialhatosag

1.6. Definicio. Legyen f értelmezve az a pont egy kornyezetében. Ekkor azt mondjuk, hogy az
f fiiggvény az a pontban differencidlhato, ha a

o 160~ (@)

x—a X—d

véges hatdrérték létezik. Ez a hatdrérték az f fiiggvény a pontbeli derivdltja.

Az a pontbeli differencidlhdnyadost leggyakrabban f'(a)-val jeléljiik.
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1.7. Definici6. Legyen f differencidlhaté az a pontban. Az f fiiggvény grafikonjdnak (a, f(a))
pontbeli érintdjén azy = f'(a) - (x —a) + f(a) egyenletii egyenest értjiik.

1.14. Tétel. Ha f differencidlhaté a-ban, akkor f folytonos a-ban.

1.14.1. Megjegyzés. A folytonossdg a differencidlhatésagnak sziikséges, de nem elégséges
feltétele. Van olyan f fiiggvény, amely egy a pontban folytonos, de ott nem differenciélhato,
példéaul az abszolutérték-fiiggvény a 0 pontban ilyen.

1.15. Tétel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhato az a helyen, ha abban lokdli-
san ,,jol megkozelithetd™” legfeljebb elsofokii polinommal az aldbbi médon: van olyan o szdm,
amellyel

fx) = fla) +a(x—a) +&(x)(x—a),

ahol €(x) — 0, ha x — a. Az o szdm az f fiiggvény a-beli differencidlhdnyadosa.

1.16. Tétel. Ha az f fiiggvény differencidlhaté a-ban, akkor

o 700 = (f(0) + /(@) (x )

x—a X—a

=0.

1.8. Definicié. Az f fiiggvény derivdltfiiggvényének nevezziik és f'-vel jeldljiik azt a fiiggvényt,
amely értelmezve van minden olyan x helyen, ahol f differencidlhatd, és ott az értéke f'(x).

1.17. Tétel. Ha az f és g fiiggvények differencidlhatok a-ban, akkor cf (c € R), f+g, f-gis
differencidlhato a-ban, és

1. (cf)(a) =cf'(a),

2. (f+g8)(a) = f'(a)+¢'(a),

3. (f-8)(a) = fl(a)g(a) + f(a)g' (a).
f

Ha g(a) # 0, akkor é és 3 is differencidlhato az a-ban, és

1.18. Tétel. Legyen f szigoriian monoton és folytonos az (a,b) intervallumban. Ha f differen-
cidlhaté a c € (a,b) pontban és f'(c) # 0, akkor = differencidlhaté f(c)-ben és

1.9. Definicié. Legyen f értelmezve az a pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az a pontban a differencidlhdnyadosa végtelen, ha
f(x) - f(a)

x—a X—a

Y

és ezt ugy jeloljiik, hogy f'(a) = . Hasonléan értelmezziik azt, hogy f'(a) = —oo.



1.19. Tétel. Legyen f szigoriian monoton és folytonos az (a,b) intervallumban. Ha f'(c) =0,
akkor f~'-nek létezik a derivdltja f(c)-ben, nevezetesen

(F=(fle)) =,

ha f szigortian monoton novaé, illetve

ha f szigortian monoton csokkend.

1.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos egy I intervallumon és differencidlhaté annak minden
belsd pontjdban.

1. Ha f'(x) >0 I minden belsé pontjdban, akkor f monoton névekedd I-n.

2. Ha f'(x) <0 I minden belsd pontjdban, akkor f monoton csokkend I-n.

3. Ha f'(x) >0 I minden belsd pontjdban, akkor f szigoriian monoton novekedd I-n.

4. Ha f'(x) <0 I minden belsd pontjdban, akkor f szigorian monoton csékkend I-n.

1.20.1. Megjegyzés. A fenti tétel 3. és 4. pontjanak megforditdsa nem érvényes, mert pél-
daul az f(x) = x>, x € R fiiggvény szigorian monoton novekedd R-en, mégis f'(0) = 0, és
hasonléan a g(x) = —x>, x € R fiiggvény szigortian monoton csokkend R-en, mégis g’ (0) = 0.

1.21. Tétel. Ha f differencidlhaté az x pontban és ott van lokdlis szélsGértéke, akkor f'(x) = 0.

1.22.
1.

1.23

Tétel. Legyen f differencidlhato az a pont egy kornyezetében.

Ha f'(a) =0 és [ lokdlisan novekvd az a helyen, akkor az a pont f-nek lokdlis mini-
mumhelye.

. Ha f'(a) =0 és ' lokdlisan csékkend az a helyen, akkor az a pont f-nek lokdlis maxi-

mumhelye.

. Ha f'(a) =0 és f’ szigorian lokdlisan névekvé az a-ban, akkor az a pont f-nek szigorii

lokdlis minimumbhelye.

. Ha f'(a) =0 és f’ szigoriian lokdlisan csokkend az a-ban, akkor az a pont f-nek szigorii

lokdlis maximumbhelye.

Tétel. Legyen f kétszer differencidlhaté a-ban. Ha f'(a) =0 és f(a) > 0, akkor f-nek

a-ban szigori lokdlis minimuma van. Ha f'(a) =0 és f"(a) < 0, akkor f-nek a-ban szigorii
lokdlis maximuma van.

1.3.

A hatarozott integral

1.10. Definicié. Ha F differencidlhaté az I intervallumon és

akkor azt mondjuk, hogy F az f fiiggvény primitiv fiiggvénye I-n.



1.24. Tétel. Ha F primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor itt f dsszes primitiv fiiggvénye F + ¢
alakii, ahol c konstans.

1.11. Definicio. Az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek dsszességét [ f dx-szel jeloljiik, és f
hatdrozatlan integrdljanak nevezziik.

1.12. Definici6. Az [a,b] intervallum egy felosztdsdn olyan F = (xo, .. .,X,) véges sorozatot ér-
tiink, amelyre a = xy < ... < x, = b. Az x; pontokat az F felosztds osztdpontjainak, az [x;_1, x|
intervallumokat pedig osztéintervallumoknak nevezziik.

1.25. Lemma. Ha F; és F> az [a,b] intervallum két tetszleges felosztdsa, akkor sp, < Sp,.
Azaz — egy adott f fliggvényre — barmely felosztdshoz tartozé alsé 0sszeg legfeljebb akkora,
mint barmely felosztdshoz tartoz6 fels6 dsszeg.

1.13. Definicio. Jeloljiik F-fel az [a,b] intervallum dsszes felosztdsainak halmazdt.

1.14. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény. Az f fiiggvényt az [a, b| intervallumon

Riemann-integrdhatonak nevezziik, ha sup sp = ing SF és ezt a szdmot az f fiiggvény [a,b]
FegF Fe
b

intervallumhoz tartozo hatdrozott integrdljdnak nevezziik. Ezt [ f(x) dx-szel jeloljiik.
a

1.26. Tétel. Egy korldtos f : [a,b] — R fiiggvényre akkor és csak akkor teljesiil, hogy integ-
rdlhaté és az integrdlja I, ha tetszoleges € > 0-hoz van olyan F felosztds, amelyre

I—e<sp<Sp<I+e.
1.27. Tétel. Ha f folytonos [a,b]-ben, akkor integrdlhaté |a,b)-ben.
1.28. Tétel. Ha f monoton |a,b]-ben, akkor integrdlhatd [a,b]-ben.

Jeloljiikk R|a,b]-vel az |a, b] intervallumon integralhaté fiiggvények halmazat.
1.29. Tétel. Ha f € R[a,b] és c € R, akkor cf € R|a,b] és
b b

/cfdx:c/fdx.

a a

1.30. Tétel. Ha f,g € R[a,b)], akkor f + g € R|a, D], és
b b b

/(f+g)dx:/fdx—|—/gdx.

a a

1.31. Tétel (Newton-Leibniz-tétel). Legyen f integrdlhatd |a,b)-ben. Ha az F fiiggvény foly-
tonos |a,b]-ben, differencidlhaté (a,b)-ben, és F'(x) = f(x) minden x € (a,b)-re, akkor

b
/f(x) dx = F(b) - F(a).

1.32. Tétel (A primitiv fiiggvényekre vonatkozé parcidlis integralds szabdlya). Tegyiik fel,
hogy az f és g fiiggvények differencidlhatéak az I intervallumon, és itt fg'-nek van primitiv
fiiggvénye. Ekkor f'g-nek is van primitiv fiiggvénye I-ben, és

/f’g dx:fg—/fg’ dx.
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1.4. Végtelen sorok és hatvanysorok

n=1
kat értjiik. Ha a részletisszegekbdl képzett (s,) sorozat konvergens és a hatdrértéke A, akkor

oo n
1.15. Definicié. A Y a, végtelen sor részletisszegein az s, = Y. a; (n = 1,2,...) szdmo-
i=1

azt mondjuk, hogy a Y, a, végtelen sor konvergens, és az osszege A. Ezt ugy jeloljiik, hogy
n=1

Y a, =A.
n=1

Ha a részletosszegekbdl képzett (sy,) sorozat divergens, akkor azt mondjuk, hogy a Y. ay,
n=1
végtelen sor divergens.

[e5S)

Ha 1i_r>n s, = oo (illetve —oo), akkor azt mondjuk, hogy a Y. a, végtelen sor dsszege oo
n—yoo n=1

(illetve —oo). Ezt uigy jeloljiik, hogy Y, an, = oo (illetve —oo).
1

n—=

1.33. Tétel. Haa Y. a, sor konvergens, akkor lgn a, =0.
n=1 n—reo

= 1
1.34. Tétel. Hiperharmonikus sornak nevezziik a Y, — numerikus sort. Ha i < 1, akkor a
n=1Nn
hiperharmonikus sor divergdl, ha pedig i > 1, akkor a hiperharmonikus sor konvergdl.

1.35. Tétel. 1. Egynemnegativ tagii sor akkor és csak akkor konvergens, ha a részletossze-
geinek sorozata feliilrol korldtos.

2. Ha egy nemnegativ tagu sor divergens, akkor az dsszege végtelen.

1.36. Tétel (Cauchy-kritérium). A Y, a, végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha
n=1

minden € > 0-hoz létezik egy N index tigy, hogy minden N < n < m-re

(o)

1.37.Tétel. 1. Haa Y, a, végtelen sor konvergens és az osszege A, akkor minden c € R-re
n=1

oo
a Y, c-ay soris konvergens, és az osszege c - A.

an és Y, b, végtelen sorok konvergensek és az osszegiik A, illetve B, akkor a
1 n=1

(an+by) sor is konvergens, és az osszege A+ B.

o B

1.38. Tétel. 1. Egy konvergens sor tagjai koziil akdrhdny (akdr végtelen sok) O-val egyen-
16 tagot elhagyva, illetve akdrhdny (akdr végtelen sok) O-t besziirva a sor konvergens
marad, és az 0sszege nem vdltozik.

2. Egy konvergens sor tagjai koziil véges sokat elhagyva, véges sok uij tagot besziirva, illetve
véges sok tagot megvdltoztatva a sor konvergens marad (de az 0sszege vdltozhat).
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1.16. Definicio. Azt mondjuk, hogy a 'Y, c, végtelen sora Y, a, és Y. b, sorok dsszefésiilése,
n=1 n=1 n=1
ha (c,) az ay, és by, tagokat és csak azokat sorolja fel, mindegyiket pontosan egyszer, és az ay,

illetve b, tagok sorrendje a (cy) sorozatban ugyanaz, mint az (ay), illetve (by,) sorozatban.

1.39.Tétel. Haa Y. a, és Y, b, sorok konvergensek és az osszegiik A, illetve B, akkor a sorok
n=1 n=1
minden Osszefésiilése is konvergens, és az 0sszege A+ B.

1.17. Definicié. A Y a, végtelen sor zdrdjelezésein a

n=1
o0 ni—1
Y| L a
i=1 \n=n;_1
alaku sorokat értjiik, ahol 1 = ny < n; < ... az indexek egy tetszoleges szigorian monoton

nova sorozata.

1.40. Tétel. Egy konvergens sort zdrdjelezve sem a sor konvergencidja, sem az 0sszege nem
valtozik.

1.18. Definicio. A Y. a, végtelen sor direndezésein a Y. as(; alakii sorokat értjiik, ahol
n=1 i=1
o : NT — N¥ az indexek halmazdnak egy tetszéleges bijekcidja.

1.19. Definicio. A Y a, végtelen sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha a 'Y, |a,| sor kon-
vergens.

1.41. Tétel. 1. Minden abszoliit konvergens sor konvergens.

2. Egy abszoliit konvergens sor bdarmely dtrendezettje is abszoliit konvergens, és az dsszege
ugyanaz, mint az eredeti soré.

1.20. Definicid. Tetszdleges x valds szdmra legyen

hax>0
X =max(x,0) = =Y
0, hax<0
és
0 hax>0
x~ =max(—x,0)=<¢ ar="
—x, hax<0

Az xT és x~ szdmokat x pozitiv és negativ részének nevezziik.

1.42. Tétel. A Y a, sor akkor és csak akkor abszoliit konvergens, haa Y. a; és ¥, a, sorok
n=1 n=1 n=1
mindegyike konvergens.

143. Tétel. 1. Ha ¥ a} =, akkora ¥ a, sornak van olyan dtrendezettje, amelynek az
n=1 n=1
osszege végtelen.

2. Ha Y a, = oo, akkor a Y a, sornak van olyan dtrendezettje, amelynek az dsszege
minusz végtelen.
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1.44.Tétel. 1. Ha ¥ a és Y, a, mindegyike konvergens, akkor a Y, a, sor minden dt-
n=1 n=1 n=1
rendezettje konvergens, azonos dsszeggel.

2. Ha ¥ af = és Y a, konvergens, akkor a ¥ a, sor minden dtrendezettjének az
n=1 n=1 n=1
osszege végtelen.

3. Ha Y a konvergens és Y. a, = o, akkor a Y. a, sor minden dtrendezettjének az
n=1 n=1 n=1
osszege minusz végtelen.

4. Ha E‘, al = és E‘, a, = oo, akkor a oi ay sornak van olyan dtrendezettje, amelynek
az Of?;éege végtelerrzl,:els van olyan citrenc;,'qezzlettje is, amelynek az dsszege minusz végtelen.
Ha azt is feltessziik, hogy a, — 0, akkor a E a, sornak minden A € R-re van olyan
dtrendezettje, amely konvergens és az 0’sszeg}j4:.1

1.45. Tétel. Tetszdleges végtelen sorra az aldbbi dllitdasok ekvivalensek:

. A sor abszoliit konvergens.
. A sor bdarmely dtrendezettje abszoliit konvergens.

. A sor barmely dtrendezettje konvergens.

A W N N

. A sor bdarmely dtrendezettje konvergens, és az 0sszege ugyanaz, mint az eredeti soré.

1.21. Definicié. Legyen (a,) egy végtelen sorozat. Ekkor az Y. a,x" sort a O ponthoz tartozé
n=0
hatvdnysornak nevezziik.

1.22. Definicié. A Y a,x" hatvdnysor konvergenciatartomdnya azon x € R szdmok halmaza,
n=0
amelyekre a végtelen sor konvergens.

1.23. Definicié. Egy hatvdnysor konvergenciasugara a konvergencia intervallum sugara.

(oo}

1.46. Tétel. Legyen Ra Y, a,x" hatvdnysor konvergenciasugara.
n=0

1. Ha R =0, akkor a hatvdnysor konvergenciatartomdnya a {0} halmaz.

2. Ha 0 < R < oo, akkor a hatvdnysor konvergenciatartomdnya a [—R,R], [-R,R), (—R,R),
(—R,R) intervallumok valamelyike.

3. Ha R = oo, akkor a hatvdnysor konvergenciatartomdnya a valés szamok halmaza.

1.47. Tétel. Minden hatvdanysor a konvergenciatartomdnydnak bdrmely belsé pontjdban ab-
szoliit konvergens.

1.48. Tétel (Abel-tétel). Minden hatvdnysor dsszegfiiggvénye folytonos a konvergenciatarto-
mdnyon.

[e )

1.49. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Y. a,x" hatvdanysor R konvergenciasugara nem 0. Legyen
n=0

f(x) = Y anx" minden x € (—R,R) -re. Ekkor az f fiiggvény akdrhdnyszor differencidlha-

n=0
16 a (—R,R) intervallumban, és
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o)

O =Y nn—1)...(n—k+ Dan"*,
n=k

minden x € (—R,R)-re.

1.24. Definicio. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer differencidlhato az a pontban. A

") (q
f ( )(x_a)n

n!

T(x) = f(a)+ fla)x—a)+...+

polinomot az f fiiggvény a kozépponti n-edik Taylor-polinomjdanak nevezziik.

A nulladik Taylor-polinom az f(a) konstans fiiggvény, az elsé Taylor-polinom pedig az
fla)+ f'(a) - (x— a) linedris fiiggvény.

1.25. Definicid. Legyen f akdrhdnyszor differencidlhaté az a pontban. Ekkor a

= (k) (g
k:ZOfkf )(x_a)k

végtelen sort az f fiiggvény a kozépponti Taylor-sordnak nevezziik.

A 0 kozépponti Taylor-sort és Taylor-polinomot, mds néven Maclaurin-sornak, illetve
Maclaurin-polinomnak nevezziik.

A Taylor-polinomok a Taylor-sor részletosszegei. Ha a Taylor-sor egy x pontban konver-
gens és dsszege f(x), akkor azt mondjuk, hogy a Taylor-sor elédllitja f-et az x pontban.

13



2. A Wallis-formula

2.1. Tétel.

3
. 1.3 -(2n—1)
2n +
dx = ~ N 1
/Sm S T P 1
0
és
i 2.4 2
ot 4. 20
dx = - N, 2
/Sm AR I Y o DR @)
0

T

Bizonyitds. Legyen I}, = fsinkxdx, ke N. Az els6 két tag Iy = m, Iy = cosO —cosm = 2. Ha
0

k > 1, akkor

T T
Iiiq :/sinzx-sink_lxdx:/(l —cos?x) -sin* " x dx =
0
T
:/ sin*~!x — cos® x - sin* ! x) dx = 3)
0
T
=] s k—1
=11 — [ cosx-(sin" " x-cosx) dx.
0

A parcidlis integrélds képletét alkalmazva

T T /
/COSX SlIl X' COS)C /COS)C ( sin x) dx =
0 0

T
1 1
= {cosx z smkx] /; sin® x - (— sinx) dx =
0

1
=0+ — Ly
+k k+1

1
Ebbdl (3) alapjan Iy = I — Z - x4 Osszefiiggéshez jutunk, amibdl kovetkezik, hogy
k

Liy1 = —— I ,_1. Ezért
ket = g e zer

2n—1 2n—1 2n-3 1
by =...= . ..t
2n 2n 2n—2 2

IZn -

amivel az (1) Osszefiiggéshez jutottunk.

14



Hasonldan,

I ~2n I ~_2n 2n-2 2 I
P o Y T T el 21 30
ez pedig a (2) egyenlGség. [

Az eldz0 tételt felhaszndlva a w szamot elddllithatjuk egy egyszeri valtozoé tényezdszamu
szorzat alaku sorozat hatarértékeként.

2.2. Tétel (Wallis-formula).

. 2:4-...-2n \* 1
= lim -

n—seo \ 1-3- ... -(2n—1) n
Bizonyitds. Minden x € [0, t]-re 0 < sinx < 1, ezért

sin? ! x > sin®*x > sin®* ! x,

majd ezeket integralva a [0, 7] intervallumon
T T T
/ sin? 1 x dx > / sin? x dx > / sin?H x dx.
0 0 0

Tgy by1 > by > by, vagyis

2.4 ... -(2n—2) 13- ... -(2n—1) 2.4 ... 2n
1-3-...-(2n—1) 2.4 ... 2n 13- ... -(2n+1)

majd ebbdl kovetkezik

2.4....2n \* 1 . 2.4....2n \* 2
1-3-...-2n—=1) n="=\1:3-...-2n—=1)) 2n+1

2:4- .20 \? 1 o
Legyen W, = -—,n € N7 a tételbeli sorozat. Ekkor
1-3-...-(2n—1) n

2n

W, > .

n=7 =W 2n+1’

T<W, < 2n+1,
2n

ezért a rendorelv alapjan lim W,, = 7.
n—soo

15



3. A Stirling-formula és bizonyitasa

3.1. Definicié. Legyenek (ay),(by) olyan sorozatok, melyekre a, # 0, b, # 0, n € NT. Azt
mondjuk, hogy ay, ~ by, ha Zﬁ — 1.

n

3.1. Tétel (Stirling-formula). Minden n € N7 esetén létezik olyan c, € (0,1), melyre
noo¢p,
n!=+v2xn (’—1) enn,
e

Bizonyitds. A logaritmus fiiggvény nulla kozéppontu sorfejtése:

> x" 28 X
In(1 = S ot R T A I A —1.1

x helyére —x-et helyettesitve pedig a kovetkez6t kapjuk:
— X" x> x X x
n(l— — =X ——— . —1,1).
*) Z n 53 7 5 o relELD

A (—1,1) intervallumon mindkét hatvanysor konvergens, ezért a kett6t egymdasbdl kivonva

1
megkapjuk In I X sorfejtését ezen az intervallumon:
—X

l+x & 2 2, 2 2
In(1 —In(1—x)=1 =Y P o SR SO
n(l+x)—In(1—x) no— ; PR x+3x +5x + +2m+1x +

Bérmely n € N™ esetén az 3 € (0,1), ezért a fenti sorfejtést x = e alkalmaz-

va n+1 n+
I+ 5 2n41+41 2042 _n+l
1 _
1_2n+l S 2n+1—-1 2n n
alapjan
ntl & 2 2 2 2
" ];)(2k+1)(2n+1)2k+1 1 32n+1)? 5agip T

1
majd ezt (n + 5) -del szorozva

( +1)1 n+1 i 1 U SN
n - n = —
2 n & Qk+1)(2n+1)%* 32n+1)2  52n+1)*

@

A sorfejtés alapjan nyilvdnval6, hogy

1 1
(n—k—)lnn+ >1, neNT.

n

16



Becsiiljiik feliilr6l a (4) jobb oldaldn taldlhaté végtelen sort tgy, hogy az

1
Y tényezGt

g—dal feliilbecsiiljiik, majd a kapott mértani sort 6sszegezziik:

1+ ! + ! S ! i :
32n+1)2  52n+1)* 3/ = (2n+1)%*
=1+ ! !
- 2 1
0 12n(n+1)°
Igy a kovetkez8 egyenlétlenséglancot kapjuk:
1 n+1 1
1< — 1 <l4+—-
<"+2> N T FN

azaz

1
1 }’H-j
1<1n(”+ ) <1+

n 12(n+1)

Az exponencidlis fliggvény szigord monoton ndvekedése alapjan

1
1 n+§ 1
e< (l’l+ ) < el+12n(n+l),

n

majd ezt e-vel osztjuk:

n—i—% 1
1<1(}’l—|—1) < eln(n+l) |
e

n
Legyen
n!e"

_ +

Xp = W, neNT.
Ekkor o 1
X :n\e/,; 1+ (n+1) 1 (n+1)"+2
Xy _(EDrertt T, n'\/n T e n ‘

n+1 ) T \/_

Parcialis tortekre bontassal

1 1 1
- - s € N+7
2n(n+1)  12n 12(n+1) "

ezért :

X e 12n
1< < —

Xn+1 e 12(n+1)

Nyilvan (x,) pozitiv tagd és az el6z8 egyenlStlenséglanc bal oldala szerint szigordan
monoton csokkend, mig az e™ 2nx, sorozat szigorian monoton ndvekvs, ugyanis szintén az
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el6z6 egyenl6tlenséglancbdl kovetkezik

1
Xn enn
< 1
Xn+1 e 2(nt1)
1

L -
e T x, < e 12(n+1) Xn41-

Mivel lim e~ = 1, valamint a szigordan monoton csdkkend és pozitiv tagd (x,) sorozat
n—soo
konvergens, ezért

) .1
lim x;, = lim e™ T2nx,,.
n—soo n—soo

Jelolje ezt a kozos hatarértéket L. Megmutatjuk, hogy L = +/27. A szigordan monoton ndvekvd
sorozat minden tagja kisebb a hatarértékénél, és a szigorian monoton csokkend sorozat minden
tagja nagyobb a hatarértékénél, ebbdl kovetkezik:

1
e nx, <L<x, neNT.
Legyen
1
flx)=e @%x,, x€]0,1].

Mivel az f fiiggvény folytonos, f(0) = x, és f(1) = ¢~ Tix,, ezért a Bolzano-tétel szerint
létezik olyan ¢, € (0,1), melyre L = e 12:x,, azaz x,, = e L.

Végiil meghatirozzuk az L hatarértéket. Ehhez alkalmazzuk a Wallis-formuléat:

- 2.4.6-...-2n 21_7r
nseo\1-3-5-...-2n—1)) n

A formulabeli sorozat els6 tényezdje alapjat atalakitjuk:

2:4.6-...-2n (2:4-6- ... -2n)? _ 221(n!)?

1-3:5-...-2n—=1) (2-4-6-...-2n)(1-3-5- ... -(2n—1)) (2n)!
Ezt felhasznalva a Wallis-formula a kovetkezd alakot 6lti:
22n ! 2
lim 20”1
n—eo  (2n)!  \/n

Ezutan x, definici6jabol kovetkezik, hogy

VT.

amit az x, = el%L, n € NT dsszefiiggéssel egyiitt n-re és 2n-re is felhaszndlva a fenti hatérér-
tékbeli sorozat a kovetkez6képp alakul at:

2
pn, (M0 . .
1 1 vax2 1 (emL)? eon

n
22”(111)2 e P

- —_— = —_— = — g 2 oy c L
@)t Vi (2n)*V2 VI 2x0, V2Tl V2 eTh

*X2n

eZn

18



Tudjuk, hogy a ¢, € (0,1), ezért az exponencidlis fliggvény szigori monoton ndvekedése ko-
vetkeztében _ 1
I <eon <eon,n e NT,
cA1i g p . . . . 1 p 2 .
Az exponencidlis fiiggvény 0-beli folytonossdga miatt lim es» = 1, igy a renddrelv szerint
n—yoo

lim & = 1. Hasonl6an ¢y, € (0,1) folytdn
n—oo

90 1
1 <e?n <edi neNT,
S 11 L . 2 . . “n
majd lim e? = 1 és a renddrelv folyomdnya lim e2 = 1.
n—oo n—oo

Tehat .
22(n1)* 1 een

2n)! no \/Ee%

ahol a bal oldal hatérértéke a Wallis-formula szerint /7, mig a jobb oldal hatdrértéke lim e =1
n—soo

L,

n L L
és lim e24» = 1 alapjan —. Emiatt /& = —, azaz L = v/27x. Ezzel, mar annyit igazoltunk,
X n—yoo PJ \/i \/_ \/z yit1g
ogy

n
n! ~+2nn <E) , neNT,
e

Végiil belatjuk n!-nak a tételben szerepl6 pontosabb alakjat. Mivel x,, = e%L, neNT és
az imént bizonyitottuk, hogy L = /27, ezért

Vet =g = 1
n — =
" l’ln\/ﬁ

n\" cw
n!=+V2nn (—) elZnn,

e

amivel a Stirling-formula altaldnosabb alakjat bizonyitottuk. ]
3.1.1. Kovetkezmény.

n! ~+2nn <E>n, necNT,

e
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4. A Stirling-formula alkalmazasai

4.1. Példa. "
lim =e.
n—eo \/p!

Alakitsuk 4t a Stirling-formulét a kovetkezSképpen:

n el’l

n! etk \/27rn’

majd ebbdl n-edik gyokot vonva azt kapjuk, hogy

n e
Vnl et 32mn
. . . pd PV Pl pd povd . 27 P C
A fenti kifejezés nevezdjének els6 tényezdjében a kitevében szerepld % — 0, ha n — oo,
n

tehdt i3 — 1, ha n — oo, igy:

. n n_
lim Vetzn = 1.
n—soo

A mdsodik tényez8ben /2w — 1 és \/n — 1, ha n — oo, ebbdl kovetkezik, hogy

. n fn 2
lim Ve2n V2nn=1.

n—o0
A szadml4l6 konstanssorozat, igy megkapjuk a példabeli hatarértéket.
Elemi bizonyitds ugyanerre a hatdrértékre:

El6sz6r megmutatjuk, hogy

1 n
(g)n<n!<(nl— ) (n+1), neNT.

Teljes indukcidval latjuk be mindkét egyenlStlenséget:

1 2
n = 1 esetén az egyenl6tlensiglinc — < 1 < —-2.
e e

A bal oldali egyenl6tlenség inokldsanak indukcids 1épésekor tegyiik fel, hogy valemely
n
n-re <E> < n!. Ebbdl kovetkezik
e

(4 1)1 > k1) (2)" > (”il)”“

n (l’l—l—l)n+l
1)
e > (n—i—n ) .
n

1 n
Az utolsé egyenl6tlenség pedig azért teljesiil, mert (1 + —) szigortian monoton novekszik
n

és e-hez tart.
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A jobb oldali egyenldtlenség indukcios 1épésének igazoldsahoz tegyiik fel, hogy valamely

1 n
n-re az n! < <i> (n+1). Ekkor
e

n+2

(n+1)!<(n+l)(¥)n(n+l)<< )n+1(n+2)

(n—|—l)”+2 (n+2)n+2
n < n+1
e e
(n_|_2)n+2
(I’l+ 1)n+2 '

e <

. "t
Az utols6 egyenlStlenség fenndll, hiszen az (1 + —> szigordan monoton csokken és ha-
n
tarértéke e.

Alakitsuk 4t a bizonyitott egyenl6tlenséglancot:

(2 <m< () @y

n 1
g<m<%\"m+l

e 1 e 1

no nlon+l (g
n n 1

e >

n

>e- . -
n! nt+1 (1)
A jobb oldal masodik tényezdje nyilvan 1-hez tart, a harmadik nevezdjére alkalmazzuk a rend-

Orelvet:
1 <Vn+1<V2n=2n,

az also €s a fels6 becslés is 1-hez tart, ezért vn+1 — 1. Végﬁl ismét a rendbrelvet haszndljuk,
n n
az | — —e.
( \n/ I’l! ) n—yoo n!

4.2. Példa. Legyen
n+1 / (n + 1) '

gn=————2, neNT,
v n!

Bizonyitsuk be, hogy a ¢,, sorozat konvergens és keressiik meg a hatarértékét.

Az el6z06 példabdl kovetkezik, hogy

. n+1 . n+l n
lim = lim .
n—eo "/ nl n—oo  n

= e.
n

n!

hm " (n B 1 — hm n(n+1) ((n + 1)!)" — hm n(n+1) (n -+ 1) _
n—soo n I’l' n—oo (n!)n+1 frroo! \/ —n!
l m n+1 n+1 hm n+1 o hm n+1 n~>oc”+1 e
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Az n-edik gyokok sorozatanak hatarértéke az 1.10 Tétel kovetkeztében:

) n+l/(n+1)!
lim ———~ =1.
n—seo V1!

A fiiggvény folytonossdgdt haszndlo (5)-beli lépés indokldasa mdsképpen, sorozatok ha-

tdarértékevel:
n+1

_n_ 1——L
n+1 n+1_ n+1 n+1_ Wl
V1! V1! pit okl
n/n!

mert a szdmlalo e-hez tart, a nevezd pedig 1.10. Tétel szerint 1-hez tart.

4.3. Példa. Annak a valdszintisége, hogy egy szabalyos pénzérmét 2n-szer feldobva pontosan
n fej és n irds eredményt kapunk, igy adhat6 meg:

2n 1\ %"
n 2 ’
Ez a valoszinliség nulldhoz tart, ha n — oo.

A Stirling-formula aszimptotikus alakjét n-re és 2n-re is alkalmazva

(2n>_(2n)! @ Samen) o

n (n!)? (ﬂ)z.zﬂ;n - mn’
eVl
ezért
o\ (1" 1
n 2 N
Itt lim = 0, ezért a feladatbeli valdszintiségek hatarértéke nulla.

n—eo \/ 7N
4.4. Példa. Hatdrozzuk meg 100! szdmjegyeinek a szamat.
Egy N pozitiv egész szdm szdmjegyeinek a szdma
[log;o(N)] + 1,

ezért a példabeli szdm

Vegyiik a Stirling-formula mindkét oldalanak természetes alapu logaritmusat:

1 1 c
In(n!) =n Inn—n+ ~Inn+ = In(27) + — 1 i
n(n!)=nlnn ntslnt s n( 71')+12n, cn€(0,1),neN

Ebbdl kovetkezik, hogy

In(100! 100,5 In(100) — 100+ 1 In(27) + <
log;p(1001) — U100 _ (100) 7 In(27) + 1365
In(10) In(10)
Amibdl

100,5 In(100) — 100+ 5 In(27) + 155 _ | o o
In(10) T
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Ahhoz, hogy biztosak lehessiink abban, hogy a [log;,(100!)] értéke 157 (és nem 158), hasz-
ndljuk a Stirling-formula élesebb véltozatat, amely tartalmaz alsé €s felsd korlatot is:

n! 1

Z—Z\/Zﬂn

1< < elm,

Mivel ¢, € (0,1), n € NT, ezért

1 1
0 < In(n!)— (n+ 5) Inn+n—= In(27) <

2 12n°
majd ezt elosztjuk In 10-zel:
(n+3)Inn+n—1 In(27) 1
1 N — 2 2 :

0 < logjo(n) In10 ~ 12aIn10

Legyen
+Dnn+n—1n2x
S, = (n+3)Inn+n—5 In( )7 neNT.
In10
Mivel
1 1

< <1,
12nIn10 = 12In10
ezért [log,o(n!)] vagy [S,], vagy [S,] + 1.

Ha n = 100, akkor

1
1 100!) — < ——— <0.001.
|1og1((100!) — Sig0| < oointo <

Mivel S1p0 =~ 157,96 a hozzd legkozelebbi egész szamtdl tobb, mint 0,001-del tér el, ezért
[log,((100!)] = 157 és igy a 100! 158 szdmjegybdl all.
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5. Elesebb becslés az (r,,) sorozatra egyszeriibb eszkozokkel

Legyen

|
rnZIHW, nEN+

e

5.1. Tétel. Az (r,) sorozat szigoriian monoton csékken és 0-hoz tart.

Bizonyitds.
(n+1)!e"! | n!e"

—1n
V2T (n+ 1) \2matte

Tyl —Fn =1In

(n+1)!e"!
I \/ﬁ(n—f—l)'“% 1 (n+1)! et V21 't B
- n!e" 1  \Vam(ns1ytd nle B
V2mn't2
en'ts | |
=In ﬁ = (lne—|—lnnn+7)—(1n(n—{—1)"+7) =
n+1)"z2

1 1
=lIne+ (n+ 5) Inn— (n—|—§> In(n+1) =

(o )t 4 (s D)1 (o D12,

Ahhoz, hogy (r,) szigordan monoton csdkkend legyen, elegendd, hogy
1 1
11— (n—i——) ln<1+—) <0
2 n
1 1
1< (n+—> In (1+—)
2 n
1 1
T <In (1 + —)
n+s n

1 1
O<ln(1+—)——1, neNT.

n

Ehhez elegend? feltétel az, ha
1 1 4
fx)=In{1+-|-—7>0, xeR".
X X+ 3

li_r>n f(x) =0, mivel f(x) mindkét tagja nulldhoz tart, mert az elsé tagban a logaritmus fiigg-
X—>o0

vény folytonos az x = 1 helyen.

S A N A T 1
f(x)_x—i—l < x2> ( (x—i—%)2>_ x(x+1)+(x+%)2_

B 1 4 (2x+1)?—dx(x+1) 1
T e ) T T et D@t 1) xR
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tehat f szigortian monoton csdkken a (0, o) intervallumon, igy lir£ f(x) =0miattaz f(x) >0,
X—r 100

ha x € R*. Ezzel belattuk, hogy (r,,) szigordan monoton csokken.

Most tekintsiik az (e') sorozatot. Ez szigordan monoton csokkend, mert (r,) is szigo-
ridan monoton csokkend, és 0 az alsé korldtja, ezért konvergens. Az el6z6 fejezetben bizonyi-
tott Stirling-formula szerint ¢’ — 1, majd a logaritmus fiiggvény 1-beli folytonossdga miatt
rn — 0. O

1
1 n+ 2
5.1.1. Megjegyzés. Az el6zG bizonyitasban fliggvények segitségével belattuk, hogy az (1 + —>
n

sorozat szigordan monoton csokken, és most ezt igazoljuk elemi tton is.

1\
zn:(1+—) , neNT,
n

Azt éllitjuk, hogy a (#,,) sorozat szigoriian monoton csékkend.

Legyen

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ¢,_1 > t,,, n > 2 esetén.

(1—|— ) > (l—l——) .
n—1 n
Ezt négyzetre emeljiik és k6z0s nevezdre hozzuk:
(1+:5) | = | (1+3)
n—1 n
( n )an <n+1>2n+1
> )
n—1 n
n2n—1 'n2n+1 > (n_ 1>2n—1(n+ 1)2n+1
nZn—1+2n+l > (I’l— 1>2n<n_ 1)_1(11—{— I)Zn(n_|_ 1)

n+1
n—1

majd szorzunk a nevezdkkel:

n4n > (n2_ 1)2n
n? 2n>n+l
nz—1 n—1°

2 2
Osszuk el az egyenldtlenség mindkét oldalat ( 2n 1) -tel:
n

1N 21\’
<1+n2—1> >n—1( n? ) ‘

Az egyenlotlenség mindkét oldalabdl gyokot vonva a kovetkezot kapjuk:

- 1 "*1>n2—1 n+1
n2_1 2

n n—1°
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Ezt ugy igazoljuk, hogy eldszor a bal oldalt a binomidlis tétel szerinti kifejtés elsd hdrom
tagjaval becsiiljiik alulrdl:

1\ 1 n—1)(n—2 1
<1+n2_1> Zl+(n—1)n2_1—|—( )2( )-<n2_1)2=

B n—1 (n—1)(n-2)

= =) T2 2o

2(n+1)2(n—1)+2(n+1)(n—1)+ (n—2)
2(n+1)2(n—1)

Ezutan elég igazolnunk, hogy a kévetkez6 egyenlStlenség teljesiil:

2n+1)?(n—1D+2(n+1)(n—1)+(n—2) S n>—1 [n+1
2(n+1)2(n—1)

n2 n—1
Itt

n—1 n+1 n+1
= n?—1.
n? n—1 n?

A bizonyitand6 egyenldtlenség mindkét oldalat megszorozzuk a nevezdkkel, majd négyzetre
emeliink:

2+ 12— +2n+Dn—-1)+n-2)] >2(n+1)>*(n—-1)vVn2 -1
n*Rn+1)*n—-D4+2n+Dn—-1)+0n—-2)*>4n+1) (n—1)>

Ennek a bal oldala:
n*[4n® 4+ 8n° +2n* — 1213 4 8n* + 8n° — 4n — 24n® 4+ 2n* — 4n® +n® + 6n— 120> — 240 4 60 +36] =
= n*[4n® + 16n° 4 12n* — 320> — 47n% + 12n+ 36],
a jobb oldal negyede pedig
(n+1)(n—=1)° =+ 1)*&?*—1)° = (n* +4n® + 60> +4n+1)(n® = 3n* +-3n> — 1) =
=n'0 44’ + 308 —8n" — 14n® + 14n* +-8n> — 30> —4n —1.
Tehat elég megmutatni, hogy

4n'0 1 16n° 4+ 1208 — 3207 — 4700 4+ 121° + 360 >
> 4n'% 4 16n° + 1218 — 321" — 5618 + 56n* +32n° — 120> — 161 — 4,

és ezt 0-ra rendezve a kovetkez6t kapjuk:

9n® + 1217 —20n* — 320 + 1202 +16n+4 >0
n*(9n® —20) +n®(12n> —32) + 12n* + 16044 > 0.

Végiil ha
/20 /8 2 2
b B Q. ZV5.24/2
n>max{ 9,\/;} max{3\/_, \/g}
igaz, akkor a fenti hatodfoku polinom pozitiv, és ez teljesiil n > 2 esetén. [
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, 1 1
5.1. Allitas. r, < —-—, n€ NT,
12 n

Bizonyitds. Keressiik az olyan A > 0 értékeket, melyekre r, < — teljesiil minden n € N* ese-
n

tén.
Mivel r,, nulldhoz konvergél, ugyanez érvényes az
ap=ry——, neNT
n
sorozatra is. Az éllitdshoz elegendd, hogy (a,) szigortian monoton ndvekvo, azaz
A A A N A
i1 —ap=rtpy1———— | m—— ) =rmy—-m———+—=
a T " n " " n+l n

1 1 1 1
=1—(n+=)In{1+-)+A[(-— >0, neNT,
2 n n n+1

1
ezt <n + 5) -del osztva

ami teljesiil, ha
1 1

1 1 i
ga(x) = r —1In (1+—) +A= XTI >0, xeR".
X+ X X+ 35

2
g4 (x) mindhdrom tagja nullahoz tart, ha x — oo, ebbdl az elsd két tag nyilvanval6an, a harmadik

tag pedig atalakitva

1 1 1
T T 2
Ax x+1 :AX(XJFI) —A -0
1 2x+1 ’
x+5 =il x(x+1)(2x+1)

ezért barmely A > 0 megfelel, amelyre g4 szigorian monoton csokken.
, 1 1 —2A(6x> +6x+1)
ga(x) = - ) =
(x+12 141\ 2 (2x3 +3x% 4 x)?

—4 1 12Ax2 + 12Ax+ 24
2x+1)2 " x24+x  2(x+1)2(2x+1)2
x4+ — 12482 — 12Ax— 24 x(14x) —A(12x* + 12x+2)
B x2(x+1)2(2x+1)32 B X(x+1)2(2x+1)? ’

és ahhoz, hogy ez a derivalt minden pozitiv szdmra negativ legyen, elegendd, ha teljesiil

—1

x(x+1)
el R,
22 +1xt2 *C
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Ezért legyen
x(x+1)

== 7 RT
22+ 12xr2 Y8

h(x)

aminek a derivaltja

(2x4+1)(12x% +12x +2) — (x? +x) (24x + 12)

/

Hx) = (1222 + 12+ 2)2 -
(24 4245 +4x+ 1207 4+ 120+ 2) — (2427 + 1202 + 24x% + 12x)
B (12x2 + 12x +2)2 B

4x+2 2(2x+1) 2x+1

= = > 0.
(12x2 +12x+2)2  4(6x2+6x+1)2  2(6x2+6x+1)2
1
Ezért a h szigordan monoton novekvo fiiggvény és lgll h(x) = - Kovetkezésképpen az ezzel
X—>00
a modszerrel kaphat6 legkisebb alkalmas érték A = —. ]

12

1 1
5.1.1. Kovetkezmény. Minden n € N™ szdmra teljesiil, hogy r, < ——, és az — konstans nem

12n’ 12
csokkenthetd.

1 1
Bizonyitds. Indirekt médon, cseréljiik A = 157t valamilyen A’ értékre tigy, hogy 0 < A’ < 17

A 1
és r, < —, n € NT. Tudjuk, hogy a lim h(x) = ox Ezért 1étezik olyan x4 > 0, melyre
n X—roo

p x(x+1)

I S— > .
122+ 12x 42 M

Ez azt jelenti, hogy
A'(128% +12x+2) <x(x4+1), x> xg,
melybdl kovetkezik, hogy g/, (x) > 0, ha x > x4. Ekkor lim g4/(x) = 0 miatt ga/(x) <0, ha
X—>o0

x > x4. Emiatt az
/

ad,=r,——, ncNT
n
sorozatra teljesiil @), | —a,, <0, han > x4 . Ezért lim a;, = 0 kovetkeztében a;, > 0, han > x4
n—yoo
és végiil
!/
h > —, N >X4,
n
és ez ellentmondas. []
c ., 1 1 B
5.2. Allitds. — -~ — — <rp, n€N*.
12 n n

Bizonyitds. Hatarozzunk meg egy B > 0 értéket ugy, hogy

1 B

E—$<rn, neNT.

Legyen valamely B > 0 esetén



Mivel r, — 0, ezért b, — 0. A tétel bizonyitdsahoz elegendd azt megmutatnunk, hogy
(b,) szigortian monoton csokkend és 0-hoz tart. Ezt elérjiik akkor, ha dgy vélasztjuk B-t, hogy

b —b,=r — ! + B —(r—iﬁ-ﬁ):
LTI T D) T 13 " 120 B
1 /1 1 B B
:”“‘”+75Qrvﬁ4)+m+w3—;=

1 N 1/1 1 1 1
1 V(14 )+ (= Bl=——— ) <o N*.
("+2> n( +n)+12 (n n—i—l) <n3 (n+1)3) <Y ne

Az utébbi egyenltlenséggel ekvivalens

1

1 4
1 it | 3 3
—1n<1+—>+—" ntl _ g~ “T”) <0, neNT,
nt " 2

12 n+3 n+

ami teljesiil, ha

|H
-
~

1 1 3 3
ip(x) = T —In (1+—> -I-E lerl —~B* (llex) <0, xeR".
X+ 5 X xX+5 X+ 5

ip(x) mind a négy tagja nulldhoz tart, ha x — oo, az elsd két tag nyilvanvald, a harmadikat
kordbban belattuk, a negyedik tag pedig dtalakitva

1 1 3x2+3x+1
S (089 _ g SO _g 6x% + 6x+2 S0
x+d T B TS k1) 20+ 1) '

B

Béarmely B > 0 megfelel, amelyre ip szigordan monoton novekszik. Ekkor

() " 1+1 +1 2 B 6x% + 6x 42
ip(x) = — - —
B 2x+1 ) R2xx+Dx+1) " TR+ 1)32x+1)
ebbdl kaphat6
4 1 36x> 4+ 36x 46
iplx) = - el s

(2x+1)2  x2+x  (12x3 4 18x% 4 6x)2
+23x2(30x6 + 120x° 4-200x* 4 180x> 4 93x2 4 26x + 3)
(2x7 4 7x6 + 9x> + 5x* +x3)?
x2(1+x)% — 12B(30x* 4 60x> + 50x 4-20x + 3)
6x* (1 +x)*(2x +1)2

Ahhoz, hogy ip negativ értékii fiiggvény legyen RT-on, lim ip(x) = O szerint elegendd, ha
X—$00

iy > 0az R™ halmazon, ez pedig teljesiil, ha minden x € R™ esetén

B> X (x+1)?
12(30x* + 60x3 +50x2 4+ 20x+3)
Legyen
2 2
: x“(x+1)
= eRT,
I = G0d 1600 + 502 1 20x 13)
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1
ekkor )}g{}o Jjx) = 360" és ennek a fiiggvénynek a deriviltja

y 12[2x(x + 1)% +x%(2x +2)] (30x* + 60x> + 50x% 4 20x + 3)
J(x) = 122(30x* 4 60x3 4 50x2 4 20x + 3)2 -
12x% (x4 1)2(120x> + 180x% 4+ 100x +20)
© 122(30x* 4 60x3 + 5002 +20x+3)2
24(60x" 4-210x5 4 310x° 4 250x* + 116x> +29x% + 3x)
144(30x* + 60x3 4 50x2 + 20x + 3)?
24(60x7 +210x5 +290x 4+ 200x* + 70x> + 10x?)
a 144(30x* + 60x3 + 50x2 4 20x + 3)2
2420 +50x* +46x° + 192 +3x)
 24-6(30x* 4 60x3 +50x2 +20x +3)2
_ x(20x* 4 50x° +46x% 4 19x 4 3)
T 630 + 6000 1 50x2 + 208 +3)2

1
Ezért a i szicord ton névekvé filgevény, és lim j(x) = ezért j(x) <
zért a j szigordan monoton novekvo figgvény, és lim Jj(x) 360" X Jj(x) 360

. 1
minden x € R™ esetén. [gy a médszeriink alapjan B = 360 a legkisebb megfeleld konstans. [

5.1.2. Kovetkezmény. Minden n € N*-ra igaz, hogy

1 1
12n 36013

<,

1
és az 360 konstans nem csokkenthetd.

1 1
Bizonyitds. Indirekt médon, frjunk a B= —— helyett valamilyen B’ értéket gy, hogy 0 < B’ < —

| 360 360
Tudjuk, hogy a lim j(x) = —, ezért 1étezik olyan xp > 0, melyre
X0 360
2 2
x“(x+1)
B < , X > Xxp.
12(30x* + 60x3 + 5022+ 20x +3)° "~ B

Ez azt jelenti, hogy 7%, (x) < 0, ha x > xp. Ekkor ig/(x) > 0, ha x > xp. Ezért a

1 B
- +
bn—l’n—m—i—ﬁ, neN

sorozatra igaz, hogy b’ . — b’ > 0, ha n > xp. Ekkor lim b/, = 0 felhasznaldsaval b/, < 0, ha
g gY 041 — Oy n n
n—yoo

n > xg, és ebbdl kovetkezik
1 B’

12n  n3’
és ez ellentmondas. ]

rp, < n > Xxp,
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