SZAVAZORENDSZEREK ELMELETE
Szakdolgozat

Eo6tvos Lorand Tudomédnyegyetem, Természettudomanyi Kar

Irta: Takdcs Botond Benedek
Matematika BSc - Matematikai elemz6 szakirdny

Témavezetd: Dr. Csiszar Villo
Val6szintiségelméleti és Statisztika Tanszék

2025 Januar



Tartalomjegyzék

1. Egynyertes ordinalis rendszerek
1.1. Néhany alapfogalom . . . . . .. ... ... .. .. .. ...
1.2. Néhany rendszer bemutatdsa . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ..

1.3. Kritériumok ordinalis rendszerekre . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..

2. Egynyertes kardinalis rendszerek
2.1. Kardinalis rendszerek bevezetése . . . . . . . ... ...

2.2. Kritériumok kardinalis rendszerekre . . . . . . . . . ... ... ... ...

3. Tobbnyertes rendszerek
3.1. Tobbnyertes rendszerek bevezetése . . . . . . . .. ... oo
3.2. Azelosztdsproblémdja . . . . . . . .. ..

3.3. Hibrid rendszerek . . . . . . . . . ..

4. Taktikai szavazas
4.1. Néhany példa taktikai szavazdsra . . . . . . . . . . ... ... ...

4.2. Egyraciondlis szavazéimodell . . . . . . ... ... Lo

5. A szavazorendszerek ellentmondasai
5.1. ACondorcetparadoxon . . . . . . . . . ...
52. Az Arrow tétel . . . . . . e

5.3. A Gibbard-Satterthwaite tétel . . . . . . . . . . . . . .. ...

14
14
15

19
19
19
22

25
25
28



Koszonetnyilvanitas

El6szor szeretném megkoszonni témavezetémnek, Dr. Csiszar Villonek a szakdolgozatom irdsa
alatt nyujtott segitségéért. Emellett megko6szonném a csalddomnak és barataimnak, akik végig
tdmogattak egyetemi éveim alatt.



Bevezetés

A demokracia rendszerében elengedhetetlen a valasztasok intézménye. Lényege, hogy a szava-
z6k valamilyen médon kifejezik preferencidikat, egy szavazérendszer ezeket kiértékeli, majd a
végeredmény ezeket a preferencidkat kifejezi valahogyan, példaul dontéshozé képvisel6k meg-
valasztdsaban, vagy egy torvényjavaslat elfogaddsaban. Mivel a demokratikus rendszerek taldn
legnagyobb alapkove ez a szavaz6i mechanizmus, sziikséges, hogy ennek rendszerét kritikusan
meg tudjuk vizsgdlni, és kiértékelni.

A szavazérendszerek jelentdsége nem csak politikai értelemben értendd. Cégekben, alapitva-
nyokban, vagy esetleg még egy barati korben is 1ényeges, hogy milyen rendszer alapjan érté-
keljiik a demokratikus dontéshozatalt. Olyan rendszert szeretnénk, aminek végeredményével a
lehetd legtobb szavazo elégedett tud lenni. Ennek jelentdsége az utolsé pér évtizedben még in-
kabb felértékelddott, mivel kiilonbozd orszagokban a szavazok egyre nagyobb elégedetlenséget
fejeznek ki a szavazdérendszereikkel szemben.

El6szor definidljuk, mit is értiink szavazorendszer alatt. Ebben a szakdolgozatban a szavazé-
rendszereket ugy képzeljiik el, mint egy algoritmus, aminek a "bemenete" a szavazok prefe-
rencidi, "kimenete" pedig a nyertes, vagy nyertesek. A "bemenetek" és "kimenetek" kiillonbozd
fajtai fogjdk meghatdrozni a szavazérendszerek tipusat, ezen beliil a kiillonb6z6 szavazérend-
szerek fogjak jelenteni a "black box"-ot, amely a meghatdrozott bemenetfajta alapjin elkésziti
a kimenetet.

De mit is értiink a szavazok preferencidi alatt? Ezt most definidljuk. Legyen V a szavazok hal-
maza, M a jeloltek halmaza. A v; € V 1 <i < |V| az i-edik szavaz6, M = {A,B,C,...}.

0.0.1. Definicié. Ha v; szavaz6 az A jeloltet preferdlja a B-vel szemben, akkor azt A > B -vel
l

jeloljiik.
0.0.2. Definicio. A v; szavazo preferenciasorrendje egy rangsorolas, mely ha példaul A, B,C, D;
akkor A = B = C = D teljesiil. Egyenld preferencidkat is engediink, ennek jeldlése A = B.

l

l 1

Targyalni fogunk olyan rendszereket is, amelyek kardinélis alapon miikodnek, tehat a szavazék
képesek a preferencidik "mértékét" is kifejezni.

Hogyan tudjuk a kiilonb6z6 szavazdérendszereket kiértékelni egymdshoz képest? A szakdolgo-
zat folyaman a klasszikus tarsadalmi dontések tudomanyabdl fogunk meriteni, elméleti krité-
riumok alapjan fogjuk kiértékelni a szavazérendszerek teljesitményét. Ezek kiilonbozd olyan
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megkdtések, melyeket egy dontéshozatali rendszernek idedlis esetben teljesitenie kéne, de aho-
gyan ezt latni is fogjuk, nem fogunk ilyet taldlni. Ennek kapcsdn bemutatjuk ezen tudomanyag
par legfontosabb eredményét, példaul az Arrow-tételt, illetve a Gibbard-Satterthwaite tételt.



1. fejezet

Egynyertes ordinalis rendszerek

1.1. Néhany alapfogalom

Ebben a fejezetben kiilonbozé rangsoroldason alapulé rendszereket, masnéven ordindlis rendsze-
reket fogunk 4ttekinteni. Minden vizsgdlt rendszer bemenete az 0sszes szavazd preferenciasor-
rendje, kimenete pedig egy gy6ztes. Ez a fejezet nagy részében az [1] forrés alapjin késziilt.

Az ordindlis rendszerekben a "bemenetben" nem engediink meg egyenld preferencidkat, minden
szavazonak egyértelmd rangsort kell benyyjtania. Nem sziikséges teljes rangsort bejelolniiik, de
példdinkban csak teljes rangsoroldsok fognak szerepelni a konnyebb 4tlathatésagért.

Célunk az, hogy a szavazok osszesitett preferenciasorrendjét elkészitsiik, ennek a sorrendnek
az elsd eleme lesz a nyertes. Ha a szavazok Osszesitve az A jeloltet preferdljak B-vel szemben,
annak a jelolése A > B. Ez a rendszerek kritériumok éltali kiértékeléséhez sziikséges. A rend-
szerek nem kezelik a holtversenyt, viszont a gyakorlatban a nagy szamu szavazat miatt ez nem
okoz problémat.

1.1.1. Definicié. A preferenciatablazatban 6sszefoglaljuk a szavazds sordn Osszes felmerii-
16 preferenciasorrendet. Az els6 sorba irjuk az adott preferenciaoszlopra érkezett szavazatok
szamdt, az oszlop 2...|M|+ 1 sordba az adott preferenciasorrendet irjuk.

1.1.1. Példa. Tekintsiink egy esetet, melyben |V| =9 és M = {A,B,C}.

113123
I.hely |A|A | B |C
2.hely [ B|C|C | A
3.hely | C|B|A|B

Ebben a fejezetben tovabbiakban ebben a formdtumban kezeljiik a szavazérendszerek "beme-
netét".

1.1.2. Definicié. Egynyertes ordindlis szavazérendszernek neveziink egy olyan rendszert, ami-
nek bemenete egy preferenciatablazat, és kimenete a szavazok 0sszesitett preferenciasorrendje.
A sorrend els6 helye lesz a vdlasztis gyoztese.



1.2. Néhany rendszer bemutatasa

El6szor megvizsgaljuk a vilagon legtobbet hasznalt, egynyertes valasztasi rendszert, a pluralita-
son alapul6 vélasztasi rendszert. Ennek a rendszernek nincsen sziiksége a valasztok teljes prefe-
renciasorrendjére, hanem csak az elsd preferencidjukra, azonban az dltaldnositds szempontjabol
most egy ordindlis rendszerként kezeljiik.

1.2.1. Definici6. Az egyfordulds pluralitds rendszerében az Osszesitett preferenciasorrendet a
jeloltekre érkezett 1. helyes szavazatok szdma hatdrozza meg. Az Osszesitett preferenciasor-
rendben 1. helyen a legtobb szavazatot elnyerd jelolt szerepel, 2. helyen a méasodik legtobbet,
¢s igy tovabb.

1.2.1. Példa. Vizsgiljuk meg a fenti példat.

11323
Lhely |A|A[B|C
2hely [B|C|C|A
3hely |[C|B|A|B

Az A jeldltre 4 szavazat érkezett, a B jeloltre 2, a C jeldltre 3. Az Osszesitett preferenciasorrend
a kovetkez6: A > C > B. Igy a pluralitds vélasztasi rendszer nyertese A.

Gyakori, hogy a pluralitds szavazérendszerekben tobb fordul6t is tartanak. Leggyakrabban ket-
t6t. A masodik forduléban kevesebb jelolt koziil lehet valasztani, a tovabbjutdsra kiillonbozd
szabalyokat hozhatnak, példdul a legtobb szavazatot kap6 n jut tovdbb, vagy egy bizonyos sza-
vazatarany folott tovabbjutnak, vagy ezek valamilyen kombindcidja. Vizsgdljunk meg egy két-
fordul6s pluralitdsi valasztdsi rendszert, melyben a tovdbbjuté a legtobb szavazatot elérd kettd
jelolt. A masodik fordulé fogja befolyasolni az 6sszesitett sorrend 1. és 2. helyét.

A fenti példdban A és C kapta a legtobb szavazatot az elsd forduléban, igy B kiesik. A megka-
pott preferenciasorrendek alapjan el tudjuk osztani B szavazdit a masodik preferencidik alapjan.
Igy a mésodik fordul6 eredményei:

A: 4 szavazo
C: 5 szavazo

Igy az osszesitett preferenciasorrend C - A > B, a nyertes C. Miért lehet ez?

A fenti példdban a B jeloltet spoiler jeloltnek nevezziik. Ez a pluralitdson alapulé vélasztési
rendszer legismertebb hétranya, a hasonl? jeloltek szavazétaboraiban jelentds dtfedés van, ezért
egy, a tobbség szdmadra kevésbé preferdlt jelolt nyerhet. Késdbb a fejezetben formélisabban is
megvizsgéljuk ezt a jelenséget.

1.2.2. Definicié. Az IR (instant runoff) szavazérendszer egy olyan rendszer, mely preferencia-
sorrendeket haszndlva legenerdl egy tobbfordulds valasztast. Minden fordul6ban a legkevesebb
szavazatot kapo jelolt kiesik, és a szavazd preferenciasorendjén taldlhaté kovetkezd jelolthoz



atcsoportositjuk a szavazatat. Ezt addig folytatjuk, ameddig egyik jelolt nem szerzi meg a sza-
vazatok tobbségi részét. Ekkor ez a jelolt lesz a gy&ztes, az Osszesitett preferenciasorrend a
kiesések sorrendje.

Az IR rendszert az aldbbi példan szemléltetjiik.

1.2.2. Példa. Legyen N =20 és M = {A,B,C,D,E} a preferenciatdbldzat a kovetkezd:

314141621
l.hely | B|C | B |D|B|E
2.hely | C|A|D|C |E | A
3.hely | A|D|C|A|A|D
4.hely D B|A|E|C|B
Shely |[E|E|E | B |D|C

A pluralitds rendszerben B lenne a nyertes 9 szavazattal. Nem érte el senki a 11 szavazatot,
tehat a legkevesebb els6 preferenciat kapd A jelolt kiesik, kivessziik a preferenciasorrendbdl. A
2. fordul6 preferenciasorrendje:

31414621
I.hely | B|C | B |D|B|E
2.hely |C | D|D|C|E |D
3.hely D/ B|C|E|C|B
4.hely | E|E|E|B|D|C

A 2. forduléban a legkevesebb szavazatot kapd jelolt az E jelolt, tehat eltavolitjuk a preferen-
ciasorrendbdl, Gjraosztjuk a szavazatait.

344621
lL.hely [ B|C|B|D|B|D
2.hely |[C|D|D|C|C|B
3.hely|[ D|B|C|B|D|C

Vegyiik észre, hogy az 1. és 5. oszlop ugyanaz, tehét ezeket kombindlhatjuk.

51414161
l.hely | B| C| B |D|D
2.hely |C | D | D|C |B
3.hely |[D|B|C|B|C

Még mindig nincsen tobbség, tehit eltavolitjuk C-t.



6
I.hely | B | D | B |D|D
2.hely | D | B | D | B

Osszesitve:

9111
I.hely | B | D
2.hely | D | B

D elérte a 11 szavazatot, 6 lesz a nyertes. Az Osszesitett preferenciasorrend a kovetkez6:
D>=B>=C>E>A.

1.2.3. Definicio. A Borda rendszer egy olyan rangsoroldsos valasztasi rendszer, amiben a jelol-
tek pontokat kapnak, 1 pontot egy elsd helyért, kett6t egy masodikért, és igy tovabb. A valasztast
a legkevesebb ponttal rendelkezd jelolt nyeri, a pontok szdma adja az dsszesitett preferenciasor-
rendet.

1.2.3. Példa. Vizsgéljuk meg a Borda rendszert az el6z6 példan:

314141621
l.hely | B|C|B|D|B | E
2.hely |C|A|D|C|E | A
3.hely | A|D|C|A|A|D
4. hely D B|A|E|C|B
Shely | E|E|E|B|D|C

A: 59 pont
B: 59 pont
C: 47 pont
D: 51 pont
E: 84 pont

Igy a Borda rendszer szerint a C jelslt a nyertes, az osszesitett preferenciasorrend a kovetkezd:
C>~D>A=B>E.

Idedlis esetben egy vdlasztdsi rendszer gy6ztese fej-fej melletti valasztidsokban legy6zné az
Osszes masik jeloltet. Ha 1étezik ilyen jelolt, akkor 6t Condorcet gyéztesnek nevezziik. Ezt majd
kés6bb egy kritériumban megkoveteljiik, az eddig targyalt rendszerek egyébként nem biztosit-
jék azt, hogy ha létezik Condorcet gydztes, akkor minden esetben & lesz a vdlasztds gy&ztese.
Azonban nem mindig létezik ilyen jel6lt. Tobb rendszer alapul paronkénti 6sszehasonlitasokra,
ezeket Condorcet rendszereknek hivjuk. Most egy ilyet bemutatunk.

1.2.4. Definicié. A Copeland rendszerben paronként kiértékeljiilk az 6sszes jeloltet egymadssal.
A pdronkénti 6sszehasonlitds nyertese kap 1 pontot, dontetlen esetében 1/2 pontot kap mindkét
jelolt. Az Osszesitett preferenciasorrendet a pontok szdma hatarozza meg.
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1.2.4. Példa. Viszgiljuk meg Copeland rendszerét az eddig hasznélt példén:

314]14]6|2)1
I.hely [ B|C | B |D|B|E
2.hely  C/|A|D|C|E A
3.hely A|ID|C|A|A|D
4.hely D B|A|E|C|B
S.hely |[E|E|E|B|D|C

Copeland rendszerében a vdlasztdsok eldontésére konstrudlunk egy paronkénti dsszehasonlitd
matrixot.

A B C D
A - A nyer B ellen | A nyer Cellen | A nyer D ellen
B | B nyer A ellen - B nyer C ellen | B nyer D ellen
C | Cnyer A ellen | C nyer B ellen - C nyer D ellen
D | D nyer A ellen | D nyer B ellen | D nyer C ellen -

Osszeszamoljuk a preferenciatdbldzatbdl, hogy hany olyan szavazat érkezett, ami A-t magasabb
helyre sorolta mint B-t. Ez keriil az "A nyer B ellen" celldba. Ugyanezt elvégezziik azokra, amik
B-t helyezték magasabbra. Ez keriil a "B nyer A ellen celldba". Ezt elvégezziik minden lehetsé-
ges jeloltparositasra.

Példankon az 6sszehasonlité marix igy fog kinézni:

A[B|[C|DJE
Al - [11] 31017
B9 | -[10]9 13
Cl17[10] - [ 9 [17
D10 11 [11] - |17
E|3 7 3]3]-

Az 0sszehasonlitdsok nyerteseit félkovérrel jeloltiik, a dontetleneket aldhuzéssal.
Igy a pontok a kovetkezok:

A:21/2 pont
B: 11/2 pont
C:21/2 pont
D: 3 1/2 pont
E: 0 pont

Tehét az Osszesitett preferenciasorrend a kovetkezd: D = A = C > B > E. Latszddik, hogy D
nem egy Condorcet-gy6ztes, azonban Copeland rendszere a szavazas nyerteseként hozta ki.



A Condorcet-rendszerek ravezetnek minket a szavazorendszerek elméletének egyik legelso fon-
tos eredményére, a Condorcet-paradoxon l1étezésére. Ezt majd egy késbbbi fejezetben részletez-
zik.

1.3. Kritériumok ordinalis rendszerekre

Mi alapjan tudjuk értékelni a felsorolt vilasztasi rendszereket? Bevezetiink olyan kritériumokat,
melyeket egy idedlis szavazorendszernek teljesitenie kéne.

1.3.1. Definici6. A tobbségi kritérium szerint, ha egy jelolt az 1. helyes szavazatok tobbségét
szerzi, akkor ennek a jeloltnek kell lennie a nyertesnek.

Ez egy nagyon egyértelmi feltétel. Ha létezik ilyen jelolt, nem létezhet mdsik jelolt, akit a
szavazok tobbsége jobban preferdlna. Azonban van rendszer, ami ezt nem teljesiti.
1.3.2. Definicié. A Condorcet kritérium szerint, ha 1étezik jelolt, aki a jeloltek paronkénti dssze-

hasonlitisdban minden mésik jelolt ellen nyer, akkor ennek a jeloltnek kell lennie a gy&ztesnek.

A Condorcet kritérium megkoti, hogy ha a valasztason 1étezik Condorcet-gyd6ztes, akkor a nyer-
tesnek ennek a jeloltnek kell lennie.

1.3.3. Definicid. A monotonicitési kritérium szerint, ha a szavazék megvéltoztatjik a preferen-
ciasorrendiiket, ahol egy jeloltet eldbbre sorolnak, akkor ez nem befolydsolhatja negativan a
jelolt pozicidjat az Osszesitett preferenciasorrendben.

Intuitiv feltétel, ha egy jeloltet erGsebben preferdlnak, akkor ez a jeloltnek csak a javéara lehet.

1.3.4. Definicio. Az IIA kritérium (independence of irrelevant alternatives) szerint A és B rela-
tiv rangsorolasa az Osszesitett preferenciasorrendben fiiggetlen egy C # A, #B jelolt jelenlététdl
a valasztasban, azaz A €s B relativ eredménye ugyanaz, ha C részt vesz a valasztisban, és ha
nem.

Ez is egy elég intuitiv feltétel, azonban latni fogjuk, hogy az eddig vizsgalt rendszerek egyike
sem teljesiti.

Vizsgéljuk meg, hogy az eddig bemutatott szavazasi rendszerek hogyan teljesitik a felsorolt
kritériumokat, el6szor a tobbségi kritériumot.

A pluralitas, és IR rendszerek trividlisan teljesitik a tobbségi kritériumot. A Copeland rendszer
is ugyanigy megfelel ennek, mivel ha létezik Condorcet-gydztes, akkor ezt fogja kivdlasztani,
és ha 1étezik tobbségi nyertes, akkor 6 Condorcet-gydztes is.

1.3.1. Allitas. A Borda rendszer nem felel meg a tobbségi kritériumnak.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg a kovetkezd példat:
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51125110 | 14
I.hely | A | B | D | C
2.hely | B | D | B | B
3.hely | C | C | C | D
4. hely | D] Al A|A

A:51%1425%x4+10%4 + 14 x4 = 247 pont
B:51%24+25%14+10%24 14%2 =175 pont
C:51%3+4+25+%3+10%x3+4 141 =272 pont
D:51%44+25%2+10% 1+ 14 %3 = 306 pont

Igy az Gsszesitett preferenciasorrend a kovetkez6: B = A = C > D.

Azonban a tobbségi kritérium szerint a nyertesnek az A jeloltnek kellett volna lennie, mivel a
szavazok tobb mint felének az elsd preferencidja volt. Tehat a Borda rendszer nem teljesiti a
tobbségi kritériumot. 0

1.3.2. Allitas. Az IR rendszer nem felel meg a monotonicitasi kritériumnak.

Bizonyitds. Vizsgéljuk meg a kovetkezd példat:

37 122 12|29
I.hely | A | B | B | C
22hely | B | C | A | A
3.hely  C| A | C | B

C kapta a legkevesebb 1. preferencidt, tehat az els6 forduléban kiesik, vegyiik ki a preferencia-
tablazatbol.

66 | 34
l.hely | A | B
2.hely | B | A

Ezen a vdlasztason az IR preferenciasorrend a kovetkez6: A > B >~C

Nézziik meg, mi torténik, ha 10 B > A > C szavaz6 meggondolja magét, és az A jeloltet sorol-
jék els6 helyre. Ez esetben a preferenciatdblazat a kovetkezd:

47122727129
Lhly| A|B |B| C
2hely | B | C |A| A
3hely | C | A|C| B

Igy B fog kiesni az els6 korben, vegyiik ki a preferenciatablézatbdl:
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49 | 51
I.hely | A | C
2.hely | C | A

Igy az osszesitett preferenciasorrend a kovetkezs: C = A > B. Intuitivan azt vartuk a masodik
példatdl, hogy mivel A eleve megnyerte az elsé vélasztast, és most még tobb elsd preferenciat
kapott, az eredmény véltozatlan lesz. Ez kovetkezne a monotonocitasi kritériumbol, de ahogy
latjuk az IR rendszer ezt nem teljesiti. O

1.3.3. Allitas. A pluralitds, IR, Borda rendszerek mind megsértik a Condorcet kritérumot.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg a kovetkezd vélasztast:

342 | 214 | 298
I.hely | A B C
2.hely | B C D
3.hely | C D B
4.hely | D A | A

Osszesitett preferenciasorrendek a kiilonbozé valasztasi rendszerek szerint:

Pluralitas: A = C =B >~ D
IR:C~A>=B =D
Borda:C>=B >~ A =D

Készitsiik el az 6sszehasonlitdé matrixot:

A B C D
A | - | 342|342 | 342
B|512| - | 556|556
C 512|298 | - | 854
D|503 298| 0 -

Latszodik, hogy B egy Condorcet-gy6ztes, azonban egyik rendszer szerint se 0 a valasztas nyer-
tese. Ezéltal a szavazérendszerek mind megsértik a Condorcet kritériumot. [

1.3.4. Allitas. A pluralitas, IR, Borda, és Copeland rendszerek mind megsértik az IIA kritériu-
mot.

Bizonyitds. Vizsgéljuk meg a kovetkezd vélasztast:
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Osszesitett preferenciasorrendek a kiilonb6z0 valasztasi rendszerek szerint:

6 |15|7|4
I.hely [ D | A|C | B
2.hely |[A|C | B |D
3.hely |C | B |D|A
4.hely | B|D|A|C

Pluralitas: C - D = A = B

IR:C~-D>A>B
Borda:C >~ A >~D >~B

Copeland: C>-A=B >D

Téavolitsuk el a D jeloltet a vilasztasbol. Ez esetben a preferenciatdbldzat a kovetkezd:

11714
I.hely | A |C | B
2.hely | C | B | A
3.hely | B | A|C

fgy az Osszesitett preferenciasorrendek a kovetkezok:

Pluralitas: A - C = B
IR:A>-C>B
Borda: A >~ C >~ B
Copeland: A - C >~ B

Lathato, hogy a példan mindegyik valasztasi rendszerben sériilt az ITA kritérium.

Késdbb beldtunk ennél egy éltaldnosabb eredményt is, miszerint semmilyen ordindlis egynyer-

teses rendszer nem teljesiti az ITA kritériumot.
Foglaljuk 0ssze a vizsgalt kritériumokat €s rendszereket egy tablazatban:

Szavazdsi rendszer Tobbségi Condorcet | Monotonicitas ITA
Pluralités Teljesiti Nem Teljesiti Teljesiti Nem Teljesiti
IR Teljesiti Nem Teljesiti | Nem Teljesiti | Nem Teljesiti
Copeland Teljesiti Teljesiti Teljesiti Nem Teljesiti
Borda Nem Teljesiti | Nem Teljesiti Teljesiti Nem Teljesiti
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2. fejezet

Egynyertes kardinalis rendszerek

2.1. Kardinalis rendszerek bevezetése

Ebben a fejezetben ugyanigy egynyerteses rendszerekr6l beszéliink, azonban a véalasztasi rend-
szerek "bemenetei”" nem ordindlis listdk, hanem numerikus pontozdsok minden egyes jeloltre.
Ez sok esetben a vdlasztok altal "arnyaltabb" vélemények kifejezésére alkalmas. A fejezet alap-
definicioi a [2]-es forrasbdl szarmaznak.

2.1.1. Definicio. A pontozasi szavazds rendszerében a szavazok numerikus pontokat adnak min-
den jeloltre egy adott H = {i € Z : a < i < b} halmazbdl, a,b € Z. Az dsszesitett preferencia-
sorrendet az adott jeloltekre érkezett pontok Osszege hatdrozza meg.

Sok esetben a szavazatok numerikus dsszegei helyett az dtlagot kozlik, ez ugyanis nem befo-
lydsolja a vélasztds eredményét, mivel a numerikus atlag csak az Osszeg elosztva a szavazdk
szamaval.

2.1.1. Példa. Vizsgaljuk meg a pontozasi szavazas rendszerét az alabbi példan. 3 jeloltiink van,
11 szavazonk, H = {i € Z : 0 < i < 10}. A preferenciatablazat a kovetkezs:

502 (13]1
Al4)3 0|7
B|9 6|93
Cl|2|10|3]|4

A:5%44+2x34+3x04+1x7=34
B:5%x9+2%64+3%x9+1%x3 =287
C:5%242%x10+3+%3+1x4=43

Az Osszesitett preferenciasorrend a kovetkezd: B > C > A.

2.1.2. Definicidé. A beleegyezési szavazas rendszerében két lehetséges pontot lehet adni egy
jeloltre, 0-t és 1-et. Ez felfoghat6 gy, hogy a szavazd az adott jeloltet timogatja, vagy nem
tdmogatja. A szavazd barmely szamu jeloltet tdimogathat, esetleg az 0sszeset is, vagy egyiket
se. Az Osszesitett preferenciasorrendet az adott jeloltekre adott szavazatok Osszege hatdrozza
meg, a gyOztes a legtobb szavazatot kapo jelolt.
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2.1.2. Példa. Vizsgaljuk meg a beleegyezési szavazast a kovetkezd példan. Legyen 80 szava-
z6nk, a jeloltek A, B, és C. A preferenciatabldzat a kovetkez6:

151311282012
A1, 1]1/001]0
B|{oO|1 01,10
cloyo0 1 (0|11

A:15%x1+13%x1+12%x14+8%x0+20%x04+12x0=40
B: 15«0+ 131+ 12%x0+8%1+20%x1+12x0=41
C:15%x0+13%0+12%14+8%x04+20x14+12x1 =44

Az Ssszesitett preferenciasorrend a kovetkezd: C = B = A. Igy a nyertes a C.

2.2. Kritériumok kardinalis rendszerekre

Kovetkezoleg vizsgdljunk meg egy par szavazdrendszer kritériumot. A vizsgdlandé kritériumok
azonosak az el6z6 fejezetben targyaltakkal, azonban mivel ezek kardindlis rendszerek, mas de-
finiciok sziikségesek.

2.2.1. Definicié. A kardinalis tobbségi kritérium szerint, ha egy jelolt a szavazatok tobbségétdl
maximdlis pontszdmot kap, akkor ennek a jeloltnek kell lennie a nyertesnek, feltéve, ha nincs
masik ilyen jelolt. Ha tobb ilyen jelolt 1étezik, a nyertesnek ezek koziil kell kikeriilnie.

Ez a tobbségi kritérium egy gyengébb megkotés, mint amit ordindlis rendszereknél vizsgaltunk.
Erre sziikség van, mivel egy szavazonak nem sziikséges egyértelmi elsd preferenciat jeldlnie,
ezért nehezebb "egyértelm(" tobbségi nyertest taldlni.

Most a kardindlis rendszerekre a Condorcet kritérium egy gyengitett valtozatdval fogunk fog-
lalkozni. Azt mondjuk, hogy egy A jelolt tobbségben preferalt B ellen, ha a szavazok tobbsége
magasabb pontszamot adott A-nak, mint B-nek. Egy jelolt akkor tobbségi Condorcet gydztes,
ha tobbségben preferalt minden masik jelolttel szemben.

2.2.2. Definicio. A tobbségi Condorcet kritérium szerint, ha 1étezik egy jelolt, aki tobbségben
preferdlt minden mdsik jelolttel szemben, akkor ennek a jeloltnek kell lennie a rendszer nyerte-
sének.

Kiértékelhetd lenne az ordindlis rendszereknél megismert er6sebb Condorcet kritérium is, vi-
szont ahhoz sziikséges lenne a szavazok teljes preferenciasorrendje is. Mivel ezt az informaciot
a kardindlis rendszerek nem kezelik, most ezzel a gyengébb megkotéssel fogunk foglalkozni.

2.2.3. Definicié. A monotonicitasi kritérium szerint, ha a szavazok egy adott jeloltet magasabb-
ra pontoznak, akkor ezen jelolt nyerési esélyeit ez nem befolydsolhatja negativan, illetve ha
alacsonyabban pontozzik, akkor ez nem befolydsolhatja pozitivan.
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2.2.4. Definicié. Az IIA kritérium (independence of irrelevant alternatives) szerint A és B rela-
tiv rangsoroldsa az 0sszesitett preferenciasorrendben fiiggetlen egy C # A, #B jelolt jelenlététd]
a vélasztasban, azaz A és B relativ eredménye ugyanaz, ha C részt vesz a vdlasztasban, és ha

nem.

Az TIA kritérium definicidja egy az egyben megegyezik kardindlis és ordindlis rendszereknél.
Ebben a kritériumban rejlik taldn a leglényegesebb kiilonbség a két rendszertipus kozott. Az
el6z0 fejezetben mar belattuk, hogy a vizsgalt ordindlis rendszereink koziil egyik sem teljesiti
ezt a kritériumot. Kés6bb be fogjuk bizonyitani Arrow tételét, amely a valasztasi rendszerek el-
méletének egyik legjelent6sebb eredménye, miszerint nem létezik olyan ordinalis rendszer, ami
ezt a kritériumot teljesitené. Ezzel szemben a kardinalis rendszerek ezt a kritériumot teljesitik,
ezt be is fogjuk bizonyitani. A kardindlis rendszerek tdmogatoi szerint ez egy 1ényeges eldnyiik
az ordindlis rendszerekkel szemben.

Kovetkezoleg vizsgéljuk meg, hogy az el6bb definidlt kritériumok hogyan érvényesiilnek a vizs-
galt szavazorendszerekben.

2.2.1. Allitas. A pontozdsi szavazds rendszere nem teljesiti a kardindlis tobbségi kritériumot.

Bizonyitds. Vizsgéljuk meg a kovetkezd példat. H = {i € Z,0 < i < 10}, 3 jeloltiink van, A, B
és C.

A szavazatok a kovetkezok:

11712
Al10 01O
B| 6|6 10
C| 0106

Az eredmények a kovetkezdk:

A: 11*%10 + 7*0 + 2*0 =110
B: 11*%6 + 7*6 + 2*10 = 128
C: 11*0 + 7*10 + 2*¥6 = 80

Lathat6, hogy a példdn A egy tobbségi gybztes, de a szavazdsi rendszer szerint B a valasztas
nyertese. Ezek szerint a pontozasi szavazds rendszere nem teljesiti a kardinélis tobbségi kritéri-
umot. 0

Lathato, hogy mig a tirsadalom tobbsége az A jeloltet timogatnd elsGsorban, a tarsadalom ezen
szegmense ugyanugy szimpatizdl B-vel is. B kapta a legkevesebb maximalis szavazatot, de
mivel mindhdrom jel6lt "szavazétabora" ki tud egyezni benne, 6 lesz a vdlasztds gydztese.

2.2.2. Allitas. A beleegyezési rendszer teljesiti a kardinalis tobbségi kritériumot.

Bizonyitds. A beleegyezési rendszerben a maximalis pontszadm, amit a szavaz6 adhat egy jelolt-
re, az 1. Nyilvan, ha egy jelolt a szavazok tobbségétdl kapott szavazatot, akkor tobbségi gydztes
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lesz. Ha 1étezik ilyen, akkor biztosan tobb pontot kapott 6sszességében, mint a nem tobbségi
gy0ztes jeloltek, Ha csak egy tobbségi gybztes van, biztosan 6 lesz a valasztas nyertese. Ha tobb
ilyen van, akkor a nyertes biztosan koziiliikk fog kikeriilni, mégpedig ez a legtobb pontot elérd
tobbségi gydztes lesz. [

2.2.3. Allitas. A pontozdsi rendszer nem teljesiti a tobbségi Condorcet kritériumot.

e

Bizonyitds. Vegyiik figyelembe tjra az el6z06 bizonyitdsbodl szarmazé példankat:

117 |2
A|10(0
B|6 [6 |10
cC|0 |10

Ebben a példaban belathato, hogy A egy Condorcet gydztes. Készitsiik el az dsszehasonlitd
matrixot.

Al B |C
Al -|11]11
B|9| - 13
Clo| 7] -

A megnyeri B-vel és C-vel szemben is a paronkénti 6sszehasonlitdsokat, tehat egy tobbségi

Condorcet gy6ztes. Azonban, ahogyan az el6z6 példdban is lattuk, a pontozdsi szavazérendszer
szerint B a nyertes jelolt. Ezéltal a pontozasi rendszer nem teljesiti a Condorcet kritériumot.

]

2.2.4. Allitas. A pontozdsi és beleegyezési szavazdsérendszerek teljesitik az IIA kritériumot.

Bizonyitds. Legyen A és B jeloltiink. A szavazdk pontozzdk Oket a felsorolt rendszerek szerint
az Oszinte belatasuk alapjan. Legyen ez az I vélasztds. Vegyiink hozzd a valasztashoz egy C
jeloltet. Pontozzak a szavazok Ot is, Oszinte belatasuk alapjan. Legyen ez a II valasztas. C jelen-
l1éte és nem jelenléte nem befolyasoljdk A és B egymdshoz viszonyitott vdlasztdsi eredményét,
mivel I-es, és II-es esetben is ugyanannyi ponttal rendelkeznek. Tavolitsuk el II-bSl B-t, legyen
ez a Il valasztas. Ekkor II-ben és III-ban A és C relativ eredménye ugyaniigy nem véltozik, mi-
vel ugyanannyi pontjuk lesz. Ez a gondolatmenet tetszSleges szamu jeloltre miikodik. Ezaltal a
felsorolt szavazasi rendszerek teljesitik az ITA kritériumot. 0

Fontos megjegyezni, hogy ez a bizonyitas arra a feltevésre hagyatkozik, hogy a szavazok az
Oszinte preferencidik alapjan szavaznak. A taktikai szavazdssal egy késobbi fejezetben fogunk
foglalkozni, de nyilvanvald, hogy més jeloltek jelenléte befolyasolni tudja a szavazok dontéseit,
de matematikai formalitdsban véve a kritérium teljesiil, mivel feltessziik, hogy egy szavazé

szavazata minden adott jeloltre fiiggetlen egymastol.

2.2.5. Allitas. A pontozasi és beleegyezési rendszerek teljesitik a monotonicitési kritériumot.
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Bizonyitds. Konny( 4dtgondolni. Mindkét rendszerben, ha egy szavazé pozitiv irdnyba valtoz-
tatja egy adott jeloltre adott pontszamat, akkor ez a jelolt dsszesitett pontszdmat noveli. Ezaltal
ez csak pozitivan befolydsolhatja a végleges eredményét. [

Foglaljuk 0ssze a vizsgalt kritériumokat és szavazasi rendszereket egy tdblaban:

Szavazdsi rendszer Tobbségi Condorcet | Monotonicitds | [AA
Pontozas Nem Teljesiti | Nem Teljesiti Teljesiti Teljesiti
Beleegyezési Teljesiti Teljesiti Teljesiti Teljesiti
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3. fejezet

Tobbnyertes rendszerek

3.1. Tobbnyertes rendszerek bevezetése

Most megvizsgéalunk tobb olyan szavazasi rendszert, ami nem egy darab nyertes kihirdetésére
szolgdl, pl. legyen ez egy parlament kivélasztdsa, vagy egy cégen beliil egy tobbtagu bizottsag.

Sok orszagban nem haszndlnak tobbnyertes rendszereket. Ekkor a parlamentjiik vilasztdsa sok
tertileti egynyertes vélasztasbol éll, ezen vdlasztOkeriiletek nyertesei fogjdk a képviseldi man-
datumokat betolteni. Ezekben az orszdgokban jellemzd a valasztéasi reformok kovetelése, mivel
ezekben a legkevésbé reprezentativ a kimenetel a vélasztok akaratdhoz képest.

El6szor a tobbnyerteses valasztasok legegyszeriibb formdjaval, az ardnyos listds szavazdssal fo-
gunk foglalkozni. Ez esetben nem léteznek valasztokeriiletek, minden szavazé egy egész orsza-
gos listara szavaz, és a partlistdkra leadott szavazatok dontik el a képviselGtestiilet Osszetételét.
Ezen rendszer ellen leggyakrabban megfogalmazott kritika az, hogy 1ényegében ellehetetleni-
ti az orszdgos szintl fliggetlen politizdlast, a rendszer alapvetésnek tekinti a politikai partok
1étezését. Elonye viszont, hogy csakis a partok valds tarsadalmi tdmogatottsagatol fiigg a kép-
viselGtestiilet Osszetétele, és széles koaliciok kotésére kotelezi a kormanyzo partokat, ezaltal
elviekben szélesebb palettdju politikai csoportok tudjak érdekeiket képviselni orszagos szinten.

3.1.1. Definicié. Ardnyos partlistds szavazdson a szavazok egy partra, vagy partszovetségre
adjdk le szavazatukat. Legyen N > 2 a partok szdma, v = (vy,...,vy) ahol v; az i-edik pdrtra
érkezett szavazatok szdma, az Osszes szavazat szama V = vy + ... +vy. Legyen S az Osszes
mandatum szdma, s = (sq,...,sy) az adott partok dltal elért manddtumok szdma. Nyilvanvald,
hOgy S=s1+...+sn

3.2. Az elosztas problémaja

A partlistas szavazasok sordn felmeriil a mandatumok elosztasdnak a kérdése. A szavazok sza-
ma értelemszertien joval tobb, mint az elnyerhet6 mandadtumok szdma, és mivel tértmandatum
nem létezik, kell valamilyen 4tlathato, reprodukalhat6 eljards, amivel "egészszdmositjuk" a ki-
osztandé manditumaranyokat. Ehhez sziikséges par kritériumot defindlnunk, hogy az elosztés
igazsagos legyen. Az elosztési eljardsok leirdsai a [3]-as forrdsbdl szdrmaznak, a magyarorszagi
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adatok a valasztas.hu-n elérhetok.

Fontos megjegyezni, hogy ezeknek a mandatumeloszté mddszereknek az elsd motivacidja egyéb-
ként nem az ardnyos partlistds szavazds volt. Foderativ dllamokban lényeges kérdés, hogy ho-
gyan osztjuk el a képvisel6testiilet mandatumait a kiilonboz6 allamok kozott, és ezen eljarasok
f6 motivacidja ez a kérdéskor volt.

3.2.1. Definici6é. A h; Hare-kvoéta az i-edik, 1 <i < N partra a kovetkezd:

hi:V,'~S
V

Ezen kiviil még definidljuk a hY = [h;] Hare-maximumot, ami egyenl8 a Hare-kvota felsd
egészrészével, illetve a h{‘ = | h;| Hare-minimumot, ami az als6 egészrészével.

A Hare-kvéta segitségével definidlhatjuk a kovetkezd kritériumot az igazsdgos mandatumelosz-
tasra.

3.2.2. Definici6. A Hare kritérium szerint semelyik part nem szerezhet kevesebb mandatumot,
mint a Hare minimuma, illetve toGbbet, mint a Hare maximuma. Tehat, minden 1 <i < N,v; €V
partra teljesiil a kovetkezd:

hi <si <h{

3.2.3. Definicié. A monotonicitas kritériuma szerint, a partok barmely A és B parjara, ha A
tobb szavazatot kapott, mint B, akkor B nem kaphat tobb mandiatumot, mint A.

VA >V = S4 > SB

Kett elosztasi eljarast fogunk megvizsgalni.

3.2.4. Definicié. A Hamilton eljards, vagy mds néven a legnagyobb maradékok eljardsa szerint
kiosztjuk a partoknak a Hare minimumukkal egyenlé mandiatumok szdmat. Ezutdn kivonjuk
minden part Hare-minimumat a Hare-kv6tajukbdl, majd a legnagyobb maradékokkal rendelke-
z0 partok megszerzik a maradék mandatumokat.

3.2.5. Definicié. A D’Hondt eljarasban elkészitiink egy d.n, D’Hondt matrixot. Az oszlopok
a kiillonbozd partoknak felelnek meg, az 1. sorba a szavazataik szdmat irjuk 1-gyel osztva, a
2.-ba 2-vel, és igy tovabb. Ezutdn vessziik az ezen osztasok S legnagyobb értékét, és ez alapjan
kapjuk meg az elosztast.

A D’Hondet eljards nem teljesiti a Hare kritériumot, mert mas eljardson, osztdsokon alapul. Jel-
lemz6en a Hamilton eljards kedvezdbb a kisebb partok szdméra, mig a D’Hondt a nagyobbakat
részesiti elényben.

Gyakori, hogy a partlistds szavazdsokon meghataroznak egy bejutdsi hatart, amit a partoknak
sziikséges elérni mandatumszerzéshez. Ebben az esetben csak ezek a partok vesznek részt a
mandédtumelosztasi eljardsban.
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3.2.1. Példa. Vizsgaljuk meg ezeket az elosztasi eljarasokat az alabbi példan. Hasznaljuk fel a
2024-es magyarorszagi eurdpai parlamenti partlistds szavazds eredményeit, és vizsgéljuk meg,
hogy a két kiillonboz6 rendszer, bejutasi ponthatérral és nélkiile milyen mandatumeloszlast ered-
ményezne a 21 mandatumra. A szavazatok szdmai a kovetkezdk voltak:

Fidesz TISZA DK MHM MM MKKP | Jobbik | LMP 2RK | MMN | MEMO
2048211 | 1352699 | 367162 | 306404 | 169082 | 163960 | 45404 | 39646 | 30961 | 29285 | 16806
Nézziik meg mi lenne a Hamilton elosztas, bejutdsi kiiszob nélkiil. V = 4569620
Fidesz | TISZA | DK | MHM | MM | MKKP | Jobbik | LMP | 2RK | MMN | MEMO
Szavazatok 2048211 | 1352699 | 367162 | 306404 | 169082 | 163960 | 45404 | 39646 | 30961 | 29285 | 16806
Hare-kvotak 9,412 6216 | 1,687 | 1,408 | 0777 | 0753 | 0,208 | 0,182 | 0,142 | 0,135 | 0,077
Hare-min 9 6 1 1 0 0 0 0 0 0 0
Maradékok 0,412 0216 | 0687 | 0408 | 0,777 | 0,53 | 0,208 | 0,182 | 0,142 | 0,135 | 0,077
Mandétumok ebbdl 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
Osszes m. 10 6 2 1 1 1 0 0 0 0 0
D’Hondt bejutasi kiiszob nélkiil:
Fidesz TISZA DK MHM MM | MKKP | Jobbik | LMP 2RK | MMN | MEMO
1 | 2048211 | 1352699 | 306404 | 306404 | 169082 | 163960 | 45404 | 39646 | 30961 | 29285 | 16806
2 [ 10241055 | 676349.5 | 183581 | 153202 | 84541 | 81980 | 22702 | 19823 | 154805 | 146425 | 8403
3 | 682737 | 450899.7 | 1223873 | 1021347 | 56360.7 | 546533 | 151347 | 132153 | 103203 | 9761.7 | 5602
4 | 5120528 | 3381748 | 917905 | 76601 | 422705 | 40990 | 11351.0 | 99115 | 77402 | 73212 | 42015
5 | 4096422 | 270539.8 | 734324 | 612808 | 338164 | 32792 | 9080.8 | 79292 | 61922 | 5857 | 33612
6 | 3413685 | 225449.8 | 611937 | 510673 | 281803 | 27326.7 | 75673 | 6607.7 | 51602 | 4880.8 | 2801
7 | 292601.6 | 1932427 | 524517 | 43772 | 241546 | 234229 | 64863 | 5663.7 | 4423 | 4183.6 | 24009
8 | 256026.4 | 1690874 | 458952 | 383005 | 211352 | 20495 | 56755 | 49558 | 3870.1 | 3660.6 | 2100.8
9 | 227579 | 1502999 | 407958 | 340449 | 187869 | 18217.8 | 504490 | 4405.1 | 3440.1 | 32539 | 18673
10 | 2048211 | 135269.9 | 367162 | 306404 | 169082 | 16396 | 45404 | 39646 | 3096.1 | 29285 | 1680.6
11 | 186201 | 122972.6 | 333784 | 278549 | 153711 | 149055 | 4127.6 | 36042 | 28146 | 26623 | 152738
12 | 1706842 | 1127249 | 30596.8 | 25533.7 | 140902 | 13663.3 | 3783.7 | 3303.8 | 2580.1 | 24404 | 14005
Igy a mandatumok a kovetkezdk:
Fidesz | TISZA | DK | MHM | MM | MKKP | Jobbik | LMP | 2RK | MMN | MEMO
11 7 2 1 0 0 0 0 0 0 0

Vizsgéljuk meg, hogyan alakul a mandatumeloszlas, ha bevezetiink egy 5%-os bejutdsi hatart.

A Hamilton eljarasban az 5% alatt végzd partokat teljesen eltavolitjuk az eljarasbol, V a bejutd
partok szavazdi Osszegével lesz egyenld.
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Fidesz TISZA DK MHM
Szavazatok 2048211 | 1352699 | 367162 | 306404
Hare-kvoétak 10,55 6,97 1,89 1,57
Hare-min 10 6 1 1
Maradékok 0,55 0,97 0,89 0,57
Mandatumok ebbdl 0 1 1 0
Osszes m. 10 7 3 1

A D’Hondet eljarasban a matrixbdl elhagyjuk a nem bejuté partokat.

Fidesz TISZA DK MHM
2048211 | 1352699 | 306404 | 306404
1024105.5 | 676349.5 | 183581 153202
682737 | 450899.7 | 122387.3 | 102134.7
512052.8 | 338174.8 | 91790.5 76601
409642.2 | 270539.8 | 73432.4 | 61280.8
341368.5 | 225449.8 | 61193.7 | 51067.3
292601.6 | 193242.7 | 52451.7 43772
256026.4 | 169087.4 | 45895.2 | 38300.5
227579 | 150299.9 | 40795.8 | 34044.9
204821.1 | 135269.9 | 36716.2 | 30640.4
186201 | 122972.6 | 33378.4 | 27854.9
170684.2 | 112724.9 | 30596.8 | 25533.7

ol 2| 20| o] | | | K| W | =

Igy a mandatumok a kovetkezSk:

Fidesz | TISZA | DK | MHM
11 7 2 1

Megfigyelhetd, hogy ez a manddtumeloszlds ugyanaz, mint amit bejutési kiiszob nélkiil kapunk.
A D’Hondt eljarés létrehoz egy effektiv bejutasi kiiszobot, ami 1/S. A példankban nem volt part,
ami 1/S és 5% kozott végzett, ezért a végeredmény ugyanaz.

3.3. Hibrid rendszerek

A hibrid rendszerek leirasai a [4]-es forrasbol szarmazik, a magyarorszagi adatok a valasztas.hu-
n elérhet8k. Az ardnyos partlistds szavazds egyik hitranya, hogy nincsen orszdgos szinten helyi
képviselet. Ez kisebb orszdgok esetén nem akkora probléma, ahol jellemz&en kisebb kiilonbsé-
gek vannak més teriileteken €16k életmddja és gondolkozdsai k6zott. Azonban, nagyobb, hete-
rogénebb orszdgokndl ez nagy hatranynak szdmithat, f6leg ha az orszdg kiilonboz6 teriiletein
élnek nemzeti kisebbségek is.
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Korabban madr beszéltiink arrdl, hogy a valasztdkeriiletekre osztott egynyertes rendszereknek
lehetnek reprezenticids gondjai, ezért sok orszdgban, mint példaul ndlunk Magyarorszagon is,
egy hibrid rendszert alkalmaznak, amelyben megtartjak a valasztokeriileti helyi képviseldket,

€s emellett ardnyos, listds mdodszerekkel ezeket kibovitik, hogy a teljes lakossdg szempontjdbol
reprezentativabb legyen a végleges képviselotestiilet.

Ezeknek a hibrid rendszereknek sok véltozata van. Lényegében ahdny orszdgban hasznalnak
ilyen hibrid rendszert, annyi valtozata van. Viszont mindegyikiik kett f6 osztdlyba sorolhatd,
ezeket nevezziik parhuzamos, illetve kompenzacioés rendszereknek. Ezeket most definidljuk:

3.3.1. Definicié. A parhuzamos (vagy mas néven mixed-member majoritarian) hibrid szavazéi
rendszerben a képviseltestiilet mandatumai két tipusuak. Egyikiiket egyéni valasztokeriiletek
nyertesei toltik be, mésikat egy orszdgos ardnyos partlistds szavazds alapjan osztjak ki.

3.3.2. Definicié. A kompenzaciés (mixed-member proportional) hibrid szavazéi rendszerben
ugyandgy két részre oszthat6 a képviselGtestiilet manddtumai. Az egyéni valasztokeriileti nyer-
tesek ugyanugy betoltik az elnyert mandatumaikat, azonban a pértlistds mandatumokat nem
onmagukban osztjdk ki ardnyosan, hanem olyan médon, hogy az egész képviselStest Osszetéte-
le megegyezzen egy orszagos partlistas szavazas eredményével.

Most ebbe a két 6 csalddba osztjuk a hibrid rendszereket, de a gyakorlatban ezek a rendszerek
sokkal tobb pontban térhetnek el egymastdl. Egyrészt az egynyertes €és tobbnyertes mandatu-
mok ardnya véltozhat. Masrészt a szavazok vagy egy szavazattal szavaznak mindkettore, vagy
két kiilonallé szavazatot kapnak. Ha két kiilonall6 szavazatot kapnak, az egynyertes szavazatok
még mindig befolydsolhatjdk az ardnyos listat vesztes-, illetve gydzteskompenzacié altal. Az
egyszerliség kedvéért most példdban csak a legegyszerlibb formdjdban mutatjuk be a parhuza-
mos €és kompenzacids rendszereket.

3.3.1. Példa. Példanként vessziik a 2022-es magyarorszagi orszaggytilési valasztasok adatait.
Az dsszes manddtum szdma 199, ebbdl 106 egyéni valasztokeriilet, 93 listds. Két esetet fogunk
bemutatni, amikor ezek a listds manddtumok parhuzamos, illetve kompenzaciés médon vannak
kiosztva.

Az egyéni vélasztokeriiletek eredményei a kdvetkezok:

Partszovetség Fidesz-KDNP | Egységben Magyarorszagért
Mandatumok szdma 87 19

El6szor vizsgaljuk meg a parhuzamos hibrid rendszert.

93 kiosztandé manditumunk van. Alkalmazzuk a Hamilton eljardst 5%-os bejutdsi kiiszobbel,
a motivacié emogott a konnyebb olvashatésdg. Viszont fontos megjegyezni, hogy Magyaror-
szadgon egyébként a D’Hondt eljarast alkalmazzuk listds mandatumok kiosztdsara.
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Fidesz EM MHM
Szavazatok 4390962 | 3526480 | 639 551
Hare-kvéta 47,72 38,33 6,95
Hare-min 47 38 6
Maradékok 0,72 0,33 0,95
Mandaumok ebbdl 1 0 1
Osszes m. 48 38 7

Ezeket a listds manddtumokat egyszertien hozzaadjuk az egyéni valasztokeriiletek eredményei-
hez, tehét a parlamenti mandatumok véglegesen a kovetkezdk lesznek:

Pértszovetség
Mandatumok szama

Fidesz-KDNP | Egységben Magyarorszagért | MHM
135 57 7

Most vizsgéljuk meg a kompenzécids szavazast. Kiszdmitjuk a listds szavazds esetén az Osszes
199 mandatumra vonatkoz6 Hare-kvotakat.

Fidesz EM MHM
Szavazatok 4390962 | 3526480 | 639 551
Hare-kvota 102,12 82,01 14,87
Hare-min 102 82 14
Maradékok 0,12 0,01 0,87
Mandatumok ebbdl 0 0 1
Osszes m. 102 82 15

Ez lenne a kompenzacids szavazds dltal meghatdrozott parlamenti mandatumok szdma. Ekkor,
a kiosztott listds mandatumok szama, figyelembe véve az egyéni vélasztdsok eredményeit:

Pértszovetség Fidesz-KDNP | Egységben Magyarorszagért | MHM
Mandatumok szdma 15 63 15
Ezutan a végleges manddtumok szdma:
Pértszovetség Fidesz-KDNP | Egységben Magyarorszagért | MHM
Mandatumok szdma 102 82 15
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4. fejezet

Taktikal szavazas

4.1. Néhany példa taktikai szavazasra

El6szor megvizsgalunk par példat a kordbban bevezetett szavazdrendszereinkbdl, amikben a
szavazoOk taktikai viselkedést mutatnak. Latni fogjuk, hogy a szavazdk a rendszerek altal tak-
tikai viselkedésre vannak 0sztondzve, annak érdekében, hogy az 6szinte preferencidik a legna-
gyobb mértékben érvényesiilni tudjanak.

Korédbban targyaltuk mér a pluralitds rendszerében ismert spoiler hatast. Ennek elkeriilésének
érdekében a "spoiler" jelolt timogatdi arra vannak 0sztondzve, hogy a 2 esélyes jelolt koziil azt
tdmogassdk, amely kozelebb all a sajat értékeikhez. Vizsgaljuk meg ezt a jelenséget a kdvetkezd
példan:

4.1.1. Példa. Legyenek A, B, és C a jeloltjeink, és legyen 27 szavazénk. A preferenciatdblaza-
tunk a kovetkezo:

127105
l.hely | B | A |C
2hely |[A | C [A
3hely| C | B | B

Lathato, hogy A és B a két esélyes jeloltiink, és C egy spoiler jelolt A szdmdara. Ha az 0sszes
szavaz0 Oszinte preferencidjuk alapjan szavazna, akkor B jelolt lenne a gy6ztes, viszont latszik,
hogy A egy Condorcet gy6ztes. Nyilvanvalo, hogy C szavazéi a rendszer altal arra vannak
Osztondzve, hogy A-ra szavazzanak, ezaltal a valds szavazds a legnagyobb eséllyel inkabb erre
fog hasonlitani:

1211411
Szavazat | B | A | C

Ezt a fajta taktikai szavazast szokds kompromisszumszavazasnak hivni. Latszodik, hogy a C-t
preferdl6 szavazok tobbsége a kompromisszumjeldltre szavazott végiil, igy a végleges nyertes
jobban megfelelt az Gszinte preferencidjuknak. A C jelolt valds tdimogatottsagéan alul szerepelt.
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Kardindlis rendszerekre jellemzd, hogy a szavazok az dltaluk preferélt jeloltekre "tilszavaznak",
a kevésbé preferdltakra alulszavaznak. Ezt szoktdk bullet szavazasnak is nevezni.

4.1.2. Példa. Vizsgiljuk meg a bullet szavazast egy beleegyezési szavazdrendszeres példan.

Legyen 3 jeloltiink, A, B, C, és 35 szavazénk. El16z6 példankhoz hasonléan az A és C jeloltek
szavazotabordban jelentGs atfedés van. Oszinte preferencidk a kovetkezok:

31151215
Al1T[0]0]|1
B|{0O/ 1|00
Cio|O0|1]1

Igy az eredmények a kovetkezdk:

A: 18 szavazat
B: 15 szavazat
C: 17 szavazat

Tehat az Osszesitett preferenciasorrend a kovetkez6: A > C > B.

Igy a valasztas nyertese A lenne. Azonban, mig nagy az atfedés A és C szavazétaborai kozott, a
vdlasztok nagy részének van egy egyértelmi kedvence a kettd koziil. Ha példaul 2 A, C szava-
20, akik inkdbb C-t preferdlndk, alkalmazndk a bullet taktikat C javara, a vélasztds eredménye
egészen mas lehet:

3115 4|13
Al1T[0]0]|1
B|{0O/ 1|00
Cl|Oo[0 1|1

Igy az eredmények a kovetkezdk:

A: 16 szavazat
B: 15 szavazat
C: 17 szavazat

Igy C lenne a vilasztas nyertese. Ha sok vélasztison keresztiil hasznéljuk a beleegyezés rend-
szerét, akkor az A, C szavazdk egyre nagyobb és nagyobb része prébalhatja alkalmazni a takti-
kat, s6t nagy valdszintiséggel az A €s C jeloltek kampédnyolndnak is emellett. Széleskort bullet
szavazdssal a kovetkez6 eredmény is elképzelhetd:

7115167
Al1[0]0]1
B|{0O| 1|00
Cio] 0|11
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Igy az eredmények a kovetkezdk:

A: 14 szavazat
B: 15 szavazat
C: 13 szavazat

Az A, C szavazdk "chicken game"-ében végiil B kerekedhet ki gy6ztesként, pedig a szavazok
Oszinte preferencidi alapjan 6 a legkevésbé preferdlt jelolt.

A fenti példa nyilvan érvényes mas kardindlis rendszerekre, példaul pontozdsi szavazdson 6szin-
tétleniil alacsonyabb pontot adnak a 2. preferencidjuknak.

Kovetkezoleg vizsgaljunk meg egy példat a Borda rendszerben.

4.1.3. Példa. Legyen 5 jeloltiink, és 90 szavazénk. Az Gszinte preferenciatablazat a kovetkezd:

3013510105
I.hely | A| B | C | D |E
2.hely | C | D | A | B |B
3.hely | B| A| B | A|A
4.hely | D | C | D|C |C
Shely | E| E|E | E|D

Ha minden szavazo 6szintén szavazna, az eredmény a kovetkez6 lenne:

A:30%x1+35%x34+10%x2+10x3+5%x3 =200
B:30%3+35%1+10%x34+10%2+5%2 =185
C:30%2+35%4+10%x14+10%4+5%4 =270
D:30%4+35%24+10%4+10%x1 +5%5 =265
E:30%54+35%«54+10%«5+10%x5+5%x1 =430

Lathatd, hogy A és B a két esélyes jelolt, emellett az A és C, illetve a B és D jeloltek szavazota-
borai kozott jelentds dtfedés van. Felismerve, hogy a jelenlegi 4llds szerint B lenne a gyoztes, az
A, illetve C jelolteket tiamogaté szavazok alkalmazzdk a temetés taktikdjat, a leadott szavazatok
a kovetkez6k lesznek:

3035|1010 |5
l.hely | A| B | C | D |E
2.hely | C | D | A | B |A
3.hely | D] A| D | A |B
4.hely | E| C| E | C |C
S.hely | B| E| B | E |D

Igy az eredmények a kovetkezdk:
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A:30%1+35%x34+10%x2+10%x3+5%3 =200
B:30%x54+35%x14+10%5+10%2+5%2 =265
C:30%2+35%44+10%x1+10%x4+5%x4 =270
D:30%3+35%2+10%3+10%x1 +5%5 =225
E:30%x44+35%x5+10%4+10%x5+5%1 =390

Igy végezetiil A nyeri a szavazdst.

A Borda rendszer egyébként kiillonosen érzékeny a taktikai szavazdsra, a kompromisszumra
és temetésre kifejezetten. Az IR rendszerre ezek a taktikdk ugyandgy érvényesek, de kevésbé
erdsek, mint a Bordaban.

4.2. Egy racionalis szavazo6i modell

Kovetkezoleg bevezetjiik a Myerson-Weber modellt, amely egy raciondlis szavazéi modell tak-
tikai szavazasra. A modell f6 célja a szavazéi egyensilyok leirdsa. A modell leirasa a [5]-0s
forrasbol szarmazik. Szavazéi egyensilynak nevezziik azt, amikor a szavazok a sajat preferen-
cidik, és a jeloltek érzékelt esélyeik alapjan szavaznak, és ezdltal egy altaluk vart eredményt
produkdlnak.

Legyen k jeloltiink, akik szdmozottak, egyiitt alkotjadk a K = {1,2,...,k} halmazt. Egy adott
szavaz0 preferencidjat egy v = (v, vy, ...,vx) vektorral fejeziink ki, ahol v; az 1 < i < k jeloltre
leadott szavazatok szdma. V lesz a lehetséges szavazatvektorok halmaza, példdul egy harom
jeloltes pluralitds szavazason:

v ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Emellett, még definidlunk egy szavazéra egy u = (uy, ..., u;) hasznossagi vektort, ahol u; jeloli a
szavaz0 hasznét, ha az i jelolt megnyeri a valasztast. Egy szavaz6 hasznosségi vektora képviseli
a szavazo tipusit, és feltessziik, hogy 1étezik véges T C R* halmaz, melyben benne van minden
szavazo tipusa. Legyen f(u) az u tipusu szavazok hdnyada.

Feltessziik, hogy minden szavaz6 a haszonmaximalizalds elvét koveti, és ez alapjan donti el,
hogy a V halmazbdl melyik szavazatot adja le. A feltevéseink szerint a szavazata csak akkor
befolydsolja a javat, ha megvdéltoztatja a valasztds nyertesét. Tehat, ha a haszonmaximalizalas
elvét szeretné kovetni, akkor meg kell becsiilnie a valdszintiségét annak, hogy barmilyen adott
jeloltpérositds elég kozel dll-e egy holtversenyhez az els6 helyért, hogy az 6 szavazata képes
lenne véltoztatni a kimenetelen.

Legyen H az Osszes lehetséges (rendezetlen) jeloltparositdsok halmaza. Definidljuk minden ij
parra a p;; pivotvalosziniiséget, amely annak a valdszinlisége (a szavazé megitélése alapjan),
hogy a két jelolt dontetlenben lesz az els6 helyért. Legyen p = (p;j)ijen a pivotvalészintiségek
vektora.
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Legyen G(p,v,u) a haszonszerzés egy u tipusu szavazora, ha v a szavazatvektorja, és p az érzé-
kelt pivotalészintiségeinek vektora. A feltevéseinkbdl kovetkezik, hogy:

G(p,vu) =Y pij(vi—v;) (i —uj).
ijeH

Tehét, minden ij jeloltparra, ha v; > v;, akkor a v szavazatvektor benyujtasaval a szavazo
pij(vi —v;) valészinliséggel valtoztatja meg a valasztds gydztesét j-rol i-re, ami u; — u; nettd
haszonnyereséget eredményez neki. A haszonnyereségeket 0sszeszorozzuk a hozzajuk ill6 va-
16szintiségekkel, majd ezeket minden lehetséges jeloltparra 6sszszummazva megkapjuk a teljes

7 s

haszonszerzést. Ez leegyszersithetd a kovetkezd formara:

G(p,v,u) = Z vin,-j(u,-—uj).

i€K i

Y pij(ui—uj)

J#i
kifejezés i jelolt prospektiv pontozasa, u szavazotipussal, és p dontdvaldszintségvektorral. Konnyen
lathat6, hogy a pluralitds rendszerében a szavaz6 azzal maximalizdlja G(p,v,u) haszonszerzé-
sét, hogy arra a jeloltre szavaz, amelynek a legnagyobb a pontozasa. Beleegyezési szavazasban
G(p,v,u) ugy maximalizdlhatd, hogy minden olyan jel6ltre voksol, akinek a pontozésa pozitiv.
Borda rendszerében a pontok altal meghatarozott sorrendjében szavaz.

A vélasztdsi eredmény egy u valdsziniliségi eloszlds V x T felett, amely a tipusonkénti szavazok
viselkedését osszesiti. Tetszbleges v € V és u € T-kre pu(v,u) az u tipusu, v szavazatot lead6
szavazOk hdnyada az 6sszes szavaz6bol. Tehat:

puvT)= Z p(v,u)

ueT

Innentdl egy valasztast Ggy tekintiink, mint nagy szadmu véletlen huzds p-bol. Ha adott egy u
valasztdsi eredmény, akkor az i jelolt varhat6 pontja:

Si(u) =Y vi-u(wT)

vev

A varhat6 pont az adott jeloltre leadott szavazatok varhat6é hanyadaval egyenld.

A viérhat6 gy&ztes egy jelolt, akinek a varhaté pontozasa maximalis. W (u ) a varhat6 gy6ztesek
halmaza u valasztdsi eredményre.

Egy adott p pivotval6szintiségvektorra definidljuk az R(p) szavazdi vdlasz halmazt, mely tartal-
mazza az 0sszes valasztisi eredményt, melyben a valasztok olyan szavazatokat adnak le, mely
maximalizdlja a hasznukat, feltéve, hogy p a kdzos érzékelt pivotvaldszinliségiik. Eddig azt tet-
tiik fel, hogy minden szavaz¢ altal érzékelt p pivotvaldszinliségek egyéniek, azonban innentdl
azt tessziik fel, hogy ezek az egész szavazétaborra megegyeznek. Egy u vélasztasi eredménye
akkor és csak akkor van R(p)-ben, ha Vv € V,u € T-re

uv,u) >0 = G(p,v,u) = max,eyG(p,w,u)
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Ha egy u vélasztasi eredmény R(p)-ben van, akkor azt mondjuk, hogy p alatamasztja p-t.

Most mar ratérhetiink a modell 1ényegére, a szavazoi egyensulyok leirdsdra. Most karakterizal-
juk a p pivotvaldsziniiség vektort egy szavazdi egyensilyban, ha (K,V, T, f) adottak.

Ha a szavazok képesek megjésolni az (Sy(u),S2(u),...,Sk(()) varhaté pontokat (példaul va-
lasztés el6tti felmérések alapjdn), akkor lesznek olyan pivotvaldszintiségek, melyek lényegesen
nagyobbak, vagy kisebbek lesznek méasokhoz képest. Ha adott egy u valasztisi eredmény, és
0 < & < 1, akkor azt mondjuk, hogy a p pivotvaldsziniliség vektor teljesiti a rendezési feltételt
€-ra, ha Vi, j, h kiilonboz6 jeloltre, ha S; (1) < S;(u), akkor pjp < €- pjp.

Egy u valasztasi eredmény akkor €s csak akkor egy szavazéi egyensiily, ha Ve pozitiv szamra
létezik egy p pivotvaloszinliség vektor, mely alatdmasztja u-t, és teljesiti a rendezési feltételt
£-ra.

Most mér készen allunk megvizsgélni, hogy adott szavazokra, a szavazérendszer megvaltozta-
tdsa hogyan befolyasolja az eredmények egyensilyi el6rejelzését. Vizsgaljuk meg a kdvetkezd
példat:

Szavazoi tipus | Haszonvektor | Ardny a tarsadalomban
A ut = (10,9,0) f(u*)=0,3
B uB =(9,10,0) f(u?)=0,3
C u® = (0,0, 10) fu€)=0,4

Lathatd, hogy az A és B tipusok kozott jelent8s hasonldsag van, az 1 és 2 jeloltekkel szimpati-
zalnak, viszont a kedvenc eltér kozottiik.

A pluralitas rendszerében 3 szavazoi egyensuly 1étezik. Az egyikben az A és B tipust szavazok
osszefognak az 1-es jelolt mogott (1,0,0) a szavazatuk, és igy az 1-es jelolt megnyeri a valasztast
a 3-as jelolttel szemben. Ezt a kdvetkezSképpen jeloljiik:

u((1,0,0),41)=0,3; un((1,0,0),4%)=0,3; ©n((0,0,1),u¢)=0,4

Ezek alapjan S;(u) = 0,6, So(u) =0, S3(u) = 0,4, és W(u) = {1}. Ezt az egyensilyt a
(p12, P13, p23) = (1,0,0) pivotvaldszintiség vektor tdmasztja ald. Tehdt, ha lenne egy kozeli
verseny az elso helyért, akkor a vélasztok ezt az 1-es és 3-as jelolt kozott varjak el. A masodik
egyensulyban az A, B tipusu szavazok a 2-es jelolt mogott fognak 6ssze. Ez az el6z0 esethez
anal6g médon levezethetd, nem részletezziik.

A harmadik egyensulyi helyzetben az A, B tipusu szavazok nem miikddnek egyiitt, és a 3-as
jelolt az egyetlen varhat6 gyoztes:

1((1,0,0),1*) =0,3;  p((0,1,0),uB) =0,

= ,u((O,O,l),uC):O,4
és Si(u)=0,3; S(u)=0,3;  S3(u)

3;
0,4; illetve W(u)={3}
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Ezt az egyensilyt barmely pivotvalészinliség vektor aldtdmasztja, melyre pjp = 0; 9/19 <
P13 <10/19;  pa3 = 1— py3 teljesiil. Mivel itt az 1-es és 2-es jelolteknek egyenld esélyei van-
nak a 3-as jelolt ellen, az A €s B tipusu szavazék nem koordindlnak, igy a 3-as a varhat6 gyoztes.

A beleegyezési szavazdrendszerben 3 egyensulyi helyzet van, egyikben sem vérhat6 gyodztes a
3-as jelolt. Az egyik szavazdi egyensulyban az 1-es jelolt a varhat6 gyoztes.

H((17070)>“A):0,3§ p((1,1,0),u )

=0,
és Si(u)=0,6; So(u)=0,3;  S3(u)=

3; ,u((O,O,l),uC):O,4
0,4; illetve W(u)={1}

Ezt az egyensilyt alatdimasztja a (pi2, p13, p23) = (0, 1,0) pivotvaldszintiség vektor. A szavazok
kozeli versenyt az 1-es és 3-as jeloltek kozott varnak, igy a B tipusd szavazok duplén szavaznak
1-re, és 2-re. A masodik egyenstlyi helyzetben a véarhat6 gydztes a 2-es jelolt, ehhez analég
modon leirhatd, nem részletezziik.

A harmadik egyensilyi helyzetet keressiik ugy, hogy az 1-es €s 2-es jelolteknek egyenld esélye
van kozeli versenyben lenni a 3-as jelolttel. Tehat, t.f.h. az aldtdmasztd pivotvaldszintiség vek-
torban p13 = pp3 =B, pro=1-—2p, ahol 0 < < 1/2. Olyan -t kell taldlnunk, melyben
az A, B tipusu szavazok indifferensek a dupla vagy egyszeri szavazds kozott. Ez f = 1/11-re
teljestil, igy az egyensilyi helyzet a kovetkezd:

wn((1,0,0),u)=0,2;  u((1,1,0),u*)=0,1;  u((0,1,0),u%)=0,2;

w((1,1,0),u®)=0,1;  p((0,0,1),u") =0,4
és Si(u)=382(u)=S3(u)=0,4; illetve W(u)=1{1,2,3}
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S. fejezet

A szavazorendszerek ellentmondasai

5.1. A Condorcet paradoxon

A fejezet a [6], [7], [8], [9] forrasok alapjan késziilt.

Emlitettiik kordbban a Condorcet paradoxont, ezt most itt részletezziik.

5.1.1. Példa. Vegyiik a paradoxon legegyszerlibb formajat. 3 szavazénk van, és 3 jeloltiink, a
preferenciatabldzat a kovetkezd:

Q|| | —
> O | —
W > Q-

Vizsgéljuk meg paronként a jelolteket, hasznaljuk a Copeland rendszerébdl ismert 6sszehason-
lité matrixot:

SIS e!

Q= >

Latszoélagosan nehéz lenne Osszesitett preferenciasorrendet késziteni, mivel A = B, B> C,C > A
mind egyarant teljesiilnek a szavazodink tobbsége szerint. Ezt a helyzetet nevezziik Condorcet
ciklusnak. Ezek a ciklusok egyébként tetszOlegesen hosszuak is lehetnek.

Ez ravezet a szavazérendszerek elso fontos ellentmonddsara, miszerint az Osszesitett preferen-
cidk sokszor nem tranzitivak. Az eddig vizsgélt rendszerek mind képesek Osszesitett preferen-
ciasorrendet késziteni, de ahogy a kritériumokkal megvizsgaltuk, ez mindig magaval hordott
valamilyen ellentmondast.
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5.2. Az Arrow tétel

Az eddigi fejezetekben vizsgéltunk pér kritériumot, é€s hogy melyik védlasztisi rendszerek telje-
sitik, vagy nem teljesitik ezeket. Eddig esetenként haladtunk, azonban ennél édltalanosabb ered-
ményeket is be tudunk mutatni. A szavazasi rendszerek elméletében taldn a legnagyobb, de
biztosan a legismertebb eredmény Kenneth J. Arrow 1962-es lehetetlenségi tétele. Ebben a fe-
jezetben szemléltetjiik ezt, és par ismertebb kdvetkezményét.

Eldszor definidljunk néhany kritériumot. Ebbd] parat mér kordbban definidltunk, de a konnyebb
olvashatdsdg szempontjabdl itt is definidljuk 6ket. Harom kritériummal alapvetobb megkdotése-
ket fogunk tenni a szavazérendszerekre, eddig ezeket minden bemutatott rendszer teljesitette. Itt
azért sziikséges, hogy altalanos eredményeket tudjunk megfogalmazni. A kénnyebb olvashato-
sag kedvéért definidljuk az értelmes szavazérendszert, ami magédba foglalja ezeket az alapvetd
megkotéseket.

5.2.1. Definici6. A racionalitas kritériuma szerint a szavazérendszer kimenete egy teljes pre-
ferenciasorrend.

5.2.2. Definiciéo. A determinizmus Kkritériuma szerint a szavazérendszer kimenete csak a sza-
vazok preferenciditdl fiigg, semmilyen mas tényez6tol.

5.2.3. Definicié. Az imparcialitas kritériuma szerint a szavazasi rendszer minden jeloltet egyen-
16en kezel, vagyis a jeloltek permutatidldsa nem befolydsolja az eredményt.

5.2.4. Definicio. Az értelmes szavazorendszer egy olyan szavazorendszer, amely teljesiti a
racionalitas, determinizmus, imparcialitas kritériumokat.

Eddig minden vizsgdlt rendszer értelmes szavazdrendszer volt. Most definidljuk a kritériumo-

kat, melyek sziikségesek ezen feliil Arrow tételének kimondasahoz.

5.2.5. Definicié. A konszenzus kritériuma szerint, ha minden v; szavaz6 szerint A < B, akkor
l

az Osszesitett preferenciasorrendben A < B -nek teljesiilnie kell.

5.2.6. Definicié. Az ITA kritérium (independence of irrelevant alternatives) szerint A és B rela-

tiv rangsorolasa az dsszesitett preferenciasorrendben fiiggetlen egy C # A, #B jelolt jelenlététdl

a valasztasban, azaz A és B relativ eredménye ugyanaz, ha C részt vesz a valasztasban, és ha
nem.

5.2.7. Definicié. A diktatormentesség kritériuma szerint ha egy v; szavazé preferencidja sze-
rint A < B, azonban minden mdsik szavazo szerint B < A, akkor az 0sszesitett preferenciasor-

rendbetll B < A-nak kell teljesiilnie.

Készen allunk az Arrow-tétel kimonddsara. Az imparcialitds kritériuma egyébként nem sziiksé-
ges, azonban a bizonyit4st konnyebbé teszi, illetve egy "tokéletes" szavazdsi rendszernek nyil-
vén teljesitenie kell.

5.2.8. Tétel. Nem Iétezik olyan ordindlis értelmes szavazorendszer, amely 3, vagy anndl tobb
jelolt mellett egyardnt teljesitené a konszenzus, diktdtormentesség, I11A kritériumokat.

Bizonyitds. El6szor lassuk be a kovetkezd lemmat:
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5.2.1. Allitas. Legyen B egy tetszSleges jelolt. Barmilyen szavazazasnal, ahol minden szavazé
vagy a preferenciasorrendje elejére, vagy végére helyezi (pl. a szavazok felének B az elso prefe-
rencidja, a masik felének az utols6) akkor az 0sszesitett preferenciasorrendben B vagy az elsd,
vagy utolsé helyre kell, hogy kertiljon.

Ilyen esetben B-t polarizal6 jeloltnek nevezziik.

Bizonyitds. Indirekten t.f.h. B egy polarizal6 jelolt, €s az Osszesitett preferenciasorrendben A >
B és B > C teljesiil. A preferencidk tranzitivitdsa miatt a feltevésbdl kovetkezik, hogy A > C. Az
ITA kritérium szerint ez akkor is teljesiilne, ha minden szavazé C-t A f61€ sorolnd, mivel ez az
AB és CB sorrendjeit nem befolydsolnd. Azonban a konszenzus kritériuma szerint C > A-nak
teljesiilnie kell, igy ellentmonddsra jutottunk. [

Most bemutatjuk, hogy létezik egy v* € V szavazd, akinek a szavazata dontd jelleggel befo-
lyasolja az Osszesitett preferenciasorrendet. T.f.h. minden szavazé B-t a preferenciasorrendje
végére sorolta. A konszenzus kritériuma szerint B az 0sszesitett preferenciasorrend végén van.
Most a szavazdk vi-tdl vy-ig atteszik B-t a preferenciasorrendjiik végérdl az elejére, a tobbi
jeloltet az eredeti helyén tartva. Legyen v, az a szavazd, akinél miutdn B-t dtsorolja az elsé
helyre, B az 6sszesitett preferenciasorrendben atkeriil az utolsé helyrdl az elsére. A konszenzus
kritérium kovetkezményeként, vy dtsoroldsdndl B biztosan az elsd helyen lesz, ezért biztosan
létezik ilyen szavazé. Legyen I az a preferenciaprofil, amiben még v, az utols6 helyre sorolta
B-t.

VI | V2| eee | V=1 | Vr | Vil | «-- | Vi
B|B|B| B |[K| A C
D | E

T|F S |B| B |[B|B

és 11 pedig az a preferenciaprofil, amelyen mdr az elsé helyre. Igy II-ben B mdr az 6sszesitett
preferenciasorrend els6 helyén lesz.

Vi | V2 Vi—1 | Vr | Vr+l e | Vn
B/B|B| B |[B| A C
D | E K

T | F S B |[B|B

Most bebizonyitjuk, hogy v, egy diktitor barmely AC jeloltparra, ahol B # A és B # C. Le-
gyen III az a preferenciaprofil, mely azonos II-vel, kivéve azt, hogy v, A-t B-f6lé sorolta, tehat
A > B> C és minden v; € V\{v,} tetszGlegesen dtrendezi A és C relativ sorrendjét, tigy hogy

Vy Vy
B polarizal6 jelolt marad. Az ITA kritérium szerint III-ban az Osszesitett preferenciasorrendben

A > B teljesiilne (mivel az dsszes AB preferencia ugyanaz, mint I-ben), és B > C is teljesiilne
(mivel az 0sszes BC preferencia ugyanaz, mint II-ben). A preferencidk tranzitivitisa miatt az
Osszesitett preferenciasorrendben A > C is teljesiil. Az IIA kritérium szerint az Ossesitett prefe-
renciasorrenben AC sorrendje egyeznie kell v, preferencidjaval, haA > C

Vr
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Végezetiil belatjuk, hogy v, egy diktator minden AB parra. Vegyiink egy C # A, C # B jeloltet,
vegyiik az el6z6 konstrukcidt, és tegye minden szavazd C-t az utolsé preferencidjanak. Az el6-
z0leg belatottak szerint 1étezik egy v¢ szavazd, amely minden D,E € M, D,E # C jeloltparra
diktator, példaul AB-re. De mivel a v* szavazé befolyésolni tudja AB pozicidjat, v¢ = v* 0

A racionalitds, determinizmus, imparcialitds kritériumok nagyon alapvet6ek, igazabdl ha ezeket
nem teljesiti egy szavazdrendszer, nem is lehet szavazérendszerként beszélni rola. A konszen-
zus, diktatdramentesség kritériumai ennél egy fokkal er6sebbek, de egy "idedlis" szavazdrend-
szernek ezeket teljesitenie kéne. Az ITA kritériuma egy erds megkotés, egy idedlis szavazorend-
szernek ezt teljesitenie kell, azonban Arrow tétele szerint ilyen ordindlis rendszer nem létezik,
ez a tétel f6 eredménye.

Fontos kiemelni, hogy az Arrow tétel csak ordindlis szavazdrendszerekre érvényes. Kordbban
belattuk mér par kardinalis rendszeren, hogy kielégitik az IIA kritériumot.

5.3. A Gibbard-Satterthwaite tétel

Kordbban mar foglalkoztunk a taktikai szavazassal, €s kiillonb6z6 érdekérvényesitd mddszerrel
par szavazasi rendszernél. Ahhoz, hogy éltalanosabban tudjunk besz€lni a taktikai szavazasrol,
formalis kritériumhoz kell k6tniink.

5.3.1. Definicid. A taktikamentesség kritériuma szerint az egyetlen domindans taktika az &szin-
te preferencia dltali szavazis.

A kritérium lényege az, hogy sok esetben a szavazok annak érdekében, hogy az Oszinte pre-
ferencidjuk jobban érvényesiiljon az eredményben, Gszintétlen preferencia leaddsdra vannak
Osztonodzve. Nyilvan ez a szavazok elégedetlenségéhez vezethet, ezért szeretnénk egy olyan
szavazasi rendszert, ahol minden szavazé szdmadra a legoptimalisabb taktika az Gszinte prefe-
rencidjuk benyujtasa. Ilyen rendszer azonban nem létezik, Gibbard tétele ezt a tényt tdmasztja
ala.

5.3.2. Tétel. Nem létezik olyan értelmes szavazdsi rendszer, amely 3, vagy anndl tobb jelolt
mellett egyardnt teljesitené a konszenzus, diktdtormentesség, taktikamentesség kritériumokat.

Fontos kiemelni, hogy ez a tétel Arrow tételével szemben nem csupdn az ordindlis szavazasi
rendszerekre érvényes, hanem pl. a kardindlis rendszerekre is. Ezt a tételt most nem 14tjuk be,
hanem a hozza hasonlé Gibbard-Satterthwaite tételt, amely csak ordindlis rendszerekre vonat-
kozik.

5.3.3. Tétel. Nem létezik olyan ordindlis értelmes szavazdsorendszer, amely 3, vagy anndl tobb
jelolt mellett egyardnt teljesitené a konszenzus, diktdtormentesség, taktikamentesség kritériu-
mokat.

Bizonyitdas. T.f.h. adott egy értelmes szavazérendszer, ami teljesiti a konszenzus és taktika-
mentesség kritériumokat. Bebizonyitjuk, hogy ebben a rendszerben 1étezik diktator. El6szor
lassuk be a kovetkez6 lemmat:

35



5.3.1. Allitas. T.f.h. egy adott preferenciaprofil az A jeloltet hatdrozza meg nyertesként az adott
rendszeriinkben. Mdédositsuk tgy a profilt, hogy egy méasik X jeloltet a v; szavazé preferencia-
sorrendjében el6rébb hozunk. Ekkor a rendszer vagy A-t, vagy X-et fogja gy6ztesként megha-
tarozni.

Bizonyitds. T.f.h. amikor megemeltiik X-et, egy harmadik C jelolt lesz a gydztes. Ekkor, ha
v; szerint A >- C, akkor nem tenné meg az eldbb leirt véltoztatdst, azonban, ha C >— A, akkor

oszmtetlenul mar kordbban megtette volna a valtoztatast. 0

Kezdjiik egy tetszbleges preferenciaprofillal, amelyben minden szavazé az utolsé helyére he-
lyezte B jeloltet.

Most a szavazok v;-tdl vy-ig atteszik B-t a preferenciasorrendjiik végérdl az elejére, a tobbi
jeloltet az eredeti helyén tartva. Legyen v, az a szavazo, akinél miutdn B-t atsorolja az els6
helyre, B az Osszesitett preferenciasorrendben atkeriil az utolsé helyrdl az elsdre. A konszenzus
kritérium kovetkezményeként, vy atsoroldsdndl B biztosan az elsd helyen lesz, ezért biztosan
1étezik ilyen szavazd. Legyen I az a preferenciaprofil, amiben még v, az utolsé helyre sorolta
B-t. Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezot:

B a gyoztes, ha az elsé r szavazé B-t teszi elso preferenciajanak (*)

VI | V2| e | Vet | Ve | Vil | oo | Vi
B|B|B B K| A C
D | E

T | F S B B B | B

5.1. tablazat. Profil 1

II pedig az a preferenciaprofil, amelyben v, mar az els6 helyre sorolja B-t. Igy II-ben B mar az
Osszesitett preferenciasorrend els6 helyén lesz.

VI | V2| e | Vi1 | Vr | Vitl | - | Vi
B/ B/ B| B |[B| A C
D E K

T | F S B |[B|B

5.2. tablazat. Profil 11

Vegyiik II-t. B akkor is a gy6ztes lesz, ha barmely v; € V , i > r+ 1 szavazé madsik preferen-
ciasorrendet nyujt be, kiilonben valamely v; &szintétlen preferencidt nydjtana be. B ugyanigy a
gy0Oztes maradna, ha barmely v; , i < r szavazé masik, B-t az els6 helyen tarté preferenciasor-
rendet nydjtana be, kiilonben v; 6szintétlen preferenciat nytjtana be.
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Vizsgéljuk meg I-t. B még ugyantigy nem lenne a nyertes, ha tetszdleges v; , i < r—1 mas
preferenciasorrendet adna be, kiillonben v; pont ezt tenné. Ugyanigy nem lenne kivéalasztva, ha
barmely v; , i > r mas preferenciat nydjtana be, ahol B utolsé helyen van, kiilonben v; 6szintét-
len sorrendet mutatna be. Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkez6t:

B nem gyoztes, ha az utolsé N-r szavazo B-t teszi utolso preferenciajanak (**)

Most megmutatjuk, hogy v, egy diktator. Legyen III egy kovetkezd form4ja profil:

Vi Vo] e | Vet | Ve | Vigl | o | Vi
? ? K ? e | ?

B|B|B| B |[B| B |[B|B

5.3. tablazat. Profil 111

Eldszor, emeljiik K-t els6 helyre minden szavazonal. A konszenzus miatt K a gydztes. Ezutdn

emeljiik B-t az els6 preferencidra vy, ..., v, szavazokndl egyenként, B-t az utolsé preferencidn
tartva a maradék szavazokndl. Legyen ez a IV profil.

VI | V2| eee | V=1 | Vr | Vel | «o- | Vi
B/B|B| B [K| K |[K|K
KK/ K| K [? ? 717

1?21?71 ? |B| B |B|B

5.4. tablazat. Profil IV

(**) szerint B nem a gyG6ztes, tehat a lemmank szerint még mindig K a nyertes. Ezutdn emeljiik
B-t a mdsodik preferencidra a v, szavazondl. K még mindig a nyertes, kiilonben v, nem adnd le
ezt a véltoztatist. Legyen ez a V profilunk.

VI | V2| eee | Vel | Ve | Vil | e | Va
B|B|B B K| K | K|K
K|K|K|] K |B ? 71 ?
71?71 7? ? B B | B

5.5. tablazat. Profil V

Most térjiink vissza III-hoz, és t.f.h. G # K a gy6ztes. Emeljiik B-t az elsS preferenciara a vy, ...
, Vr—1 szavazokndl, egyenként. (**) szerint nem B a gydztes, ezdltal a Lemma kovetkezménye-
ként G még mindig a gy6ztes. Most emeljiik B-t v, mdsodik preferencidjéra:

T.f.h. B nem a gy6ztes. A Lemma szerint G még mindig a gydztes. (*) szerint B akkor lesz a
gy0ztes, ha B a v, szavaz6 elsd preferencidja lesz. Mivel v, szerint B > G, 6szintétleniil kell le-

Vr
jelenteni a preferenciasorrendjét, ez pedig ellentmond a taktikamentességnek. Tehat VI szerint
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VI | V2| eee | V=1 | Vr | Vptl | «-- | Vi
B|/B|B| B [K ? ?
212

71 7? B |B|B

5.6. tablazat. Profil VI

B lesz a gy6ztes. Most emeljiik K-t a masodik preferenciara a vy, ... ,v,_1 szavazodkra, és az els6
helyre v,41, ..., v, szavazokndl. A B jelolt még mindig a nyertes, kiilonben a szavazok eliilsé
csoportja nem valtoztatta volna meg preferenciasorrendjiiket, vagy a masodik csoportjuk 6szin-
tétleniil szamolt volna be. Viszont a VI profil ugyanaz, mint a V profil, ahol K volt a gydztes.
Ez egy ellentmondas, tehdt G # K nem lehet a nyertes I1I-ban.

Most tekintsiink egy tetsz6leges profilt, amiben v, elsé preferencidja egy K # B jelolt. El6szor
moédositsuk dgy a profilt, hogy B legyen minden szavazé utolsé preferencidja. Az el6z6ekben
belétottak alapjan K a nyertes. Most tegyiik vissza B-t az eredeti pozici6jdba minden szavazo-
ndl, egyenként. A lemma alapjan, vagy K vagy B lesz a nyertes. Vizsgdljuk meg a kovetkezd,

VII preferenciaprofilt, ahol C # B és C # K:

ViV | e | Veet | Ve | Vel | o | Va
B|B|B| B B A |AA
717

C|C C |[C|] C |C|C

5.7. tablazat. Profil VII

Ezutan C-t emeljiik a preferenciasorrendek elejére v-t6l felfelé. Ekkor lesz egy v, szavazonk,
akinek atsoroldsa utdn C lesz a nyertes. Az el6z6ekhez hasonléan v,, szavazoénak az elsé pre-
ferencidja VII-ben a gy&ztes. Viszont (*) szerint azt is tudjuk, hogy VII-ben B a gy&ztes. Ezek
szerint m < r. Viszont, egy ehhez szimmetrikus érvelés (ami m-mel kezdi, és utdna r-t megtalal-
ja), szerint r < m, tehat m = r, és r igy dont6 C és B esetében is. Tehdt, tudvén, hogy K vagy B
a gyoztes a kezdeti tetsz6leges pofilunkban, most megmutattuk, hogy vagy K vagy C a gyoztes.
Mivel C # B, a K jelolt a gy6ztes. Végezetiil, ha K = B, egy ehhez hasonlé érvelés megmutatja,
hogy v, dont6 A és C esetében, és B a gydztes. Tehat v, egy diktator. [
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