Mese egy régi feladatrol

Laczkovich Miklos

1. A feladat

A matematikus és matematika-tanéri szakok analizis gyakorlatain emberem-
lékezet ota feladjuk a kovetkezo feladatot.

1
Legyen vy = 1 és 1 =x,+ — (n = 1,2,...). Van-e olyan n, amelyre

z, > 1007 "

A feladatot — amelyet (F)-fel fogunk jel6lni — tobbféleképpen is megoldhatjuk.

1. Megoldas. Nyilvanvald, hogy az (x,) sorozat pozitiv tagokbdl &ll és
szigorian monoton névé. Ha z, < 100 teljesiilne minden n-re, akkor (z,)
feliilrol korlatos lenne. Mivel monoton novo, igy konvergens volna. Ha azon-
ban z, — a, akkor nyilvan a > 0, tovabba =, 11 = z,, + (1/2,) — a + (1/a)
alapjdn a = a + (1/a) teljesiilne, ami lehetetlen. [gy kell, hogy legyen olyan
n, amelyre x, > 100.

2. Megoldds. A feladat megoldasdhoz nincs sziikség a konvergencia fo-
galmara. Ugyanis tegyiik fel, hogy x,, < 100 minden n-re. Ekkor z,.; =
xn+ (1/2,) > x, +1/100 minden n-re, amibdl nyilvanvald, hogy z,, > n/100
minden n-re. Ezt n = 10000-re alkalmazva azt kapjuk, hogy 19000 > 100,
ami ellentmondés. fgy kell, hogy legyen olyan n, amelyre x,, > 100.

Jegyezziik meg, hogy az el6z6 megoldasbol nem kovetkezik, hogy Tip000 >
100. Ezt ugyanis egy indirekt feltevésbdl vezettiik le, amely feltevésrol kide-
riilt, hogy hamis. Mindazonaltal az okoskodas kis moédositasaval konnyen
beladthatjuk, hogy z19000 > 100 tényleg igaz.

3. Megoldds. Tegyiik fel, hogy z19000 < 100. Mivel a sorozat monoton
novo, ezért xr, < 100 minden n < 10000-re. fgy Tpr1 = Tp + (1/zy) > 2 +
1/100 minden n < 10000-re, amibél nyilvanvald, hogy x, > n/100 minden
n < 10000-re. Ezt n = 10000-re alkalmazva azt kapjuk, hogy x990 > 100,



ami ellentmondas. Mivel az x19g99 < 100 feltevés ellentmondasra vezetett,
ezért sziikségképpen x19p00 > 100.

Az el6z6 megoldas tobb kérdést felvet. Eloszor is, nem lehetne-e az x990 >
100 egyenlétlenséget direkt mdédon belatni? Tovabba: tudunk-e 10000-nél
lényegesen kisebb indexet taldlni, amelyre z, > 1007 Mindkét kérdést
megvalaszoljuk, mégpedig igenléen. El6szor is belatjuk, hogy

Ty, > V2n muinden n > 3-ra.

Legyen y, = 22 (n =1,2,...). Az 2,11 = 2, + (1/x,) Osszefiiggést négyzetre
emelve azt kapjuk, hogy

1\ , 1 1
Yn+1 = | Tp + — :xn+x—+2:yn+—+2>yn+2.

T 2 Un

Mivel y; =1 és yo = 4, ezért ebbdl kovetkezik, hogy vy, > 2n minden n > 3-
ra, azaz r, > V2n minden n > 3-ra. Igy x5000 > v/ 10000 = 100.

A V/2n als6 becslés meglepden pontos. Belatjuk, hogy

T, =V2n-+h,, ahol h, — 0.

Valéban, az yr+1 = yr+(1/yr)+2 egyenlGségeket k = 1, ..., n—1-re tsszeadva
azt kapjuk, hogy

1 1 1
Yp=14+2n—-1)+—+—+... + .
Y1 Y2 Yn—1

(1)

Marmost 1, > n minden n-re, hiszen y; = 1 és y, > 2n minden n > 2-re.
Igy (1)-bdl kovetkezik, hogy

1 1
Yp <20+ 14+ 4. +=.
2 n

Ebbdl

1 1
VA — 2 —-2n y,—2n 1—1-5—1—...—1—;.

= < <
T, + V20 NZD NZD



Igy a h, — 0 4llit4s bizonyitdsahoz elég annyit beldtni, hogy

1+14+...+1
vn

Ezt tobbféleképpen is belathatjuk. Eldszor is ismeretes, hogy 1+ % +.. .+% <
1 + logn minden n-re, ahol logn a természetes alapui logaritmust jeloli. Azt
is tudjuk, hogy tetszéleges € > 0-ra n=° - logn — 0 ha n — oo, amibdl (3)
azonnal kovetkezik.

—0 (n — 00). (3)

De a (3) allitdst kozvetleniil is beléthatjuk. Legyen S=1+1+...+ %,

Az 51,55, 53 0sszegek mindegyikét feliilrol becsiiljiik a legnagyobb tag és a
tagok szamanak szorzataval. Azt kapjuk, hogy

Sl < [n1/3] < n1/3’ 5«2 < [n2/3]/([n1/3] + 1) < n2/3/n1/3 _ n1/3

6s Sy < n/(n¥3) +1) < n/n2® =nlB gy S =S, + Sy 4+ S5 < 3-nl/3,
amibdl (3) nyilvanvalé.

Ezzel belattuk, hogy x,, — v2n — 0. Ebbdl sejthetd, hogy az a legkisebb n
index, amelyre x,, > 100 nem lehet sokkal kisebb 5000-nél. Ez valéban igy
van: meg lehet mutatni, hogy x4995 < 100 < x4999.

2. Egy varians

Sok-sok évvel ezel6tt az (F) feladat szerepelt egy évfolyam-zarthelyiben, ame-
lyet én felligyeltem. A zarthelyik beaddsakor az egyik hallgatond (akinek
a nevére sajnos nem emlékszem) azzal a kérdéssel fordult hozzam, hogy
igaz-e a feladat allitdsa, ha az z,.1 = x, + (1/z,) rekurzié helyett az
Tpt1 = Ty — (1/xy,) rekurzidt tekintjiik. Nem — valaszoltam —, hiszen ekkor
x9 = 0, és a sorozat nem folytathatd. Persze — mondta az ifji holgy —, de mi
van, ha a sorozatot 2-vel kezdjiik? Erre mar nem tudtam kapasbol vélaszolni,
és megigértem, hogy masnapra meggondolom a dolgot.

Ennek mar tobb, mint 25 éve, de a valaszt azéta sem tudom. S6t, megkockaz-
tatom, hogy a valaszt senki sem tudja. A probléma az, hogy a
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rekurziéval definialt sorozat tagjai kozott végtelen sok pozitiv és végtelen sok
negativ van (ezt konnyt beldtni), és a sorozat viselkedésére vonatkozo6 olyan
jellegii attekintés, mint amilyet az (z,) sorozat esetében lattunk remény-
telennek tinik. Megprébélhatjuk komputer segitségével eldonteni, hogy van-
e a (z,) sorozatnak 100-nél nagyobb tagja, akkor azonban a kovetkezé nehéz-
ségekkel szembesiiliink. Ha a sorozat tagjait kozelitéleg szamitjuk ki, akkor
a reciprokok kiszamitasa soran a hibdk olyan gyorsan nonek, hogy néhany
lépés utdn a kapott sorozatnak mar semmi koze nem lesz az eredeti (z,)
sorozathoz. Ha pedig a sorozat tagjait pontosan akarjuk kiszdamitani, akkor
azokat egész szamok hanyadosaiként kell kezelniink. Azonban ezek az egész
szamok olyan gyorsan nonek, hogy néhany 1épés utan a kapott szamokat a
komputer mar nem is tudja tarolni. Nem viladgos, hogy ezeket a problémakat
meg lehet-e keriilni egy komputert segitségiil hivé megoldésban.

Az elmult tobb, mint 25 évben sok kollégamnak emlitettem a kérdést, de
amennyire tudom Jan Marik (1920-1994) volt az egyetlen, aki komolyan
foglalkozott vele. Mivel az eredeti kérdés reménytelennek tiint, ezért mind a
ketten azt vizsgéltuk, hogy mit mondhatunk a 2,1 = 2, — (1/z,) rekurzét
kielégité sorozatrél, ha egy tetszoleges z; = a valds szambol inditjuk.

Meg lehet mutatani, hogy ha a sorozat nem fut be a nulldba (amely csak
megszamlalhatéan sok z; = a értékre kovetkezik be), akkor a sorozatnak
mindig végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagja lesz. Jelolje p1, ¢,
P2, qa, ... a sorozat azonos elOjelii blokkjainak elemszamat. Ekkor tehat a
sorozat p; pozitiv taggal kezdodik, melyeket ¢; negativ tag kovet, melyek
utan po pozitiv tag kovetkezik stb. Bizonyithatd, hogy

(i) a p1,q1,p2, e, - .. Sorozat egyértelmien meghatdrozza a zy = a szdmot,

(ii) @ p1,q1,p2,q2, - .. Sorozat akkor és csak akkor periodikus, ha a (z,)
sorozat periodikus, €s

(i) ap1,q1,pa,qo,- .. sorozat akkor és csak akkor korldtos, ha a (z,) sorozat
korldtos.

(Az (i) 4llitast illetGen lésd az [4] feladatot.)

Mit mondhatunk a (z,) sorozat viselkedésérdl, ha azt egy taldlomra vdlasztott
értékkel kezdjik? Meglepé mdédon ezt a kérdést kielégitéen meg tudjuk
valaszolni. A kérdés torténete valéjaban a XIX. szdzadban kezdodott.



George Boole 1857-ben bebizonyitotta, hogy , tetszéleges” f: R — R fiigg-
vényre fennall az

| t@an= [ sa-ym)ds (4)

azonossag [3]. Ez egyike azoknak az éllitdsoknak, amelyeket konnyti beldtni;
a bamulatos csak az, hogy hogyan lehetett oket felfedezni.

Vézoljuk (4) bizonyitdsat abban az esetben, amikor f Riemann-integrélhatd
egy |a,b] intervallumban és nulla azon kiviil. Minden ilyen fiiggvény egyen-
letesen kozelitheto olyan fiiggvényekkel, amelyek szakaszonként konstansok
la,b]-n. Ezért (4)-et elég ilyen fliggvényekre bizonyitani. Marmost minden
szakaszonként konstans fiiggvény eloall véges sok x; alaku fiiggvény linearis
kombinaciéjaként, ahol I intervallum és x; az [ intervallum karakterisztikus
fiiggvénye. Ezért (4)-et elég a y alaku fliggvényekre bizonyitani. Ha viszont
I egy intervallum és f = x;, akkor (4) bal oldaldnak értéke I hossza, mig (4)
jobb oldaldnak értéke egyenl6 a x;(x — (1/x)) fliggvény integraljaval.

Jeloljik az © — (1/x) fiiggvényt ¢(x)-szel. Ekkor a x;(z — (1/x)) = xr0 ¢
fiiggvény megegyezik a ¢~!(I) halmaz karakterisztikus fiiggvényével. Ennek
integralja nem mds mint a ¢~ () halmaz mértéke. Tehét (4) bizonyitdsahoz
azt kell ellenorizniink, hogy

barmely I intervallumra \(¢~ (1)) = M(I), (5)

ahol A(H) jeloli a H halmaz mértékét. Az (5) allitds konnyen igazolhaté.
Ha felrajzoljuk a ¢ fiiggvény grafikonjat, akkor azonnal latjuk, hogy barmely
I intervallumra a ¢~'(I) halmaz két intervallum egyesitése. Ezen interval-
lumok végpontjait két masodfoki egyenlet megolddsaval kaphatjuk meg, és
a szamolas azt is kiadja, hogy a két intervallum hosszanak osszege éppen [
hosszaval egyenl6. Ezzel Boole tételét belattuk.

Az (5) 4llitast ma ugy fogalmazzuk, hogy a ¢ leképezés mértéktart a szdm-
egyenesen.

Jeloljik az f leképezés n-edik iteraltjat f™-nel. Ekkor a 23 = a kezdeti
értékbél indulé és a z,,1 = 2z, —(1/z,) rekurzét kielégito sorozatra z, = ¢"(a)
(n=1,2,...).

A leképezések iteraltjainak vizsgalata az ergodelmélet feladata. Az ergodel-
mélet eredményeibol kovetkezik példaul, hogy ha egy f: R — R leképezés
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ergodikus, akkor eqy Lebesque szerint nullmértékid halmaztol eltekintve min-
den a € R-re az f"(a) (n = 1,2,...) szamok halmaza mindeniitt sird a
szamegyenesen. (Lésd pl. az [1] monografiat. Egy f mértéktarté leképezést
akkor neveziink ergodikusnak, ha valahdnyszor egy mérhet6 H halmazt f
onmagaba képez, akkor H vagy a komplementere nullmértékii.)

Az a kérdés, hogy a Boole-féle ¢ leképezés ergodikus-e meglepéen nehéznek
bizonyult, és csak 1973-ban bizonyitotta be Adler és Weiss, hogy a vélasz
igenlé [2]. (Késébb erre a tényre szdmos egyszeriibb bizonyitds sziiletett.) A
fenti altalanos tétel szerint ebbdl kovetkezik, hogy

eqy Lebesgue szerint nullmértéki halmaztol eltekintve minden a € R-re
teljesil, hogy a z1 = a kezdeti értékbdl induld és a z, 1 = z,— (1/2,) rekurzdt
kielégité sorozat mindenttt siri a szimegyenesen.

Lathatjuk tehat, hogy egy ,taldlomra valasztott” kezdeti értékbol induld
sorozat vislkedését le tudjuk irni, mig egyes konkrét (pl. z; = 2) értékekbol
indulé sorozatrol még azt sem tudjuk eldonteni, hogy van-e 100-nél nagyobb
eleme. Ez a jelenség analog a szamok tizedestort-eloallitasanak problémaja-
val. Borel egy klasszikus tétele szerint eqy Lebesque szerint nullmértéki hal-
maztol eltekintve minden a € R-re teljesiil, hogy a tizedestort-elodallitdsaban
mind a tiz jeqy szerepel, méghozzd azonos (1/10) gyakorisdggal. Ha azonban
azt kérdezziik, hogy egy adott szam tizedestort-eldallitasaban szerepel-e mind
a tiz jegy végtelen sokszor, akkor ennek eldontése gyakran reményteleniil
nehéz. fgy példul senki sem tudja, hogy v/2 tizedestort-eldallitdsaban van-e
végtelen sok 0 jegy. A kérdés, hogy a z; = 2 értékbol indulé és a z,,1 =
zn — (1/z,) rekurzot kielégité sorozat korlatos-e valésziniileg legalabb ilyen
nehéz.
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