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Hurnégyszogek

Amit a harnégyszogekrol tanitunk:

@ Definicié: a korbe irt négyszogeket hirnégyszogeknek nevezziik.
Olyan négyszogek, melyek oldalai ugyanannak a kornek a hirjai.

o Tétel: Egy négyszog akkor és csak akkor hirnégyszog, ha két
szemkozti szogének osszege 180°.
Amit a harnégyszogekrol tanithatunk spec.maton,
tehetséggondozo szakkoron:

@ Ptolemaios tétele: A hidrnégyszog atldinak szorzata a szemkozti
oldalpdrok szorzatdnak osszegével egyenld.

@ Brahmagupta tétele: a hilrnégyszog terllete

T=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).
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Brahmagupta tétele

Bizonyitas: Az egyik atléra felirva a két koszinusz tételt:
f2 = a?+ d? — 2adcos, f2= b+ ¢ —2bccos(180° — )
Tudjuk, hogy cos (180° — o) = —cos v, a két egyenletet rendezve:

2(ad + bc)cosa = a* + d* — b? — 2

adsina  bcsin(180° — )  (ad + bc)sina
T = —|— =
2 2 2
2(ad + bc) -sina = 4T
A két egyenletet négyzetre emelve és Osszeadva:

4(ad 4 bc)? - (sin® a 4 cos? o) = 16 T2 + (a® + d° — b* — ¢?)?
Atalakitva (két négyzetszdm kiilonbségét tobbszor hasznélva):

16T2:(b+c—|—a—d)(b+c—a+d)(a+d+b—c)(a+d—b+c)

Bevezetve 2FPEEd — 5 jelslést kapjuk:

T=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)
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Amit az érintonégyszogekrdl tanitunk:

@ Definicié: Erinténégyszégnek azokat a négyszogeket nevezziik,
amelyeknek oldalai egy kornek érint6i. Minden érinténégyszog konvex.

@ Tétel: Egy konvex négyszog akkor és csak akkor érinténégyszog, ha a
két-két szemkozti oldal hosszlisdgdnak osszege egyenld.

o Terllete: T =r-s, ahol r a beirhaté kor sugara, s pedig a félkeriilet.

4/24
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Ha egy hirnégyszog 4tléi merdlegesek egymdsra, akkor az atlok
metszéspontjabdl az oldalakra allitott merdlegesek talppontjai olyan
hirnégyszoget hatdroznak meg, amely egyben érintonégyszog is.

Az ilyen négyszogeket nevezziik bicentrikus (azaz két kdzépponti)
négyszognek.
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Feladat:

Adott egy k kor hdrom pontja A, B és C. Szerkessziik meg a kornek azt a
D pontjat, amelyre az ABCD négyszog érinténégyszog.
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Bizonyitsuk be, hogy a bicentrikus négyszog teriiletére igaz, hogy
T=+a-b-c-d, ahol a, b, c,d a négyszog oldalinak hossza.

Bizonyitds: Haszndljuk ki, hogy a négyszog hurnégyszog, igy

T=+(s—a)-(s—b)-(s—c)-(s—d)

Mivel érintdnégyszog is, ezért a=x+v,b=x+y,c=y+z,d=z+y.
Ezekbdl:

S_d:a—i—b—iz-c—d:X+v+x+y—2|—y+z—z—vzx+y:b

Hasonléan a tobbi tagra is kapjuk, hogy T =+va-b-c-d
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Tétel
Ha egy hdromszog koré irhaté korének sugara R, a beirhaté korének
sugara r, d pedig a két kor kozéppontjdnak tdvolsaga, akkor

teljestil.
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A tételt (R+ d) - (R — d) = 2Rr alakban bizonyitjuk.
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A tételt (R+ d) - (R — d) = 2Rr alakban bizonyitjuk.
A

frjuk fel az | pontnak a korre vonatkozé hatvanyat kétféleképpen:
Al-IK=1IP-1Q =(R+d)-(R—d)
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7 BAKZ=KACL=KK'CL=
<P BCK/ =%,

A K
G / ‘0
BN
e
S K
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A K BAK/ = KAC/Z = KK'C/ =
<P Bckz=4,
CIKZ =5+ 3%, mert AIK
\’ haromszog kiils6 szoge
CL 4\ 40
7 Q
K
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A K’ l,"' BAKZ:KACAZKK,CA:
<P BCK/ =%,

CIKZ =%+ 3%, mert AIK
X' haromszog kiilsé szoge
valamint ICKZ = § + %
CL 4\ 10
e
4 K
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A K 7 BAKZ=KACL=KK'CL=
<P BCK/ =%,
CIKZ =5+ 3%, mert AIK
haromszog kiils6 szoge
X valamint ICKZ = § + 3.
G | 0 Tehdt IK = KC.
S Q
K
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A K /' BAKZ=KAC/=KK'C/=
<P Bcks/=2¢,

CIKZ =5+ 3%, mert AIK
haromszog kiils6 szoge

X valamint ICKZ = § + 3.

0 Tehat IK = KC.

A KK'C haromszog derékszogli és

egyik hegyesszoge 7, tehdt hasonlé

IAG hiromszoghoz.
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A K /' BAKZ=KAC/=KK'C/=
<P Bcks/=2¢,
CIKZ =5+ 3%, mert AIK
haromszog kiils6 szoge
X valamint ICKZ = § + 3.
0 Tehat IK = KC.
A KK'C haromszog derékszogli és
egyik hegyesszoge 7, tehdt hasonlé
IAG hiromszoghoz.

K Al KK’
IG  KC
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Al KK’
1G~ KC
Felszorozva
Al - KC = KK' - IG
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Al KK’
IG~ KC

Felszorozva
Al -KC=KK'-IG

Osszevetve az eddigiekkel:

(R+d)- (R—d)=Al - IK=Al-KC=KK -IG=2R"r

Ezzel az allitast igazoltuk.
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Al KK’
IG~ KC

Felszorozva
Al -KC=KK'-IG

Osszevetve az eddigiekkel:
(R+d)-(R—d)=Al-IK=Al-KC=KK' -1G=2R"-r
Ezzel az allitast igazoltuk.

Koévetkezmény: Ha képletiinket d = v/ R? — 2Rr alakba irjuk, akkor
lathatd, hogy R? > 2Rr, tehat a sugar-egyenlStlenséghez jutunk:

R > 2r.
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2. bizonyitas:
Inverzié segitségével. Felhasznaljuk, hogy az R sugartd kor inverzének

sugara(ha az inverzié alapkorének sugara r és a kor kozéppontja a pélustdl
d # R tévolsigra van)
R

R/: 2
"2 R
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CEl haromszog derékszogli
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CEl haromszog derékszogli
Cl L EF és C' felezi az EF oldalt.
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CEl haromszog derékszogli

Cl L EF és C' felezi az EF oldalt.
Alkalmazzuk a befogé tételt a CEIl
derékszogli hdromszogre:

P =EP=IC"-IC
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CEl haromszog derékszogli

Cl L EF és C' felezi az EF oldalt.
Alkalmazzuk a befogé tételt a CEIl
derékszogli hdromszogre:

P =EP=IC"-IC

Tehat a C pont inverze a beirhaté
korre C’. Hasonléan A és A/,
valamint B és B’ is egymads inverzei.
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CEl haromszog derékszogli

Cl L EF és C' felezi az EF oldalt.
Alkalmazzuk a befogé tételt a CEIl
derékszogli hdromszogre:

P =EP=IC"-IC

Tehat a C pont inverze a beirhaté
korre C’. Hasonléan A és A/,
valamint B és B’ is egymads inverzei.
Harom pont, ha nincsnek egy
egyenesen meghatdroznak egy kort.
Mivel A’, B', C' felez pontok, igy a
radjuk illeszked6 kor az EFG
hdromszog Feuerbach-kore, melynek

r
sugara 5
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CEl haromszog derékszogli

Cl L EF és C' felezi az EF oldalt.
Alkalmazzuk a befogé tételt a CEIl
derékszogli hdromszogre:

P =EP=IC"-IC

Tehat a C pont inverze a beirhaté
korre C’. Hasonléan A és A/,
valamint B és B’ is egymads inverzei.
Harom pont, ha nincsnek egy
egyenesen meghatdroznak egy kort.
Mivel A’, B', C' felez pontok, igy a
radjuk illeszked6 kor az EFG
hdromszog Feuerbach-kore, melynek
sugara 5 Tehat a koré irhaté kor

2
inverze a kapott Feuerbach-kor.
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Felhaszndlva az el6z6 eredményt (Ol = d < R, hiszen a beirtkor a koré irt

korbe esik.
R

R2 _ 42

r
_:R/:2
5 r
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Felhaszndlva az el6z6 eredményt (Ol = d < R, hiszen a beirtkor a koré irt

korbe esik.
R

R2 _ 42

r
_:R/:2
5 r

Atalakitva
R*— d* =2rR

3. bizonyitas:

Vektorok felhasznalasaval:

Reiman Istvan: A geometria és hatdrteriiletei (Gondolat, Budapest 1986)
67-68. oldal
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Fuss-tétel

Tétel

Ha egy bicentrikus négyszog koré irhatd korének sugara R, a beirhaté
korének sugara r, d pedig a két kor kozéppontjanak tavolsdga, akkor

1 1 1

(R+d)2+(R—d)2 e

teljesdl.
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Mivel az ABCD négyszog
hirnégyszog ezért
IAKZ + ICLZL = 90°
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Mivel az ABCD négyszog
hirnégyszog ezért

IAKZ 4+ ICLZ = 90°
AIKZ 4+ CILZ = 90°
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Mivel az ABCD négyszog
hirnégyszog ezért

IAKZ 4+ ICLZ = 90°
AIKZ 4+ CILZ = 90°
IK=IL=r
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Mivel az ABCD négyszog
hirnégyszog ezért

IAKZ 4+ ICLZ = 90°

AIKZ 4+ CILZ = 90°

IK=IL=r

ezért az AIK és az ILC derékszogli
hdromszogek egy derékszogii
haromszoggé forgathatdk ossze.
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Mivel az ABCD négyszog
hirnégyszog ezért

IAKZ 4+ ICLZ = 90°

AIKZ 4+ CILZ = 90°

IK=IL=r

ezért az AIK és az ILC derékszogli
hdromszogek egy derékszogii
hdromszoggé forga’;haték ossze.
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Az AIC derékszogili haromszog
terlilete kétféleképpen:
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Az AIC derékszogili haromszog
terlilete kétféleképpen:
r-(AK + CL) = Al - Cl.
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Az AIC derékszogili haromszog
terlilete kétféleképpen:
r-(AK + CL) = Al - Cl.
Négyzetre emelve

r? . (AK + CL)? = AI?- CI2.
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Az AIC derékszogili haromszog
terlilete kétféleképpen:
r-(AK + CL) = Al - Cl.
Négyzetre emelve

KL c r?- (AK + CL)? = AI? - CI%.
Irjuk fel a haromszog oldalaira a
Pitagorasz tételt
(AK + CL)? = AI? + CI?.
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Nemecské Istvan (BDG)

Az AIC derékszogili haromszog
terlilete kétféleképpen:
r-(AK + CL) = Al - Cl.
Négyzetre emelve

r? . (AK + CL)? = AI? - CI2.
frjuk fel a haromszog oldalaira a
Pitagorasz tételt

(AK + CL)? = AI? + CI?.

Ez utdbbi két egyenldséget
osszevetve:

1 1 1

2= ar

Bicentrikus négyszégek 2017.03.22. 18 / 24



Tudjuk, hogy

ECD/ =~ = EOD/ =2~ és
FAD/ = a = FOD/ = 2a.

Ez azt jelenti, hogy

EOD/ 4+ FOD/ = 2a + 2~ = 180°,
azaz E, O, F egy egyenesbe esik.
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Tudjuk, hogy

ECD/ =~ = EOD/ =2~ és
FAD/ = a = FOD/ = 2a.

Ez azt jelenti, hogy

EOD/ + FOD/ = 2o + 2y = 180°,
azaz E, O, F egy egyenesbe esik.

Az EIF hdromszogben 10 stlyvonal,
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Tudjuk, hogy

ECD/ =~ = EOD/ =2~ és
FAD/ = a = FOD/ = 2a.

Ez azt jelenti, hogy

EOD/ + FOD/ = 2o + 2y = 180°,
azaz E, O, F egy egyenesbe esik.

Az EIF hdromszogben 10 stlyvonal,
tehat O-ra tiikrozve egy
paralelogrammat kapunk, melynek
oldalai és atléi kozotti osszefliggés
miatt:

(210)? + (EF)? = 2EI? + 2F/?
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Tudjuk, hogy

ECD/ =~ = EOD/ =2~ és
FAD/ = a = FOD/ = 2a.
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EOD/ + FOD/ = 2o + 2y = 180°,
azaz E, O, F egy egyenesbe esik.

Az EIF hdromszogben 10 stlyvonal,
tehat O-ra tiikrozve egy
paralelogrammat kapunk, melynek
oldalai és atléi kozotti osszefliggés
miatt:

(210)? + (EF)? = 2EI? + 2F/?

4d? + 4R? = 2EI? + 2FI?
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Tudjuk, hogy

ECD/ =~ = EOD/ =2~ és
FAD/ = a = FOD/ = 2a.

Ez azt jelenti, hogy

EOD/ + FOD/ = 2o + 2y = 180°,
azaz E, O, F egy egyenesbe esik.

Az EIF hdromszogben 10 stlyvonal,
tehat O-ra tiikrozve egy
paralelogrammat kapunk, melynek
oldalai és atléi kozotti osszefliggés
miatt:

(210)? + (EF)? = 2EI? + 2F/?

4d? + 4R? = 2EI? + 2FI?

2(d?> + R?) = EI?> + FI?

Nemecské Istvan (BDG) Bicentrikus négyszégek 2017.03.22. 19 / 24



frjuk fel az | pont korre vonatkozé
hatvanyat:

Al-IF=Cl- IE =
(R+d)-(R—d)=R?—d?

Nemecské Istvan (BDG) Bicentrikus négyszégek 2017.03.22. 20 / 24



frjuk fel az | pont korre vonatkozé

hatvanyat:
Al -IF =Cl - IE =
(R+d)-(R—d)=R?—d?
Kifejezve:

1 IF?

A2 (R2 — d2)2

1 El?

CI2 — (R? — d2)2
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Osszeadva és atalakitva:

11 IF? N E?  IFP+EP  2(d*+ R?)
Al2 cl2 (Rz _ d2)2 (Rz _ d2)2 - (Rz _ d2)2 - (Rz _ d2)2 -
C(R+d?+(R-d)? 1 P S
 (R—d)2-(R+d)?2 (R—d)? (R+d)?2 r?

Ezzel az allitast igazoltuk.
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Fuss bicentrikus hatszogekre is elvégezte a szamitdst:
3(R? — d?)* = 16d%r*R? 4 4r*(R? — d°)?(R? + d?)
illetve nyolcszogekre:

[P(2R?+2d%)—(R*~d?)]* = 16(R*~d°)*r*((R+d)*~r*)((R—d)*—r?).
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Allitas 1.:

Ha az ABCD négyszog bicentrikus négyszog, akkor a koré irhaté kor
kozéppontja, a beirhaté kor kozéppontja és az atlék metszéspontja egy
egyenesbe esik. (KoMaL 1991. F.2793.)

Allitds 2.:

Legyen az AD egyenes és a BC egyenes metszéspontja E és

eag N ecp = F. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog beirhatd korének, koré
irhaté korének kozéppontja és az atlok metszéspontja dltal alkotott
egyenes merdlegesen metszi az EF egyenest.

Allitds 3.:
Bizonyitsuk be, hogy ha ABCD érinténégyszog, akkor a beirhaté kor
kozéppontja és atldk felezdpontjai egy egyenesbe esnek!
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Ko6szonom a figyelmet!

A teljes anyag olvashaté a
http://matektabor.berzsenyi.hu/2016

oldalon.

Forras:
® http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Fuss.shtml
e Dr. Gerbcs Laszlé: Azok a csodalatos hirnégyszogek
e Reimann Istvan-Dobos Sandor: Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidk

1959-2003

e Geometriai feladatok gyiijteménye .
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